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Resumo

Observacdes de nossa vida estudantil, confrontam-se com os dados atuais so-
bre acesso, evasao, repeténcia e permanéncia da crianga brasileira na escola e se
enriquecern pela analise de estudos recentes, que valorizam o saber escolar como
instrumento para a sobrevivéncia na sociedade e ponto de partida para o conheci-
mento e a participagdo critica. Os dados sugerem a necessidade de se repensar o
Ensino de Matematica numa escola que, se pretende, corresponda aos anseios de
uma sociedade democratica.

Reconhecemos, no entanto, deficiéncias nos cursos de licenciatura em Matematica
e, por tabela, nos cursos de magistério, onde o conhecimento € visto como algo
passivo e intelectualizado. A falta, na escola, de recursos humanos, preparados para
repensar o ensino de Matematica e para participar ativamente na discussao dos
problemas da comunidade escolar, aliada & precéria situagao economica, afasta dela

0s alunos.

Como agravante da situagdo diagnosticada, a analise dos livros didéticos de Ma-
tematica que tém chegado as maos dos professores retrata, ora caracteristicas mar-
cantes das preocupagbes pedagdgicas da época, ora timidas incursdes na busca de
um ensino adequado as condigbes concretas de nossa sociedade. Os autores sofrem
influéncias de leis e decretos da esfera governamental, bem como sofrem pressées do
“lobby” dominante, com raras excegdes, preocupado, principalmente, em atender
interesses econdmicos do corpo de editoragio do parls.

De qualquer forma, a Matematica continua sendo mostrada como conhecimento
pronto e acabado, com verdades irrefutdveis, neutra no sentido das influéncias da
sociedade na sua consirucdo, bem como das conseqiéncias do seu progressc na
transformacao da qualidade de vida e, salve as raras excegdes, os livros passam uma
idéia da Matematica como area de estudo sem historia, sem valorizar a evolucio
gradativa dos conteidos matematicos.

A compreensdo adquirida nessa introspeccao subjetiva e objetiva, na realidade
do professor e no seu material de apoio, leva-nos a estabelecer a énfase histérico-
cultural para a analise da evolugio dos conceitos da Aritmética, em especial do
conceito de nlimero, sua representacéo e a ampliacio dos campos numéricos, eleitos
o centro de interesse da pesquisa.

A idéia é preencher uma lacuna na formagao do professor. Entendemnos que a
pesquisa sobre o nimero e sua histdria cultural contribui para uma compreensao
mails adequada do que é a Matematica, desfazendo concepcoes falsas, e concorrendo
também, para uma melhor percepcao de seu papel no curriculo do 12 e 22 graus.



A pesquisa efetuada sobre a génese do nimero e a ampliagio dos campos numéricos,
traz significado intrinseco a busca, pelo futuro professor, do dominio da contagem
(discreto numérico) e do dominio da medida (continuo numeérico), ou seja, traz
motivagao para o estudo desses dois grandes temas, no curso de preparacao desse
profissional.

Do percurso histérico-cultural realizado, emergem as mudancas, ao longo dos
anos, dos significados de numero, dos procedimentos usados na representacio de
quantidades - relativas as grandezas discretas e continuas - e dos métodos de calculo
aritmético.

Neste trajeto, os varios modos de se superar obstaculos e de se obter resul-
tados evidenciam sutilmente uma légica natural da construcio do conhecimento
aritmético, que néo é a légica formal, usualmente requerida para a validacio dos
resultados matematicos, o que nos permite respeiti-la quando aplicada no ensino
elementar.

Ao percorrermos os caminhos do desenvolvimento aritmético, em especial dos
sisternas de numeragdo hindu-ardbico e da evolugdo do nimero, identificamos for-
tes influéncias culturais e as classificamos em diversas “forcas desenvolvimentistas”.
Durante o percurso, destacamos o papel do homem - sua curiosidade e seu espirito
criativo — ao extrapolar o conhecimento além das fronteiras do imediato. As “forcas
culturais”, envolvidas no desenvolvimento da Aritmética, nio sdo valorizadas nos
livros didaticos ou nos cursos de formagao de recursos humanos, o que implica, mui-
tas vezes, numa visio errénea da Matemética como area de conhecimento desligada
do contexto socio-cultural.

Enfatizamos, no texto, a questio da formagdo do professor e sugerimos um
curriculo centrado no desenvolvimento histérico do ntimero e sua representacio.
A partir deste, a estrutura curricular deve se irradiar para outros temas. Priori-
zamos no curso de formagdo do professor, atividades que propiciem a autonomia
intelectual, a autonomia profissional e a pratica da cidadania de seus docentes e de
seus professorandos.

O trabalho néo tem a intencdo de responder a todas as duvidas, mas pretende,
antes disso, suscitd-las, provocar seu aprofundamento, e principalmente, instigar
reflexdes sobre a formacio do professor.



Abstract

Observations of our life as student:. were compared with the current data of
admission, drop-out, repetition and permanency of the brazilian child in school and
were enriched by the analysis of recent studies which valorize school knowledge as
a tool for survival in society and as a starting point for knowledge and critical
participation. The data suggests the need to rethink the teaching of Mathematics
in school with the purpose of meeting the expectations of a democratic society.

We recognize, however, defficiencies in the teacher preparation for Mathematics,
where knowledge is seen as something passive and intellectualized. The lack in
education of human resources prepared to rethink the teaching of Mathematics and
to participate actively in the discussion of school community problems associated
with the precarious economic situation drives the students away.

As an aggravating circumstance of the diagnosed situation, the analysis of Mathe-
matics text-books which have been available to teachers portrays, at times, charac-
teristics of the pedagogical worries, at other times timid incursions in the search for
adequate teaching in the concrete conditions of our society. The authors of these
books undergo influences from laws and decrees, as well as pressures from the do-
minant lobby which, with rare exceptions, is concerned, mainly with serving the
econormic interests of the country’s publishing industries.

Anyway, Mathematics is still shown as a ready and finished knowledge, with
incontestable truths, that are unsensitive to social influences; its progress is mea-
ningless in improving the quality of life and, except in rare occasions, these books
transmit an idea of Mathematics as an area of study with no history, without giving
value to the gradual evolution of the mathematical contents.

The understanding achieved in this subjective and objective introspection in the
teacher’s reality and in his supporting material leads us to establish the historical-
cultural emphasis for the analysis of the evolution of the arithmetic concepts, in
particular the concept of number, its representation and the enlargement of the
numerical fields which were selected as the center of interest in the research.

The idea is to fill a lack in teacher preparation. We understand that the research
on number and its cultural history may contribute for a more adequate comprehen-
sion of what Mathematics is, correcting misconceptions and even contributing for a
better perception of its role in the primary and secondary curriculum.

This study of the number genesis and the enlargement of the numerical fields
gives an intrisic meaning to the study of the mastering of counting and measuring
by the future teacher. Thus, it motivates the study of these two great issues during



the preparation course.

Out of this historical-cultural study arise the changes in the meanings of number,
the procedures used in the representation of quantities - relative to discreet and
continuous quantities - and in arithmetic calculation methods over the years.

In this study various ways to overcome obstacles and to get results subtly present
a natural logic of construction of mathematical knowledge which is not the formal
logic, usually required for the validation of mathematical results and which allows
us to respect this natural logic when applied in elementary teaching.

Continuing this study of arithmetical knowledge, in particular the hindu-arabic
numeration and the evolution of number concept, we identify strong cultural in-
fluences and classify them into various “developmentalist forces”. In the study we
stress the role of man - his curiosity and creative spirit - when he extends knowledge
beyond the borders of the immediate.

The cultural forces envolved in the development of arithmetic are not valued by
the text-books in teacher preparation courses, implying many times an erroneous
view of Mathematics as an area of knowledge disconnected from the socio-cultural
context.

We have stressed, in this work the question of teacher formation, and we sug-
gested a curiculum centered on the historical development of the number and its
representation. Because of this, the curriculum should open itself to other issues.
We give priority in teacher preparation courses to activities which allow intellectual
and professional autonomy and the practice of citizenship of teachers giving the
preparation course, and the future teachers of Mathematics.

This work does not intend to answer all doubts; rather it intends to provoke
questions and to stimulate further studies and mainly, to instigate reflections on
teacher formation itself.
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Capitulo 1

Um Ponto de Partida

Ao fazermos a opcao por um tema de pesquisa, varios fatores nos influenciaram
fortemente. No capitulo 1, procuramos, nas 3 se¢des iniciais, dar uma visao clara das
anglstias e dos anseios que vivemnos na area educacional, bem como das motivagoes
e das buscas surgidas em decorréncia delas. Ao final do capitulo, nas secdes 1.3 e
1.4, fixamos as questoes emergentes e ¢ enfoque sobre os quais decidimos concentrar
nossa atengao na pesquisa.

1.1 Problemas Antigos com Dados Recentes

O ensino esteve presente em toda nossa vida. Num retrospecto, identificamos pro-
biemas educacionais que se perpetuaram, conceitos gue se modificaram, valores que
se preservaram, enfim ... uma gama de quesides que sac enfrentadas pela sociedade
dos mais diferentes modos.

Para um grupo de pessoas, nada é possivel fazer para sair do marasmo em que
estao envolvidas as instituigdes educacionais, nada adianta fazer. Para outro, vale o
extremo oposto. Ndo pretendemos nos equivocar permanecendo em algum dos ex-
tremos. Se houver equivoco, que seja identificando causas, problemas e perspectivas
a médio e longo prazo.

Nessa volta ao passado, procuramos expressar uma visdo da realidade educacio-
nal através dos olhos, ora do estudante, ao descrever situacdes que nos marcaram,
ora do educador que as aponta para confronta-las com os dias atuais, cabendo ao
leitor enriquecé-la com suas préprias experiéncias, reflexdes e criticas. Procuramos
incentiva-lo a sua prépria anélise,



A idéia é levantar polémica, é levantar debates e, a par destes, desejamos externar
nossa visao e fornecer uma opgao para a formagdo do professor, em qualquer nivel,
na area de Matematica.

Este trabalho é um misto de vivéncia, de reflexiio, de estudo e de critica acerca
de dividas e incertezas que pretendemos responder, nao a todas, porém.

Em nossa infancia, no convivio familiar, tivemos ocasiao de compartilhar com
nossos pais de seus afazeres, aborrecimentos e satisfacées de suas vivéncias na escola.
Vez por outra, algumas maes vinham até nossa casa expor as dificuldades em enviar
seus filhos & escola. Entre as queixas, as mais numerosas referiam-se & falta de
dinheiro para o material escolar, & necessidade do filho cuidar de irmaos menores
enquanto os pais trabalhavam, a mudanga da familia, pois o pai saira do emprego, &
premeéncia em encaminhar o filho ao trabatho e as justificativas de freqiientes faltas
a escola por motivo de doenga: tonturas pela manha, amareldo, dor d'clhos.

Estdvamos em meados dos anos cingiienta e essas atitudes de aproximagio e
confianga de maes das classes mais pobres, provavelmente a espera de uma palavra
de orientagio ou de concordancia com o procedimento adotado, passavam para nés o
significado da importancia de uma professora do curso primério numa escola piblica,
rural ou urbana, de municipio interiorano paulista. Mais tarde, passamos a nos
interessar ainda mais, entao de uma forma menos particular, pelo ensino bésico.

A professora naquele caso, como o ensino basico em geral, representa o elo de
ligagdo entre o saber natural do senso comum e aquele do saber elaborado, siste-
matizado!, que abre perspectivas, na expectativa popular, de melhoria material de
vida pela aquisicdo de conhecimentos e habilidades.

Além disso, a nosso ver, & alfabetizagao entendida nao apenas como o dominio da
leitura, da escrita e da compreensao da lingua nacional, mas também como o dominio
dos simbolos e operagoes matematicas, além do entendimento das formas elementares
da construgdo do mundo da cultura, ¢ o instrumento pelo qual o individuo vern a
compreender, a analisar e a participar de sua realidade.

Estudos desta ltima década tém mostrado que a escola bésica, qualquer que seja
a razao - da ascensio social até & crenga na escola como instrumento privilegiado
para a conquista da cidadania - é apontada pelas camadas mais pobres da populacio
como elemento importante na formacio de seus filhos 2.

!Demerval Saviani comenta esse papel da escola e se reporta aos gregos para ilustra-lo. Veja
em “Sobre a natureza e a especificidade da Educagao”, comunicacio apresentada em mesa redonda
realizada em Brasilia em 05/07/84.

“Lisete R.G. Arelaro, apresenta comentarios sobre esses estudos em “A extensio do ensino
bdsico no Brasil: ainda um desafio politico” in Em Aberto, Brasilia ano 7, no.39: pp 37-43,



Na verdade, o ingresso e a permanéncia na escola ao serem reivindicados pelas
camadas mais pobres como maneira de melhoria de vida, de obtencio de melhor
emprego, expressa a nao aceitagao das limitacdes impostas & sua classe social. E
essa insatisfagdo pode levar a um projeto coletivo de tentativa de mudanga que
depende da participa¢do de cada individuo e visa estreitar as distancias sociais. A
escolaridade desse individue pode influir nessa participagio, pois ela diminui a visio
mistica da realidade, fornece instrumentos para a sobrevivéncia e para um conhe-
cimento mais critico da sociedade. A Escola, nesse caso, tem um sentido politico ac
garantir melhores condigdes de aprendizagem as criancas 3,

No entanto, ao nos reportarmos as observacgdes estudantis colhidas durante anos
de permanéncia na escola, identificamos mais dificuldades somando-se aquelas ja
comentadas, relativas as maes que almejavam a permanéncia de seus filhos na escola.

Com a vigéncia da lei 4424 de 1942 e, posteriormente, da Lei de Diretrizes
e Bases da Kducagao Nacional no. 4024/61, o aluno que terminava o 4o0. ano

primario recebia o diploma de conclusao do curso elementar. Estava completada a
escolaridade obrigatéria prevista pela lei. Para continuar os seus estudos, o jovem
submetia-se a0 Exame de Admissdo ao curso ginasial. A necessidade desse exame
seletivo decorria da defasagem entre a pequena oferta e a demanda de vagas para a
la. série ginasial nas escolas piblicas.

O jovem da classe mais pobre que superava as barreiras para a conclusio do
ensino elementar tinha dificuldades em ser selecionado para as vagas ginasiais. O
exame de admissio, favorecia, em geral, aquele que fazia cursinho para a sua pre-
paragao a prova, ou aquele que freqiientava o 50. ano primario, também preparatério
ao exame e oferecido, em nimero limitado, por algumas escolas estaduais primarias.

Nesse caso, a escolaridade do jovern da classe mais pobre ficava restrita a, no
maximo, 4 anos, reforcando a concentracio da mao de obra qualificada e monopoli-
zadora do conhecimento ao dominio de poucos.

Nossos professores dessa época formavam um grupo responsavel, bastante res-
peitado na cidade. Viemos a saber mais tarde que seus saldrios, junto as escolas

julho/outubro/1988.

3Cabe aqui a indicacio de alguns textos ainda nio citados, e que aprofundam a discussio sobre
a escolarizagio, de forma que a mesma nio venha apenas reproduzir o saber, mas reelabord-lo e
transformd-lo. Entre outros podemos citar:
a) Guiomar Namo de Mello, Magistério de lo. grau: da competéncia técnica ao compromisso
politico. S0 Paulo, Cortez, 1983.
b) Neidson Rodrigues. Por uma nova escola: o transitorio e o permanente em Educagio. Sao
Paulo, Cortez, 1986,
c) José Carlos Libaneo. A democratizagio da escola priméria. A pedagogia critico/social do
conteido. Sdo Paulo, Editora Loyola, 1986,



plblicas ginasiais estaduais nos anos 40 e 50, equivaliam aos dos magistrados do
Forum da Comarca. A maioria era concursada, muitas vezes formada por auto-
didatas e no que sentiamos, estava satisfeita com a profissao exercida e dela se orgu-
lhava. A habilitagao para o exercicio do magistério nas escolas publicas ginasials era
adquirida com a aprovacdo em exame de suficiéncia, realizado pelo MEC, para tal
fim. Essa habilitacao permitia participar de concurso piblico de ingresso ao cargo
de professor. A partir de 1931, pela reforma Campos, sugeria-se em lei a criagdo das
Faculdades de Educacao, Ciéncias e Letras, cuja preocupacgdo, entre outras, seria
a formagido do professorado secundario. No estado de Sao Paulo, a Faculdade de
Filosofia, Ciéncias e Letras da Universidade de Sio Paulo, constituida em 1934,
tornou-se pioneira nessa atividade, tendo seus primeiros licenciados em 1936.

Proximo ao final de cada ano, Matematica, Portugués e Ciéncias, consideradas
as disciplinas mais dificeis, provocavam uma corrida as aulas particulares e, mesmo
com elas, muitos dos nossos colegas nao obtinham aprovagao.

Nesse tempo, nosso interesse concentrava-se em Matematica, num mundo de
formulas, simbolos, defini¢oes e teoremas. O professor era considerado excelente
didata e a maior inteligéncia da instituigio. Nos resolviamos muitos exercicios do
livro-texto, compreendiamos os passos a serem dados nas demonstragoes dos teore-
mas, mas sentiamos como se nada daquilo tivesse significado algum. Os assuntos
ficavam soltos, semestre a semestre, faltava organizacdo num conjunto evolutivo
mas, principalmente, significativo. Mesmo assim, nos salamos bem na disciplina e
os colegas nos admiravam por isso.

Néo raro conviviamos com lamentagoes de muitos pais, a porta de nossa casa,
a procura de aulas particulares de Matematica. Eram vérias as reclamacdes. En-
tre elas destacavam-se problemas de compreensdo dos conteidos e da linguagem
matematica e conseqiiente md interpretacdo de enunciados de problemas. A essa
somavani-se as queixas dos filhos quanto & monotonia dos exercicios repetitivos, &
aridez dos livros textos, as massacrantes questoes das provas e aos sentimentos de
frustracao e incapacidade.

Os fatos dessa vivéncia estudanti! repetiam-se, certamente, durante anos e dados
recentes se fizeram necessarios para avaliar a situacdo em dias atuais e fornecer,
portanto, um referencial de nossa realidade escolar, nos anos 80-90.

Procuramos analisar dados que pudessem comprovar ou se confrontarem com os
fatos vividos, com as cenas gravadas em nossa mente e que pudessem fornecer pistas
para um ponto de partida no nosso trabalho educacional: formacao de professores

*Amélia Domingues de Castro estuda com profundidade a questio do licenciado em “a Licen-
clatura no Brasil”. Separata da revista de Histdria, n9100. Sdo Paulo, 1974, '



de Matemadtica em qualquer nivel, para a realidade contemporanea ¢ para uma
sociedade democrética, na qual sad imprescindiveis conhecimentos mals gerais e
diferenciados, .maior iniciativa e dominio sobre os acontecimentos e participacao
neles.

Entre as fontes consultadas, estdo graficos divulgados pela imprensa e elaborados
com dados fornecidos pelo MEC, de onde pudemos extrair valiosas, embora tragicas,
observacdes®.

Anexamos um dos graficos para facilitar o acompanhamento das analises.
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De cada 100 alunos matriculados na la. série em 1978, 45 abandonaram ou
foram reprovados nessa série; 63 sairam da escola ou foram retidos entre la. e 4a.
série. Dos 37 restantes inscritos na 5a. série, apenas 23 chegaram a se inscrever na
7a. série, I8 se matricularam na Sa. e somente 12 iniciaram a 3a. série do 20. grau.
Pelo mesmo grifico, podemos verificar que esse quadro draméatico era bem parecido
11 anos antes.

Segundo Fletcher e Ribeiro (1987), na iltima década, 3 milhdes de criancas e
adolescentes abandonaram a escola e 6 milhées foram reprovados em cada ano. No
ano de 1988, pesquisa nacional realizada por Amostra de Domicilio denunciou que

®a) Folha de Sao Paulo. MEC solta dados dos anos 80, Cadernc 4: pp 4; 30/03/91.
b) Folha de Sao Paulo. Fluxo Escolar 1967-1978 ¢ 1978-1989. Caderno 1: pp 8; 11/09/91.



4 milhdes de criangas de 7 a 14 anos estavam fora da escola e, dessas, pelo menos a
metade ja teve acesso a ela.

Nos Anudrios Estatisticos, hd outros dados ainda mais criticos: de cada 100
brasileiros de 10 anos ou mais, em 1987, 19 estavam ha menos de 1 ano na escola,
23 completaram de 1 a 3 anos de estudo, 15 dispunham de escolaridade de 5 a 7
anos e 6 completaram 8 anos na escola. Em 1987, esses dados correspondiam
a 17 456 348 analfabetos no Brasil. Em reportagens mais recentes, sao citadas
estimativas que variam de 30 a 45 milhdes de analfabetos para uma populagio de
155 milhdes - quase 20% de brasileiros numa visio mais otimista.

Por outro lado, sintomas fortes levaram a supor que a caética situagio econdmica
familiar acabou empurrando a crianga, muito antes da hora, para o mercado de
trabalho. Artigo divulgado pela Folha de Sio Paulo baseado em pesquisa feita
por instituicao governamental constatou, na cidade de Sio Paulo, 70% de meninos
menores de 16 anos, participando do mercado de trabalho, como forma de ajudar
na receita familiar e 40% nao freqiientando qualquer tipo de escola.

Entretanto, ao lado de toda sorte de dificuldades econémicas e sociais para o
acesso a escola, Fletcher e Ribeiro, em texto recente, divulgaram grafico da piramide
educacional brasileira, denunciando a existéncia de deficiéncias na escola que preju-
dicam a permanéncia dos que conseguem chegar a ela ©.
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Neste gréfico, foram relacionados os alunos inscritos, novos e reprovados, por
série em 1987. Como podemos observar, os reprovados pela escola em cada série,
representam um indice alto, variando de 30% a 52% em cada ano e devem provocar
um alerta significativo nas instituigdes educacionais e em outros grupos da sociedade
interessados na educacho. Fletcher e Ribeiro, no mesmo estudo, comprovaram, como

®Philip R. Fletcher, Sergio Costa Ribeiro. O ensino do lo. grau no Brasil de hoje, in Em
Aberto, Brasilia, ano 6, no. 33: pp 1-10, 1987.




era esperado, que o abandono e a reprovacdo incidem perversamente sobre os alunos
de origem menos favorecida.

Em ingénua contraposicao, comprovamos, na elaboragio do quadro abaixo, a
expansao quantitativa da escola do lo. grau no Brasil, no periodo 1962-1974, dando
mais oportunidade de acesso aqueles que eram excluidos do sistema escolar.

Arno | no. de inscrigdes | % da populacio
no lo. grau brasileira
1062 ] 9 664 423 13.4
1966 12 585 190 15,0
1970 | 15 894 927 17,5
1974 | 19 286 611 18,5

Os célculos efetuados para os anos anteriores a 1962 revelaram o indice em torno
de 10% e, a partir de 1974, em torno de 18%. Gracas & maior disponibilidade de
vagas nas escolas nos anos 60 ¢ ao estabelecimento, em 1971, de 8 anos para a
escolaridade minima obrigatéria, ampliou-se a presenca na escola, das criangas das
classes mais pobres, modificando a composi¢ao na sala de aula.

Todavia, embora o nimero de alunos tivesse aumentado, ndo aumentaram pro-
7

porcionalmente os recursos materiais e humanos’.

Comentarios de algumas educadoras nos dao uma visio real desta democra-
tizagdo do ensino. Segundo Maria Malta Campos “O aumento da quantidade de
prédios nao veio acompanhado da preccupagao com a qualidade” e Stella Piconez
diz “Continuaram usando o mesmo material diddtico e métodos de ensino”®,

Sem davida, a nova clientela, agora presente na sala de aula, velo questionar
o ensino oferecido aquela minoria da classe média. O curriculo, os programas e
os métodos de ensino influenciados pelos habitos das criancas de classe média nio
estavam adequados & nova clientela.

Segundo Mello (1983}, existem indicios da tendéncia dos professores de encarar a
crise de qualidade da escola como conseqiiéncia da expansdo quantitativa da mesma,
levando-os & defesa do suposto padrio de qualidade numa escola de minoria.

"Bernadete A. Gatti. “Democratizagao do ensino: uma reflexio sobre a realidade atual in Em
Aberto, Brasilia, ano 8, no. 44: pp 3-8, out/dez/1989.

8Bm “Curriculos defasados afugentam estudantes”. reportagem publicada na Folha de Sao
Paulo, Caderno 1: pp 8, de 11/08/1991.



Mello argumenta que negar os beneficios educacionais a essa grande massa nao se
sustenta numa sociedade democratica, ao mesmo tempo que a “suposta qualidade”
anterior defendida por alguns, se mantida, decreta o fracasso dos alunos pobres, pela

evidente mmadequagao dos programas, curriculos e avaliagdes.

De fato: ... “pode-se imaginar a escola brasileira como um carrossel louco que
cospe criangas. Além das pressées exercidas pela pobreza e, muitas vezes, pela fome,
as criangas se entediam na escola, sio humilhadas por reprovagdes nos primeiros
passos e descobrem rapidamente, dezenas de motivos para procurar na rua o que
nao lhes é dado dentro do colégio.”®

Iissas sdo algumas das questdes a serem discutidas e enfrentadas na préxima
década, por toda a sociedade, quando cada segmento devera dar a sua contribuicio.

As dificuldades para o acesso, & evasao, a repeténcia ou a permanéncia na escola,
até aqui denunciadas, acrescem-se aquelas envolvendo professores mal remunerados,
sem estimulo e mal preparados, problemas esses que devem ser discutidos por via
da organizagao dos professores e de grande mobilizacio popular 1°.

As causas daquelas dificuldades advindas de baixos niveis de renda, caréncias
alimentares e de saude, situam-se no nivel da estrutura econdémica do pais e pare-
cem fugir ao nosso alcance. Porém, em datas mals recentes, temos lido ou ouvido
com freqiiéncia que “o pals precisa do impulso educacional para que a sociedade
possa desgarrar-se da pobreza”; “sinénimo de pais analfabeto é pais pobre” e “boa
educagdo publica e modernizagao econdémica sio duas varidveis que andam juntas”.

Parece haver um consenso de que o ensino de lo. grau é instrumento nao sufi-
clente, mas indispensavel no processo de construcao de uma realidade social mais
justa. E, assim sendo, devemos repensar os fatores cujas deficiéncias podem ser en-

frentadas pelo setor educacional, entre eles a reprovacio em excesso, a inadequagao
do curriculo das escolas e a formacao do professor.

Existe, a nosso ver, muito o que se fazer na formacio do professor, pois nessa
breve reflexdo pudemos arrolar, entres outros, os seguintes fatos, alguns crénicos, na
Educagao Brasileira em geral:

e causas sociais prejudiciais ao acesso e & permanéncia de alunos das classes
pobres aos primeiros anos de escolaridade.

» causas sociais complicadoras a continuidade dos estudos de 5a. a 8a. séries.

YRevista Veja, “A mdquina que cospe criangas”. Segdo Educagdo pp 46-47; 20/11/91.
'Luiz $. de Aratjo Filho em “O professor, formacgao, carreira, salario e organizagio politica”,
in Em Aberto, Brasilia, ano 6, no. 34: pp 1-10, abril-junho/1987.



o expansio da clientela na escola de lo. grau no periodo 1962-1974.

o derrubada da exigéncia seletiva institucionalizada para a continuidade dos es-
tudos de ba. a 8a. séries.

¢ nio acompanhamento proporcional de recuros humanos e materiais a expansao
quantitativa de alunos do lo. grau.

e constancia de altos indices de reprovagao.
¢ ocorréncia de indices mais altos de repeténcia nas classes mais pobres.

¢ fortes indicios de inadequagdo do curriculo escolar is necessidades e anseios
das camadas mais pobres.

e indicios de confusdo de parte dos professores ao relacionar boa escolarizacio
com altos indices de reprovacao.

o problemas estruturais de carreira e saldrio dos professores 1.
o fortes indicios do despreparo do professor para o enfrentamento desses pro-
blemas de fora e de dentro do setor educacional.

Na verdade, essas questdes complexas nos convenceram da impossibilidade de
haver melhoria na Educagao Brasileira pelos veiculos apenas técnicos,

Cremos que, € preciso haver agdes conjuntas nos cursos de preparacdo do pro-
fessor, para se perseguir o perfil do professor dos anos 90, de forma que o mesmo se
prepare para assumir a lideran¢a na comunidade escolar, ndo sé no campo técnico,
mas também no campo politico. Precisamos de gente disposta a comprometer-se
com a comunidade em que trabalha e vive.

Nessa andlise sucinta das dificuldades e contradigdes que o professor encontrara
no seu trabalho na escola, fica clara a necessidade de se fomentarem discussées para
se tragar o esbogo do perfil desse professor dos anos 90.

Entre as caracteristicas imprescindiveis a esse perfil, deverdo estar:

* o engajamento na mobilizacio popular, pela conquista de uma sociedade mais
justa;

Y Artigos recentes denunciam fortemente aspectos fragels da carreira do professor nas escolas
publicas. Veja em;
a) “Professor tipico se decepeiona com carreira”. Folha de Sao Paulo, caderno 1: pp 19, 29/09/91.
b) “Saldrio do professor em SP vale 4 vezes menos que vinte anos atras”. Folha de Sio Paulo.

Caderno 1: pp 6, 30/65/91.



¢ a participagdo responsdvel na sua associagao de classe para reivindicacdes de
melhores condigdes no exercicio de sua profissao;

¢ a consciéncia do sentido politico da escola, ao fazer bem aquilo a que se propoe:
ensinar bem a todos que a ela tém acesso.

Parafraseando Mello (1983), “uma das condigdes para que o sentido politico da
educagio escolar se dé ¢ a competéncia técnica do professor, aliada ao seu
compromisso politico”. E preciso, é desejado, que a “natureza, a qualidade e
o resultado do seu trabalho venha fazer alguma diferenca sobre o modo
como cada individuo ird realizar o seu destino social” (grifos nossos).

Na tentativa de definir os valores e prioridades educacionais que direcionaram
nossa pesquisa, procuramos retratar a época e as experiéncias vividas.

IX importante destacar nosso primeiro foco de interesse: a formacgdo do professor
para uma sociedade democratica, na qual a escola piblica deve realizar uma acao
efetiva.

1.2 Trajetéria Profissional e Perspectivas Atuais

Apesar da falta de sintonia entre o desempenho na disciplina e a compreenséo global
de seu significado e suas razdes, a satislagdo pessoal pelo sucesso no desempenho
levou-nos a nos candidatarmos a licenciatura em Mateméatica.

Nessa ocasido, e ainda durante anos, a licenciatura plena foi sindnimo de bacha-
relado mais disciplinas pedagdgicas e, neste, a construcdo do conhecimento esteve
inteiramente dissociada da realidade social. O conhecimento, de fato, era passado
como algo passivo e intelectualizado.

Nossa licenciatura nestes e noutros aspectos nao foi diferente das outras exis-
tentes na época. Certas caracteristicas do nosso curso, naquele tempo bastante
valorizadas, faziam-no bem considerado: instituigdo puablica, corpo docente com
respeitavel curriculo, biblioteca suficiente.

Essas caracteristicas colaboraram para um extenso histérico escolar, com intimeras
disciplinas, e permitiram a quase todos os licenciados da Instituicio um desempenho
no minimo regular nos concursos de ingresso ao magistério oficial, nos moldes da
época.

No entanto, uma sélida formacgao de conteiido matematico, condiciao necessaria
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para o trabalho pedagdgico, ndo é suficiente para um professor melhor contribuir na
construgao do conhecimento do aluno, de forma distinta da transmissao passiva.

Néao se pode, também, julgar que a pratica, quando entendida como “treina-
mento” de um conjunto de técnicas e de métodos de ensino, venha a minimizar os
efeitos de se reproduzir o “status quo”.

QOu seja, nos cursos de licenciatura dos anos 60 e 70 nio havia preocupagio com
o comprometimento do futuro professor em relagao a um projeto de sociedade, o que
em geral concorria para a sua posicdo acritica, de mero reprodutor das condicoes
socials vigentes.

A nossa atividade no magistério teve inicio no dltimo ano do curso de licencia-
tura 1o final dos anos 60. A escola onde trabalhamos era piblica e considerada
néo tradicional, na medida em que as prioridades na aprendizagem diziam respeito
a formagdo do aluno e ndo a informacao, & participaciao ativa do mesmo em seu
aprendizado em oposido & passividade e o comprometimento da escola era com o
desenvolvimento do pensamento critico do aluno.

As diretrizes norteadoras do trabalho, juntavam-se atividades que davam con-
sisténcia e unidade e o tornavam possivel,

Essas atividades consistiam em estudo dirigido, supervisionado, estudo do meio,
elaboracio de projetos, todas elas envolvidas com um tema central proposto para o
estudo bimestral. Os professores reuniam-se semanalmente para andlise do trabalho,
quando refletiam sobre as abordagens mais adequadas ao desenvolvimento do estudo.

A experiéncia foi rica e marcante neste ginasio pertencente a rede de Escolas
Vocacionais do Estado de Sao Paulo, criada em 27/06/61 e, por obra do governo
militar, extinta em meados de 1970.

Por esta ocasido, a Secretaria da Educacdo do Estado de Siao Paulo encaminhou
ao Conselho Estadual de Educagao o ante-projeto Grupo Escolar-Ginésio, sugerindo
o termino do Exame de Admisséo e a expansao da escolarizacio obrigatéria de quatro
para oito anos. Ele veio a ser aprovado, em Sao Paulo, através do decreto 52.353,

de 06/01/70.

Com a lei 5.692/71, o ensino obrigatério passou de 4 para 8 anos em todo o
territério nacional e os grupos e ginasios se adaptaram & nova lei, completando as
séries em seus estabelecimentos, de forma a se denominarem pelo decreto 6.907, de

23/10/75, Escolas de lo. grau.

Dessa maneira, nossa segunda experiéncia profissional se desenrolou numa Escola
de lo. grau. Nessa nova equipe, encontramos um grupo de professores de 5a. a 8a.

i1



série, licenciados héd, no maximo, 8 ou 10 anos, motivados e interessados em realizar
um trabalho significativo.

O grupo levava muito a sério as reunioes de planejamento, formulava as metas
a serem alcangadas pela escola e, por falta de apoio pedagdgico institucionalizado,
os proprios professores escolhiam um colega como orientador pedagdgico e outro,
como orientador educacional. Além disso, cada professor da escola assumia o papel
de conselheiro de uma classe.

Essas fungdes nao implicavam nenhum ganho extra e eram realizadas paralela-
mente a carga didatica semanal de cada professor.

O trabalho era intenso: centro civico de alunos, entrevistas com pais de alunos
inadaptados, campeonatos internos, gincanas culturais. A escola era um centro
agradavel para alunos e professores.

Neste estabelecimento, nos primeiros anos de implementagdo da jungio escola
primaria-ginasio, nao houve, de fato, atuacdo conjunta dos professores do ensino
elementar e aqueles do ginasio mas, passado algum tempo, a interacio iniciou-se
precaria, crescendo ano a ano,

Promoviam-se reunides conjuntas de planejamento, trocas de idéias sobre os
conteudos especificos de cada disciplina nas diferentes séries, com propostas de se-
riagao e sequéncia de la. a 8a. séries, por areas de estudo.

Estdvamos bastante envolvidos nessas atividades quando surgiu a oportunidade
de participarmos de um curso de licenciatura em Matemadtica, em que seriamos res-
ponsaveis por disciplinas bdsicas e aquelas de cardter pedagdgico, ligadas as questoes

metodologicas do Ensino de Matematica.

Iniciamos o programa de mestrado em Matemadtica, ao mesmo tempo que acom-
panhdvamos avidamente as publicagdes especializadas em Ensino de Matematica.

Eram poucas: revista Educagio e Matemdtica da Editora Scipione (lo. ano:
1979), revista SAPO, Servigo Ativador em Pedagogia e Orientacio do Departa-
mento de Matematica da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro
{inicio: 1974), o Boletim (Gepem, Grupo de Estudos e Pesquisas em Ensino de Ma-
tematica da Faculdade Sta. Ursula, Rio de Janeiro (lo. nimero em 1976) e, mais
recentemente, a revista do Professor de Matematica, publicacdo da Sociedade Bra-
sileira de Matematica (1o. nimero em 1983). Algumas dessas foram interrompidas,
outras surgiramn.

Movimentos de professores de 0. e 20. graus, organizagdes de simpdsios, encon-
tros promovidos por algumas Universidades, pipocavam aqui e ali e preocupacdes
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com o Ensino de Matematica cresceram, ganhando corpo no pais.

Projetos de Atualizacio de Professores, na drea de Matematica, surgiram em
muitos centros universitarios. Participamos, durante anos, deste tipo de atividades:
reunides com professores do ensino elementar, debates, discussdo de textos e livros,
grupos de estudos com licenciandos, professores do lo. grau e colegas responsaveis
por disciplinas pedagdgicas afins.

Durante essa trajetéria, nas diversas atividades que, certamente, retrataram um
pouco os diferentes momentos pedagdgicos da Educacéo Brasileira, percebemos os
anseios de pessoas e instituicdes em realizar algo significativo no setor educacional.
Tudo leva a crer, no entanto, num descompasso entre o desejado e o possivel, entre
o trabalho desenvolvido e o resultado obtido.

Evidéncias dessa problematica se fizeram sentir na pesquisa-avaliagao do Ensino
de Matematica realizada nos anos 80 pela Secretaria de Educagao de Estado de Sao

Paulo, em que se analisou o desempenho de alunos de 2as. e das. séries, de 228
escolas estaduais, abrangendo todas as Delegacias de Ensino do Estado.

Os temas da investigagio foram centrados em Sistema de Numeragido, nameros
naturais, nimeros racionais, técnicas operatérias e problemas numéricos de Geome-
trial?.

Entre os resultados da pesquisa, destacamos o fato da existéncia de sérias falhas

na aprendizagem do Sistema de Numeragao Decimal.

Nas segundas séries, apenas dois {ndices de acerto foram superiores a 50%. Estes
envolviam questdes sobre nimeros naturais e operagdes.

Chamou a atencao o fato de que os indices de acerto nas questdes mais funda-
mentais, que avaliavam a compreensao da representacao de quantidades pelo uso do
principio posicional, foram inferiores ao da questao que avaliava a técnica operatdria
da adigdo. Existiram, portanto, fortes indicios de memorizagio sem compreensao.

Podemos dizer, também, que os alunos de 4a. série tinham dificuldades com
0s numeros racionais, pois o desempenho nao fol bom nas quesides relacionadas as
operagoes com esses numeros representados na forma decimal.

O indice de acerto foi pequeno na questao sobre escrita e leitura de medidas,
envolvendo compreensao do sistema de numeragio decimal, quanto as relacdes entre
os sub-multiplos da unidade. Contudo, naquelas questdes de calculo operatério com

12850 Paulo, Secretaﬁa do Estado da Educagio, CENP, Pesquisa Avaliagao sobre o Ensino de
Matematica, 1981,
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numeros decimais, embora relacionadas aos sub-miltiplos da unidade, houve indices
de acerto superiores, sugerindo que foram efetuadas sem a devida compreensio.

Os indices obtidos nas demais questoes reforgaram a inferéncia de que hé dis-
torgées no Ensino de Matemadtica, cujas causas provavelmente estejam ligadas &
inadequacao da disciplina no curriculo e/ou despreparo dos professores.

Cabe ressaltar aqui que dados da mesma pesquisa informaram haver mais da
metade dos professores desse contingente de alunos entrevistados, com escolaridade
de nivel superior.

No caso da cidade de Sao Paulo, esse dado ¢ até superado em pesquisa feita pela
Folha de S&o Paulo, quando se registrou apenas 17% do professorado paulistano sem
curso superior'”.

Por outro lado, na mesma pesquisa, agora considerando o universo dos profes-
sores de Recife, Sdo Paulo e Porto Alegre, constatou-se que 64% deles tinham feito
20. grau em escolas piblicas e 67% fizeram o curso superior em Universidades
particulares.

Merece registro pesquisa apresentada pelo jornal O Estado de Sao Paulo e edi-
tada pela Fundacao para o Desenvolvimento da Educacdo, érgio da Secretaria da
Educagdo paulista. Nela sao analisadas as respostas dos professores da rede piblica.
A figura emergente das entrevistas e da interpretacio dos dados é a do funciondrio
mal pago, contratado em duas ou {rés escolas, que tem raiva do governo, a quem
responsabiliza pela deterioragido da escola e do ensino piblico.

Pelos estudos feitos, o jornal reconhece na realidade educacional paulista um
“novo” professor e conclui: “o perfil que se fazia do professor secundario do ensino
oficial alguns anos atrds, esta superado. Aquele mestre que dominava sua disciplina,
que educava em perfodo integral, que sinalizava com seu comportamento o modelo
a ser copiado e tinha em troca o reconhecimento da comunidade e do governo, esse
perfil mudou. Isso para nao dizer que a capacitagio profissional do novo professor,
feita as suas expensas, comega a deixar a desejar”,!4

Esses dados parecem nao comprometer a adequacio ou nao  realidade educaci-
onal dos cursos de formagdo oferecidos pelas escolas piblicas de ensino superior.

Mas, a nosso ver, as universidades piblicas nio estio isentas de seu compromisso
com um novo perfil do professor dos anos 90. Neste perfil, faz-se necessdria a com-
peténcia técnica do professor aliada & necessidade de seu compromisso social para

Y8Folha de Sao Paulo. “Quem é professor”; Caderno 11 pp 19, 27 /seternbro/1991.
0 Estado de Sao Paulo, “O novo professor”. Caderno 1: pp 3, 18/11/1992.
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com a realidade escolar,

Qutro estudo exploratorio feito por Vianna, em 1989, em 15 estados do Brasil e 39
cidades {entre capital e interior), com o objetivo de sondar o nivel de conhecimento
do aluno em diversas dreas, de las., 3as., das. e Tas. séries, fol comentado por
Bernadete A. Gatti’®. Segundo ela, em Matematica, as médias de acerto em 30
pontos foram 11, 12, 9 e 9 nas las., 3as., bas. e Tas. séries respeciivamente, e
a percentagem de alunos que acertou um ter¢o ou menos de questdes foi elevado,
chegando a T9% nas Has. e Tas. séries e 57% e 55% nas las. e 3as. séries.

Comentarios divulgados pela imprensa sobre o mesmo teste de desempenho rea-
lizado por Vianna, em 1989, afirmam que os resultados mostraram o estudante na
Ta. série, portanto quase no final do lo. grau, dominando apenas 30% do curriculo
exigido em Matemdtica e 40% do de Portugués'®.

O gréfico abaixo, também divulgado pela imprensa, foi anexado para verificacio
das notas médias nas disciplinas de Matematica e Portugués, por alunos de lo. grau
de escolas publicas de 20 cidades brasileiras'”,

.7 - Indicadores do baixo rendimento -

) dessmpenho sm matematica e poriugués dos aiunos de 1? gi’au da rede piblica
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na disputa peing vagas no ensino superior.
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"%Bernadete A. Gatti, op. cit. 1989,

*“Fundagio testa desempenho das escolas de lo. e 20. gravs.”; O Estado de Sao Paulo, pp 12,
20/01/92.

Y¢Indicadores de baixo rendimento”, O Estado de Sac Paulo, pp 12, 20/01/92. fonte Fundagio
Carlos Chagas.
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temdtica na Escola de lo. grau, e também nos cursos de formacdo de professores
que precisa ser repensada. As deficiéncias nos cursos para professores nao devem
ser tratadas apenas na sua roupagem externa, como mudangas na grade curricular
e nas técnicas de ensino, mas sim na sua esséncia, no aprofundamento do conceito
de Educagdo e Alfabetizacdo, e na percepgio efetiva do papel de cada area de co-
nhecimento no ensino de lo. grau.

No final dos anos 80, o interesse no assunto fez com que as nossas limitacdes na
area de Educagdo nos incomodassem e nos motivassem & participagio em grupos de
pesquisa nessa area, o que culminou com o ingresso no Programa de Doutorado em
Educagéao.

Desde o inicio do Programa, as leituras nos encaminharam para a percepgio e
para a discussido do significado e importancia do trabalho do professor na escola e,
em consequéncia, nos indicaram as implicagdes desses aspectos na preparacao do
professor.

Saviani, emn artigo publicado em 1983, caricaturou apropriadamente as possiveis
confusdes presentes na pratica do professor na sala de aula durante a década de 80:
“O professor tem na cabega os principios da escola nova, ... ele concebe o
processo educativo como tendo o aluno por centro... e tendo como segredo da boa
aprendizagem, a atividade do aluno”. No entanto encontra a sala superlotada,
dificuldade com biblioteca e material didatico. “Tem apenas um quadro negro e...
giz”. Logo, “as condi¢des em que ele pode atuar sido as da escola tradicional. Isso
significa que ele devera ser o centro do processo de aprendizagem”, devera transmitir
os conteidos. “Esta confuso”, se revolta com a situagdo, “busca apoio com os
colegas™, mas, o tempo o vai levando a se adaptar. As exigéncias da pedagogia
oficial pregam a eficiéncia, deve atingir o maximo de resultados, deve executar o
planejamento para alcanqar o previsto. Se, de uma certa maneira, tem resquicios de
autonomia, resiste a aderir ao tecnicismo oficial. Se atualizado, se costuma participar
de palestras e simpdsios, chegam até ele as criticas da tendéncia reprodutivista: a
escola reproduz as relagbes sociais vigentes. “Nao consegue entender, ... enquanto
pensa ... que estd ajudando seus alunos ... esta cumprindo a fungio de dominacio.
O professor chega as raias da paranéia”. '® Este é o quadro contraditério que, em
geral, pode se apresentar ao professor: sua cabega ¢ escolanovista, a realidade &
tradicional, rejeita o tecnicismo oficial, e por outro lado, tem a pressio das analises
critico/sociais.

Essas reflexoes das contradi¢des do dia-a-dia do professor, aliadas as evidéncias da
trajetoria profissional: a licenciatura acritica, a prética na escola detectando emogoes

Y¥Demerval Saviani. Tendéncias e correntes da Educagao Brasileira, in Filosofia da Educacio
Brasileira. Demerval Trigueiro {(coord). Rio de Janeiro, Civilizacio Brasileira, 1983.
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e envolvimento no trabalho, por parte de pessoas e instituigbes, o diagnostico de
diferentes épocas, nada satisfatério da aprendizagem matemaética, com os fortes
indicios de que as causas nio se devem ao nivel de escolaridade do professor, nos
apontam pistas para as perspectivas na formagéo e concepgao do professor dos anos

90.

Concordamos com Antonio Carlos Ronca (1988) quando comenta:

E preciso que se tenha na formagao do professor, em qualquer nivel, tanto
direcionado para as séries iniciais como finais do lo. grau, “um fio condutor que
dé unidade & teoria e & pratica, ... uma unido indissolivel entre reflexdo e agao”.
Reconhece-se a importancia e relevancia da teoria para uma pratica coerente e cons-
tante. No entanto, “o fio condutor é o comprometimento do professor com um
projeto de sociedade ... Se houver um sacrificio da agdo caimos no verbalismo oco
e sem sentido ... se houver ... sacrificio da reflexdao, a palavra se convertera em
ativismo. Este que € agao pela agao”. 13 preciso que o professor “seja capaz de
voltar-se sobre si mesmo, de tornar-se objeto de sua consciéncia..., de perguntar-se
sobre si, sobre a prépria atividade e também sobre o mundo no qual esta inserido,

. captar e dar um significado a essa realidade”, ' ser capaz de transforma-la.

Também concordamos com Aradjo Filho (1987) ao insistir:

“[ preciso ir além de simples aparéncia da realidade, desmistificando-a e colocan-
do-a a nu, face a face com suas contradigbes e com as forgas que a envolvem e a
determinam para, conhecendo-a & luz da histéria, se poder buscar possiveis alterna-
tivas de superacio” #°.

E acreditamos come Saviani {1983) que:

“A partir dai, clarela-se o quadro, a ténue chama da esperanca se aviva e se
transforma em farol que aponta o caminho - a luta pela expansao das escolas, pela
ampliacdo do tempo didrio de permanéncia da crianca na escola, pela diminuigao
da evasdo e repeténcia, de modo a converté-la em instrumento eficaz de contetdo
significativo a todas as criangas” *'.

E preciso que o professor esteja atento ao resultado do seu trabalho.

Como disse Libaneo (1986):
“Ha um confronto do aluno entre a sua cultura e a heranga cultural da huma-
nidade, entre seu modo de viver e os modelos socials desejavels para um projeto
novo de sociedade. I ha um professor que intervém, nao para se opor aos desejos e

¥ Antonio Carlos Ronca. Desmistificagio e cornprometimento, in Caderno Cedes, Sao Paulo, no.
8 pp 9-16, 1988,

20Luiz Soares de Araljo Filho aborda essas questdes de desmistifica¢io da realidade na pro-
blematica de formagao/carreira/fsaldrio e organizagio politica do professor, op cit, 1987,

2IDemerval Saviani, op cit, 1983.

17



necessidades ou a liberdade e autonomia do aluno, mas para ajudéa-lo no seu esforco
de distinguir a verdade do erro, para ajuda-lo a compreender as realidades sociais e
a sua proépria experiéncia” *%,

3 preciso mais, é preciso que o professor esteja consciente de que:

“A contribui¢do essencial da educagao escolar para a democratizaciao da so-
ciedade consiste no cumprimento de sua funcao primordial: o ensino. Valorizar a
escola publica nao é apenas reivindicé-la para todos, mas realizar nela um trabalho
docente diferenciado em termos pedagdgicos” %%,

A realidade da formagao e do dia a dia do professor e o diagndstico do ensino de
Matematica se contrapdem as nossas perspeciivas atuals na preparagao € concepgao
do futuro professor. Essas perspectivas se apoiam, comprometedoramente, na analise
apurada, no diagnostico certeiro e na poesia implicita dos textos de nossos mais
combativos educadores brasileiros e nos induzem a algumas linhas de atuacio no
curso de formacao:

® teorla e pratica envolvida com um projeto de sociedade democrética,
¢ reflexdo sobre a realidade e perspectiva de atuagio do professor;

¢ comprometimento com trabalho pedagdgico/didatico significativo.

1.3 O Material de Apoio e as Questoes Emer-
gentes

No caminho do conhecimento explicito e do desnudamento da realidade do professor,
fizemos opgdo para conhecer melhor o material de apoio que se apresenta ao professor
no seu trabalho, em particular o livro didatico, recurso preferido e mais préximo.

A intencdo, nessa secdo, é discernir possiveis influéncias do livro didatico, em
especial do livro didatico de Matematica, detectar deficiéncias e caracteristicas re-
tratadas e divulgadas por esse veiculo ao longo desse século.

A escolha dos livros foi feita de maneira informal, colhendo informacoes de co-
legas de magistério, outrora estudantes, agora professores ou ex-professores de Ma-
temdtica. A eles, na maioria oriundos de diferentes regioes do estado, foi solicitado
indicar os livros de Matematica conhecidos no passado e no presente.

#José Carlos Libanco, op cit, 1086,
#3Demerval Saviani, op cit, 1983.
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Ao consultar esses livros didaticos e manuais de Matematica, constatamos que,
exceto pelas diferentes conotacées atribuidas a época e suas prioridades, as preo-
cupagoes com a inciusao da Matemadtica no ensino basico tém-se firmado em duas
vertentes, que discutimos a seguir.

Na obra de Trajano {1905), Arithmetica Progressiva, o autor afirmou:

“O estudo da Arithmetica tem duas grandes vantagens: a primeira é saber
calcular, 1sto €, resolver faciimente qualquer problema de Arithmetica, e a segunda é
desenvolver as faculdades intellectuaes por meio do raciocinio exercido nos processos
de calculos”.

Na proposta curticular do lo. grau, sugerida para o Estado de Sao Paulo (1988),
um dos idltimos ensaios pedagogicos da década de 80, do qual participaram nas
discussdes e sugestoes inlmeros professores, temos registrado:

“Ela (a Matemética) é necessaria em atividades praticas que envolvem aspectos
quantitativos da realidade, como sdo os que lidam com grandezas, contagens, me-
didas, técnicas de calculo, ete. Ela (a Matematica) desenvolve o raciocinio 16gico,
a capacidade de abstrair, generalizar, projetar, transcender o que é imediatamente
sensivel”.

Apesar de aspectos comuns, percebemos, claramente, focos diferentes de inte-
resse, '

No primeiro caso, a “Arithmetica” deve fornecer instrumentos para calculos,
entendidos como instrumentos para resolver problemas de Aritmética. Aqui, néo hé
compromisso em associar o ensino de Malemadtica com a realidade. Os problemas de
Aritmética podem estar fechados dentro de si mesmos, numa ciranda entre nimerocs
e operagoes.

No segundo caso, a Matemdtica fornece instrumentos para lidar com aspectos
quantitativos da realidade, o que favorece a relacio Matematica e realidade.

A énfase sugerida para o primeiro caso foi reforgada pelo préprio autor quando
explicitou o seu entendimento de desenvolver habilidades mentaijs, por exercitar o
raciocinio nos processos de célculo.

Bastante diferente é a extensao dada s potencialidades intelectuais favorecidas
pela Matemadtica, no segundo caso: elas transpéem, elas extrapolam as situacoes
praticas da realidade, ganhando vulto, adquirindo liberdade e perseguindo a imagi-
nagao no mundo abstrato da mente.

Esses dois materiais de consulta do professor, publicados em diferentes épocas
retratam diferentes prioridades educacionals e refletem caracteristicas préprias das
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tendéncias pedagdgicas desses tempos.

Nessa linha de analise, percorremos alguns dos livros didaticos deste século e
procuramos identificar influéncias e tendéncias retratadas e divulgadas através deles.

Os livros diddticos de Matemdtica, anteriores a 1930, usavam a programacao do
Colégio D. Pedro 11, do Rio de Janeiro, como modelo e externavam a preocupagio
dos autores com 0s exames preparatérios aos cursos superiores.

Os contetidos nao se apresentavam seriados, mas organizados em compéndios de
Aritmética, Algebra, Geometria e Trigonometria. Nos compéndios de Aritmética,
estudavam-se as operagdes elementares usuals, acrescentadas a radiciacio quadréatica
e cubica e, algumas vezes, logaritmos. Os numeros envolvidos nessas operagoes
eram os inteiros, fracbes ordinarias e decimais, e o estudo do Sistema de Numeragao
DPecimal inclula comentarios breves sobre outros sistemas.

A abordagem dada as operagbes, em geral, seguia um esquema rigido: definigdes,
regras de calculo, prova dos nove, provas simples, demonstragdes. Em alguns livros
encontramos termos como corolario e teorema para designar as propriedades das
operagoes. Hssas etapas se repetiam para exemplos numéricos diferenciados e nao
se usava linguagem simbdlica ao generalizar regras ou propriedades.

As demonstracdes efetuadas para exemplos particulares eram, na verdade, as jus-
tificativas das regras de célculo, justificativas essas, que, infelizmente, desapareceram
gradativamente dos livros posteriores a 1930 e tornaram a aparecer eventuaimente
nos anos 80 e macicamente apds 1986,

Fatores primos, critérios de divisibilidade, m.d.c. e m.m.c., razdo, regra de
trés, porcentagem, juros, estavam incluidos entre os assuntos dos compéndios de
Aritmética.

‘odo conteldo era transmitido pelo livro numa forma enciclopédica, arida, sem
preocupagao com motivagao ou linguagem adequada a leitores jovens. O livro era
muito mais adequado ao leitor adulto, no caso, o professor.Quanto & apresentacio
grafica, os titulos ocupavam pouco espago e a eles era dado destaque pelo uso do
negrito. As ilustragoes apareciam em numero bem reduzido.

No final da obra, ou no final de cada capitulo, encontravam-se os “problemas”,
termo usado para tudo que ndo estivesse resolvido: contas, expresses, perguntas,
etc, onde estavam incluidos indmeros exercicios de mesmo tipo e onde calculos e
mais calculos se faziam necessarios.

Pelas observagdes feitas, pudemos perceber que o material de apoio do professor
refletia a Pedagogia cldssica predominante nesse periodo, que preconizava uma edu-



cacio centrada no conhecimento e no professor. As énfases neste contexto estido na
instrucao, na informagao, na disciplina. Os conteiados, os procedimentos didaticos,
nao tém relagdo com as experiéncias, com o cotidiano do aluno, muito menos com
a sua realidade social. A repeticao de exercicios do mesmo tipo, a memorizacao de
muitas formulas visava formar habitos e, dessa forma, disciplinar a mente.

Os livros do final da década de 30 e, principalmente, aqueles impressos depois de
1943, baseados nas reformas Campos e Capanema, mostravam preocupagdes com a,
motivagdo e o nivel do desenvolvimento do aluno.

Os compéndios dao lugar, pouco a pouco, aos livros seriados para o lo., 20., 3o.
e 40. ano do curso ginasial.

Nos prefacios dos livros, em geral, os autores esclareciam que as demonstragoes
rigorosas e “inacessivels” seriam substituidas por raciocinios praticos e intuitivos,
mails proprios ao nivel de inteligéncia do aluno, e que “noticias” histdricas e proble-
mas curiosos estariam incluidos nos conteidos a fim de amenizar a aridez do estudo
de Matematica.

Na abordagem das operagdes, alguns termos como definigdo, corolario, teorema,
demonstracao foram menos usados em Aritmética, embora persistissem em se tra-
tando de divisibilidade e nimeros primos.

As seqliéncias no desenvolvimento das opera¢des passaram a ser: no¢des ou pre-
liminares, pratica da operagao, regra, propriedades das operagdes, prova dos nove e
simples, principios e aplicacoes. Eventualmente, encontravam-se regras acompanha-
das de suas justificativas.

Exercicios e perguntas eram feitas no final de cada capitulo e ndo diferiam daque-
las dos livros anteriores a 1930. Notas histdricas e curiosidades apareciam ao longo
do contetido. Houve mudancas na ortografia e na linguagem menos rebuscada, mais
direcionada ao estudante jovem. A diagramacido estava mais agradédvel, com mais
espagos entre os paragrafos,

Os assuntos estavam desenvolvidos de maneira mais acessivel, com exemplos,
aplicagdes por etapas de dificuldade, ficando mais facil o seu entendimento. Os au-
tores deixaram de discorrer o assunto de forma enciclopédica. Pareciam ter mudado
timidamente o seu foco de atengio do assunto para o aluno.

Na década de 60, durante a vigéncia da Lei de Diretrizes e Bases de 1961,
as colegos didaticas tiveram seus titulos alterados para Curso Moderno de Ma-

tematica, Matematica para a Escola Moderna, Matemética Moderna. Esses “ares de



modernidade”® tiveram influéncia do Grupo de Estudos do Ensino de Matematica,
G E E M, fundado em Sao Paulo, em 1961, cujos participantes eram pessoas estu-
diosas de novos caminhos para o Ensino de Matematica.

Isse grupo, tendo sido influenciado por pesquisadores europeus como Papy e
Dienes, adotou em seus livros a linguagem da teoria dos conjuntos, considerada
unificadora de toda a Matemaética e baseada em tendéncias pedagdgicas americanas
e européias, : divulgou as idéias do “aprender fazendo.”

Nos prefacios dos livros dessa época apareciam referéncias “aos novos métodos
e processos de ensino” e, pela primeira vez, apareceram sugestdes de materiais
didaticos para o desenvolvimento de alguns conteidos. Um dos livros desenvolveu
temas de estudo de Matemdtica, através da técnica de estudo dirigido.?®

Os autores, em geral, enfatizaram o estudo experimental da Geometria, relegando
ao plano secundario o ensino axiomatico.

A abordagem dos assuntos partia sempre de uma situagio particular envolvendo
o conceito a ser estudado, seguido pela definicao, propriedades e exercicios. As pro-
priedades foram, pela primeira vez, registradas em linguagem simbélica, utilizando
letras, num carater bastante genérico, Desapareceram da Aritmética os termos co-
rolario, teorema e demonstracio.

Os exercicios eram classificados numa variedade de tipos: completamento, esco-
lha multipla, indicagdo de verdadeiro e falso, todos esses facilitando o “chute”, pois
n&o requeriam do aluno justificativa ou registro do processo de solucio.

A linguagem utilizada era acessivel, a leitura agradével, a explicacio e a resolucio

do exemplo eram de facil entendimento, as dificuldades foram trabalhadas etapa
por etapa, e a selecio de exemplos e exercicios seguiu rigorosamente o critério do
aurmento gradativo de complexidade. As ilustracdes foram mals usadas, as cores
surgiram nos resumos e quadros, as vezes, nos sub-titulos.

Essas caracteristicas do livro diddtico dos anos 60 espelhavam fortemente a fi-
losofia de Escola Nova, onde a educacio estava centrada na crianga, na vida, na
atividade, enfatizando a experiéncia, a participacio, a criatividade e a descoberta.
A educagdo passou a ser um processo interno, partindo das necessidades e interesses
individuais onde o “aprender fazendo” esteve sempre presente.

»

#¥Termo usado para caracterizar esse movimento, em texto de Antonio Miguel e outros. “Algebra
ou Geometria, para onde pende o péndulo.” Campinas, FE, UNICAMP, 1991,
25Gcipione di Piero Neto - Matemdtica para a Escola Moderna, la. série ginasial. Sio Paulo,

IBEP, 1964
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Os principios da Escola Nova foram bastante difundidos nos cursos de Licen-
ciatura no periodo pos-1960 e aiguns de seus métodos foram adotados em escolas
experimentais, comunitarias ou particulares, como o método Montessori, o método
dos centros de interesse de Decroly e o método dos projetos de Dewey.

Com a lei 5692 de 1971, as disciplinas foram organizadas em torno de um nicleo
obrigatorio em nivel nacional, e uma parte diversificada a ser definida pelas escolas,
sob aprovacao dos respectivos Conselhos Estaduais de Educagéo, de forma a garantir
o desenvolvimento das potencialidades individuals, a preparagéo para o trabalho e
o atendimento as necessidades regionais.

Com isso, as Secretarias Estaduais de Educagio passaram a elaborar suas préprias
propostas curriculares. A proposta paulista de Matemadtica, divulgada a partir de
1975, retratava o tecnicismo pedagégico da época, predominante nos meios educa-
cionais, supervalorizando os planos de ensino e os objetivos comportamentais na
linha de Bloom e seus seguidores, embora a equipe organizadora tenha apresentado,
no texto, metodologias fundamentadas nas idéias de Gategno, Castelnuovo, Papy,
Dienes, Lucienne Felix e Piaget. Essa equipe sugeria ao professor tentar unificar a
Aritmética, a Algebra e a Geometria em torno da linguagem e conceitos da Teoria
dos Conjuntos, sem torné-la, porém, repetitiva em cada série.

As estruturas algébricas, a noc¢do de funcdo e suas aplicagbes na Geometria,
ficaram em evidéncia no texto. Por influéncia das idéias de Bourbaki, na Aritmética
e de Felix Klein, na Geometria, as transformacées isométricas e homotéticas foram
sugeridas para o estudo de congruéncia e de semelhanga de figuras.

Aconselhava-se a fazer uso da experiéncia do aluno em atividades e manipulacio
de objetos para estabelecer-se a passagem gradativa de nogdes intuitivas & aquisicdo
de conceitos basicos até alcangar a abstragdo e o rigor matemadtico,

Os livros editados, a partir dai, reservavam um capitulo ou inclufam um manual
dedicado ao planejamento do professor, onde eram dadas sugestdes de cronogramas,
objetivos gerais e operacionais para o desenvolvimento do trabalho didatico. Nessas
orienta¢des afirmavamn priorizar a compreenséao, a criatividade, a descoberta de idéias
e a generalizagao. O livro didatico tinha, portanto, duas partes bem definidas: o
manual do professor ¢ o Caderno de Atividades do aluno.

No Caderno de Atividades, os autores utilizavam a linguagem coloquial para
direcionar tarefas e acdes a serem executadas pelo aluno. Os exercicios eram abun-
dantes, de diferentes tipos: exercicios de fixagao, de aprendizagem, de aplicacio, de
reforco. O Livro Didatico passou a ser um livro descartavel.

No estudo de Geometria, os autores optaram pela apresentacdo intuitiva com
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poucas demonstragoes, apesar de terem dado destaque para o raciocinio dedutivo
como ferramenta béasica em qualquer atividade intelectual. A linguagermn da Teoria
dos Conjuntos envolvia todos os assuntos e precedendo o estudo de nimeros, vinham

pela primeira vez as nogoes de relacio, funcao e correspondéncia biunivoca.

As obras buscavam uma “organizagéo coerente”, com os “assuntos interligados”
e os exercicios “partindo do mais simples para situacdes novas”. As cores e as
ilustracbes eram muitas: lembretes, diagramas, quadros e tabelas. Utilizavam os
mais modernos recursos graficos na tentativa de prender a atencio do aluno.

As coleges didaticas ganharam os mais variados nomes: Matematica - um pro-
cesso de criagao; Matematica - um processo de auto-instrucio.

Esses livros reproduziam a tendéncia tecnicista na Educacéo onde as informacoes,
os principios, as leis, foram ordenados numa seqiiéncia logica e psicolégica, conside-
rando-se, como matéria de ensino, apenas o que era redutivel ao conhecimento ob-
servavel. A escola funcionava como modeladora do comportamento humano através
de técnicas especificas. O planejamento diddtico foi supervalorizado em detrimento
de sua execucao.

Os marcos da implantagio do modelo tecnicista foram as leis 5540/68 e 5692/71,
que reorganizaram o ensino superior e o ensino do lo. e 20, graus.

No inicio dos anos 80, a atencio do pafs estava voltada para a transicio do
governo militar as instituigdes civis. No decorrer dessa década, o Brasil, de norte a
sul, de leste a oeste, se levantou para a luta das diretas na escolha do seu governante
méximo. Foi um “show” de movimentagido democratica e de educagao civica em
todas as instancias.

Paralelamente, em Educagio, as obras de Coleman (1966), de Jencks (1972), e de
Bernstein (1977) sobre os fatores que influfam na desigualdade de oportunidades no
convivio escolar provocavam polémica nos meios educacionals altamente motivados
pela corrente democratizante do pafs.®

Segundo Coleman (1966), o ambiente familiar tinha relagio bastante significativa
com as diferengas de rendimento das criangas na escola. Além disso, suas pesquisas
apontavam para a escola come uma fonte de desigualdades, pois as diferengas no ren-
dimento das criangas mais pobres aumentavam a medida que a crianca permanecia
mais tempo na escola.?’

*Teresa Roserley (Rose) N. da Silva focaliza estas questdes em “Influéncias teéricas no Ensino
¢ Curricuio no Brasil”. Cadernos de Pesquisa, Sdo Paulo, no. 70: pp 5-19, agosto/ 1989.

¥ Apud Jerome Karabel and A. H. Halsey. Power and Ideology in Education. New York, Oxford
University, 1977,
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Jencks (1972) questionava a escola quanto a ser capaz de produzir uma mudanga
social e negava-a como instrumento na obtengdo de maior igualdade social. Na
verdade, denunciava-a como instrumento de manutengao das desigualdades sociais.?®

Por outro lado, Bernstein (1977), socio-lingliista inglés, negava que as deficiéncias
das criancas mais pobres e de seus familiares fossem responsaveis pelo fracasso de
seu desempenho escolar e responsabilizava por esse fracasso as relagbes de classes
presentes no trabalho escolar.?®

As obras de Bourdieu e Passeron (1975) e de Baudelot e Establet (1975) en-
focavam o papel reprodutor da escola, que contribuia para a manutengio dos de-
siquilibrios sociais, e questionavam a possibilidade de ocorréncia de qualquer mu-
danca.?®

Essas linhas de anilise influenciaram os educadores brasileiros, fazendo surgir
um grupo preocupado com a valorizagao da escola e de seus contetidos, como um

espaco de luta importante a superacio das desigualdades sociais.

Enfim, a corrente democratizante do povo na luta pela conquista do direito
de escother seus governantes e a luta dos educadores na busca de um ensino e de
um currfculo mais adequado &s condigdes concretas de nossa sociedade, tornaram
obsoletos os guias curriculares anteriores e fizeram surgir, em 1986, novas propostas
curriculares para nossas escolas de lo. grau.

Os guias paulistas foram elaborados com maior participagao dos professores, seja
através de questionamento, criticas ou mesmo sugestdes. A primeira versao circulou
emn todas as Delegacias de Ensino e seus monitores foram responsaveis por coloca-la
em discussao, em reunides de professores, coletando suas idéias e levando-as a equipe
redatora para reformulagdes, até surgir a redacao final de 1988.

Na nova proposta, percebeu-se as idéias de Bruner na abordagem do curriculo
em espiral, na perspectiva antropoldgica de desenvolvimento (o homem produz o
mundo e este produz um novo homem) e na preocupagac com os significados em
detrimento da memorizagao.

Percebeu-se influéncias de Piaget no respeito ao desenvolvimento cognitivo da
crianga. Ao professor deixou-se a tarefa de selecionar atividades e contetdos e de es-
timular as criangas, expondo-as as situagdes prévias apropriadas ao desenvolvimento
de cada assunto.

B Apud Jerome Karabel and Halsey, op cit, 1977.
% Apud Jerome Karabel and Halsey, op cit, 1977.
3 Apud Teresa Roserley (Rose) N. da Silva, op cit, 1989.
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As idéias de Vygotsky emergiam também da proposta, sugerindo uma nova fonte
de busca no ensino de Matematica no Brasil: a Matematica e a linguagem,

Enfim, como consegiiéncia de toda a movimentagio democratica e daquelas pre-
ocupagdes citadas anteriormente que persistiam nos meios universitarios, e eram di-

vulgadas em simpdsios e reunides, surgiram pequenas mudangas nos livros didaticos
a partir de 1984,

Uma caracteristica marcante nos livros desse periodo foi o de centrar a atencéo
do aluno para a ligacdo da Matemadtica com o mundo em que vive. Os autores
dirigiam-se aos alunog, apontando os destaques de suas obras:

“Compreender as idéias bdsicas da Matemética e, quando necessdrio, saber

aplicd-las na resolucio de problemas do dia a dia”.™!

“Usar sua observacdo e sua capacidade criativa para melhor compreender os

modelos matematicos e ver como a Matemdtica estd ligada ao mundo”.??

“Aplicar as técnicas de célculo a problemas ligados ao seu cotidiano”.®®

Os livros deixaram de ser o caderno de atividades e a eles “ficou reservado o
papel de material de apoio as atividades diddticas.” Os titulos inovaram novamente:
Matematica Aplicada, Matematica e Realidade, Matematica e Vida, Aprendizagem
em Educagio Matematica.

Como resultado da anélise dos livros, percebemos que a influéncia de certos movi-
mentos pedagdgicos foi muito forte em determinados periodos, tanto na formulagao
de leis e decretos, como na producao das colecdes didaticas, podendo ser detectados
claramente trés momentos da Educacio Brasileira estudados por Saviani (1983) e
Libaneo (1986): perspectiva classica, renovada e tecnicista.

Apds 1984, os livros didaticos timidamente mudaram do modelo tecnicista para
preocupacoes com a realidade do aluno, anteriormente percebida na proposta curri-
cular.

Paralelamente a influéncia exercida pelos movimentos pedagdgicos sobre os auto-
res, é certo que eles sofreram também, pressoes das editoras, as quais salvo excegoes,
pouco tmporta o contetdo do livro. A forma e a apresentagdo pesam mais para o
consumo de estudantes, atualmente representando um grande mercado consumidor.

3!Giovanni e Giovanni Junior. Aprendizagem e Educagio Matemdtica, ba. série. Sao Paule,
Editora ¥ T D, 1996.

321d. Ibidem.

33Gelson lezzi et. alii. Matematica e Realidade, ba. série, Atual, 1984.
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Assim sendo, as editoras e os autores em geral se preocuparam em seguir leis
e decretos do Conselho Federal de Educacdo, sugestoes das equipes de assessoria
da Secretaria da Educacio e leis de mercado, em detrimento de preocupagdes mais
profundas com as necessidades de professores e alunos.

Os livros, com raras excegoes, divergem muito pouco entre si, pouco estimulam
a reflexio e a critica e, embora se deseje que o livro didédtico seja um instrumento
auxiliar ne trabalho do professor, pesquisas tém mostrado que os professores os
utilizam como um “padrao de exceléncia” a ser adotado na aula.

Pesquisas feitas por Azevedo (1981}, em escolas publicas de Recife, e outras,
realizadas no Rio, por Nilda Alves {1987), norte e nordeste, por Batista de Oliveira
(1988), em Curitiba, por Bittencourt (1981), e comentadas por Barbara Ireitag
(1987), apontam nesta direcdo e denunciam que a maioria ds professores néo tem
critérios préprios para a escolha de livro adotado. Muitos justificam a adogdo de
um determinado livro, por té-lo recebido gratuitamente da Editora, e outros por ter

sido o livro indicado por um colega.

Segundo Freitag {1987), “Tudo se basela no livro diditico. Ele estabelece o
roteiro de trabalho para o ano letivo, dosa as atividades de cada professor no dia-a-
dia da sala de aula e ocupa os alunos por horas a fio em classe e em casa.”

Portanto, a selecio e o uso do livro didético dependem da habilidade e do nivel
de formacido do professor. Dessa maneira, com todos esses riscos e interesses em
jogo, sdo ainda mais preocupantes as fortes evidéncias de que os autores, embora
tentem passar uma idéia da Matemdtica mais ligada ao cotidiano do aluno e, de
fato, tenham feito “mudancas de superficie” no “design” e na linguagem, ndo tém
conseguido romper com a sua concepgao tradicional da disciplina.

A Matematica continua sendo mostrada como algo pronto e acabado,
com verdades irrefutdveis, neutra no sentido das influéncias da socie-
dade na sua construgio, bem como das conseqiiéncias do seu progresso
na transformacdo da qualidade de vida. Salvo as raras excecdes, os livros
passam uma idéia da Matemadtica, como drea de estudo sem histéria, sem
valorizarem a evolugéo gradativa dos conceitos matematicos. **

Com essa visao, agora clara, da importancia estratégica do livro didatico no fun-
cionamento do sistema educacional e das distor¢des possiveis no seu uso e produgio,
que também passam pela habilidade e pelo nivel de formacao do professor, completa-

%4menes, em sua dissertacio de mestrado, também analisa os livros diddticos de Matematica.
Porém, nio foi seu objetivo relaciona-los com expressdes do pensamento pedagégico. Ele aborda
aspectos metodoldgicos interessantes relacionados ao fracasso do ensino de Matematica. Veja em
“() fracasso do ensino e da aprendizagem de Matematica”. Rio Clare, UNESP - 1989,
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se 0 quadro de reflexdes necessdrias para reforqar a importancia da qualificagdo do
professor nos moldes preconizados por este texto.

Acresce-se aquelas linhas de atuacdo prescritas na secao 1.2, pag.49, a preo-
cupagido com a reflexdo critica na selegio e no uso do material de apoio ao trabalho
do professor.

Ainda, essa rdpida incursio pelos livros didaticos colaborou para delimitar a
nossa pesquisa ao campo da Aritmética, tema dos mais comuns e necessarios no
ensino do lo. grau e, por conseqiiéncia direta, nos cursos de formagdo de professores,
em qualquer nivel.

Nosso interesse nessa area se restringird aos sistemas de numeragdo, ao conceito
de ntmero, e sua ampliagao.

Qutro fato de destaque, resultado das analises feitas, é a fixacio da énfase da
pesquisa no eixo histérico-cultural.

Logo, nosso foco de atencio é resgatar entre os conceitos aritméticos,
aqueles de nimero e sua representagio, sua evolugéo e seu desenvolvi-
mento histérico, de forma a identificar as influéncias sociais e culturais na
construcao desse conhecimento matemadtico, bem como reconhecer o papel
do homem - sua curiosidade intelectual e seu espirito criativo - ao extra-
polar esse conhecimento além da fronteira do imediato, aspectos esses nao
valorizados nos livros diddticos e nos cursos de formacgdo de recursos humanos.

1.4 O Quadro de Referéncia e o Enfoque da Analise

No estudo até aqui realizado verificamos, numa abordagem intuitiva, que a vivéncia
estudantil e as experiéncias profissionals nao estiveram dissociadas das discussoes
tedricas sobre o panorama educacional geral, efetuadas nos artigos e nos autores
analisados. Elas ndo se contradisseram com os resultados apresentados por estudos
sobre o desempenho do aluno na zrea de Matematica, nem desmentiram as con-
tradigoes do dia-a-dia no trabalho do professor, mas foram além, apontando indicios
da existéncia de grupos de professores e instituigtes educacionais interessadas num
trabalho sério,

Por outro lado, esse mesmo estudo apontou deficiéncias nos cursos de formagao
de professores e no material de apoio - o livro didatico-pontos nevralgicos no processo
de revisdo do ensino de lo. grau.



Essa trajetoria colaborou para fixarmos caracteristicas imprescindiveis, a nosso
ver, ao professor dos anos 90, as quais devem ser perseguidas na defini¢io do perfil
desse profissional.

Nessa abordagem, em que o empirico e o tedrico se mesclaram, o desnudamento
da realidade do professor contribuiu para o discernimento de algumas diretrizes na
nossa atuagao em curso de formagao.

Queremos enfatizar que a preocupagio primeira, ndo a mais forte, porém, de
identificacio de dificuldades no ensino, em particular no ensino de Matematica, por
tabela, na qualificacdo do professor, nao foi o fim desse trabalho - foi o comego.

E com a compreensio adquirida nessa introspecgéo subjetiva e objetiva, na rea-
lidade do professor e no seu material de trabalho - o livro didatico, estabelecemos
a énfase histérico-cultural para a analise da evolug@o dos conceitos de
Aritmética, em especial, do conceito de niimero, sua representacao e suas

relacoes, eleitos o centro de interesse da pesquisa.

Por certo, nossa experiéncia profissional em cursos de formagio de professores,
forentou inquietacoes e angistias relativas as trés grandes dreas da Matematica na
escola de lo. grau: Aritmética, Algebra e Geometria.

Entretanto, alguns anos passados, estivemos particularmente interessados na
controvérsia entre memorizacao e compreensao de conceitos e técnicas de calculos
aritméticos, resultando em dois textos, que favoreceram as justificativas e os porqués,
na linha dos Fundamentos da Aritmética Elementar, ou seja, no caminhe do escla-
recimento do conceito e da técnica, no seu estagio atual de desenvolvimento™.

Assim, ao nos depararmos, na analise efetuada em secdes anteriores, com de-
ficiéncias do aluno em Matemaética, e com os indicios do despreparo do professor
para repensar o ensino dessa disciplina e o papel dela no curriculo da escola de lo.
grau, optamos por fixar nossa pesquisa na area de Aritmética, em que ja tinhamos
iniciado algum trabalho e na qual pudéssemos esclarecer algumas questoes.

Naturalmente, nesse campo,do conceito de niimero, de sua representacio e de sua
operacionalizagdo, derivam os conceitos de razao, propor¢ao, divisibilidade, ntimeros
primos e propriedades, multiplos e divisores comuns. Esses 830 os motivos da escolha
do nimero e suas relagdes, como centro da pesquisa.,

3%a) Carmen M.G. Taboas. Matemética para professores de la. a 4a. séries - um desenvolvimento
compreensivo. DM/UFSCar, 1986.

b} Carmen M.G. Téboas, cc-autora. Sobre Critérios de Divisibilidade, Revista do Professor de
Matematica, vol.6: pp 21-24, lo. sem/85.
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A construcdo do conceito de nimero pelo aluno passa por dificuldades envolvendo
grandezas discretas e continuas e suas representagoes. Nas etapas de dificuldades
é importante a interacdo do aluno com objetos da realidade, com valores da sua
cultura, com individuos do grupo social, sugerindo que a histéria desse conheci-
mento - na qual o homem, a curiosidade, a cultura e a interacdo soctal dele com
grupos distintos tiveram papéis importantes — deva ser motivo de andlise em
cursos de formagao de professores de qualquer nivel.

Dessa forma, a énfase histérico-cultural, no estudo da Aritmética, nio
levada em conta nos livros didaticos, nem nos cursos de formacao, salvo honrosas
excegdes, € 0 eixo na pesquisa. bssa opgao devera fornecer subsidios para se
repensar o papel da Matemdtica no curriculo da escola do lo. grau e para sinalizar
um caminho nos cursos de formagao de recursos humanos para a Educagao.

Intimeros sdo os livros e artigos que tratam dos conceitos aritméticos elementares,
e intmeros sao também aqueles que tratam da Histdria da Matematica, como pode
ser conferido em nossas referéncias bibliograficas.

Contudo, insistimos: nosso objetivo € coletar, desses livros e artigos, os fatos e
as opinides que, trazidos a tona, analisados e coerentemente relacionados, mostrem
a evolucao do conceito de numero e dos sistemas de numeragao bem como o seu fluir
por entre as influéncias sociais e culturais.

A cultura é, claramente, um elemento construtivo do desenvolvimento do ser
humano, por conseqiéncia, da produgao desse ser nas suas dimensdes - individual e
coletiva - o que devera transparecer claramente na génese do assunto a ser pesqui-
sado. Desse modo, o assunto e os efeitos da interagao social entre grupos distintos
sao entendidos como uma unidade pois, de {ato, eles o sao.

Na analise do trabalho, a situagio de confronto entre o conhecimento de um
grupo e o conhecimento de outro provoca um conflito que é a mola propulsora da
dindmica do desenvolvimento. Essa é a garantia de que o desenvolvimento nio é
linear e de que o fato histérico é estudado em seu processo de mudanca.

Estabelecidos o tema e as prioridades da pesquisa, nos concentramos nas questoes
da Aritmética Elementar, surgidas no decorrer de nossas atividades em curso de
formagao, que os fundamentos adquiridos na licenciatura e mestrado em Matematica
nao permitiam responder de pronto, com a profundidade desejada. Organizamos a
mnvestigacao em torno de algumas dessas questdes:

e Quais fatos influiram, de que maneira as dificuldades foram superadas por
diferentes povos, na conquista dos principios de nosso atual sistema de nu-
meragao?
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Nossa lingua é portuguesa, portanto nosso alfabeto é latino. Como ocorreu
a aquisicdo e quais fatores contribufram para o uso do sistema de numeragao
hindu-arabico entre os povos ocidentais?

Como ocorreu, quando e quais sociedades participaram da ampliaggo do nimero
natural para racional, inteirc e real?

Na ampliagao do ndmero, quais foram os desafios, as duvidas surgidas, as
crises, as controvérsias, os conceitos pré-concebidos, até a superacdo dos im-
passes’

Como os diferentes povos superaram as barreiras para a operacionalizagio
desses numeros na solugdo de problemas?

Quais foram as for¢as desenvolvimentistas da Aritmética elementar? Como
cada uma delas influiu na construcao do conhecimento aritmético?
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Capitulo 2

Uma Visao da Génese e da
Evolucao Histérica do Conceito
de Niumero e sua Representacao

Neste capitulo, sintetizamos a pesquisa realizada, selecionando os dados importantes
para a analise a ser efetuada no capitulo 4. Nio se trata de um conglomerado de
informagdes de contetido, nem um mero relato sobre o foco central: nimeros e suas
relagdes. Procuramos, ao contrario, dar uma visdo histérica que deixe emergir as
mudangas e os saltos qualitativos que ocorreram nas concepcdes e idéias a partir da
critica do fato histérico.

Pretendemos que essa visdo venha a ser util no momento da opgdo por um
desenvolvimento desse tema nos cursos de formagio de professor de qualquer nivel,
E importante ressaltar deste ponto de vista, que a medida da efetividade desses
cursos estd na formagao de quadros de professores competentes dentro do magistério.

Nossa preocupagao essencial é percorrer o caminho feito pelo homem, na sua
necessidade bdsica de contar, expressar e registrar essa contagem, estabelecendo,
portanto, a evolugao do conceito de nimero, a sua representacdo em sistemas de
numeragao, as operagoes, relagoes e inferéncias a partir dele.

Néo ¢, certamente, um caminho facil e sem tropegos. Hé avancos e retrocessos,
mas ¢ um caminho fascinante e longo, sendo a necessidade drdstica de sintese a
grande dificuldade que encontramos em apresenté-lo.

Segundo Prado (1990}, é importante, ao fazermos o estudo da evolugio de um
conceito, termos claros os perfodos determinados de acordo com as caracteristicas



exibidas pela Matematica dominante. Essa divisdo pode ser estabelecida baseada na
cultura da época, na opiniao de Struik e Kline, ou em fun¢io da notagéo simbdélica
e da cadeia de argumentos logicos, na opinido de Byers.

Neste texio, pelo foco de interesse em jogo, ratificamos as idéias de Struik e Kline
e consideramos os periodos a serem analisados, assim distribuidos:

~ A origem pratico-utilitdria; do surgimento do homem até o século VI a.C.
— A matematica da razao; do século VI a.C. até o século VI d.C.

- () ecletismo matematico e as inovagdes tecnoldgicas; do século VI d.C. até o
século XVIII 4.C.

— A abstracdo consciente, as investigagdes ldgicas; do século XVIII d.C. até
nossos dias.

2.1 A contagem, o registro de quantidades e os
calculos em tempos antigos

As primeiras sociedades humanas eram de pescadores e cagadores. O homem vivia
em cavernas e suas energias eram usadas principalmente para recolher alimentos,
onde fosse possivel encontra-los. Era o comeqo da era paleolitica. Fazia instrumentos
de caca e pesca, desenvolvia rudimentos de linguagem e enriquecia as cavernas com
gravuras que remontam a 25 000 a.C. Existem, porém, evidéncias de contagem
realizada muito tempo antes, a partir de 50 000 a.C.

Mesmo num estagio de desenvolvimento social muito primitivo, o homem de-
monstra ter a faculdade do senso numérico', pois é capaz de reconhecer quando
algo € retirado ou acrescido a uma cole¢do, embora essa faculdade seja limitada pela
falta de artificios auxiliares ao discernimento de quantidades.

Estudos sobre povos primitivos mostram que, quando estes nio alcancam a etapa
de comparagao com os dedos da mdo, dificilmente conseguem discernir o quatro e,
definitivamente, o sete ndo o conseguem?.

A percepgao numérica combinada com o artificio da contagem levou a extraordi-
nérios progressos em eras pré-histéricas. O caminho comeca a ser trilhado fazendo

"Termo utilizado por Karl Menninger {1958) e por Tobias Dantzig (1970).
*0.Koechler (1956) aprofunda essa discussdo e relaciona esta habilidade a de certas espécies
animais.
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correspondéncia um-a-um entre colecoes de objetos e transformando esse ato num
importante recurso de comunicacdo: “tanfos peixes quantas pernas de um certo
animal”, “tantos frutos quantas asas de um passaro” ou “tantos pdssaros quantos
dedos da mao”.

O passo seguinte é o da comparacio com colecdes padrio, pelo uso de seixos, de-
3

dos da mao, incisdes na madeira, riscos na pedra, nés nas cordas, partes do corpo...>.
A padroniza¢do na comparagido é um grande passo, dando origem as primeiras
palavras para designar quantidades. Evidencia, entretanto, a dificuldade de abstrair
a nogao de quantidade da natureza dos objetos contados. Como diz Menninger
(1969): “Alguns povos primitivos fundem a quantidade e o objeto como uma enti-
dade 1nica.” Vejamos alguns exemplos tomados de uma mesma tribo primitiva:

valor numérico palavra numérica
10 botes —  hola

10 cocos —  koro

1000 cocos -+ saloro

Como essa, outras tribos primitivas usam diferentes palavras para designar a
mesma quantidade de Arvores, animais, homens, canoas, etc. Exemplos dessas pa-
lavras numéricas qualitativas sdo encontrados em Leonard Conant (1931). Vejamos
as diferentes palavras numeéricas para designar 1, 3 e 10, por exemplo, extraidas da
Figura 2.1 da pagina seguinte.

objetos redondos homens canoas medidas

1 g'erel k’al k’amaet K’al
3 gutle gulal  galtskantk guleont
10 kpeel kpal gy’apsk kpeont

3Comentrios interessantes sobre o assunto sio feitos por Leonard Conant (1956).
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Caracteres numéricos tsimshiam (L.L. Conant, The Number Conceptt, Macmillan,
New York, 1931.}

Q% VW% %M Q\b'\(a—’ et *vv\»ch-&ic«;
pliea M Wywén’m

gak gerel k'al k'awutskan | Kamaet i'al

t'epqat [poupel | t'epgadal | gaopskan g'alpéeltk | guibel

puant  gutle alal galtskan galtskantk | guleont
Paaipg  ltgalpg |y tqalpgdal [tqaapskan tqaipqek | igalpqalont

keotdne ketone  hetdne Ikeenecal Wetcentskan ] kctonsk | ketonsilont

Ukl  Kalt k'alt k'aldal k'aoltskon kaltk k'aldelont
Titepyait %t'cmnlt t'epqalt | t'epoaldal | t'epqaltakan | t'epgaltk | t'epgaldelont
8 guandalt vukialt | yuktalt | voktleadal ek'tlaedskan |sulktaltk | rukialdelont
& ketemae fkflenrac%kctc:I\ac ketemassl | ketemestskan | ketemask | ketemasilont

i ; gy'sp | gy'sp kpéel kpal kpietskan gv'apsk § kpeout

-

Figura 2.1

mabe-se que os turcos distinguiam duas classes de objetos para contar: homens
e ndo homens. Os persas tinham 20 classes, os chineses, cerca de 100, os japoneses,
mais ou menos 50,

Foi no momento em que ¢ homem conseguiu desvineular a palavra numérica do
objeto contado, criando palavras numéricas abstratas, que adquiriu o nosso conceito
de nimero cardinal. Uma propriedade comum as colegdes que podem ser postas em
correspondéncia um-a-um entre si.

Ao arranjar essas palavras numéricas numa sucessio, ou seqiiéncia, ordenada de
acordo com a magnitude crescente, ohtém a seqicncia dos nimeros naturais. Contar
uma colegao € assoclar, a cada termo dessa seqiiencia ordenada, um elemento da
colegéo, até que esta se esgote. Ao dltimo termo da seqiiéncia dos naturais envolvido



nesse processo, chamamos numero cardinal da colegio.

O numero cardinal corresponde & nogao de quantidade e o processo de contagem
é, obviamente, mais sofisticado do que fazer comparagdes entre colecoes, pois envolve
a idéia de sucessdo, portanto, de ordem, e de correspondéncia.

Ao descobrir o processo de contar como acabamos de o descrever, o homem cria
as condigdes para desenvolver a arte de calcular. Mas o caminho é muito longo.
Nos estagios inicials a sucessdo dos naturais ndo é, certamente, infinita. Antes de
serem grafadas, as palavras numéricas sdo apenas orais e, nesse estdgio, as técnicas
de contagem dependem do auxilio dos dedos. Na maioria das linguas primitivas o
cinco @ expresso por mde e o dex, por duas mdos. Veja, por exemplo, Ifrah (1989).

Em sociedades primitivas ha evidéncias do uso do trés com o sentido de muitos,
sugerindo que a contagem, entao, nao val além de um, dois e muitos. Como comenta
Gerdes (1980), a idéia do trés com a significagio de muifos é a origem, em francés, da
palavra trés: trés bien. Em algumas linguas, como na portuguesa, as duas primeiras
palavras numéricas tém género: wm, uma e dois, duas, o mesmo nao ocorrendo com
irés, qualro,. .., levando a conjectura de que, num passado remoto, sé havia os dois
primeiros numeros.

Ainda nessa linha de argumentos, ¢ interessante notar que em certas linguas an-
tigas havia as formas singular, dual e plural para as palavras numéricas. A forma
dual indica dois objetos e a plural s é usada para mais de dois. O par tem um
significado muito forte e impressiona profundamente o homem primitivo; ele o ob-
serva em seu proprio corpo: dois olhos, duas méaos, dois pés ... e essa dualidade é
estendida ao mundo ao redor, as vezes com elementos opostos e inseparaveis: pai e

mae, homem e mulher, dia e noite, claro e escuro .. ..

Fssa idéia marcante é preservada em algumas linguas atuais, Em grego, ha
palavras diferentes para indicar: a mao, duas maos e as maos; o amigo, dois amigos
e os amigos. Em drabe, palavras distintas indicam o homem, dois homens e os
homens.

Provavelmente em 10 000 2.C., quando as camadas de gelo que cobriam a Europa
e a Asia deram lugar a florestas e desertos, o homem comeqa a deixar de ser némade
para construir habitagdes. Surgem as povoagdes fixas e as atividades predadoras
cedem espago a agricultores, que passam a desenvolver a cerdmica, a carpintatia e a
tecelagem. A atitude do homem diante da natureza deixa de ser passiva, O homem
ja funde o cobre, tem o bronze, utiliza a roda e aperfeicoa os barcos e os abrigos.

Com as atividades evoluindo para as de sociedades mais complexas, o progresso
nas questoes numeéricas € significativo. Existemn atividades comerciais entre as diver-
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sas populagées e ligagdes sio estabelecidas entre localidades afastadas, promovendo
o desenvolvimento da linguagem.

As notagdes desenvolvem-se a partir da necessidade de transmitir e preservar
relatos e idéias concernentes a quantidades e calculos. Em certas sociedades, o maior
desenvolvimento levou & necessidade de expressar grandes quantidades. Surgem,
entdo, os agrupamentos; em geral de cinco em cinco, ou de dez em dez. Além dos
agrupamentos quinario e decimal, ha evidéncias do uso de base doze, quinze, vinte
e sessenta, como constatamos em Smith (1951).

Comunidades neoliticas, do 52 ao 3% milénio a.C., se fixaram &s margens de
grandes rios da Africa e da Asia: a civilizagio egipcia is margens do Nilo, a meso-
potamica entre o Tigre e o Bufrates, a hindu & volta do Indo e do Ganges e a chinesa
ao longo do Huang-Ho e do Yang-Tse. Legaram-nos importantes documentos com
registros de quantidades e calculos.

Os rios fornecem agua para propésitos domésticos, para plantagoes e, posterior-
mente, favorecem a navegacgio e o desenvolvimento de projetos de irrigagao.

As margens do Nilo, a civilizagao egipcia floresce entre o deserto e o mar. Bar-
reiras geograficas lhe propiciam uma existéncia pacifica por longo tempo. A aridez
do deserto e as regides montanhosas que cercam suas terras contrastam com o vale
do rio, que podem transformar em terras férieis pelo controle das cheias, resultado
da observacao dos astros e do estudo da periodicidade das estacgdes. E sabido que
a ctvilizagao egipcia atingiu um alto grau de complexidade, com artesidos, soldados,
funcionarios, sacerdotes e uma aristocracia de poderosos chefes.

Aos funciondarios cabia explorar o ciclo das estagbes, o movimento dos astros,
desenvolver a arte de dividir os campos de plantio, do armazenamento dos alimemtios
e regular taxacao de impostos, o que exigia conhecimentos técnicos de astronomia,
das artes do calculo e da medigio. O enorme acervo arqueoldgico resgatado desse
povo revela, em potes, tecidos e cestas, uma preocupacao com os sentimentos de
esiética e prazer pela beleza das cores e das formas,

A maior parte do conhecimento atual sobre a Matematica egipcia resulta de
dois documentos, o papiro Rhind e o papiro Moscou. Esses documentos datam
de, provavelmente, 1650 a.C. e 1850 a.C., respectivamente. O primeiro contém 80
prablemas e o segundo, 25. Em situagdes envolvendo grandes quantidades, os papiros
revelam como os egipcios superaram a dificuldade de representar com um simbolo
individual, cada objeto contado. Inventaram uma marca para representar um grupo
de dez elementos, outra para representar cem e assim por diante. Seguiam o plano
de representar nove vezes o mesmo simbolo, quando outra marca, de ordem maior
era introduzida; apds a repeticao por nove vezes desta marca, usavam uma nova, de

37



ordem superior, e assim sucessivamente,

O principio de usar agrupamentos padrdes, decimais no caso, foi basico para o
desenvolvimento de esquemas satisfatdrios de numeracio. Entretanto, o principio
aditivo de repetir a marca da unidade nao foi inteiramente abandonado, pois era
usado para representar de 2 & 9 em qualquer ordem.

Iistudos dos papiros indicam que, nos primérdios da civilizacio egipcia, os nimeros
eram representados em colunas verticals, da direita para a esquerda, como ob-
serva Newmann (1956) em The Rhind Papirus. A escrita hieroglifica da época
tem simbolos préprios para as poténcias de dez, indicando a base decimal. Entre
as inconveniéncias do sistema estd a necessidade de muitos caracteres para repre-
sentar alguns nlimeros pequenos, enquanto nimeros malores sao representados com
poucos caracteres. Veja a Figura 2.2, (Obs: Nas fontes consultadas o niimero 100 é
representado por 9 ou @ ).

‘ I 10000
: ! ¢ iy 0 N 4
| o -
2 H 7y 100 9 100000
!li[ v ¥ -
3 E 8 i > ‘ 2
{000 : 1000000 g
£t o Y 3 =
Y
5 1y
o9 o
50 = nr’;@n 32 Hnn999, 2C5017 i @@@\@ M

Figura 2.2: Sitema egipcio de numeragao primitivo

Os egipcios chegaram a desenvolver engenhosos algoritmos de cdlculo. A adicio
nao chegava a causar grandes dificuldades, com o artificio auxiliar de trocar dez
unidades por M, dez N por 9 e assim por diante. A seguir, apresentamos exemplos



das operagOes 23 + 55 e 367 + 415.

0o 23 il NN 299 367
(L A an j it A0 A

AN f’s 1'11 ~ 39 REE
il nnnn a4y NAAA 99“5"5" T8 A
NI ANARS Vi B WaNala 99D

Subtrair era a nogao de completar. Assim, a operacde 12 — 5, por exemplo, era
descrita como

5 mais quanto resuita 12.
Para multiplicar por dez, trocavam cada | por N, cada N por 9, cada 9 por£x ,

e assim por diante.

Ainda com relagdo & multiplicagdo, combinavam as operagdes de duplicacdo,
mediagao e adicdo. Segundo Bunt (1988), o problema 32 do papiro Rhind mostra o
procedimento para efetuar 12 x 12

Em notacdo atual,

112

2 %
/4 48
/ 8 96

onde se nota a multiplicacao 12 x 12 como adi¢ées de duplicacdes de 12, ou seja,

12x12 = (448)x12 = (2x242x2x2)x12
= 2x(2x12) + 2x[2%(2x12)] = 48+96 = 144.

No caso 7 x 12, o procedimento seria:
Tx12=(1+2+4)x12={(1+2+2x2)x12 =12+ 24 + 48 = 84.

Nos calculos efetuados, a propriedade distributiva da multiplicacdo com relagao
a adigdo é usada implicitamente.
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O processo de duplicagio é sempre possivel, porque todo inteiro pode ser escrito
de modo dnico como soma de termos da sucessao das poténcias de dois: 1, 2, 4, 8, 16,
32, ... . Asvantagens da duplicagio, entre elas a de evitar a memorizagio de tabelas
de multiplicacio, foram percebidas e usadas nio s6 pelos egipcios mas também pelos
gregos, pela civilizagdo bizantina e pelos romanos, vindo a serem reconhecidas até
no século XVIL

Apesar do sucesso obtido nas operagdes, era premente sanar as deficiéncias da es-
crita hieroglifica e do principio aditivo. A multiplicacio era tremendamente tediosa,
nessa notacdo. Um outro processo conhecido por “mediagio” - com o significado
de achar metades - foi algumas vezes utilizado para simplificar os calculos, como
mostramos a seguir ao efetuarmos 16 x 23

/1 23
/ 10 230
/ 5 115

16 x23=(1+10+5) x 23 =23 + 230 + 115 = 375

A divisdo era pensada como operacao inversa da multiplicacdo. Assim, a questdo
156 + 12 =7 passou a ser: por quanto multiplicar 12 para se obter 1567

O processo pode ser descrito da seguinte forma: Dispde-se em uma coluna a
sucessdo das poténcias de 2 e, ao lado, o correspondente produto por 12 (as du-
plicagdes),

/1 12
2 24
/ 4 48
/ 8 96
A duplicagdo seguinte, “16 1927, excede 136, tornando desnecessario conti-

nuar. Em seguida, verifica-se na coluna das duplicagdes de 12 se existem termos
cuja soma seja 156. No caso, temos 12 + 48 + 96 = 156. Os correspondentes a esses
termos na coluna das poténcias de dois sao 1, 4 e 8 (indicados pelos egipcios com:
traco /), portanto, (1 +4 + 8) x 12 = 156 ou, 13 x 12 = 156 donde, finalmente
156 +12 = 13.
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No que concerne as fragdes, as complicagbes com a notagdo egipcia sdo muito
maiores. Talvez a mais séria das restrigées seja a de manter a unidade como nume-
rador (fracoes unitarias) de qualquer fragao, exceto duas, 2/3 e 3/4.

As fragoes unitarias eram denotadas pelo denominador encirnado pelo sinal <> .
H4, também, registros do uso de uma barra horizontal em vez do sinal anterior. Por

exemplo, sendo o nimero 14 indicado por “||i| N”, 1/14 era denotada por:
<> '
N ou i

As demais fragdes deviam ser, em geral, representadas pela soma de fragdes uni-
tarias o que, convenhamos, nao é facil. Por exemplo:

A representacio de uma fragio como soma de fragdes unitdrias nao é unica.
Assim,

71,1 1.1

51678
]

4
111
165 7 30 ' 42

T
1

_l,
T 18 ' 63

2 _ 1L 1 _ 1. L
35 35 35 21 140

N
DI"“‘

No século XIX, o matemdtico Sylvester estudou profundamente o problema
egipcio de decompor fragbes em fragdes unitarias. Entre vdrios resultados interes-
santes, mostrou que toda fragdo pode ser representada como soma finita de fragoes
unitarias e elucidou o método de representd-las dessa maneira. Entre os principios
egipcios destacam-se:

1. nao repetir a mesma fragio mais de uma vez;

11
,g,g,...,menor

Lap—

2. uma das parcelas é a maior fragéo unitdria da seqiiéncia 3,
que a fragdo dada;

3. a representacac € escrita na ordem decrescente,
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De acordo com as n01 mas egipcias, as apresentagdes preferidas para os exemplos
. e . 7 m “2” -1_ L - v
aclima $Sao: 24 + 2*, T + 555+ Podem ocorrer somas de mais de dois

termos comoe -‘2_6 =3 + + MD

O problema 24 do papiro Rhind é um exemplo da utilizacio das fracoes unitarias
para obter quociente de divisdo nao exata. Apresentamos, a seguir, detalhes da
resolugdo da divisdo proposta pelo problema.

A questdo 19 + 8 =7 foi modificada para 7.8 = 19.

Usando duplicacées,

32 ultrapassa 19, portanto limita esse processo na linha anterior e fornece o resultado
parcial 19 +8 =2+ ..., pois 2.8 = 16.

16 néo era o resultado almejado, e sim 19, o que os levou a utilizar fracoes.

Tinham o resultado parcial 2.8 = 16. O resultado final, obviamente, correspon-
derd & (24 ...).8 = 19 = 16 + 3. Infere-se que a segunda parcela do paréntese
multiplicada por 8 resultara 3.

Esta analise os levou a utilizar a mediagdo na 12 linha do algoritmo para obter a
32 linha e outras mediagOes sucessivas nas proximas linhas, até que a soma 3 fosse
obtida com os elementos da 2% coluna, como observamos a seguir.

1 8
/ 2 16 resultado parcial
mediacdo da lg linha — 2 4 2 significa :
/4 2
/ 8 1

No lgclo direito temos 16 + 2 + 1 == 19, que correponde na coluna da esquerda &
2 +4 4+ 8 (indicados com o traco /).

Evidentermnente agora,

(2+4+8)8=16+2+1=10
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E portanto 19+8m2-§-z+§=2+;§—+é.

Na impossibilidade de resolucio da divisao, utilizando duplicaces e mediagoes
de acordo com a sequéncias 2,4,8,... ¢ 3,3,6,..., os egipcios criaram outros meios
muito engenhosos.

Como exemplo, analisaremos a questdo 11 + 25 =?, transformada por eles em
7.25 = 11,

A resposta 1 ndo serviu, pois 1.25 = 25 maior que 11, e entéo iniciaram a
seqiiéncia de subunidades de 1: 3,3,6,... na lg coluna, como abaixo, na tentativa
de obter a soma 11 na coluna da direita.

125

3 16 3 significa 16 + &
/3 8 3

6 4 B
/o2 12

Na segunda coluna, j4 obtiveram (843) + {2 + 12} =

10
quase 11. A pergunta passou a ser; quanto falta na soma (3 +
17

+ (3 + 12), isto é,
12) para completar

Calculos auxiliares efetuados e traduzidos para nossa notacdo atual evidenciam a
seguinte reflexdo; 2+ 5 = &+ % = &; 5 para completar 1 faltam F; T da unidade

12 127 12
¢ o quociente de 7 + 12, ou equivalentemente, ¢ a solugdo da questdo 7.12 = 7.

Assim;
1 12 excede 7
2 6
2 1 idéa de reciproco

Totalizado 6+1 na coluna da direita, ou seja 7, obtiveram 2 e 12 na primeira
coluna que, adicionados aos 3 e 12 do cédlculo anterior, completam 1.

Com isso, o algoritmo da operagao 7.25 == 11, jd conhecidos os termos necessirios
na segunda coluna, (8 +3), (24 12), 2 e 12 como explicado, é completado na forma
seguinte;
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1 25
3163
/'3 s 3
6 4 6
/T2 2 12
%1 reciproco de 25
/ 50 2
/S00 D2

Enfatizamos: as duas dltimas linhas foram encontradas convenientemente, dadas
as informacgoes obtidas da andlise de 7 + 12,

Finalmente, na coluna da direita, temos 11 = (8 + 2} 4 (3 4 I2 4 2 + I2) corres-

pondente na coluna da esquerda & (3 + 12 + 50 + 300).

Com certeza, esta ultima soma multiplicada por 25 resultara 11, ou 11 =+ 25 =
1L 4 ]
3T T e

Os egipcios deixaram muitas tabelas, algumas das quals reproduzimos parcial-
mente nas Figuras 2.3, 2.4 e 2.5, Para esclarecer a leitura dessas tabelas, dizemos
como deve ser lida a primeira linha de cada uma: a primeira linha da Figura 2.3
significa: 1/2 de 1/2 é 1/4; a da Figura 24: 1/3de 1/2é1/8+1/24 =1/6eada
Figura 2.5: 2/3de 1/2é 1/4 + 1/12=1/3

de

= ODL O i {

CHE b ] Q| DOt
<

[ Nl I S I N

Figura 2.3: tabela de um meio

3 de 2 = 8§ 4 = §
3 3 =12 3 = 9
3 I = 16 48 = 12
3 5 60 = I5

Figura 2.4: tabela de um tergo
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Figura 2.5: tabela de dois tergos

E crenga geral entre os especialistas que a Maternatica dos antigos egipcios se ba-
seava fortemente no principio de tentativa e erro. Nao havia preocupacao perceptivel
com regras gerais ou procedimentos sisterndticos, muito menos com a construcdo de
teorias gerais. Entretanto, além de dar origem a importantes pesquisas, sua enge-
nhosidade inspirou métodos hoje em dia consagrados. Damos, a seguir, um exemplo
de um problema de equagao de primeiro grau resolvido pelo método da falsa posigao,
considerado uma heranca egipcia.

A questdo € encontrar um numero que, somado ao seu sétimo, dé 21.

Em termos atuais, trata-se de resolver a equagdo
T o1
a:—i—;{— =21 ou (l-iwf).mz?,l (1

Na primeira tentativa, os egipcios assumiam o valor procurade como 7, por
exemplo. Mas,

(1+%) 7=38 (2)

Como desejavam obter 21, a questao passou a ser: “ por quanto 8 deve ser
multiplicado para se obter 217”7, Usando o artificio da duplicacdo,

1 8
/216
4 32

32 ultrapassa 21, o que torna esta linha desnecessaria.

Resultado parcial 2.8 = 16. Pretendia-se (2+...).8 = 21 = 16 -+ 5.
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Como faltassemn 5 para 21, no resultado parcial, partia-se para a mediagdo da
unidade da primeira linha no calculo anterior e outra sucessivas.

Oof W 0

Na coluna da direita, obteve-se 16 + 4 + 1 = 21, correspondente & 2 + 2 4 8 na
coluna da esquerda.

Portanto (242 +8).8 =16 +4 +1 = 21.

Comparando-se as relagdes {1) e (2), observou-se que o 2¢ membro da relagio (2)
foi multiplicado por (2 + 2 + §) para resultar 21 na relagio (1), o que sugeriu que
o fator 7 da relagao (2), falso valor de z, deva ser multiplicado pelo mesmo ntmero
(2 + 2 + 8) para obter z, em (1).

Dessa forma chegou-se a

. 1 1
T(24+24+8)=2 ou xm§4+7.§—§—7.§;

De onde z = 14 + (34 1) + (3 + 3 + %) e, finalmente,

ot

1
=184 = 4 —
rESt T

A época em que a Matematica egipcia chegava a seu climax, os mesopotimios ja
eram povos bastante desenvolvidos. Acadianos, ao norte, e sumérios, ao sul, faziam
inscrigoes em tabletes de argila crua, que depois eram cozidos ou secos ao sol. Por
volta de 3 000 a.C., ja tinham seu calendario, um sistema de medidas e os mercadores
mostravam grande familiaridade com as contas.

Eram freqlientes as guerras entre as comunidades da regido. A localizacio entre
o Tigre e o Eufrates, extremamente privilegiada, facilitava o comércio e provocava
agoes militares na disputa pela supremacia econdmica.

Segundo Heath (1931} e Aaboe (1984}, os acadianos usavam a base dez enquanto
0s sumeérios, a base sessenta. Os acadianos dominaram os sumeérios e adotaram sua
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escrita cuneiforme sem abolir, entretanto, sua notacio antiga, pois ambas sao obser-
vadas nos tabletes da época. Veé-se, abaixo, exemplos de seu sistema de numeragao:

1 2 3 '-’: 5 6 7 8 9
MY W W W WM
\ \s S A

10 11 12 20 30 40 50 59
AT E W e
¢ <g€ (éf{,‘g

O sistema babilénico de numeragio é um misto de decimal e sexagesimal. Ha
simbolos préprios para a unidade, para o dezr e para agrupamentos de sessenta, sem
que para isso necessitassem de sessenta simbolos distintos. Usavam aditivamente o
simbolo da unidade até que ultrapassasse 9, introduziam entéo o simbolo da dezena
que era utilizado aditivamente até ultrapassar 39, quando o simbolo para o um era
usado novamente para representar o 60. Damos, a seguir, uma ilustracio. Veja Bunt

(1988).

Decimal Sexagesimal Babvionm:

63 13 T
132 2,12 T
. AL QAAS
1547 25,47 « vy ‘%’"‘(
1,30
2§z 2"6:"6 2:30 T
$_ 45 ' (T
=5 0343 Wy

O principio aditivo ¢ evidente ac agregar os simbolos da unidade até 9 e da
dezena até 50, Usavam os simbolos em colunas diferentes, onde o valor atribuido a
eles dependia da coluna em que estivessem, isto é, adotavam um principio posicional
multiplicativo. Os valores atribuidos as colunas eram poténcias de 60 ou 1/60, ou
seja, tinham valor posicional sexagesimal. Qs exemplos, a seguir, foram extraidos



de Bunt {1988).

Peci madl

vEe _3\3, O Gy o %f;*v‘i'}i {t:l‘\ niGw
12 10 T
607 10.2 -- <Tl
1 1 i
60 1.0 T
7736 20,56 R
156 2,36 "IN
112 T
5 =% o 0:12 <
2 _ 4 . 9. 40 . {
Hegmr e 3 0:4.26.40 PR
5 29 . 3 ) Y Ve
g 122,30 AAS

e i ety jr—

A notacdo por colunas, como se vé acima, indicava as poténcias 60, 60%, 60°,
..., ou 1/60, 1/60%, 1/60%, .... Uma séria dificuldade advinha do fato de nio se
saber, ao certo, quando as colunas representavam poténcias de 60 ou de 1/60. Essa
ambiguidade decorria da inexisténcia de uma marca para distinguir a posicao da
unidade. Outra ambiguidade vinha da falta de win sinal para denotar o zero. Fssas
deficiencias nao permitiam distinguir entre 12, 12 x 60 ou 12 x g5, por exemplo, Veja
as linhas 1, 2 e 7 no quadro acima.

Os recursos posicionais tornavam ¢ sitema babilénico superior ao egipcio mas,
ainda assim. o simholismo cuneiforme era tao enfadonho e drido quanto a notagao
hieroglifica, Desenhar os caracteres na argila tomava um tempo enorme. E notavel,
porem, a extensao do principio posicional as fracoes, onde Jf [ tanto podia denotar
2 x60+2 =122, como 242 x 1/60 = 2%, ou 2 x 1/60 4+ 2 x 1/60% = 122/3600.

O principio posicional aplicado as fragdes representou uma brutal simplificacio
frente as dificuldades dos egipcios nesse campo. Aos bahildnios, para multiplicar
22,45 e 98,76, nao era mais dificil do que fazé-lo para os inteiros 2245 e 9876, como
ocorre No 1nosso sistema atual.

As operagoes de adigio e subtragao nao apresentavam, assim como aos egipcios,
grandes dificuldades aos babildnios. A multiplicacdo era feita mais comodamente
com o recurso de tdbuas e, na divisio, combinavam tabuas de multiplicacio e de
reciprocos, Possuiam, além destas, tabuas de quadrados, cubos, rafzes quadradas e
ciibicas. A base sexagesimal trouxe a desvantagem de tabuas muito longas.

E interessante observar que nas tabuas de reciprocos nao aparecem os reciprocos
de 7 e 11, pois tém expansao sexagesimal infinita. O fato de 60 ter os divisores primos
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2,3 e 5 implica que fragdes, cujos denominadores ou seus fatores sdo divisores primos
distintos destes, tém expansao infinita. Seguem alguns exemplos de tabuas parciais
de multiplicagio e de reciprocos,

12 =0;30 tabua de multiplicagéo por % = ;6,40
1+3 =020 1x0;6,40 = 0;6,40

1+4=0;15 2x0;6,40 = ;13,40

1+58=0;12 3 x 0;6,40 = 0;20

1+6=0;10 4 x0;640 = 0;26,40

1+8=0;7,30 5 x0;6,40 = 0;33,20

1+9=10,6,40 6 x 0;6,40 = 0;40

1+10=0;6 7x0;640 = 0;46,40

Os babildnios utilizavam um método bem simples para estimar raizes quadradas.

Vejamos, por exemplo, como procediam para obter uma estimativa para v37. Por

tentativa, obtinham a estimativa inteira, por falta, 6. Entdo, observavam que 37 =
V37 % V37 = 6 x 37/6. Do fato de 6 ser menor do que /37, concluiram da tltima
igualdade, que 37/6 é maior do que v/37. Logo 6 < V37 < & Isso os levou a tomar

a média entre 6 e 37/6 para /37, assim,

! ! 173
\/3"m§(6+6-é>~6?2~...-ﬁ.

Os mesopotdmios desenvolveram, também, processos para resolver sistemas de

equagbes de primeiro e segundo graus. Vejamos alguns exemplos:

1. Encontrar dois numeros cuja soma € 16 ¢ o produto 63.

Solugao. O processo usado € expresso na nossa notacao por

{ 8+a)+(8—a) =16
B8+a)8—a) = 63

Da segunda equagdo, 64 — ¢* = 63, tiramos a* = 1, portanto, ¢ = 1.
Assim, obtiveram os nimeros 9 = (8 +1) e 7= (8 —1).
2. Resolver 5z% + 4z = 1.

Solugao. Multiplicaram ambos os membros por 5:
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(5z)% + 4(5z) = 5.
Definiram entao, z = 5z, obtendo
2244z =15 que resultou z=1.

Portanto, z = 1/5.
Estava-se longe de cogitar solugdes negativas na época.

Os problemas eram propostos em situagoes particulares, com dados numéricos,
e as solugbes nao especificavam regras ou procedimentos gerais,

Com o passar dos séculos, a civilizagio babildonica evolui. QObras publicas se
fazem necessarias, como um sistema de canais de irrigacdo e o controle das cheias,
A agricultura e o comércio se desenvolvem, levando a duas necessidades basicas:

(1) usar numeros muito grandes ou muito pequenos.
(2) arquivar relatos, forcando a melhoria da escrita.

O principio multiplicativo posicional dos babilénicos proporciona grande sim-
plificacdo, inclusive no trato das fracoes, Porém, como na ja complexa civilizagio
egipcia, as deficiencias do principio aditivo e as dificuldades em desenhar os compli-
cados simbolos se transformam em obstdculos praticamente intransponiveis. E pre-
mente a criagdo de simbolos menos rebuscados e uma forma abreviada de notacio
numeérica.

Nao podemos deixar de mencionar que, diante dessas dificuldades, os escribas do
império egipcio lograran alguma simplificagdo com a adogao das escritas hierdtica
e demdtica, posteriores a hieroglifica, e comentadas mais tarde na secao 2.3. Os
documentos Rhind e Moscou, embora escritos em notacao hierdtica, evidenciam o
conhecimento da linguagem hieroglifica, tratada nessa secao.



2.2 A Curiosidade Intelectual e uma Nova Abor-
dagem do Nuamero.

A era do bronze deu lugar & do ferro. Era o primeiro milénio antes de Cristo e muita
coisa estava ocorrendo & volta do Mediterraneo. Os impérios egipcio e babilonico
estavam em declinio e grandes mudangas sociais se davam como decorréncia indireta
do uso do ferro. O barateamento dos instrumentos de produgéo e de guerra e o
comércio florescente faziam crescer em territorio grego e, menos infensamente, na
costa da Asia, cidades muito présperas.

Primeiramente despontaram Mileto e Ephesus, 600 a.C., que se comunicavam
corn & Babilénia por terra e com o Egito por mar. Seus meios de sobrevivéncia eram
atividades maritimas e o comércio. Depois, no século V a.C., projetaram-se Corinto
e Atenas, no territério grego, Creta e Tarento na costa italiana e Siracusa, na Sicilia.

Os mercadores gregos ficavam grande tempo no Egito e na Mesopotamia, onde
adquiriam conhecimentos dos escribas e sacerdotes. £ o caso dos matematicos
Tales, de Mileto, e Pitagoras, de Jénia. Além dos conhecimentos matematicos e
astrondmicos, no caso de Pitdgoras, idélas religiosas estimularam-no a criar uma
confraria secreta, que desenvolveu uma matematica impregnada de misticismo.

Os mercadores prosperaram usando o trabalho escravo, sem se preocupar com
questdes praticas e o trabalho bragal. Essa circunstancia provocou a formagao de
uma elite alheia a realidade concreta, que desdenhava a pratica e se voltava as
preocupacdes intelectuais. A curiosidade sobre a existéncia do homem, seu posi-
cionamento diante dos fendmenos do mundo e guestdes sobre o como e o porgué das
coisas emergiram dessa civilizagio.

O hormem comecava a dar asas a grande aventura da razdo e a valorizar o conhe-
cimento dissociado da realidade Imediata, embora alguns de seus feitos nao sejam
desprovidos de interesse pratico,

Tales (600 a.C.), o mercador, o mais antigo matematico grego conhecido, dotado
de notdvel espirito de generalizagdo, resolveu problemas de medigdo de distancias
inacessiveis. Por exemplo, calculou a altura de uma pirdmide, medindo sua som-
bra num instante em que sombra e altura de uma haste vertical tinham a mesma
medida’,

Descobriu, também, virios fatos geométricos, formulou-os em forma geral, funda-
mentando-os logicamente, o que diferenciou sua contribui¢ao da dos egipcios e ba-

“Bunt (1988) descreve o método de Tales para medir a distéancia a um navio no mar.
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bilénios. Ha que se considerar, porém, a obra em seu tempo, Tales ndo podia mostrar
um rigor légico de um sistema axiomatico altamente elaborado. Isso sé viria com
Fuclides de 200 a 300 a.C. Resultados de Tales podem ser encontrados em Bunt

(1988) e Heath (1981).

No trato dos nimeros, duas vertentes surgiram: a logistica, que se voltava as
aplicacoes praticas, fixando-se nas operacdes e nos cdlculos, era praticada por mer-
cadores e escravos e a aritmética, que estudava os nimeros e suas propriedades de
um ponto de vista abstrato, era a atitude dos hlosolos.

o

Pitdgoras {572-497 a.C.), matematico e profeta, reuniu em torno de si, em Cro-
ton, um grupo de matemdticos e fildsolos das elites gregas constituindo uma liga
secreta, a escola pitagdrica, onde suas idéias eram discutidas e desenvolvidas. Seus
estudos sobre os numeros, gue nada tinham a ver com os calculos aritméticos dos
babildnios e egipcios, se tornaram famosos.

Assoclavam nimeros a pontos, e figuras geométricas, Desses numeros figurados
extraiam propriedades. Um ponto correspondia ac 1; dois pontos, ao 2; trés pontos
nao alinhados, ao 3, que correpondia ao tridngulo, a primeira figura plana; quatro
pontos (trés ndo alinhados e o quarto fora do plano deles) correspondiam ao 4, e &
piramide, o primeiro sélido. Definiam classes de nimeros: {mpares, pares, primos,
compostos, amigaveis, triangulares, etc.,, que comentamos a seguir.

1. Ndmeros Triangulares. Eram obtidos dos seguites diagramas:

ou, equivalentemente, a partir do seguinte esquema:

1
1+2=3
14+2+3=6
14+243+4=10
1+2+3+4+5=15

Ou seja, os nimeros triangulares séo as somas dos primeiros naturals sucessi-
vos. Se, nos diagramas acima, um tridangulo tem n pontos em seu lado, o niimero
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triangular correspondente é:

n{n +1)
142+ +n=——o.
2
Férmula facilmente obtida pela observagao de casos particulares, ou mesmo,
considerando duas vezes a sequéncia, na forma a seguir:

14 2+ 3 +...4+ (n-1l) +n
n+ (o-1)+ (n2) +... 4+ 2 +1
(n+1)+ (o+1)+ (n+1) +...+ (n+l) +(n+1) =n(n+l)

2. Niameros Quadrangulares. Eram obtidos a partiv dos seguintes diagramas:

¢ & 2 F I
LY
I 3 & @
3 P o
£ & ¥ 4 # 8 B
1 4 9 16

Formam os quadrados sucessivos, que podem ser vistos como as somas dos primeiros
-impares sucessivos,

1

143=4
14345=9
1434-547=16

............

Nos diagramas acima, se um quadrado tem n pontos em seu lado, a ele fica
associado o numero quadrangular

L4334+ (2n~1)=nk

Pela mesma linha de raciocinio, utilizada anteriormente, a férmula pode ser
obtida assim:
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1 + 3 + ...+ (20-3) + (2n-1)
+ (20-1) 4+ (2n-3) + ...+ 3 + 1
2n + 20 +...+ 2n + 2n = n(2n)=2n*

O fato de esses nimeros serem somas dos primeiros impares sucessivos era justifi-
cado como se segue: subtraindo-se ao quadrangular 4 o seu antecedente 1, obtém-se
3; subtraindo-se ao quadrangular 9 o seu antecedente 4, obtém-se 5; subtraindo-se a
16 o antecedente 9, obtém-se 7, etc. Obtinham, desse modo, a sucessiao dos impares
pelas diferen¢as de quadrangulares sucessivos. Veja o diagrama abaixo.

1

— ) 41=3
) 9-4 = 5

. 16-9 = 7

(n+ 1 ~-n?=2n+41
3. Ndmeros Perfeitos. Os que eram a soma de seus divisores préprios.

Um exemplo é o 6, como soma, 6§ = 3 + 2+ 1, de seus divisores proprios.

Qutro exemplo é 0 28; 28 = 1424447414,

4. Ndmeros Amigaveis. Dois nameros eram chamados amigaveis, se cada um deles
fosse a soma dos divisores préprios do outro.

Os divisores préprios de 220 sao 110, 33,44, 22,20, 11,10, 5,4, 2, 1, enguanto os
divisores proprios de 284 sao 142,71,4,2,1. Logo, em termos pitagdricos, sio dois
nimeros amigdveis, pois

284 = 1424445+ 104+114204+22444455+110 e
2200 = 42444714142,

5. Ndmeros Primos. Para os quais wm ¢é o Unico divisor préprio, 3, 5, 7, 11, 13, ...

6. Niimeros Compostos., Os nao primos distintos de um, 2, 4, 6, 8, 9, -

No misticismo grego, o 1 é o gerador de todos os nimeros; o 2, o primeiro par, ¢
feminino, o nimero da opinido; o 3 é o primeiro nimero masculino, o da harmonia;
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4 é o ntmero da justica ou retribuigdo; 5 é o nimero do casamento, unido dos
primeiros nimeros verdadeiros, feminino e masculino; 6 € o nimero da criagao; 7,
do entendimento e da saiide e 8, do amor e amizade. O 10 é o nimero perfeito por
ser a soma de todas as dimensdes geométricas possiveis, 10 = 14+ 24 3 + 4, segundo
o conceito pitagérico de dimensao.

Resultados conhecidos desta época dizem respeito a teoria dos pares e impares.
Entre eles:

¢ A soma de dois niimeros pares é um numero par.
¢ O produto de dois nimeros impares é impar,

e Se um nimero impar divide um niimero par, ele divide sua metade.

O estudo dos mimeros figurados ndo era bastante para dar uma interpretacao
abrangente do mundo. Os pitagéricos adotaram, entdo, uma atitude que, a bern
da verdade, j& era praticada muito naturalmente fora de sua seita, desde ha muito:
associar ao comprimento de um segmento de reta uma razao, sua medida, resultado
da comparagdo com uma unidade de comprimento.

A associacdo de uma medida a um segmento, pela comparagao com uma unidade,
levou & teoria das proporgdes. Além disso, fortalecia-se a crenga ja arraigada (e
falsal), de que, fixada uma unidade, a todo segmento de reta ficava associado seu
comprimento expresso por uma razio p/q.

Al ; o At = ACD +1DB
Cf : l_D E_{‘}::&ﬁm%
o é} _ma:"b”é“‘é"'

Ab . 2

D A

Os pitagéricos associaram razdes as notas musicais, relacionando tons produzidos
por cordas vibrantes de comprimentos diferentes. Se uma corda produz a nota do
quando tocada, outra semelhante,com o dobro do comprimento,produzird o dé
uma oitava abaixo. E os tons entre essas notas sio emitidos por cordas, cujos
comprimentos sao dados por rages intermediarias: 16:9 para ré; 8:5 para mi; 3:2
para {4, etc,

I atribuida acs pitagéricos a teoria das proporgdes, que sdo relacbes entre nimeros
estabelecendo médias. Por exemplo, tomados os nitmeros 6 e 12, temos:
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o A média harmdnica entre 6 e 12 é 8, pois vale a proporgio

8-6 6

Bl L) Sl
12-8 12 b—my b

¢ A média aritmética entre 6 e 12 ¢ 9, isto é, 9 = (6 + 12)/2 ou & = &

Os pitagdricos definiram a média geométrica mg entre dois nlimeros, a e b, pela
relagio mg® = ab. Exprimiam essa média pela proporgio

Mty — 43

‘.

b—mg me

Definiram, além dessas, mais sete médias, envolvendo inteiros e razdes entre dois
inteiros.

Segundo Maziarz e Greenwood (1984), na época em que esses conhecimentos
eram conquistados pelos filésofos gregos, o crescimento intelectual provocava re-
flexdes mais profundas e, portanto, questdes mais delicadas se punham.

A questao mais séria desse tempo €, sem duvida, a da incomensurabilidade. Isto
se deu pouco antes de Platao, ao final do século V a.C. Como j4 dissemos, era crenca
arraigada, até entao, que todo segmento de reta teria um comprimento expresso por
uma razao entre dois inteiros, em termos de uma unidade pré estabelecida. Pois bem,
ficou conhecido na época que, tomando-se a unidade como o lado de um quadrado, o
comprimento de sua diagonal nio pode ser expresso por uma razao, isto é, a diagonal
e o lado do quadrado sio segmentos incomensurdveis.

A constatagdo é simples. Baseia-se no Teorema de Pitdgoras, segundo o qual,
num triangulo retangulo, a soma dos quadrados das medidas dos catetos é igual
ao quadrado da medida da hipotenusa. Como consegiiéncia conclui-se que o com-
primento da diagonal do quadrado de lado unitdrio nio é uma razdo, ou seja, nao
existem inteiros p e ¢ tais que (medida da diagonal) = E

A partir de entdo, outros exemplos de incomensurabilidade surgiram, como o
da diagonal do pentédgono regular em relacio ao lado. £ questionivel, entretanto,
que 0s pitagdricos tenham se deparado com a incomensurabilidade do perfmetro da
circunferéncia em relacdo ao raio, ou seja, a irracionalidade de .

A sélida idéia de que, pré-fixada uma unidade, todo segmento de reta tem uma
medida dada por uma razao entre dois niimeros, teria de conviver com essa incémoda
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e persistente contradicdo. Abria-se uma grande crise na Matemédtica. No entanto, €
esse 0 caminho pelo qual ela se desenvolve.

4

O misticismo da escola pitagérica é, certamente, seu ponto mais vulneravel. E
justo, porém, destacar que nao ha evidéncias de que a crise da incomensurabilidade
tenha vindo de fora para dentro da escola pitagérica, embora seja essa uma crenga
comum hoje em dia. Coxeter, (1969), menciona que G.H.Hardy considerava a prova
da irracionalidade de /2 um dos mais antigos exemplos de Matematica dedutiva, ¢
tao nova e significante como quando foi descoberta”.

Portanto, a par do aspecto dogmatico de seu misticismo, os pitagéricos talvez
tenham tido a grandeza da auto-critica, e as dificuldades com a incomensurabilidade
podem ter sido apontadas por eles mesmos.

Como veremos, a questdo viria a ser contornada mais tarde entre os gregos, por
Eudoxus, dando passos muito significativos na dire¢do da compreensio da completi-

vidade da reta. I bofodavia, que se diga: o problema, em toda a sua profundidade,
ultrapassou grandes génios da Matemdtica, como os fundadores do calculo diferen-
cial, Leibniz, Lagrange e Newton, sé vindo a ser superado com rigor quase em nossa
contemporaneidade, ao final do século XIX, com Dedekind e Cantor, néo sem pro-
vocar intensa polémica, como comentaremos na segao 3.2.

O misticismo propiciou uma visao desfavoravel dos pitagdricos. E como se fos-
sem eles a causa dos problemas advindos da incomensurabilidade, como se sé eles
devessem ficar embaragados. Isso nao sé é injusto mas, considerando a longevidade
de mais de 2 000 anos desses problemas, chega a ser uma impiedade.

QOutras importantes criticas surgiram apds os pitagdricos. Dentre essas, talvez
as mals incisivas e, nos dias de hoje, célebres, sdo os argumentos de Zenon, de
Eléa, sobre o movimento. Segundo Heath (1981, Vol. 1), em razdo deles o curso
da geometria subseqiiente seria profundamente afetado. No entanto, Aristdteles os
classificou de faldcias, sem conseguir refutd-los.

Daremos uma rapida exposi¢do dos quatro paradoxos e, para se ter uma idéia
da importancia atribuida atualmente a Zenon, traduzimos, a seguir, palavras de
Bertrand Russel citadas por Heath, na referéncia acima:

“Nesse mundo caprichoso nada é mais caprichoso do que a fama péstuma. Uma
das mais notaveis vitimas do reconhecimento tardic em posteridade é o eledtico
Zenon. Tendo inventade quatro argumentos, todos imensuravelmente sutis e pro-
fundos, a insensibilidade de fildsofos subseqiientes o pronunciou como um mero en-
genhoso manipulador e seus argumentos, como sofismas. Depols de dois mil anos de
continuas refutagoes, esses sofismas foram restabelecidos e fizeram os fundamentos
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de uma renascenga matematica ...”

Ao tempo de Zenon (450 a.C.), a Matemdtica grega ja era notavelmente imensa
e fervilhante. As idéias de processos de divisao ad infinitum e de infinitésimos ja
eram presentes, como no método da exaustdo, comumente atribuido a Arquimedes.
Essa é a area de atuacdo dos argumentos de Zenon. Numa formulacio baseada na
apresentacao de Heath (1981}, sao os seguintes os paradoxos:

1. A dicotomia

“Nao existe movimento porque aquilo que se move precisa chegar & metade de
seu curso antes de chegar ao fim. E, claro, precisa atravessar a metade da metade
antes de atingir a metade, e assim por diante ad infindtum.”

2. Aquiles

“Aquiles, rapido, nao consegue apanhar uma lenta tartaruga, porque precisa
atingir o ponto de onde a tartaruga partiu, de modo que ela fatalmente sempre
estara alguma distancia adiante”,

Uma analise cuidadosa mostra, como ja observara Aristételes, gue o primeiro, a
dicotomia, e o segundo, Aquiles, sdo equivalentes.

3. A flecha

“Se tudo estd em repouso ou em movimento quando ocupa um espago igual a
si mesmo, como o objeto movente estd sempre no instante (no agora), a flecha em
movimento € imdvel.”

Cabe aqui uma interpretacao: o argumento de Zenon é que é impossive] a fle-
cha em movimento se mover durante um instante (suposto indivisivel), pois, caso
contrario, teria de mudar de posicio dentro de um instante e, assim, este seria di-
vidido; como o tempo é constituido por nada mais do que instantes, a flecha em
movimento esta sempre em repouso.

4. O estadio

A formulagio deste paradoxo é mais elaborada, razdo pela qual deixamos para
analisd-lo em detalhes mais & frente (pag. 69). O argumento é cenfrado na anélise
de duas colunas de corpos, consistindo de igual niimero de corpos, cada qual de
mesmo tamanho, que se cruzam numa pista de corrida, com mesma velocidade e
sentidos opostos.

A argumentagio leva & conluséo de que metade de um dado tempo € igual a seu
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dobro.

Nao hd consenso entre os historiadores, e isso merece destaque, para a opinido
muito fregilente de que os paradoxos de Zenon, pelo menos os dois primeiros, te-
nham sido dirigidos contra pontos de vista pitagdricos. As interpretages e criticas
concernentes aos paradoxos, contidas em Heath (1981), sdo muito importantes e
deixam suficientemente claro que as controvérsias sobre o assunto ainda sao muito
vivas hoje em dia. Comentaremos mais sobre eles na pag. 2.

Nessa época, surgiriam também problemas que se tornariam classicos, como a
quadratura do circulo, a trissecgao do dngulo e a duplicagéo do cubo. Esses foram es-
tudados durante séculos. Muitas solugdes surgiram até que, em 1882, F.Lindermann
e, em 1837, Wantzel, mostraram a impossibilidade de solu¢éo do primeiro, e do se-
gundo e terceiro, respectivamente, usando apenas régua sem graduacao € compasso.

Ao final do século IV a.C., Atenas era o centro da fascinante civilizagdo grega.
Aos pitagéricos, sucederam os filésofos chamados sofistas que se sustentavam dando
aulas, enquanto os anteriores eram proibidos de aceitar pagamento por divulgar
seus conhecimentos. Hippias (420 a.C.) era, entre os sofistas, o mais interessado
em problemas mateméticos. Estudou o problema da trissecgao do angulo usando a
quadratriz, uma curva que também seria utilizada nas discussoes sobre a quadratura
do circulo.

Sécrates (469-399 a.C.), Platao (427-347 a.C.) e Aristételes (384-322 2.C.) ndo
sao considerados sofistas. Foram fildsofos que, mesmo sem se dedicar enfédticamente
4 Matemadtica, contribuiram para o seu desenvolvimento, os dois primeiros, prin-
cipalmente do ponto de vista pedagdgico. Segundo Imenes {1989}, ainda hoje sao
bastante presentes as idéias de Platao dentro das salas de aula e nos livros didaticos
de Matematica.

Platdo enfatiza a natureza abstrata dos entes materhaticos. Segundo ele, figuras
e objetos materiais sdo recursos auxiliares, enquanto os conceitos matematicos sao
entes abstratos que existem independentemente do mundo fisico. Os elementos da
Geometria ndo sao marcas imperfeitas eshogadas no papel, sdo idéias abstratas da
mente. Ha objetos eternos, definitivos, como os numeros um, dois, trés, ..., que
sao formas aritméticas e outros, como pontos, retas, circulos, ..., que sao formas
geomeétricas.

A Arquitas (428 a.C.}, umn dos tultimos pitagdricos, amigo de Platéo, é creditado
o quadrivium: aritmética, geometria, musica e astronomia, como as areas do co-
nhecimento necessarias a educacao liberal. Essas, acrescidas do trivium: gramatica,
retdrica e dialética, atribuido a Zenon, viriam a ser as sete artes liberais, intocaveis
por pelo menos dois milénios, que influenciariam profundamente o pensamento pe-
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dagégico ocidental.

Aristdteles, que foi considerado o homem mais erudito de todos os tempos,
discipulo de Platdo e mestre de Alexandre, o Grande, em vez de, como Platao,
discutir a natureza dos objetos matemadticos, preocupou-se em estudar os métodos
do pensamento matematico. Sua teoria continha os seguintes principios:

1} Com excegiao de alguns conceitos, aqueles primitivos, todos os demais devem
ser definidos.

2} As defini¢bes ndo pressupdem a existéncia do que estd sendo definido.
-3} A existéncia do que foi definido deve ser provada.
4) Algumas proposi¢des devem ser aceitas sem provas.

As proposigoes basicas, aceitas sem provas, para as ciéncias chamou de nogdes
comuns, ou ariomas. Aquelas que sdo basicas para uma ciéncia particular chamou
nogées especiais, ou postulados. Esses quatro principios formam o ponto de partida
para a construcdo de uma ciéncia dedutiva. Os fatos de uma tal ciéncia, chamados
teoremas, sao provados por deducdo a partir dos conceitos primitivos, dos definidos
a partir destes, dos postulados e dos teoremas provados anteriormente.

Aristdteles foi o primeiro pensador a revelar aspectos distintos do conceito de
infinito, que chamou de infinito real e infinite potencial. Ao processo de acrescentar
sucessivamente uma unidade a um nimero inteiro, ou dividir uma grandeza ad infi-
nitum, chamou de infinito potencial. A consideracio de todos os numeros inteiros,
ou das partes de uma grandeza dividida ad infinitum, contém a nogao de infinito
real. Embora tenha feito tal distin¢io, ndo estudou em profundidade a questdo. Seu
estudo sobre logica se aplica a conjuntos finitos.

Atribui-se a Aristdteles, por té-lo analisado e descrito com precisiao, o método
de reducdo ao absurde que, pelo menos por Sécrates, ja devia ter sido utilizado.
Consiste em negar o fato que se quer demonstrar e, a partir da hipdtese, chegar a
uma contradigio. A prova, entdo conhecida da irracionalidade de /2, é um exemplo
desse método, assim como as provas, atribuidas a Theodorus {400 a.C., aproxima-
damente), da irracionalidade de /3, v/5, v/7 e outros. Estas provas se baselam na
incomensurabilidade dos lados de dois quadrados cujas dreas estdo na razdo 1 para
3, 1 para 5, 1 para 7, respectivamente.

Eudoxus (408-355 a.C.} viveu em Atenas e, como Arvistételes, foi discipulo de
Platdo. A ele se atribui a teoria das proporgdes que, como ji dissemos, permitiu
contornar o problema da incomensurabilidade. O que se sabe dessa obra de Eudoxus
é através do livro V dos Elementos de Euclides. E importante abrir parénteses para
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observar que o famoso axioma de Arquimedes, citado nos Elementos, foi atribuido
pelo préprio Arquimedes a Eudoxus.

A dificuldade com a questdo da incomensurabilidade era a seguinte: propunha-se
que a medida de um segmento com relagdo a uma unidade pré-fixada era uma razéo
entre dois nimeros e, portanto, podia-se operar normalmente com essas medidas.
O mesmo se esperava das razdes entre segmentos, ou grandezas de mesma natureza.
A razdo entre os segmentos r e § ¢ a medida de r, tomando-se s como unidade.
Ou seja, sendo m/n uma razdo, r/s = m/n se, e somente se, r = (m/n)s ou,
equivalentemente, nr = ms.

Dessa maneira, define-se de modo muito natural a igualdade de duas razoes entre
segmentos colocando: I = L se, e somente se, existem nimeros naturais m e n tais
que:

nr = ms <= nt = mu.

0 simbolo <= significa se, ¢ somente se, ou € egivalente a.

O problema é que, se os segmentos em questdo forem incomensurdveis, nao exis-
tem nimeros naturais m e n tais que nr = ms. Como definir, entdo, a igualdade de
razdes entre segmentos incomensurdveis?

Vejamos, em termos atuais, como Eudoxus, notavelmente contornou essa difi-
culdade, definindo a igualdade de duas razdes entre segmentos, permitindo que eles
fossem inclusive incomensuréveis,

Dados quatro segmentos, v, s, t e u, diz-se que v estd para s assim como t estd

para u, isto €, t = L. se, e somente se, para quaisquer nimeros naturais m € n,

temn-se;
nr > ms <= nt > mu,
nr = ms <= nt = mu,

nr < ms <= nt < mu.

A vantagem dessa definigao é que ela coincide com a anterior, no caso de seg-
mentos comensuraveis, e se aplica perfeitamente quando os segmentos sao incomen-
suraveis.

2
E ilustrativo conhecer a formulacio da definicdo anterior nos termos originais de

Fudoxus, que se encontra nos Elementos, V, de Euclides, o que destaca as dificul-
dades da época por ndo se contar com uma nota¢ao adequada:

61



Diz-se que grandezas estio na mesma razdo, a primeira para ¢ segunda, € a
terceira para a quarta quando, tomando quaisquer equimultiplos da primeira e da
terceira, ¢ tomando quaisquer equimiiltiplos da segunda e quarta, os primeiros equi-

multiplos excedem, sdo iguais ou sdo menores que os ultimos equimiltiplos tomados
na ordem correspondente,

E frequente conceder-se a Eudoxus o crédito do pioneirismo da construgio dos
reais, realizada rigorosamente por Dedekind no século XIX. Veja Avila (1985), ou
Struik (1989). No entanto, ha um’evidente exagero nessa colocagio. Ndo ha como
negar a genialidade de BEudoxus. O préprio Dedekind identifica em seu trabalho
a origem de sua teoria, mas o que fez de admirdvel e o que tinha em mente foi
contornar as dificuldades em operar com razdes entre grandezas incomensuraveis. O
problema da completividade da reta numérica persistiu desconcertante até o final

do século XIX

Em 334 a.C., Alexandre, o Grande, discipulo de Aristdteles, iniciava suas conquis-
tas e, quando morreu, em 323 a.C., estendia seus dominios ao Egito, Mesopotdmia
e parte da India. Além dos antigos habitantes, as cidades passaram a contar com os
gregos, que eram mercadores, viajantes, médicos, aventureiros e mercendarios. Algu-
mas dessas cidades chegaram a ser rebatizadas com nomes dados pelos gregos. As
civilizagbes grega e oriental se mesclavam, dando origem ao periodo mais fecundo
da Matematica grega, em grande parte em terras egipcias, de 350 a.C, a 200 a.C.,
época de Eudoxus, Euclides, Arquimedes e Apolonio.

Na capital, Alexandria, foi criado um centro de estudos, chamado Museu, que
contava comn uma fantastica biblioteca. Com isso, e com o beneficio de uma posicéo
geografica central no Mediterraneo, Alexandria se tornou logo o centro intelectual e
economico da época. Entretanto, Atenas e Siracusa, onde vivia Arquimedes conti-

nuaram sendo centros educacionais.

No Museu de Alexandria estudou e ensinou Euclides (300 a.C.), que foi for-
temente influenciado pelas idéias de Platao e pelos métodos de Aristdteles. Nos
Elementos, valorizou a Matemadtica independente dos objetos concretos e do mundo
fisico. Como Platdo, entendia que o conhecimento mateméatico é adequado princi-
palmente ao desenvolvimento do raciocinio. Uma histéria a seu respeito, atribuida
a Stobaeus e reproduzida em Coxeter (1969), diz respeito a alguém que se iniciava
em geometria com Euclides e perguntou-lhe: “O que eu ganharel aprendendo essas
coisas?” Euclides chamou seu escravo e disse: “Dé-lhe uma moeda, j4 que ele precisa
ganhar alguma coisa pelo que aprende.”

Na histéria da humanidade, somente a biblia teve maior tiragem do que os
seus Flementos, obra que engloba em treze volumes praticamente todo o conhe-



cimento matematico da época, organizado na linha dos principios estabelecidos por
Aristoteles para uma ciéncia dedutiva. Segundo palavras de Sir Thomas L. Heath,
também reproduzidas em Coxeter (1969), “O trabalho de Euclides viverd muito de-
pois que todos os livros-textos dos dias atuais estiverem superados e esquecidos. E
um dos mais nobres monumentos da antiguidade.”

Os Elementos tiveram uma primeira tradugdo para o érabe no século IX e os
drabes a levaram para a Furopa. A versio arabe fol traduzida para o latim no
século XII. Embora trate de toda a Matematica de seu tempo, € na geometria que sua
influéncia é extrema. O quinto postulado do livro [, o célebre postulado das paralelas,
gerou incontaveis estudos de matemdticos durante séculos. O principio de que o
ntmero de postulados deve ser minimo suscitou a conjectura de que esse postulado
era supérfluo, podendo ser demonstrado como teorema a partir dos restantes, fato
gue mais tarde ficou provado ser falso.

O intenso trabalho relativo a independéncia do quinto axioma, muitas vezes
infrutifero, acabou por levar Riemann, Lobatchevski e Bolyai a criarem geometrias
nao euclideanas no século XIX.

Euclides evita a comparacgdo de segmentos, 4dreas ou volumes, a niimeros, como
reflexo das dificuldades com a questdo da incomensurabilidade. O sucesso de Eu-
doxus nao fora suficiente para superar os traumas dessas dificuldades. No entanto,
ele explora muito bem a correspondéncia contraria: aos niimeros associa segmentos,
dreas e volumes. No caso anterior, existe o perigo de se deparar com segmentos que
nao tém comprimento inteiro ou racional e devem ser representados numericamente,
0 que na época era impossivel. ‘

A par de seu imenso significado para a geometria, os Flemenios sdo o principal
veiculo de todo o legado da Grécia para a Matemdética. Contém vérios notaveis
resultados da teoria dos nimeros e sugere importantes conjecturas que permanecem
abertas até os dias de hoje. Mencionamos, a seguir, alguns desses resultados, sem
demonstragao para evitar excesso de tecnicismo:

a} Existem infinitos niimeros primos. Uma prova pode ser encontrada em Bunt
(1988).

b) O Teorema Fundamental da Aritmética: “Todo inteiro maior do que 1 € um
primo ou pode ser escrito como um produto de primos de forma dnica, exceto pela
ordem dos fatores.”

¢} O algoritmo euclideano para o maior divisor comum de dois nimeros.

d) O teorema: “Se 2" — 1 € primo, entdo 2*~1(2" — 1} € wm nimero perfeito.”
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Verifiquemos a veracidade desse teorema numa situacdo particular. Para n = 3,
temos 2% — 1 = 7 primo e 2" 1(2" — 1} = 28. O nimero 28 é perfeito, pois 28 =
1 +24+44+7+ 14 ¢éasoma de seus divisores proprios.

A reciproca desse teorema: “Todo nimero perfeito € da forma 2771(2% - 1), com
2"~ primo,” ainda é uma conjectura. Euler {1707-1783), um dos maiores matema-
ticos dos dltimos tempos, chegou a provar que todo nlunero perfeito par é dessa
forma. Mas o fato de que todo ntmero perfeito é par é também uma conjectura
ainda.

2

e) Se u e v sao inteiros, T = u? — v?, y = 2uv e 2z = u? + v?, entio os inteiros z,
2

y e z satisfazem a relagao pitagorica: 2* + y? = 2%

f) O problema ainda aberto de encontrar um critério geral para decidir se um
nimero qualquer é primo. Alternativamente, o problema de encontrar uma lei de
formacdo dos primos.

Ao resgatarmos o desenvolvimento matematico grego, de Sécrates a Euclides,
foi possivel, sem divida, apreciarmos uma de suas caracteristicas mais notéveis:
a transformacdo do cardter pratico-empirico do conhecimento, comum aos demais
povos da Antiguidade, para um procedimento sistematico e dedutivo.

Essa mudan¢a atribuida ao avangado sistema politico e a vida cultural grega,
que contribuiram para tornar a arte da argumentagio, uma caracteristica marcante,
se notabilizou em Matematica, nos principios de Aristételes e na obra de Fuclides,
quando os resultados foram validados somente através de demonstragoes. Caso
contrario, foram refutados. Cabe lembrar que muitas dessas demonstragbes sé foram
possivels usando a forma indireta de demonstracio.

Outro fator peculiar, observado na Matematica grega, é seu cardter geométrico.
Observamos que a geometrizagio teve papel de destaque no reconhecimento das
quantidades irracionals, ou seja, dos segmentos incomensuraveis e no tratamento
das solucdes gerais das equagdes quadraticas. Na verdade, a demonstracio indi-
reta aliada ao carater geométrico do fendmeno tornou possivel o reconhecimento da,
existéncia da incomensurabilidade.

Antes disso, nos tempos de Platao e dos mais antigos pitagéricos, a Aritmética,
como vimos, esteve em primeiro plano e era utilizada pelos filéfosos gregos para
explicar o mundo fisico e seus fendmenos.

Por outro lado, embora as obras gregas exibam um tratamento dedutivo peculiar,
num primeiro momento, a Materndtica grega utilizou a visualizagdo concreta e
a ilustragao por desenho, como métodos de demonstragio, bem como, algumas
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vezes, a superposi¢do. Como veremos, num exemplo apresentado por Szabé (1960),
Sécrates utilizou a forma empirica de demonstragio para encontrar “um quadrado
cuja area é o dobro de um quadrado dado”.

A observacdo dos desenhos a), b}, ¢) da figura 2.6 é necessaria para o acompa-
nhamento dos argumentos 1, 2, 3 abaixo, usados na solugao.

1. Construiu-se o quadrado de lado 2 e dobrou-se seu lado.

O quadrado obtido, dobrando o lado, tem area 16, ou seja, 4 vezes mais que o
quadrado dado, cuja drea ¢ 4. Logo, este ndo € o procedimento correto.

2. Numa primeira estimativa, considerou-se que o quadrade pocurado tem lado
maior que 2 e menor que 4. Tomou-se o lado 3. {Desenho b).

A 4rea do quadrado de lado 3 ultrapassou o dobro da drea do quadrado original.
Entéo este resultado foi descartado.

3. Finalmente, considerou-se acertada a construgao proposta no desenho c.

A idéia primeira de dobrar o lado do quadrado original foi considerada. A pri-
meira estimativa, o lado é maior que 2 e menor que 4, também. A drea do quadrado
original é igual & soma da drea de 2 tridngulos iguais, formados pela diagonal do
quadrado. Desse modo, as diagonais do quadrado do desenho a), formaram um
quadrado consistindo de 4 tridngulos iguais. (Desenho c).

A drea desse quadrado é duas vezes a érea do quadrado original.

Figura 2.6

O fato de Proclus, historiador de 450 d.C., ter afirmado que, de 5 teoremas
atribuidos a Tales, 4 foram demonstrados pelo método da superposi¢éo, e também
por termos verificado que, na teoria dos niimeros pares e [impares, os resultados foram
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originalmente deduzidos com a ajuda de contas desenhadas, somos levados a concluir
que, nos primordios da civilizacao grega, a Matematica for uma ciéncia empirica, na
qual a demonstracao utilizou a visualizacao concreta. Posteriormente prevaleceu a
tendéncia anti-empirica na venficacao da validade dos teoremas, quando, por volta
de 450 a.C., as demonstragdes utilizaram afirmacdes ja consideradas verdadeiras que
implicam na aceitacio da tese.

Nas teses da Arvitmética, trocou-se contas desenhadas por segmentos de retas
representando numeros. Vejamos as provas usadas pelos antigos pitagdricos e por
Fuclides para wm mesmo teorerna: “a soma de nimeros pares ¢ um nimero par”,

A. Método empirico

o > - A
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a, b, ¢, d representam numeros pares e portanto, eles tém metades, assim como
sua soma.

B. Método mais geral (Euclides)

Considere AB, BC, C'D, DE, nimeros pares,

Desde que AB, BC, (D, DFE g&c numeros pares, eles tém metades, Assim, sua
soma AE tambem tem metades, portanto AE € um nimero par.

Na maneira euclidiana, sem divida, houve generalizacio. Somente nimero par
de contas tem metade, enquanto o segmento sempre pode ser dividido em metades,
represente ele nimero par ou impar.
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O carater anti-empirico das demonstragdes euclidianas estd implicito. Conside-
remos, por exemplo, o teorema comentado por Szabé {1960), cuja demonstragao
feita por Euclides, é indireta.

“Se um nimero impar é o divisor de um nirmero par, entdo ele é divisor de sua
metade”.

Supde-se ji aceito o resultado: nimero impar multiplicado por nimero impar €
nimero impar.

Demonstragio indireta:

Se um numero impar A é divisor de um mimero par B, A ndo pode ser divisor
da metade de B, a ndo ser que B seja o produto de um nimero impar e outro par 7.

Assumindo o contrario, 7 fmpar temos A impar x 7 impar = B impar. Isto é
impossivel, pois B € par. Logo, o quociente 7 ser impar, envolve a contradigao B
impar. B ndo pode ser par e impar ao mesmo tempo.

Fntdo, somente o contririo de 7 impar é verdadeiro. Assim, 7 & par.

Os gregos, ao darem tratamento sistematico e dedutivo & Aritmética, estabe-
leceram definigdes e o principio da ndo contradicdo. Na Geometria, necessitaram
de definicoes, postulados, nogdes gerais e, mesmo assim, encontraram dificuldades
como veremos mais a {rente.

Entre as definicdes dadas por Fuclides para os elementos da Aritméfica estao:

e um é a unidade de modo que cada coisa é dita para ser um.
e numero é um conjunto composto por unidades.

Baseado nelas, podemos esclarecer algumas posi¢des gregas no tratamento com
0s numeros:

1. O “um é indivisivel” pois, se assim nao fosse, este nao seria um.

2. O um pode ser multiplicado gerande o numero, com idéja de mais de uma
unidade {(os nimeros figurados pitagoricos).

3. A fracio nao é considerada um numero {“numero é um conjunto composto de
unidades”). Até a época de Arquimedes, os matematicos gregos ignoraram as
fracoes. Baniram as fragoes da teoria dos niimeros.
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As proporgdes pitagéricas, que estabeleciam as comparagoes entre segmentos,
ou seja, as relagdes entre nimeros, foram preferidas as fragoes.

Cada nimero é divisivel pois pode ser decomposto em unidades. O “um é o
divisor de todos os nliimeros”,

O ntmero cujo Gnico divisor é o “um” é chamado niimero primo. Aquele cujo
divisor “nao é somente um”, é chamado nimero composto,

Os ntimeros pares sdo os que podem ser divididos em metades. Caso contrario,
s&o impares,

Os numeros tém um numero finito de divisores.

Mercadores, arquitetos, engenheiros usaram fragdes em seus calculos, mas nao
os matematicos, nao na Ciéncia Matemadtica. Durante muitos anos, os nego-
clantes gregos usaram as fragdes unitdrias egicias e, os astrénomos gregos, as
fragdes sexagesimails babilonicas.

Resumindo: as definigdes do “um” e do “nimero” na Aritmética grega, tornaram

possivel formar um sistema ndo contraditdrio e evitar as demonstragoes empiricas,
substituindo as contas desenhadas por comprimentos de segmentos representando
numeros. No modelo geométrico, tudo ficou mais dificil. Surgiram os segmentos
incomensuraveis e os paradoxos de Zenon. Qs segmentos puderam ser divididos “ad
infinitum”, o que nao acontecia com os numeros, de acordo com sua definicéo.

Vejamos como os gregos definiram os elementos basicos da Geometria:

“ponto € aquele que ndo tem partes” ou “tamanho sem partes”.
“reta é comprimento sem largura”,

tempo € dividido em “agora” (momentos “sem duragdo”, segundo Zenon).

A dificuldade com o infinito ndo permitiu que definissem reta a partir do ponto,

similarmente ac ndmero a partir do um. E reconheceram a insuficiéncia das de-
finigdes para construir uma Geometria dedutiva. Criaram os postulados e as no¢des
gerais. Os postulados euclidianos aplicam-se apenas aos dominios da Geometria.

A divisibilidade do espago ad infinitum, ponto fraco da geometria grega, foi

posta a prova nos postulados de Zenon: a dicotomiae Aquiles (pag.58). O movimento
nao € possivel, neste caso, pois o corpo deve percorrer metade do percurso, depois

68



a metade da metade do percurso e, assim por diante, ou seja, o segmento € divisivel
“ad infinitum”. De forma que, cada um desses segmentos, cada vez menor, esta
contido no segmento original, isto ¢, o segmento é formado por um ndmero infinito
de segmentos cada vez menores.

A verdade empirica “o todo é major que sua parte” tomada pelos gregos como um
axioma valido sem prova, desconheceu ou ignorou novamente, o “infinito” geométrico.

Zenon, com muita argicia, explorou esta fragilidade, apresentando o paradoxo
do estadio (pag. 98). Representou corpos numa pista na forma da figura 2.7. Os
corpos denotados pela letra A considerou em repouso, os demals, denotados pelas
letras B o C, considerou em movimento constante, retilineo e de mesma velocidade,
durante um certo tempo, porém em sentidos opostos, como mostram as flechas na

figura.

Analisou os corpos na posicao da figura 2.7 e, depols, na posicao ilustrada na
figura 2.8 e concluiu que "a metade do tempo ¢ igual a seu dobro”, Zenon chegou a
esta conclusao ac comparar a duragao do movimento e a distancia percorrida, por
B'e C7, ora em relacdo acs corpos em repouso, (A, e Az), ora em relacao aos corpos
em movimento (B’ e C"). No primeiro caso, essa duracao foi AzA, {2 letras), no
segundo caso a duracdo foi B B B B ou C" C C C {4 letras).

/&' 1 ’!& . /:\\ %, 2 " .""\ i /\ Pl /"3‘ # /k ~
I R — BB R !
' Ve
s [ ¢ { ! (,: & Q/
figura 2.7 figura 2.8

Aristoteles e seus discipulos julgaram falso o raciocinio de Zenon, ao considerar
que os corpos percorreram o dobro da distancia, no mesmo periode de tempo t e
com a mesma velocidade ¢. Nisso eles estiveram certos. naturalmente,

Mas ha quem sugira que, como as letras ndo s representaram corpos, mas
distancias, ou seja, segmentos de reta, Zenon analisou a questdo em termos de seg-
mentos e pontos (“pontos sem dimensao” ). Nesse caso, como ambos os segmentos
AzAy, B’ €7 sao conjuntos infinitos, é perfeitamento possivel considerar “o todo
equivalente as partes”, ou numa linguagem mais simples, “o dobro igual & metade”,

como veremos na figura abaixo.
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C'D é metade de AB, porém, pela correspondéncia biunivoca proposta, C'D é

equivalente a AB.

Qualquer ponto M de C'D tem correspondente unico M' em AB e vice-versa.

De qualquer forma, Zenon desejou provar, através dos paradoxos, a inconsisténcia
dos conceitos de “movimento”, “tempo” e “espago” na forma adotada na época.
; Pag

Na secdo 3.2 voltaremos a abordar as dividas e inquietagbes surgidas na Europa,
a partir do século XVIII, no trato das quantidades infinitas e veremos como elas

foram superadas.

Apds Buclides. Arqumimedes(237-212 a,C.), que nasceu e viveu longo tempo em
Siracusa, freciienton Alexandria, assim como Eratdstenes (230 a,.C.} e Diofanto (250
d.C.), matematicos com importantes contribuigdes & Aritmética e ao Céalculo. Sobre
Arguimedes, podemos dizer que as idéias de seu método da exaustio para o calculo
de areas e volumes sao inspiradoras da teoria das integrais, no sentido de Riemann,
conforme a conhecemos hoje. Tambem € sua uma acurada estimativa do nimero 7,
usando esse método com o auxilio de poligonos regulares de 96 lados: 3% > 7 > 3:1{:%.

Arquimedes inventou engenhosas maquinas de guerra, utilizadas contra os ro-
manos na defesa de Siracusa e Cartago. Siracusa caiu em poder dos romanos, entre
214 a.C. e 212 a.C., e Cartago, em 146 a.C., infelizmente.

O império romano continuou a avancar suas [ronteiras, dominando a Grécia
em 146 a,C., a Mesopotdmia em 64 a.C. e o Egito em 30 a.C., subjugando esses
povos, submetendo-os a pesados impostos. Dividiu-se, entdo, no império Ocidental
e no Oriental, cujas capitais foram Roma e Bizanto, respectivamente. O império
ocidental era fortemente agricola, tendo feito florescer o mercado de mao de obra

escrava do oriente para o ocidente,

No entanto, a supremacia intelectual grega era incontestavel e os estudiosos da
filosofia e das ciéncias tinham de aprender grego. A difusio do conhecimento se
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fazia com facilidade entre Roma, Atenas, Mesopotamia, China e india e a ciéncia
oriental comecava a se fazer conhecer numa mistura de elementos gregos e orientais.
A Mesopotamia se tornou independente dos romanos no século I1 d.C. ¢, em 266
d.C., caiu sob dominio persa. Vérias dinastias gregas que se formaram na regiao
da [ndia desapareceram por volta do século I d.C. Mas relagdes culturais foram
mantidas entre a fndia, a Pérsia e o Ocidente.

Alexandria ainda permanecia o centro da Matematica e, o que é admirdvel, néo se
restringia is influéncias de origens gregas, como no caso dos Elementos, de Euclides.
‘A matemética era desenvolvida mesclando-se com a aritmética computacional e a
4lgebra de origens egipcia e babilénica que encontramos nos trabalhos de Heron e
Diofanto.

Diofanto viveu em Alexandria e ficou célebre por suas contribui¢des a Algebra.

Nesse campo, parece haver consenso entre os historiadores de que os gregos co-
nheciam os métodos egipcios para o tratamento de equagdes de primeiro e segundo
graus. Documentos de 500 ¢.C. déo conta de problemas tratados pelos gregos, en-
volvendo equacdes de primeiro grau e sitemas de equagdes, com duas e trés varidveis.
Estudavam também equagdes indeterminadas, como a equagao 22° — y? = .1, cujo
interesse vinha desde a época de Pitdgoras, Fol conhecido na Europa do século XII
um manuscrito creditado a Heron (158 d.C), contendo varios problemas geométricos
tratados por métodos algébricos, conforme Heath (1981, Vol.H).

A obra Arithmetica, de Diofanto, embora tenha aspectos da f\ggebra babilonica,
exibe diferencas fundamentais. Enquanto os babilénicos se concentravam em solugdes
aproximadas de equagdes de até terceiro grau, Diofanto se dedicou ao estudo da re-
soluciio exata tanto de equagdes determinadas como indeterminadas, Costuma-se
classificar a dlgebra, de acordo com o seu desnvolvimento histérico, em trés estégios:

1) primitivo ou retorico, quando tudo é escrito em palavras.
2) intermedidrio, quando sdo adotadas algumas abreviagoes.
3) simbdlico.

A palavra Aritmética, deriva da palavra grega Arithmetike, combinagio de
Arithmos e Techne, cujo significado é nlimero e ciéncia respectivamente.

Diofanto usou em sua obra muitas abreviagoes, na busca de simplificar a lingua-
gem comum, o que a enquadra no segundo estagio. Ha 130 problemas tratados com
exermnplos numéricos. As raizes negativas sao ignoradas e as solucoes sao sempre ra-
cionals. As solucdes irracionais eram chamadas impossiveis. Nao ha a preocupacao
de discutir as solu¢des., Mesmo nos problemas indeterminados, Diofanto se satisfaz
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em apresentar uma solugio. N&o seguiu a tendéncia dominante que ja o antecedia,
deixando de apresentar o desenvolvimento axiomatico de uma ciéncia dedutiva.

Com o declinio do império romano, a escola de Matematica de Alexandria
comecava a fenecer, embora o Museu permanecesse como um simbolo do paganismo
contra o avanco do cristianismo. A academia de Atenas continuava seu trabalho,
embora o império romano se desmoronasse gradualmente até o seu fim, em 476 d.C.
Logo apds tornar-se imperador do oriente, Justiniano, por julgar a cultura paga da
academia uma ameaga ao cristianismo, fechou-a em 329 d.C. Esta data é conhecida
como ¢ marco do fim do desenvolvimento matematico na Grécia.

Os membros da Academia buscaram abrigo no Oriente e as sementes da ciéncia
helénica germinaram nos paises dessa regido. Na Europa discutia-se mais religido
do que Matematica, embora versdes mediocres de obras gregas estivessem em uso
nas escolas ocidentais.

Fm 641 d.C., Alexandria foi tomada pelos drabes, o que determinou o ocaso dos
séculos de intensa luz em sua existéncia na Antiguidade.

2.3 A Busca da Simplificagao

Por volta de 2000 a.C., os principais sistemas de numeragao conhecidos tinham dois
grandes defeitos basicos:

¢ O dos egipcios necessitava de muitos simbolos e tediosas repetigoes para a
escrita e, na leitura, a interpretacao era dificultada por ndo se poder distinguir,
num relance, o niimero preciso de caracteres. Além disso, mais e mais simbolos
se fariam necessarios, & medida que ntuneros muito grandes fossem utilizados.

¢ O dos babilénios sofria dos mesmos males, embora tenha vencido a dificuldade
de memorizar muitos simbolos. Com apenas dois, o da dezena e o da uni-
dade, e com a invengao de engenhoso principio posicional, usando novamente
o simbolo da unidade para representar 60, permitia escrever qualquer grande
quantidade. Faltava, todavia, um sinal para indicar as posigdes vazias e entao,
evitar confusao quanto a ordem de grandeza de um simbolo.

A necessidade de um sinal para o zero era menor no sistema babilénico, de base
sexagesimal, do que no sistema decimal posicional. A representagdo de todos os
ntimeros naturais até 3600 utiliza uma posigdo vazia 917 vezes, no nosso sistema



decimal, e 59 vezes, no sistema babilénico. De qualquer forma, o simbolo para o
zero, era uma necessidade premente.

Em sintese, a notacdo babilénica permanecia tdo ristica e deficiente quanto a
egipcia. O principio posicional multiplicativo introduziu simplificagdes mas nédo a
fez significativamente mais simples. O principio aditivo provocava muita repetigdo
de simbolos e a escrita e a leitura, num misto de base dez com sessenta, eram
muito complicadas. A tnica vantagem da notagio babildénica sobre as outras da
época fol evitar a memorizacdo de muitos simbolos. Nem os calculos eram menos
diffceis. Essa economia de simbolos ndo causou grande impacio e, exceto no trato
de numeros exageradamente grandes, os sistemas nao posicionais praticamente se
igualavam ao babilénico em deficiéncias na leitura, na escrita e nos calculos.  Era
necessario inventar um novo sistema de numeragao que eliminasse tals deficiéncias.

E justo mencionar que uma simplificagdo fora obtida pelos préprios egipcios nas
escritas hierdtica e demdtica, a primeira utilizada nos papiros Rhind e Moscou.
Demonstraram reconhecer que usar novas marcas, no lugar de abusar do principio
repetitivo, podia tornar mais concisa a representagde numérica. Adotando base
decimal, estabeleceram simbolos diferentes para os nove primeiros naturais, para
os nove primeiros miltiplos de dez e para as nove primeiras centenas. Assim, um
ntimero menor do que 1000 era representado por, no maximo, trés simbolos: um
para as unidades, outro para as dezenas e outro para as centenas. A figura 2.9
ilustra esses sistemas egipcios.

« 30° 10" j8' 30 , 10 16 18 10
RSP 1[vriaT b
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7ie idig i) 7= a2
Bl= tudlvy gy |8 1;1.5_,‘?;-:-"«:’1
9lun it iyl | 9Pty Al

Tabela 2.9: {ormas hieratica e demética

A escrita hierdtica esteve em uso no 2o milénio antes de Cristo, até que a demética
surgisse por volta de 800 a.C. Estava iniciado o processo de cifragdo, que levava a um
sistema cifrado, intermedidrio entre as massantes repetigdes do incipiente principio
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aditivo e os sistemas mais concisos e evoluidos. Uma grande deficiéncia, ainda em
evidéncia, era o excesso de simbolos., Necessitavam de 54 para representar os naturais
menores do que um milhio ! Os escribas egipcios alcangaram alguma facilidade para
‘escrever, mas A custa de um consideravel esforco de memorizagao.

Na verdade, os babilénios nio exploraram em toda a plenitude as vantagens do
uso do valor posicional e os egipcios estiveram longe de aproveitar todas as vantagens
de um sistema cifrado. Tanto na escrita hierdtica como na demotica é facil notar o
uso repetitivo de algumas marcas. Também, grafias muito semelhantes provocavam
confuséo entre algumas cifras.

A civilizacio grega e a romana, desenvolveram sistemas de numeragao semelhan-
tes ao hieroglifico dos egipcios. A base decimal prevaleceu, mas a contagem por
grupos de cinco tornou-se uma passagem intermedidria entre a unidade e a dezena.
O principio aditivo implicava na repetigio de um simbolo até 4 vezes, quando um
novo era introduzido. '

O sistemna atico {ou herodidnico), usado em Atenas, encontrado em documentos
de 454 a 95 a.C., usava G simbolos simples, dados pela inicial da palavra numérica
correspondente, e quatro simbolos compostos, obtidos dos simples pelo principio
multiplicativo. Todos os niimeros naturais, até 50 000, eram representados por com-
binacdes aditivas desses, com o de maior valor colocado sempre & esquerda do de
menor valor,

Sistema Atico

L - |

5 - r
10 - A 50- I
100 - H 500 - ¥
1000 - X 5000 - IX
10 000 - M 50 000 - ¢

O sistema romano, ainda conhecido e usado hoje em dia, teve seus simbolos
alterados durante os muitos anos em que esteve em uso na Europa Ocidental, onde
permaneceu quase absoluto até o século XII d.C. Apds isso, seu uso foi decaindo

gradativamente. (Veja pagAoy, secio 3.1,
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Sistema Romano (simbolos usados no séc. XVI)

1-

5.

10 -
50 -
100 -
500 -

1 000 -

5000 - V
10 000 - X
50 000 - L

e

Os dois sistemas mostraram, num certo sentido, simbolos mais concisos que
os sistemas hieroglificos egipcio e cuneiforme babilonio, principalmente por usar o
principio subtrativo (IX em vez de VIIII) e o principio multiplicativo (I®em vez
de AAAAA). Mas ainda assim, abusavam da repetigio de simbolos pela aplicagdo
do principio aditivo, tornando por demais enfadonha a manipulagio e a leitura
dos nimeros. Comprovamos nos exemplos, a seguir que, o desconforto de usar,

repetidamente, o mesmo simbolo, persistia, Nao houve ganho para o calculo.

938 - HHAAAT||]  &tico
U0 COXXXVIIT  romano

1987 _X_XXXI"HHHHI‘AAAPN atico
"] MCMLXXXVII ' roImanc

A Grécia teve outra notacdo numérica, além da atica: a notagdo idnica ou al-
fabética adotada oficialmente em 50 a.C., mas usada desde 300 a.C. em Alexandria.
Esta apresentava uma evolucio dos sistemas cifrados egipcios, explorando seus re-
cursos em toda a plenitude, o que a tornava superior a todos os sistemas conhecidos
até entdo. Combinava com a cifracdo, os principios aditivo, multiplicativo e sub-
trativo e utilizava o alfabeto fenicio, de 22 letras, ao qual os gregos acrescentaram
mais cinco vogais. As letras, divididas em trés conjuntos de nove, denotaram, res-
pectivamente, as unidades, as dezenas e as centenas. O uso das letras do alfabeto
como numerais fol um recurso criado pelos gregos. Os fenicios nunca utilizaram seu
alfabeto com propédsitos de notagdo numérica.

Na figura 2,10 os simbolos da notagio idnica revelam que as letras ndo foram asso-
ciadas aos niimeros numa simples observancia da sucessao natural, mas respeitando-

se os agrupamentos de dez e a ordem das poténcias de dez. Esse sistema foi utilizado



por hebreus, sirios e arabes, adaptado as letras desses povos.

AT g v e A g e 1o

L1019 g 10 10* 107 ...
([« ATC T Te Pratuiar ]
2le pyx'Kiye 2 igififl.
Sy piNA it Py iR
ale Gimiv pldikial
Sl e piY Ni¢ ol M g
b5 FS s xixds iR iRy
7 ;Z_,,:P*-o_fwf':"éi‘z;:ﬁfﬁf:'*
8] ~ f_{ifr“ﬂ 5“"""?f§«'?3ﬁ3ﬁi"
3 eié;uv?wQ‘E?A-’% Sleip‘%;ﬁgs..

Figura 2.10: Numerais i6nicos

Em documentos de 50 a.C, observamos o uso simultdneo dos dois sistemas gregos:
o nimero de livros escrito em numerals alfabéticos e o nimero de linhas, em notacio
atica, analogamente ao que se faz hoje em dia no ocidente, com as notagdes arabica
€ romana.

Os gregos foram os primeiros a tirar vantagem plena do principio de cifracio |
!

Embora o sistema iénico tenha sido considerado o mais evoluido de sua época,
em alguns aspectos outros se mostravam superiores. O sistema atico faz menos apelo
& memorizacao nos processos operacionais, Assim, 30 + 40 = 70 e 300 + 400 = 700
eram indicados, respectivamente, por

AAAN + AAAA =TAA ¢ HHH+HHHH =TFHH,

no sistema atico e, numa forma grafica mais simples, porém de muito maior apelo &
memaoria, por

AN+M =0 e T+T =¥, no sistema idnico

O nimero 849 era indicado por FHHHAAAAT| ], no sistema 4tico, e IMF,
no sistema i6nico. A vantagem gréafica deste dltimo é clara. Todavia . - COMO
a supremacia do sistema ionico sobre o atico ndo chega a ser insofismavel, existem,
hoje em dia, intuneras opinides a favor de um ou de outro.
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A numeracao idnica despontou nos anos dourados da Matematica grega, tem-
pos de Ptolomeu, Arquimedes e Apolénio, que contribuiram significativamente na
escrita de nimeros grandes, pois as 27 letras disponiveis ja tinham sido usadas na
representacdo dos ndmeros até 1000. Criaram, entdo, modos diferentes de indi-
car os milhares e outros niimeros grandes, em geral, via principio multiplicativo.
Arquimedes tinha simbolos para representar mimeros entre 10000 e 100000 000,
chamados nimeros de primeira ordem, outros para os nimeros de segunda ordemn,
entre 100 000 000 e 10'%, e outros para os de terceira ordem, entre 10%% & 10%, veja
‘Heath (1981).

Na figura 2.10, estdo registrados os artificios usados comumente para ndmeros
maiores que 1000:

e As 0 primeiras letras do alfabeto, precedidas por uma virgula, tinham seu valor
aumentado mil vezes.

¢ As dezenas de milhar, chamadas miriades, eram indicadas pelo M e, sobre ele,
um simbolo idnico como multiplicador. Por exemplo:

g
M = 2 % 10000 = 20000

y .
A/},a,cp,o 0 =38 x 10000 + 1000 + 500 + 70 + 4 = 381 574

e Alguma vezes, os documentos apresentaram a notacdo ¢, para 10000 e g, para
1 000 000.

A auséncia do zero é sentida nos dois sistemas, embora haja indicios de que
nos trabalhos de Ptolomeu uma palavra tenha sido usada para indicar o zero na
notacio da fracao sexagesimal (Veja pag.i7¥na secao 4.1). De qualquer modo, era
um procedimento isolado, ndo se caracterizando como aplicacao sistematica de um
principio posicional.

Quanto a notagdo para as fracées, os gregos nao tiveram um procedimento tnico:
1. Sob influéncia egipcia representavam, inicialmente, as fragbes como somas de
fragbes unitarias,

2. Posteriormente, usaram as notagdes:
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¢ O ndmero cardinal do numerador seguido do nimero, com acento, repre-
sentando o denominados:

) 10
I0a para T

: 9
§la para I

Essa notagdo gerava confusdes. No primeiro exemplo, a fracio poderia
ser 107 e no segundo 95%. A correta interpretagio dependia do contexto.

o O numerador seguido do denominador, com uma palavra abreviada su-
perposta ac mesmo:

VWY 50 wi 9
MR (93) Gokta (121)
¢ O numerador seguido do denominador acentuado escrito duas vezes:
i’ i 5 o 6
o' () , (-)
El 73 S.¢¢ 7

e O numerador e, sobre ele, o denominador, notacio atribuida a Diofanto,
€ por certo a mals conveniente:

- 100 1
PKH [ YV ¢iB [ _*
P (128) “ <512)

As fragdes sexagesimais foram usadas pelos astrénomos. Ptolomeu usava divisGes
da circunferéncia em 360 partes (os graus de hoje em dia), cada parte era subdividida
em 60, correspondentes aos nossos minutos e, depois, novamente em 60 partes,
correspondentes aos nossos segundos. Usando fracdes sexagesimais, Ptolomeu obteve
a notével estimativa para um segmento medindo v/3:

-~ 60 0 607 0 60%

o que significa

V3 = 1, 7320500,

Resumindo, os gregos passaram pelas fragdes unitarias dos egipcios, as fragdes
sexagesimais dos babildnios e, por Gltimo, uma notagdo andloga & nossa. As fracdes
decimais ndo foram introduzidas até o renascimento europeu.
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Em toda a histéria da Matemética grega, o célculo aritmético foi colocado em
segundo plano. Em que pesem suas significativas contribuigbes na drea e apesar de
Arquimedes e Heron, de reconhecidas habilidades numéricas, ou da produtividade
de Diofanto, os gregos realmente nio a valorizavam.

Nao hd davida de que os gregos preferiram o dbaco para tornar pratico o célculo
aritmético. Com um sistema de numeragiao nio posicional como o seu, o dbaco
sanava suas deficiéncias operacionais. Nele, em linhas verticais separadas, eram re-
presentadas as unidades, dezenas, centenas, etc e o trabalho mental envolvido nas
‘operagdes era praticamente o mesmo que em nosso sisterma atual.

Para a multiplicagio, os gregos usavam uma tibua de multiplicagdo, uma tabua-
da. Escreviam o multiplicando e, abaixo, o multiplicador. O termo representando
a maijor poténcia de 10 no multiplicador multiplicava todos os termos do multiph-
cando, comegando pelo representante da maior poténcia de dez e seguindo a ordem
decrescente. Depois procedia-se da mesma forma com o seguinte termo de mais alta

ordem do multiplicador, e assim por diante.

O procedimento acima também era empregado nos casos de multiplicagbes que
inclufam termos {racionarios.

Dada a dificuldade de descrever claramente o processo, damos, a seguir, um

exemplo que, a nosso ver, o ilustra melhor.

1243 x 1312,

1243
% 1312

1 000 600 2060 000 40 000 3 000
300 000 60 000 12000 900
10000 2000 400 30

2000 400 80 6

ou 1300 000 270 000 56 006 4700 110 6
1300 006 270 000 60 000 800 10 6

ou 1300 000 330 000 0000 800 10 6
ou 1000000 600000 30000 0000 800 10 6

Finalmente, 1243 x 1312 = 1630816

Nos documentos legados pelos gregos, os produtos parcials eram apresentados
diretamente. As tltimas quatro linhas do esquema acima sédo de nossa responsabi-
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lidade e foram escritas com o fim de aclarar o procedimento.

Em Heath (1981), sdo encontrados exemplos de casos em que o multiplicando e o

multiplicador sdo fracionarios, bem como do algoritmo de divisio empregado pelos
gregos, que é bastante semelhante ao nosso atual.

Vejamos um exemplo de multiplicagiio com fragdes, traduzido para a notacio
atual: 4 X 762

Calculos efetuados:

4 xT=28

2 _ 8

64 64

64 64

E finalmente 2 ﬁ X 55:% = gwg%ggﬁ = ?;‘3 + %ﬁ

A soma das 4 parcelas é

510 62 1 62 62 1 62 1
2 —_— — — T— mm”Sm s
St o Torer T T T Tere ~ Y% T ea o

A divisdo 1 631 816 + 1312 € encarada como 1 000 000 + 600 000 + 30 000 +
1000 + 800 + 10 +6 + 1 000 + 300 + 10 + 2.

O primeiro quociente parcial de 1 000 000 por 1 000, é 1 000, que multiplicado
pelo divisor 1 312 resulta 1 312 000. A diferenca entre 1 631 816 e 1 312 000 é
319 816; este é dividido por 1 312, resultando 200.

ksse segundo quociente parcial é multiplicado por 1 312 e subtraido de 319 8186,
resultando 57 416.

Nova diviséo de 57 416 por 1 312 d& 40. Este, multiplicado pelo divisor 1 312 e
subtraido de 57 416 resulta 4 932, que dividido por 1 312 d4 3.

A soma dos quocientes parciais | 000 + 200 + 40 + 3 = 1 243,

No processo de extragdo de raiz quadrada, era usada a decomposicio do nimero
em poténcias de dez e explorava-se o fato de que os nimeros de 1 a 10 tém quadrados
de 1 a 100, os de 10 a 100 tém quadrados de 100 a 10 000, e assim por diante. Logo,
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sabiam que as raizes quadradas de nimeros entre 100 e 10 000 sdo ntimeros formados
por dezenas e unidades.

Para encontrar a raiz quadrada de um ndmero dado N, 100 < N < 10000,
a idéia era a seguinte: suponhamos que a indique as dezenas e que b represente
as unidades da raiz quadrada, de modo que o nimero procurado é a + b, com
(a+b)? = N, um niimero conhecido. Nio é dificil encontrar, por tentativa, o maior
nimero a de dezenas tal que a® seja menor ou igual as centenas contidas em N.
Assim, conhecido a, a relagio a% -+ 2ab 4+ b? = N fornece N —~ a? = 2ab+ b? e, sendo
o primeiro membro conhecido, essa relagio permite encontrar b, por tentativa.

Para aclarar de vez a questéo, consideremos o exemplo de encontrar a raiz qua-
drada de N = 169.

Como 169 = 100 + 60 + 9, o nimero a de dezenas, tal que ¢? é menor ou igual
a 100 (as centenas contidas em N) é 10. O nimero b das unidades, que nos resta
encontrar, deve satisfazer

(10 + )% = 100 + 206 + #* = 100 + 60 + 9,

ou seja, 20b + b? = 60 + 9, o que sugere 20b = 60 ¢ b2 = 9. Donde b = 3 e,
finalmente, chega-se a que a raiz quadrada de 169, 10 + b, é 13.

Até o final da Idade Média, a numeragao alfabética grega foi usada e teve papel
fundamental no Oriente préximo e em todo o Mediterraneo.

Embora a civilizagio grega é que tenha logrado as mais espetaculares conquistas
da Matematica da Antiguidade, do ponto de vista da representacio e dos cdlculos
aritméticos, isso nao é bem verdade. Nao se pode ignorar a grande contribuicio da
civilizagao chinesa, que florescia as margens dos rios Amarelo e Yang-Tse, téo antiga
como a egipcia e a mesopotamica. Hé evidéncias de que os chineses tinham impor-
tantes conhecimentos astronémicos desde o século XV a.C. e de que ja estudavam
constelagdes da esfera celestial e os signos do zodiaco por volta de 8000 2.C.

O interesse pela astronomia levou & necessidade de medidas de tempo, dngulos e,
por conseguinte, ao desenvolvimento de uma teoria dos niimeros. Dos documentos
chineses mais antigos, cujas datas sdo aproximadas, I-King (livro de permutacdes,
2200 a1 200 a.C.), Chon-Pei Shuang-Ching (1 200 a.C.-300 a.C.), Chui-Chang
Suan-Shu (nove capitulos sobre a arte Matemdtica, 250 a.C.), percebe-se o gosto por
permutagoes € por quadrados méagicos, atribuindo qualidades mégicas dos niimeros.

A magia dos niimeros decorria de sua inser¢do num plano de harmonia universal,
baseado na teoria dualistica de Ying (forga feminina associada & lua) e Yang (forca
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masculina associada ao sol). Os niimeros impares eram yang e os pares, ying e, para
um estado harmonioso, as forcas ying-yang deviam estar balanceadas.

Smith (1951) e Swetz (1984) comentam a construgdo dos primeiros quadrados
magicos e a engenhosidade dessa invengdo, onde o misticismo, aliado a grande cri-
atividade, faz da construgdo e da manipulagio dos quadrados magicos uma arte de
muita habilidade e graga.

No livro das permutagdes, a partir dos sinals —, para yang, e = -, para ying,
construiram os quatro simbolos abaixo que, associando - - ao digito 0 e — ao 1,
correspondern, no sisterna de numeragéo bindrio, acs nimeros 0, 1, 2, 3:

Consideravam também arranjos com repeti¢éo dos simbolos yang e ying, tomados
trés a trés aos quals deram os seguintes nomes:

< A o e ~f 5 G B

—— — —— —

e
e i [T —

terra montanha agua vento tempestade fogo vapor paraiso
Na base decimal esses numeros equivalem a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

O Chon-Pei, que trata de calculos astronomicos, propriedades do tridngulo retangulo
e uso das fragdes, data aproximadamente de 1200 a.C., mas isto é objeto de ddvidas
porque Shi Huang Ti, imperador chinés em 213 a.C., mandou queimar todos os
livros e documentos com o objetivo de criar uma nova era de aprendizagem em seu
império. Supbde-se que alguns sabios o recompuseram de memdria depois desse de-
sastre. A obra reproduz didlogos entre um principe que viveu no século XII a.C. e
seu minisiro.

Smith (1951) reproduz a seguinte fala do ministro ao principe:

“A arte dos mimeros deriva do cérculo ¢ do quadrado. Quebre a linha ¢ faga a
largura 3, o comprimento 4, entdo a distincia entre as extremidades € 5. ... Formas
sdo redondas ou ponteagudas, mimeros sio fmpares ou pares. O céu se move em
um circulo cujos nimeros sio {mpares, a terra repousa sobre um quadrado cujos
nimeros sdo pares. Sabe-se que a terra € inteligente, mas sabe-se que o céu é um
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homem sdbio. O conhecimento vem da sombra e a sombra vem do gnomo.”

A outra obra matematica importante, os nove capitulos sobre a arte matematica,
contém 246 problemas sobre medicdo de terras, agricultura, sociedade, engenharia,
impostos, calculos, solugdes de equagdes e propriedades dos tridngulos retangulos.

Na época da criagdo dessa obra, os gregos ja estavam preocupados em dar um
tratamento global ao conhecimento matematico, com teorias unificadas e métodos
sistemnaticos. Os chineses adotavam uma postura como a dos egipcios e babilénios,
‘apresentando colegdes de problemas isolados e suas solugoes.

Especificamente no Chui-Chang Suan-Shu, que contém os nove capitulos sobre
a arte matematica, existem problemas sobre equagdes lineares, nimeros positivos e
negativos, férmulas para dreas de triangulos, trapézios e civculos. Existem, também,
problemas de regras de trés, porcentagem, proporgoes, raizes quadracdas e clbicas,
onde aparece algumas vezes o método da falsa posicdo, comumente atribuido aos
egipcios.

A idéia de nimeros negativos ndo parece ter causado dificuldades aos chineses,
Na verdade, a eles é atribuido o mérito de ser a primeira sociedade a operar corri-
queiramente com nimeros positivos e negativos. Estavam acostumados a calcular
adicdes e subtracdes com o auxilio de duas colegdes de barras: uma vermeltha e outra
preta, representando os positivos e os negativos. Nao consideravam, entretanto, as
solugdes negativas de suas equagdes.

Struik (1989} afirma que no calenddrio chinés era usado um tipo de sistema
sexagesimal, comparavel a combinagio de duas rodas dentadas, uma com 12 dentes
e outra com 10, de sorte que 60 se tornava a unidade de ordern imediatamente
superior & das dezenas, equivalente a um ciclo. Todavia, a numeracao chinesa foi
sempre decimal.

Os chineses usaram dois sistemas de numeragdo. O mais antigo utilizava simbolos
diferentes de 1 a 9 e para as poténcias de 10. A representagdo envolvia um principio
multiplicativo, de forma que os digitos eram acompanhados pelos simbolos referentes
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as poténcias de dez, correspondentes as suas posigoes.

i 2 3 4 5 6 7 8 9
y—

—~ XA @A R L2\

0o 100 1000 10,000 100,000 002

+~ ' F 1%

A escrita era de baixo para cima, na ordem crescente, gravada em vara de bambu.
O namero 420, por exemplo, era representado pelo simbolo referente ao 4, seguido
do simbolo indicativo da ordem das centenas, o simbolo referente ao 2, seguido do
simbolo para as dezenas. Se, por hipétese, M, C e D representassem o milhar, a cen-
tena e a dezena, respectivamente, usando os nossos digitos atuals e o sistema chinés
antigo, o numero 5562 seria denotado porSM3CED2. Menninger (1969), pag.247,
apresenta varios exernplos desse sistema, enconlrados em anotacgdes na madeira, da
época da dinastia Han (300 a.C. - 200 J.C.).

O sistema evoluiu de forma a incluir o principio posicional. Havia digitos de 1 a
9, especificos para as posicoes das poténcias impares de dez e outros, distintos, para
as poténcias pares de dez. Os numerais de 1 a 9, na ordem crescente, eram

I L L L 11 D N

para coeficientes de 10°*"', n=1.2,3,... ¢

para coeficientes de 10%%"% n =1,2,3,...

Assim, o nimero 3816 era representado por 1}| L | L. Menninger (1969)

mostra foto de um vaso de 20 d.C., com inscricdes nessa notacio.

As operagoes elementares efetnadas em tabuleiros de contas tinham espacos va-
zios para a indicagdo do zero. A notagdo circular para o zero, como fazemos hoje,
s0 veio a ser introduzida na China, por volta do século XIT d.C. As tdbuas de contas
eram divididas em colunas desigrando grupos posicionais do sistema decimal.
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Como em situacdes anteriores, consideramos a descrigdo dos processos menos
elucidativa do que exemplos tipicos. lustramos, portanto, uma multiplicagéo de
nimeros de trés digitos,

357 x 246
Tébua de Contas Célculos Auxiliares Significado

LY bl tpkigedn 2 3 = 6 A D = G oM
pe Ak 2 x &5 = A0 2¢ x50 = 4 pn
L 3% et phicnnds 1 T oM
2 Y6 L] = A AT X TWw = 4 UM e MO
71 T 14
3 57 Sk s 42 HD x3C = APm 2w
3 3 M
Yo
§56 3 M A5 » 20 HDx S0 = AMM + O c
3517 35
9 % F oz e N O TW 2 AT+ ®D
6 g 546 %
37 ¥ | pegnlen 6 & 3 = A_9 GV »3C = AMM + §C
36 7 748
G *x 9 = 328 W 5D = B o+ QD
¥ 7 7% ‘
G *» 7T = HdA LGW A FTL oz 10 v 2 W
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A coluna indicando o significado € de nossa responsabilidade e foi acrescentada
para melhor compreensao do processo.

Os produtos parciais mostrados nos calculos auxiliares indicam o perfeito en-
tendimento da notagio posicional. Na verdade, na opiniao de Swetz (1984}, Men-
ninger (1969) e outros, a sociedade chinesa foi a primeira a explorar eficientemente
o principio posicional decimal, embora sua representagdo numérica nao tivesse al-
cangado o nivel de abstracao e a simplicidade adequados.

Os chineses usavam a tabua de contas com bastante desembaraco, também nas
demais operagoes elementares. Vejamos um exemplo de divisao,

166536 + 648 :
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No Chon-Pei podemos encontrar um sofisticado processo de extracio da raiz
quadrada. Na verdade, os chineses tratavam a extragio de raizes quadradas e a
divisio como processos semelhantes. O processo do Chon-Pei dependia de modo
fundamental, da seguinte propriedade algébrica:

(a+b+c)? =a®+2ab+ b+ 2a+ble+
=a’+ (2a + b)b+ (2(a + b) + e

Na Figura 2.11, mostramos um diagrama encontrado no documento chinés e, que
da uma justificativa geométrica para essa propriedade.
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Figura 2.11

Os chineses estavam muito & frente das sociedades da Antiguidade nas habi-
lidades com o célculo. Segundo alguns autores, estenderam a notagao posicional
decimal as fragdes ja no século XIV a.C. e, antes do século I a.C., faziam as
operagdes basicas com fragdes, usando o moderno recurso do denominador comum,
i4 bastante difundido entre eles no século V a.C. No século VI d.C., nos trabalhos de
Ch’ang K’in Kien, é empregada a idéia de dividir fragdes pelo recurso de multiplicar
pelo reciproco do divisor. Os chineses se referiam ao numerador como “filho” e ao
denominador como “mae”.

No século 11T d.C. chegaram a estimativa: = = 3,141024. No séc. V d.C., me-
lhoraram notavelmente para n = g’% = 3,1415929 e, mais tarde, para 3,1415926 <
7 < 3,1415927. A Europa nao teve esse grau de acuracia até o século XVL

Usaram, como ja dissemos, o método da falsa posi¢do para sistemas de equagoes
lineares, mas chegaram também a métodos sofisticados similares ao das matrizes.

Num interessante trabalho de 1303, Ssu-Yitan Yuchien (Preciso espelho dos
quatro elementos), as quatro incégnitas de um problema foram chamadas de céu,
terra, homem e matéria. Nessa obra, aparecem equacdes de grau até catorze. Ha,
ainda, um método de resolugéo de sistemas lineares atribuido, muito mais tarde, no
ocidente, a Horner.
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A civilizagao chinesa ¢ a responsével por admirdveis inovagdes tecnolégicas: o
uso da impressio e da pdlvora, no século VIII d.C., do papel e da bussola, no século
X1 d.C. Por volta de 75 d.C., usavam varas de bambu numa forma primitiva de
abaco.

A Matematica, em seu estdgio primdrio, é uma arma para a sobrevivéncia da
sociedade que, uma vez logrado esse intento, pode passar a estigios mais avancados.
O segundo estdgio nao chegou & ocorrer na China. Apesar do impacto causado
do ponto de vista computacional, as mais profundas contribuicées chinesas estio
na Algebra. Desenvolviam processos de extragio de raizes cibicas e quadraticas
visando o estudo de equagdes quadréticas e de outras ordens.

2.4 A procura da Perfeicao na Representacdo e
Manipulacao de Quantidades

A civilizagdo hindu se desenvolveu a partir de, aproximadamente, 2500 a.C. sendo,
portanto, tao antiga comeo a egipcia, a babilonica e a chinesa. Sdo conhecidas as
escavagoes de Mohenjo Daro e Harappa, na regido do rio Indus. As ruinas mostram
uma escrita nao desvendada até hoje e uma notagido numérica por tracos verticais
dispostos em grupos.

Por volta de 1500 a.C., os arianos invadiram a regido do Ganges, forcando seus
povos a um regime de castas servis e impondo a escrita sanscrita. Somente a casta
dos sacerdotes, os bramanes, ficou como guardia de todo o conhecimento, inacessivel
ao povo. O desejo de manter seus privilégios levou os bramanes a serem contrarios

a escrita, no cuidado de evitar a divulgacio de seus conhecimentos. Seus hinos
religiosos védicos eram, em grande parte, transmitidos oralmente e, para facilidade
de memorizagdo, escritos em versos.

Iissa pratica tornou mais inacessivel a histéria antiga da civilizagao hindu. Porém.
por volta do século VI a.C., 0 advento do budismo trouxe uma forte oposicio as ex-
clusividades dos bramanes e, coincidinde com a vida de Buda, em decorréncia de
seus principios ndo discriminatérios, nascia uma fase mais rica em literatura na
India. Os relatos de eventos histéricos passaram a ser preservados e acessados. O
budismo floresceu até transformar-se na religidqo oficial, por volta de 250 a.C.

Nos anos 500 a.C., o noroeste da {ndia (Gandara) estava sob dominio persa.
Quando a regido foi conquistada por Alexandre, o Grande, ali por 327 ou 325 a. C.,
veio a conhecer a cultura grega. Desse modo, as culturas persa e grega se misturaram
e, por essa rota, idéias egipcias, babilonicas, gregas e assirias chegaram & India.
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Sabe-se que, assim como os egipcios, os hindus tinham nogdes de geometria e,
como eles, utilizavam cordas como instrumentos de medida. No caso hindu, muito
desse conhecimento crescen em decorréncia de seu uso na construgdo de templos
e altares. Im Ultima analise, advinha de rituais misticos religiosos, uma das mais
fortes influéncias nessa civilizagao.

Foi em meio a esse ambiente cultural que se deu o aparecimento da obra Sul-
vasutras®, da gual se conhecem vdrias versoes, todas em versos. Aparecem ali, por
exemplo, idéias de como construir um angulo reto, com o uso de cordas, nos moldes
dos métodos egipcios e babilénicos. As datas dessas versoes sio muito incertas,
podendo estar entre os séculos VIII a.C. e II d.C., razdo pela qual alguns historia-
dores a relacionam & agrimensura egipcia e outros & geometria desenvolvida na obra
de Euclides®.

’ Entre os séculos V a.C. e 1T d.C., a escrita kharoshi, proveniente do noroeste da
India, era largamente utilizada por escribas e mercadores pelos caminhos da Pérsia.
Os numerais kharoshi indicam agrupamentos de qualro, dez e vinte, com simbolos
especificos para indicar esses agrupamentos. Assemetha-se ao sistema atico grego.
A figura 2.12, extraida de Menninger {1969), mostra os numerais kharoshi, por volta
de 200 a.C.

1 2 3 L 5 6 ;) 10
L X IX IX XX 7
3 733 333 7333 510

20 50 60 70 160 200

HATii22 x7%%3 711 274
Figura 2.12

O simbolo para 20 consiste da superposigao de dois simbolos para 10. A escrita é
da direita para a esquerda, obedecendo a ordem decrescente dos valores. Nao usavam
a notacao aditiva para as centenas, mas as representavam como se as contassem (20,
3CAC, ) Existe a possibilidade de esse fato evidenciar contagem antiga limitada
ate 100.

Exemplos:

5Gulvasutras significa regras de corda.
8() Sulvasutras é abordado de forma interessante por Saradakanta Ganguli em Seripia Mathe-
malica, n? 1, pp 135-141, 1932
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Nossos numerais nao tém como ancestrais os numerais kharoshi, mas os brimanes,
de uma escrita posterior, mais importante, por ter dado arigem a duzentos diferentes
alfabetos indianos, incluindo o deva-nagari, o mais largamente usado hoje. (Veja
arvote genealdgica de nossos numerais na paginat1y secio 4.1).

Um aspecto importante revelado pelos numerais hramanes, encontrados em ins-
crigoes em pratos de cobre, paredes de templos e em superficies de pedras, datadas
de aproximadamente 150 a.C., é a adogdo da cifracio, jd utilizada pelas escritas
hieratica, demdtica e alfabética.

Cada unidade tem seu simbolo especifico, assim como cada dezena. A génese
desses simbolos ndo ¢ bem determinada. Alguns lhes atribuem origem indigena,
outros acreditam serem oriundos do alfabeto fenicio. Alguns historiadores observam
grandes semelhangas entre eles e o sistema de numeragio alfabético, usado pelos
gregos pouco antes dos bramanes. A Figura 2.13, extraida de Menninger (1969),
mostra numerais bramanes.

- = B X M 7 5 2
1 2 3y 4 5 & 7 8 9
d o r % J 4 LI o e
0 20 3 40 50 &0 70 80 %0
VA R R |
100 2 SH 1000 4Th  T0Th

Figura 2.13

Os simbolos para as unidades e para as dezenas nao revelam nenhuma CONEexao,
o que indica um sistema cifrado, sem a adogao do principio posicional. Este, porém,
esta presente na indicagio das centenas e dos milhares, que se representam acompa-
nhados do simbolo da unidade, como se estivessem sendo contados (2C, 3C,....2M

3M,...).

i

Obtinham uma notagéo simplificada pela cifragio das unidades e dezenas e, para
as centenas e milhares, utilizavam apenas os nove simbolos das unidades, combinados
com um simbolo indicativo da ordem correspondente & posicio. Enfim, combinavam
as vantagens da cifracio com as do principio posicional.
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Este sistema evoluiu e acredita-se que o aparecimento, na lfndia,, nos anos 500-600
d,C., de um sistema de numeragao combinando a cifragdo com o principio posicional,
tenha sido estimulado pelo uso das tabuas para o calculo. Essas tdbuas tinham uma
leve camada de areia e, sobre ela, eshocadas algumas colunas em que os algarismos,
a principio os nove simbolos bramanes, eram representados. Havia uma estreita
relacdo entre esses instrumentos e a notacao posicional,

H4é, praticamente, unanimidade em considerar que a fascina¢ao pelos ndmeros,
demonstrada pelos hindus, € uma das causas que os levaram a ser o primeiro povo
‘a tirar vantagem, em toda a plenitude, do principio posicional em um sistema de
numeragao abstrato. Veja, por exemplo Smith (1951}, Struik (1989), Boyer (1974),
Menninger (1969).

Fixiste, entretanto, um consenso de que as civilizagdes contemporaneas a sua
volta estavam prontas para receber esse evoluldo sistema. Ao ocidente da india,
pelos lados da Pérsia, ja se fazia uso da notagao posicional babilonica e o sistema
alfabético grego era usado em Alexandria. Ao oriente, nos caminhos da China, o
uso de barras para indicagdo de posigoes de ordens pares ou impares, ou mesmo, 0s
nove simholos acompanhados daqueles indicativos de sua ordern, faziam inequivoco
apelo ao principio posicional,

Estava, portanto, conquistada uma nota¢ac posicional abstrata, mesmo que um
simbolo para a posigdo vazia somente tivesse vindo a ser usado, pelos proprios hin-
dus, séculos malis tarde, entre 600-370 d.C. Embora as formas hindus medievais dos
dez numerais sejam bastante diferentes das de hoje, pois esses numerais passaram
por muitas maos: indianas, arabes e eurcpélias, os principios do sistema estavam fir-
mados. Fsses principios sao: 1) base decimal; 2) notagdo posicional; 3) uma forma
cifrada para cada um dos dez numerals e; 4) um simbolo para a casa vazia.

As duas maiores contribuigdes dos indianos aoc desenvolvimento da Matematica
sao considerados o nosso sistema de numeracdo e a introdugac da fungao seno na
trigonometria, em substituicao as tabelas gregas de cordas. As mais antigas tabelas
da fungao seno que se preservaram sao as do Siddhantas e do Aryabhativa, obra do
século V I d.C., do matematico hindu Aryabhata. Este texto também esta escrito
em versos, como era peculiar dos hindus, e fornece regras de calculo para medigio
de terras e para a astronomia.

Os Siuddhantas, ou sistemas de astronomia, dos quais se conhecem cinco versdes
diferentes, escritas por volta de 400 d.C., envolvem fungdes (rigonométricas e regras
que indicam a forte influéncia grega da época de Alexandria. Apesar disso, os
hindus deram uma abordagem nova, em muitos aspectos, a astronomia. Enquanto
08 gregos baseavam sua trigonometria na relacdo de uma corda de circunferéncia
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com o arco correspondente, no Siddhantas ela é baseada na relacdo entre metade
da corda e metade do angulo central subentendido, o que deu origem a fungdo seno,
no sentido moderno. Caracteristicas negativas dos textos indianos, apontadas por
varios historiadores,sio a falta de técnica dedutiva como a dos gregos, e incorrecdes
nas regras de calculos de dreas e volumes. Entretanto, deles emergem grande inte-
resse pelos numeros, operagdes aritméticas e solugdes de equagdes determinadas e
indeterminadas,

A adi¢do e a multiplicacdo sdo efetuadas de formas parecidas com as de hoje,
sendo os cilculos realizados em pequenas lousas, com tinta branca removivel, ou
em tabuas cobertas de farinha ou areia. O exemplo de como os hindus efetuavam a
operacao 325 x 28 foit extraido de Ifrah (198%), ja traduzido para a nossa notagdo.

1) tragam-se sobre a areia fina colunas paralelas e escrevem-se os niimeros como
segue:

3125
218
2) efetua-se 3 x 2 = 6,
613125
218

3) efetua-se 3 x § = 24, 0 4 vai para o lugar do 3 e 0 2 € adicionado ao 6,

Loy e a2
o
s
o

A esta altura, 3 ja fol multiplicado por todos os algarismos do multiplicador.

4) avanga-se 28 uma coluna & direita,

oo
oo

5) efetua-se 2 x 2 = 4 ¢ adiciona-se ao 4



6} efetua-se 2 x 8 = 16, 0 6 vai ao lugar do 2 e o 1 ¢ adicionado ao 8, na coluna
a esquerda,

O 2 j4 foi multiplicado por todos os algarismos do multiplicador, 28.

7) avanca-se 28 uma coluna a direita

8) efetua-se 5 x 2 = 10, 0 0 ndo altera nada e o I é adicionado ao 9. Como resulta
10, apaga-se 0 9, ficando a casa vazia, e adiciona-se | a coluna & esquerda,

9) efetua-se 5 x 8 = 40, o 0 val para o lugar do 5, ficando a casa vazia, e 0 4 é
adicionado ao 6. Como resulta 10, apaga-se o 6, deixando a casa vazia e adicionando
1 a coluna & esquerda

O resultado final é
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Os matematicos indianos raramente se referiam a seus predecessores e mostra-
vam grande independéncia em seus trabalhos matemdticos, Assim é que Brahma-
gupta, que viveu na India central em torno de 628 d.C., mais de cem anos depois

de Aryabhata, pouco tem a ver com seu antecessor que viveu no leste da India. As
contribuigdes de Brahmagupta sio mais voltadas & Algebra, tendo dado solucdes
gerals a equagoes quadraticas, mesmo quando uma delas era negativa.

A Aritmética sistematizada dos ndmeros negativos e do zero foi, na verdade,
encontrada pela primeira vez na obra de Brahmagupta, Nas questdes geométricas, os
gregos ja consideravam grandezas negativas e conheciam regras como (a—b)(¢—d) =
ac+bd — ad - be, mas os hindus as converteram em regras numéricas sobre nimeros
negativos e positivos.

Brahmagupta cometeu o deshze de considerar 0 + 0 = 0, mas para a + 0, com
a # 0, ndo tomou nenhuma posicao’. Além disso, é justo destacar que os hmdus, di-
ferentemente dos gregos, nio questionaram sobre o problema da incomensurabilidade
e, talvez por isso mesmo, operavam com as raizes irracionais com maior desenvol-
tura, tratando-as como nimeros, nao de uma forma consciente como Eudoxus, mas
ingenuamente.

Um dos feitos notdveis de Brahmagupta é a obteng¢do da solucio geral da equacéo
diofantina ax + by = ¢, onde «, b e ¢ sao constantes inteiras, isto é, obteve todas as
solugdes inteiras, um problema nao resolvido completamente por Diofanto.

J& na obra de Brahmagupta, bem como na de Diofanto, a adicio era indicada por
justaposigao, a subtragdo, colocando-se um ponto sobre o subtraendo, e a divisdo
escrevendo-se o divisor sob o dividendo, como em nossa notacio atual para fracdes,
mas sem a barra. A notagdo grega da época helenistica, para fracdes com o nurme-
rador embaixo do denominador, foi invertida pouco mais tarde pelos préprios gregos
e, depois, fol adotada pelos hindus, ainda sem a barra entre eles. Infelizmente, os
hindus nio estenderam sua numeragio decimal e posicional para as fragdes.

Baskara, matemético hindu do século XII, preencheu algumas lacunas da obra
de Brahmagupta, dando uma solugao geral para a equagdo diofantina quadratica
e considerando mais apropriadamente, em termos da época, o problema da divisao
a + 0, com a # 0, afirmando que esse quociente é infinito. Estudou exaustiva-
mente equagoes lineares ou quadraticas, determinadas ou indeterminadas. Para a
equagio diofantina z* = 1 + py?, proposta por Brahmagupta, considerou os casos
p=28,11,32,61 e 87, dando solugdes particulares para estes®.

"Para mais detalhes sobre o aparecimento do zero, veja Carl Boyer: An early reference to
division by rero. The American Mathematical Mounthly, 50, pp 487-491, 1943,
®Para uma visdo das solugdes ¢ classificacdes de problemas algébricos em tempos antigos, veja
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Ao criar um simbolo para as casas vazias, o zero, os hindus n&o mals necessitavam
de tabuas de calcular e ¢ aigoritmo de multiplicagao evoluiu para o reticulado, ou
multiplicagio de grades ou em gelosia. Esse método foi usado na India do século
X1I d.C., de onde foi levado para a China e a Ardbia. Dos drabes foi para a Italia,
por volta dos séeulos XIV ou XV, quando recebeu o nome gelosia ao ser associado
aos gradeados colocados & frente das janelas na Furopa. O método de divisdo
mais difundido nessa época na Europa, o método do galedo também veio da India.
Efetuamos, a seguir, 456 x 34 e 44977 -+ 382, pelos métodos mencionados.

1) 456 x 34
o 5 G
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O produto final é obtido da esquerda para a direita: 546 x 34 = 15 504.

David Eugene Smith: Algebra of four thousand years ago, Scripta Mathematica, vol. 4, n92, pp

111-125, 1936.
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O endects foiel & 4

Alguns dos mais sofisticados problemas aritméticos ou algébricos tratados pelos
hindus ndo correspondiam as exigéncias das situacdes priticas da vida de entdo.
Eram problemas oriundos da especulagio da prépria Matemdtica, o que demonstra
o grande pendor dos hindus para o calculo.

Para bem compreender como esse vasto emaranhado de conhecimentos aritméti-
cos e algébricos, uma inestimavel contribuigao dos povos egipcio, babilénico, grego,
chinés, persa e hindu, veio aflorar na civilizagio ocidental, é preciso considerar a
acao do povo drabe, sua cultura e suas conquistas.

O territério correspondente 4 Ardbia era um deserto habitado por tribos némades,
os beduinos, num ambiente extremamente belicoso, motivado pela busca da dgua e
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da posse das poucas regides férteis.

No século V d.C., os vizinhos mais préximos da peninsula arabe eram os impérios
bizantino e o persa. O império bizantino incluia a Asia Menor, a China e o Egito,
enquanto o persa, a Mesopotamia e a Pérsia, separados dos arabes pelo deserto da
Siria. Nessa época, as tribos drabes, sob a lideranca religiosa de Muhammad, vieram
a expandir-se em conquistas militares, sustentadas basicamente em doutrinas religi-
osas e no fanatismo de seus fiéls, para os quais todas as guerras eram consideradas
sagradas. Dominaram Damasco e Jerusalém e, por volta de 641 4.C., conquistaram
Alexandria, que ja fora o maior centro irradiador de cultura, num passado nao muito
remoto.

Oriundos de uma cultura mals primitiva, tinham malis a aprender do que a influ-
enciar os povos conquistados, impondo basicamente transformagdes na linguagem.
Cometeram algumas atrocidades culturais, como a queima da biblioteca de Alexan-
dria, sob a justificativa de seu lider de que o importante ji estava no alcordo e o que
nio estava no alcordo nio merecia ser preservado. Havendo conquistado o norte da
Af;‘ica, os drabes cruzaram o estreito de Gibraltar, em 711, e fizeram de Cérdoba
sua capital ocidental.

Nos anos 750 os arabes do império oriental, cuja capital era Bagda, haviam
despertado para o desenvolvimento intelectual iniciando intensos estudos de obras
vindas da Grécia e da India, chegando a fazer de Bagdd o centro cultural do mundo.
Fssa influéncia se propagou para o ocidente e, como de 500 a 1 200, a Europa
passasse pela tdade negra, desprovida de realizacdes culturais de vulto, a dominagao
drabe, pela forca, transformou-se naturalmente em dominagéo cultural.

Além de assimilar a cultura grega, Bagdd, pelo fdcil acesso ao golfo pérsico,
através do rio Tigre, alimentava-se culturalmente do conhecimento chinés e hindu,
que por ali se propagava. O comércio também se expandia por esses carninhos.
Assim, adquiriu dos chineses o uso do papel manufaturado, importantissimo na di-
fusdo dos conhecimentos. Dos hindus aprendeu os calculos, os numerais e o avancado
sistema de numeracio.

Durante os trezentos anos de um tmpério consolidado, os arabes fizeram os conhe-
cimentos fluirem do oriente para o ocidente. Por isso, os monastérios de Cordaoba,
Sevilha e Toledo enriqueceram-se com as culturas grega e oriental que, em 1100, ja
se difundiam pelos monastérios de toda a Europa. Sendo assim, as obras de Euclides
e Ptolomeu percorreram um longo caminho para chegar & cultura ocidental. Foram
traduzidas para o arabe, provavelmente em Bagd4, e chegaram por maos drabes a
Espanha, onde foram traduzidas para o latim e de onde se difundiram pela Europa.
O mesmo caminho seguiram os outros conhecimentos assimilados e preservados pelos
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arabes.

Em 1258, Bagda cala em poder dos mongdis e, em 1492, Granada, o tltimo
reduto drabe na Espanha, era reconquistada pelos espanhdis. No que concerne &
Matematica, chegava ao fim o principal papel histérico do povo drabe, de difusor
das culturas hindu e grega. Este foi imprescindivel para o desenvolvimento europeu,
numa época de transi¢io em que as realizagdes genuinas eram praticamente ausen-
tes. E justo observar, porém, que os arabes trouxeram significativas contribuigdes
proprias & Matematica, como veremos adiante.

Deve-se levar em conta que o império drabe abrigava, no interior de suas fron-
teiras, povos das mais variadas etnias. Sirios, gregos, egipcios, persas, turcos e
outros, conviviam com uma lingua comum, o drabe, e outras de suas origens. Desta
forma, no inicio do império, os numerais utilizados eram os dos povos conquistados,
entre eles os alfabéticos gregos. Estes, aos poucos, comecaram a predominar até
que, depois de alguns séculos, chegassem os numerais hindus, com um sistema de
numeragao mais evoluido.

Sabe-se que, por volta de 773, a obra indiana sobre astronomia, escrita por
Brahmagupta, foi traduzida do sanscrito para o drabe e passou a servir de base aos
estudiosos arabes.

Al Khowarizmi, matematico de Bagdd, entre outras obras escreveu um livro
sobre a aritmética hindu. O texto, traduzido para o latim, foi muito divulgado e,
tendo sido escrito em arabe por um 4drabe, passou a impressio muito forte de que
0s numerais e o sistema de numeragao ali tratados eram arabes. A prépria palavra
algarismo é derivada do nome Al Khowarizmi. A palavra algoritmo, usada hoje em
dia para denominar certos conjuntos de regras operacionais, é também de origem
arabe,

As formas dos numerals variavam muito, numa mistura de influéncias hindus,
mouras, gregas € romanas, mas € inegavel sua ascendéncia comum bramane. Mu-
dangas profundas ocorreram gradualmente no tempo e no espago, tornando-os hoje
muito diferentes dos numerais devanagari, usados atualmente na india, e daqueles
usados hoje em dia no Egito, Iraque, Siria, Arabia e Ird. (Veja segiio 4.1).

Outra obra de Al Khowarizmi, “Al’jabr wa'l mugabalch” (A ciéncia do cancela-
mento e da redugao}, do ano de 820, deu origem ao nome do ramo da Matemdtica
conhecido como dlgebra, embora ndo se tratasse de obra mais profunda do que as
de Diofanto ou Brahmagupta. Pelo contririo, era mais superficial, limitando-se
ao estudo de equagdes de segundo grau mais simples do que as tratadas por seus
dois predecessores. Segundo Al Daffa (1984), o titulo da obra de Al Khowarizmi,
Al’jabrsignifica transpor quantidades de um lado a outro de uma equacéo, enquanto
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muqabalch significa a simplificacdo de expressbes resultantes®.

Assim, considerando a equagao
22+ 20 +5 =543z + 2%,
Al'jabr significa:
2’ —z+5=5+2°
e muqabalch:

2 - =32°

Nesse livro, Al Khowarizmi tratou de problemas préticos como partilha de he-
rangas e legados e questdes comerciais envolvendo equagdes de primeiro e segundo
graus. Sua obra revela influéncia hindu, no sistema de numeragiao, mesopotamica,
nos métodos de resolugao de equagdes, e grega, nas solugdes geométricas. No século
X1, for traduzida para o latim e usada por estudiosos ocidentals até o século XVI,

Entre suas contribui¢des, apresenta um algoritmo para extracdo de raiz quadrada.
Desenvolve, também, métodos para resolver equagbes de primeiro e segundo graus.

Vejamos alguns de seus exemplos expressos em notagdo atual (Al Khowarizmi

chamava de raiz o termo de primeiro grau de uma equagao):
(a) raiz igual a cinco

(b) quatro raizes igual a doze

(¢) metade de uma raiz igual a dez

(d) quadrados iguais a rafzes

t? =3z

4

Lo = 2

a raiz ¢ = 0 ndo era reconhecida.

T o=
4z =12; a =23
r=10; =z =20

T =3

z =06

*Consideragdes mais detalhadas sio feitas por Salomon Gandz em The origin of the lerm Al-

gebra, The American Mathematical Monthly, vol 33: pp 437-440, 1926.
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(e} quadrados iguais a niimeros

7% = 36 z =6

z
4

= 16 T=38
(f) quadrados e raizes iguais a nimeros
(*) a?+ 10z = 39.

Neste exemplo, mencionado em Al Daffa (1984), apresentou uma solugio geométrica
combinada com a idéia de completar quadrados. A Figura 2.14 é (til na descrigao
do processo.

= 5 e A
5 ¢
H ¢ B
A5 '\’3_.721
& G F
Figura 2.14

1) Tomou um quadrade ABCD, considerando AB = z.

3) Completou o quadrado AFKE

)

2) Estendeu AD até E' e AB até F, supondo que DE = BF = 1(10) = 5.

)
4) Estendeu BC a He DC a (G

A édrea do quadrado AFK E pode ser escrita como
(z 4+ 5)* = 2® + 10z + 25.
Adicionando 25 a ambos os membros da equagdo {*), obtemos
2?4 102 + 25 = 39 + 25 = 64,

cujos dois membros sdo quadrados perfeitos:
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() (z+5)% = &%

Portanto, a medida de AF deve ser 8 e, como AF = ¢ + 5, segue finalmente que
x =3

Sem o apelo geométrico final, chega-se a essa solugdo considerando-se as raizes
positivas de ambos os membros de (**). A outra solugdo 2 = —5 — 8 = —13 ndo foi
considerada por Al [Khowarizmi.

Quiros exemplos, a seguir, apresentados como casos distintos, s&o hoje reconhe-
cidos como meras variagdes do exemplo (f).

(g) quadrados e numeros iguals a raizes

22 4+ 21 = 10z.

Apresenta uma solugdo especifica para este caso, no mesmo espirito da anterior,
mesclando artificios algébricos com idéias geométricas. Veja Al Daffa (1984).

(h) quadrado igual a rafzes e nimeros
N, P
o= 3x + 4

Aqui também Al Khowarizmi adota o mesmo procedimento e indicamos a mesma
referéncia do exemplo anterior: Al Daffa (1984).

Os casos analisados por Al Khowarizmi esgotam as possibilidades para as equagdes
lineares e quadraticas com uma raiz positiva. Uma caracteristica das obras arabes €,
ao contrario das indianas, a apresentacao sistematica e bem organizada. Contudo,
nao chegaram tao longe como os hindus, que estudaram as equagdes indeterminadas,
negligenciadas pelos arabes. Embora rejeitassem as raizes e as grandezas negativas,
é certo que conheciam as regras que governavam operacoes com esses nimeros.

Apds Al Khowarizmi, o mundo drabe deu Thakit ibn Qurra (826-901), ma-
tematico e linglista, a quem se devem as tradugdes de Euclides, Arquimedes, Apolénio

e Ptolomeu. Nao s6 traduziu como em alguns pontos acrescentou, além de sugerir
modifica¢oes e generalizagdes. Num deles, obteve um esquema de construgio de
nimeros amigaveis, considerados pelos pitagéricos:
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Se p, gersaoprimosdaformap=3x2"—1,¢=3x2"-ler=9x2"1 -1,
entao 2"pg e 2"r sdo nimeros amigaveis, pois cada um é a soma dos divisores proprios
do outro.

Por exemplo, tomando n = 2, temos p =3 x 2 -1 = 11,¢=3x2—-1=5e
re=9x 2%~ 1 =7l. Entdo, nota-se que p= 11, ¢ = 5 e r = 71 sdo nimeros primos
e da forma requerida. Assim, de acordo com a férmula de Thakit, os nimeros

P x 11 x5=220 e 22 x 71 = 284

sao amigavels, conforme ja foi destacado em exemplo da Secio 2.2,

Recentemente, Saidan (1966} descobriu uma obra drabe do século X (952-953
d.C.), que estuda fragdes decimais na forma utilizada pelos hindus. O autor, Al
Uqglidisi, considera questdes que envolvemn metades sucessivas de um ndimero impar
e reconhece que o problema esta em encontrar sucessivos termos na progresséo a(§)"

onde a € o namero dado. Ele desenvolve o método da seguinte maneira:

a=19 a=13
la metade 95 65
2a metade 475 325
3a metade 2375 1625
4a metade 059375 08125

O resultado é comprovado, duplicando-o até obter 19 e 13, respectivamente.

Num outro exemplo, a questdo ¢ aumentar o namero 135 de seus décimos suces-
sivos, por § vezes,

a= 135’ (o sinal ’ foi usado para indicar a unidade)

1 3 5 seu décimo

1) I 4 8 5 primeira soma
P4 8 05 décimo

2) L6 3 3 5 segunda sorna
1 6 3 3 5 décimo

3) L7 9 6 8 5 terceira soma
I 7 9 6 8 5 décimo

4) 19 7 6 5 3 5 guarta soma
19 7 6 5 3 5 décimo

5) 21 7 4 1 8 8 5 quintasoma

O ntmero 135 fol aumentado de seus décimos por 5 vezes. O resultado encon-
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trado & 217,41885.

Al Uglidisi sugere no texto um método diferente desse para encontrar o mesmo
resultado para a mesma questao:

“Multiplique 135 por 11 e divida por 10, isto é, reduza uma casa. Multiplique o
nimero (a parte inteira) por 11 e tome seus décimos. Multiplique o 5 (parte decimal)
por 11, adicione o 5 ao 8 e coloque 5 ...”

Em nossa notacio, o método fica:
135 x 11 = 1485; 1485 -+ 10 = 148,5; la soma parcial 148,5.
148 x 11 = 1628, 1628 + 10 = 1628

5x 11 =55
Adicione 0 5 com o 8 e coloque 5, isto €, ! & L8
5 9
2a soma parcial g 163 3% 5

Confira este resultado com 2), no quadro da pagina anterior.

O processo, naturalmente, continua.

O autor mostra desembarago ao multiplicar quantidades decimais por um niimero
e ao dividi-lo por poténcias de 10.

Os comentarios de Saidan déo conta que, nas obras drabes escritas entre o século
X e o século XIV, foram usadas as seguintes notagoes:

> : oF e
q ti“a N 5 % q o B AL }\ q" , (9\/ %
| | 1
EA e NNV O F j ¥ ’ 4 ?? Y.!,f:w'\fc,v AC )S 3 o
-’ /

153(5 para 153%; 16/25 para 163 e 2494 | 375 para o produto de 153]5 por 16]25.

Na verdade, a idéia de fragao decimal estava bastante forte no mundo arabe desse
periodo, embora credite-se a Stevin (1583) ter esclarecido completamente o método
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das operagdes com niimeros decimais e de ter feito perfeitamente compreensivel a
extensdo do principio posicional aos sub-multiplos da unidade, como veremos na
secio 3.1.

Outro matematico arabe que exerceu forte influéncia na Europa, notadamente em
algebra e aritmética, foi Abu Kamil (século X) que, segundo Karpinski'®, influenciou
Leonard de Pisa (1202) e também o matematico drabe do século XI, Al Karkhi.

Obras citadas anteriormente a revelagio de Saidan sobre Al Uglidisi, como as de
Abu Mansur (1037) e Al Kashi (1436), tratam basicamente dos mesmos assuntos,
sempre se referindo & maneira da “aritmética hindu”, no que concerne aos calculos;
mas ha ligeiras variagoes quanto a notacao de fracoes. Todos, sem excegao, tratam
de calculos na base sessenta, lembrando idéias babilénicas, e de métodos e questoes
oriundos da Grécia, relativos aos nlimeros, o que demonstira um certo ecletismo da
obra matematica arabe.

A introducdo do uso do traco de fragdo, é comumente creditada a Stevin, em
torno de 1585, ou Christoff Rudolff, por volta de 1530. Saidan, porém, menciona
recentes estudos de Hunger e Vogel (1963), segundo os quals, Stevin e Rudolff foram
significativamente precedidos no mundo drabe. A divulgacdo no ocidente do método
da falsa dupla posicio. supostamente provindo da India, mas usado em forma mais
simples, desde os antigos egipcios e babildnios. é uma contribuicdo drabe.

Nao se pode falar da influéncia drabe no desenvolvimento da Matematica sem
mencionar o nome do poeta persa Omar Khayyam, que viveu no século XI, dentro
das fronteiras do império drabe!'. Um certo encanto envolve a sua lembranga, cer-
tamente por sua condicao de poeta, e lhe custa uma conotagio popularesca. Sua
contribuicdo, porém, é muito importante e contém hoa dose de engenhosidade e
criatividade.

Trabalhou na solugdo, via &lgehra e aritmética, de equagdes do 29 grau. Para as
equagoes cubicas, concentrou-se em processos geomeétricos, afirmando que as solugdes
arttméticas ou algébricas eram Impossiveis nesse caso. Ficou, entretanto, provado
no século XVI, que suas convicgdes a esse respeito eram falsas,

Omar Khayyam é incompleto por negligenciar equagbes contendo coeficientes ne-
gativos, bem como as raizes negativas, além de ndo considerar todas as intersegdes
das conicas envolvidas em seu método. Cabe-lhe, no entanto, o crédito de haver
sido o precursor no uso simultaneo da Aigeb;‘a, Aritmética e Geometria no estudo

VKarpinski. The algebra of Abu Kamil The American Mathematical Monthly. 21. n® 2. pp
37-48, Feb. 1914,

1{ma interessante referéncia sobre o assunto é D. Struik. Omar Khayyam. Mathematics Tea-
cher. Vol. 51. pp 280-286, Apr. 1958.
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das equagoes.

A partir do século XII, o império drabe entrava em declinio e, ja no seu estertor,
temos as contribuictes de Al Kashi, no século XV, com aplicagdes do método de
Hérner, de origem chinesa, & resolucdo de equagdes e, também, com trabalhos sobre
fragoes decimalis e sexagesimais.

Numa rapida avaliacdo final da agio drabe no desenvolvimento da Matematica,
diriamos que foi fundamental, como veiculo da cultura oriental para o ocidente, mas
enriquecendo-a significativamente, ao realizar esse transporte, com valiosas contri-
buigdes proprias.

Boyer (1974} divide seu legado em quatro partes:

(1) Uma aritmética derivada da India, com um sistema de numeragao baseado
no principio posicional.

(2) Uma é&lgebra oriunda de fontes gregas, hindus e babilénias, porém, acrescida
de novos fatos e revestida de caracteristicas arabes,

(3) Uma trigonometria de raizes gregas e hindus.

(4) Uma geometria grega com algumas contribuicdes drabes.
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Capitulo 3

A Propagacao pela Europa e a
Contribuicao Ocidental

3.1 Entre o Abaco e o Algoritmo: uma Selecao
Conflitante

Nesta seqiio, pretendemos discorrer sobre a numeragio na Europa, na Idade Média,
onde o calculo era fortemente baseado no dbaco e a representagio numérica, nos
numerais romanos. :

Durante o século I a.C., o mpério romano ampliou suas fronteiras para o oeste
e 0 norte, influenciando a Franca com a cultura romana. Os rtios Dantibio e Reno
tornaram-se os limites do império. Os cristdos foram perseguidos até os anos 300
d.C., quando, sob o governo de Constantino I, sua religido fol oficializada. Por esse
tempo, tribos germanicas ampliaram suas terras pela Franca e Espanha, confinando
o império oriental romano A regiio a volta de Roma. Alemies estabeleceram-se ao
norte da Itédlia até 500 d.C., quando o exéreito do império romano ocidental, cuja
capital era fixada em Bizanto, reconquistou o territério. Mais ou menos 200 anos
mais tarde, a Espanha perdia suas terras para os drabes.

O ocidente europeu ficou sob o dominio de trés forgas: a Igreja, o governo fran-
quista e os arabes. Estes, em 732, perderam parte de sua influéncia em terras
espanholas, nao sem antes ter deixado marcas profundas na cultura espanhola e ter
divulgado o conhecimento grego e hindu pelos monastérios da regio.

Até entdo, a Europa sob forte pressio religiosa, tinha, nos monastérios, o centro
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irradiador do conhecimento, no fundo, baseado na cultura romana. Mesmo as tribos
béarbaras recebiam, por meio de relagdes comerciais com outros povos, influéncia da
cultura romana. Nesse caso, devido as linguas diferentes, realizavam o intercdmbio
comercial, utilizando-se da linguagem dos dedos para o entendimento dos célculos
numéricos.

Os romanos, por exemplo, tinham seu método de representar niimeros de 1 a
10.000, com os dedos das duas maos, assim como os utilizavam para os calculos.
No comércio interno europeu, bem comeo no externo, com os mercadores arabes,
persas e hindus, usou-se ¢ recurso da linguagem numérica dos dedos. Esta prética
estava muito em uso no inicio da Idade Média, tendo o monge beneditino inglés Beda
escrito um texto em 700 d.C., esclarecendo e difundindo tal costume. Antes dele, no
continente europeu, houve poucos estudiosos da Matematica. Os mais conhecidos
foram os romanos Boethius (+ 500 d.C.) e Cassiodorus (4 550 d.C.).

O conhecimento aritmético na Idade Média era dominio de estudantes das es-
colas religiosas, de mercadores e de funcionarios das administragbes. Fazendeiros e
camponeses europeus detinham uma aprendizagem primitiva, de alcance doméstico
e limitado. Legaram-nos muitos tabletes de madeira com tragos entalhados repre-
sentando quantidades.

O costume camponés dos entalhes em madeira obteve status de documentos
legals ou comercials, estabelecendo débitos e processos de pagamento envolvendo
pessoas de uma comunidade. Os “contratos” eram anotados em tabletes duplos
com os mesmos tragos entalhados. Cada contratante conservava o tablete até que o

compromisso comercial tivesse sido cumprido. Esse habito esteve em uso em toda a
Europa do século XIII, XIV, XV e XVL

Da observacao dos tabletes numéricos, os historiadores concluiram que os nume-
rais romanos sao de origem camponesa e levantaram as hipdteses sobre o significado
de cada um de seus numerais. Um hédbito comum observado é aquele de cruzar tracos
quando completado um agrupamento. No caso mais geral, quando completado um
agrupamento de dez.

Examinemos os numerals romanos e sua suposta origem.
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valor numérico numeral origem

1,2,3, LI 11 tracos entalhados na madeira
4 III  posterior-
mente [V

10 X derivado da préatica comum de cruzar grupos
de tracos

5 \'% metade de dez: X —» «-Xenr  —m V

100 X posteriormente tornou-se C da palavra latina
centum :

50 L metade de cem K - -F¥— ¥ Y od o1t

1000 (X) =@ = © posteriormente M da palavra latina mille

»

500 D metade direita de mil D Cf? — D

10 000 C@ B forma antigo

5 000 b metade direita de dez mil

100 000 (@} dez vezes mil
{forma antiga)

50 000 L}) metade direita de cem mil

1 000 000 X1

A fracéo % era indicada por uma unidade cruzada por um trago:

XIIK para denotar 123; L X X VI{  para 763,

As vezes, nos manuscritos medievais, o S {letra esse) foi usado como abreviatura
da palavra latina semi = metade:

W indicava 5 menos ; = 4%; ¥ para 10 menos § = 91,

Os numerais romanos foram muito usados por todos 0s povos europeus devido
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sua praticidade e estavam enrvaizados nos costumes populares. As operagbes nos
moldes romanos, efetuadas na tabua de contar, o abaco, associavam contas a valores,
dependendo da posigao ocupada: unidade, dezena, centena, unidade de milhar, etc,
ou seja, os europeus utilizavam no abaco o nosso moderno principio posicional para
agrupamentos decimais. No registro do resultado dos calculos, utilizavam algarismos
romanos. Essa duplicidade, cdlculos decimais no dbaco e algarismos romanos na
escrita, permaneceu durante séculos.

Os europeus ndo foram diferentes de gregos, hindus, arabes, chineses e japoneses
no efetuar calculos com o recurso da tabua de calcular. As tabuas gregas, por
exemplo, de nome “abakion”, caracteristica da regido de Atfenas, no século VII a.C.,
supde-se terem influenciado as tabuas romanas.

As gregas possuem 13 colunas, 4 delas referentes a submultiplos da unidade: o
obol (0), sexta parte da unidade; o hemobolidn (¢), metade do obol; o tetartemorion
(T), quinta parte e; o chalkds (x), oitava parte do obol. Estavam estabelecidas as
seguintes relagdes:

1 unidade = 1 drachma = 6 obols = 12 metades de obol = 24 quartos do obol
= 48 oitavos do obol

1 talento = 6.000 unidades.

As posigoes das colunas no abaco g1ego estdo ilustradas por numerais atzcos e 08
valores indicam o n2874 + 2 —%— 1 + b 5 +

Talento drachmas obol

T = X ™ H ™80 T CcTX

6000 5000 1000 500 100 50 10 5 1 1 11
e L :

S0 4 %09 +50+B0 4 y 4 Z 1.1, L
(:; 11 a4 ‘3

As tabuas recobertas de areia, facilitavam a remocio das contas de uma coluna
a outra. Se mudasse uma delas do chalkds ao talento, seu valor estaria aumentado

de 288.000 vezes.

No “abacus” romano, as colunas referentes as fragdes representavam a semiunciae
1

= metade da unciae (£); a sicilius = | {2) e duella = § da unciae (2). As contas,
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discos de marmore, metal ou vidro, mudadas de uma coluna a outra, assumem o
valor posicional de no mdximo 1 000 000. No incicio da era cristd, existiam dbacos
simplificados do tamanho da mio, algumas vezes indicando agrupamentos quinarios
intermedidrios.

Colunas e valores nos dbacos romanos

Xl b % XTI 042

1 000 000 100 000 10000 1000 100 10 1 13

A
L

A tabua de contar, a seguir, apresenta agrupamento quindrio na parte superior.

*

b & ¢ X 1

-

LR R

-

nindicado = - -5 2 3, g

Calculi (= pequenas pedras) é o nome dado as contas do dbaco romano. - Cal-
culare, palavra introduzida na lingua romana aos 400 d.C. na Espanha, tem seu
significado relacionado & contar “calculi” no abaco.

Os numerais gregos e romanos, como indicados nas colunas das tdbuas, tinham
regras primitivas, se comparadas ao processo avanc¢ado, posicional, utilizado para os
calculos no abaco. o

Dos estudiosos do abaco, o monge Gerbert (- 980 d.C.) foi o primeiro a escrever
sobre o seu uso. Ele estudou nos monastérios espanhdis onde aprendeu os nume-
rais hindus trazidos pelos darabes em 713 d.C. Tornou-se professor de autoridades
eclesiasticas e papa em 999 d.C., comn o nome de papa Silvester II. Em seu livro
“Regras para calcular com mimeros no abaco”, apresentou uma tdbua de contar
com 27 colunas, das quais 3 representavam fragdes. Chamou-a de arco pitagérico
pois considerava as tdbuas invencdo de Pitdgoras.

Gerbert inovou ao trocar os “calculi” romanos por “apices” (= pequenos cones
com numerais hindus escritos}. Nio utilizou o agrupamento quinério & moda romana
e no lugar de 4 calculi, colocou o dpice com o numeral hindu 4, ou seja, representou
um namero de pedras por um apice com a quantidade escrita em numeral hindu. O
zero nao foi utilizado por ele.

Os numerais hindus, como adotados por Gerbert, no dbaco, ndo contribufram
para simplificar notagdes ou calculos. Qualquer outro simbolo, se escrito no &pice,
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teria o mesmo efeito. Talvez, por isso, os dpices ndo tenham sido bem assimilados
nos monastérios, embora nos séculos XI e XII dizer gerberista ou abacista tinha o
mesmo significado, usudrio do abaco.

Em geral, durante o século XI, os algarismos hindus, guando adotados, o fo-
ram sem o devido entendimento do principic posicional. Apenas foram trocados os
nurnerais romanos pelos hindus. Faltou compreensao do sistema,

Ao contrario na Itdlia, ou melhor, em Pisa, Leonardo Fibonacci (1175-1250),
dominava perfeitamente os cdlculos com os numerais hindus, habilidade aprendida
com comerciantes arabes e em viagens pelo Oriente. Esse talentoso matemético
sofreu influéncia das algebras de Al-Khworizmi e Abu Kamil e divuigou as notagoes
e calculos hindus no texto escrito por ele: Liber Abaci.

Fibonacci, embora prestigiado pela corte italiana, ndo obteve boa receptividade
para o conhecimento aritmético que defendia.

A sociedade italiana, entusiasta das facilidades do uso do abaco, resistiu aos
calculos hindus e nao percebeu as vantagens dos novos numerais.

A partir de séc. XIII, a produgdo e o comércio floresceram, forcando a aplicagao
do uso das tabuas. As linhas verticais do dbaco foram substituidas pelas horizontais
e os “4pices” deram lugar novamente aos “calculi”, transformados em discos de
metais semelhantes a moedas e com desenhos estampados sobre eles. O povo francés
adotou-os na vida cotidiana, sendo seguido pelos demais povos europeus. No séc.
XV, a habilidade do cédlculo no dbaco era requisito basico para os cidadaos.

Tivemos, algumas vezes, as tdbuas de contar confeccionadas em tecidos para
facilitar seu transporte e os agrupamentos quinarios podiam ou ndo ser adotados.
Termos como numeracao {=colocacdo dos ntmeros na tédbua), adi¢do, subtracao,
duplicargio, mediagdo, multiplicagdo, divisio, elevagao (= trocar grupos de contas
por outra de ordem superior) e resolugdo (= decomposicdo do nimero de ordem
superior no de ordem inferior), estavam relacionados aos cdlculos no abaco e eram,
agora, usados popularmente.

Vejamos aiguns exemplos dessas operagoes num dbaco de agrupamento quindrio
intermediario.

I) Subtragdo (ilustrada em 5 etapas) . | :
436 I ’
~ 189 ° ’
947 i ® MR

(1) Yoo + 30+ (5+4) 100 + (chv 30} +(5+4)
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ML S o g ¢
o *
— 2 g G b0
L b .
890 -0-G I *-9
(2) 1 conta representando a dezena (3) situagdo intermedidria

é decomposta em 1 conta de valor 5
Y .
e 5 contas referentes a unidades

f-bow o ¢
e -]
S e
$ e
o = & 1
(4) 1 conta representando a centena {5) resultado final 247

¢é decomposta em | conta de valor 50
e 5 contas referentes & dezenas

IT) Duplicagdo e Mediagdo, na maneira de Jordanus Memorius {+ 1200 d.C)

R

&
L

o
-

q
L]

0 &

s Juplicacdo
1454 727

As operagbes de duplicacio e mediagdo sio usadas até hoje, por alguns campo-
neses russos, na maneira Hustrada, a seguir,
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1} 36 x 73
metade 18 x 146 dobro
metade g x 292 dobro

4 x 584 houve mediagao do impar 9.

Veja Obs.1

2 1168

1 x 2336
resultado 23364 292 =

= 2628

Foi adicionado a 2336 o ntmero 292, correspondente ao multiplicador impar 9.
Obs. 1

9x292 = 3 x(292x2) = (4+1)x{292x2) = (4x584)+3.(2922) =
= (4 % 584) + 292 4 ficou para trds e é posteriormente compensado no resultado

final.

2) 74 x 17
metade 37 x 34 dobro

18 x 68 Veja obs.1

9 x 136

4 x 272 Veja obs. 2

2 x 544

1 x 1088
resultado final L3SS 4+ 34+ 136 =

Foram adicionados a 1088 os nitimeros 34 e 136 correspondentes aos multiplica-
dores impares 37 e 9.

Obs. 1
3T x 34 =¥ (349)—(18+%)x(34x2)m
:(18x6b)+( x34x2)=
=(18 x 68) + 34 (ficou para tras)
Obs. 2
9 x 136 = (56><?) (4 2) x (136 x 2) =

il

g
2
(4% 272) + (1 x 136 x 2) =
4 x

=(4 x 272 )-+ 136 (ficou para trds)
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III) Multiplicagdo : 6 x 38 (ilustrada em 4 etapas).
¢

(1)

(2)

)

&)

Resultado final

= LR .
}u’:ﬁ,\ \_.«&4 Tt Ao

Abeeco

B

..

e et
&
it

282 30+ (5+73)

/i\bc.wm 4

w b

-]
L
[

. e -see

Si’;icﬁvvl{’.; ce-dony
A e A
R L L

e OV

o )

= E %'v =

i

Alocce 3

%oa[mwm ;P\,\
AOo )1« (‘50 4= ’bo)

"iah

L
[
-]
§
3

4
«

A oot A

o X 9 2 349

)

Ry

~
2% OfMAZLLR
14

R{-f‘-czcl = R&

IO - Y SO SOSRUS -

%

4

&
i

K,

bl

—-w—ﬂwauw@w—»w«ﬁwi‘ %

L3

L]

.

S
Sedeoilooeds Cr

0 x 38 = 228 = 200 -+
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IV) Multiplicagdo: 23 x 38 {ilustrada em 6 etapas).

(1)

(5)

(&)

Abeas 4.

S%V; {ice-de Lo 30 zboo

- » w
L) L 4 o it
e x B
et Qs
T a, 'S 0
%N:«fngwa“‘ BELS ST R i A i Rat p= Ry
¢ ®
PP — - -
° .
e ] K P
oo 2 a kS ‘;fg ‘}\;,-,\n\,crz.i” RQ”"(‘ ??‘"QP - {.’\3
Sepelicede pe ks b
' o ”
o Ry
x 3 ° . o
[ 2
Y v : -
M%«,»L\/{cc«&q BR300 P\?, "‘{&;Qr\‘/\ug«cﬂ uw-;)*.\{ “op = (&\1
—M_-——......__] " -
e g e -« ©
® x o o
e i a e
[T 35 I @
e S (gt 5% = R
Srepfieeds 255 = 45 4 Prepeatte I T Brop = Ty
o el - - _
b @
© ' | e B
uw@‘ﬁwﬁ——-f——wb b4 :,)) b A
ﬁ,\:&?ﬁv»\ EI'-CQ“ \‘L 3 EY ":) = Q:? f{ l‘; C.:?iofmj‘/\ci_:i.c:rv JLSM»V %{“:GI’): (2, C)

Reoul ta do

frasd

3749.
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V) Divisao: 96 + 4

[T SR ————

EAA rodls D0 =z AD &

)

[

@?@&Z—Q 1

Cgl:\.\ «\J"\' Q_LL\A QL“J L

i e 'K\‘ Co s

C{L\. M Q,C,.,bx,\'.“f

(ilustrada em 5 etapas).

[

= . . !
/ -
T U, TR diandis 1

M

S
— . .
fw r
i

b

1c + g

Fey
50 =Y = ’

J
.
|

ot Tt Gyt Gyt oy =
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E famosa, nos dias de hoje, a habilidade dos japoneses no calculo com o abaco.
Este, na sua versdo moderna, denominado soroban, supoe-se ter sido introduzido no
séc. XVI, vindo da China. O soroban, bem como o suan pan, abaco chinés, tem
agrupamento quinario. O suan pan apareceu na China no sée. XII e ha quem diga
que sofreu influéncia do abaco romano, povo com o qual os chineses mantiveram
estreitas relagdes comercials.

Com o comércio prosperando na Europa, os mercadores e comerciantes necessita-
vam de maior rapidez no trato com os nimeros, contribuindo para que as vantagens
dos numerais hindu-arabicos fossem reconhecidas, ndo sem antes terem sofrido in-
tensa resisténcia, como vimos. Os cidaddos comuns foram, aos poucos, adaptando-se
aos novos metodos, embora muita confusido ainda acontecesse na sua adogao. Sur-
giram notac¢des dubias como: MCCCSII para 1382; CC2 para 202; I5X5 e IVOII
indicando 1515 e 1502; e 150030 com significado de 1530. Os contratos comerciais
redigidos em latim tinham as pdginas, os calculos e as datas registrados em alga-
rismos hindu-arabicos, enquanto o montante de dinheiro era escrito em algarismos

\

romanaos.

De fato, os numerais romanos seguiam regras faceis e os numerais hindus apli-
. ‘. ol : I . .
cavam o principio dificil e abstrato do valor posicional. Apenas apés o seu perfeito
entendimento, conseguia-se a simplificacdo no seu uso e nos calculos com ele.

Com a impressao do tipo mével em 1450, os muitos livros impressos contribuiram
tanto para a divulgacdo do dbaco como dos calculos com os algarismos hindu-
ardbicos. Entre os livros de Aritmética da época estio os de Adam Riese, impressos
em 1518, 1522 ¢ 1550 e o de Robert Recorde, em 1541, Devemos esclarecer que, por
essa €época, a palavra Algoritmo, de origem arabe, derivada latina de Al Khwo-
rizrai, indicava regras de calculo das operagdes com numerais hindu-ardbicos, fossem
esses efetuados no dbaco ou ndo. Algoristas eram pessoas defensoras do uso dos
numerais hindu-ardbicos.

Acompanhando os fatos histéricos, chama-nos a atengdo o fato de nossa nu-
meragao falada seguir principios similares aqueles da tdbua de contar romana; pala-
vras diferentes para cada um dos nove digitos e, para cada agrupamento decimal de
ordem superior, representante de uma posigdo no abaco. Além disso, causa estra-
nheza que os sistemas de numerais dos gregos e dos europeus medievais néo tenham
evoluido para sistemas cujos principios fossemn similares aos das tdbuas de calcular.

Na verdade, dos sistemas de numerais existentes no mundo, apenas o chinés
e o hindu aplicaram esse eficiente procedimento. O dos chineses, em linguagem

4
ideografica, indicava a quantidade nomeando o digito e seu valor posicional; o dos
hindus, mais abstrato, registra os digitos somente, devendo cada um deles ser inter-
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pretado pela posicdo na representagio. Assim, se faldssemos quinhentos e setenta e
oito, os chineses escreveriam em sua linguagem 5C7D8 e os hindus 578.

A simplificagéo conseguida pelos hindus, enfim compreendida em toda sua esséncia,
fo1 amplamente utilizada na Europa, a partir do séc. XVI. A partir dai, coube aos
europeus tornar compreensivel a aplicacio do principio posicional aocs sub-multiplos
da unidade, tornando possfvel os calculos, com quantidades menores que a unidade,
sem o uso de frages.

Stevin esta entre os que mais contribuiram para a Aritmética das fragdes deci-
mais. Em texto escrito em 1585, cujo titulo em francés é La Disme, forneceu uma
notagdo para as representagdes decimals, regras para as operagoes e suas justifica-
tivas. Aplicou seu préprio estudo a calculos, envolvendo dinheiro, pesos e medidas.
Seu trabalho foi um marco na histdria cultural do nimero.

Sarton (1935) assim se pronunciou, ao comentar a importéncia e o significado de
sua obra para a época:

“ A simplifica¢do nos calculos obtida pelo trabalho de Stevin representou uma
grande conquista e uma grande invengdo, pois permitiu que, em nossos dias, nu-
merais decimais fossem operacionalizados com muita simplicidade e talvez isso nos
tenha feito, muitas vezes, desvalorizar a importancia desta etapa vencida”.

Na notagdo de Stevin, a unidade é seguida do simbolo (0), indicando a fragio
decimal ($5)°, o décimo é seguido do (1), o centésimo do (2) e assim por diante,
1 L)2 .., respectivamente.

representando as fracoes (=)', (55

A notagao para 8,937 ¢ feita, por exemplo, e 3(0) 9(1) 3(2) 7(3). A representagéo
adotada foi, sem divida, deficiente e confundia com a indicacio de quantidades

desconhecidas utilizada pelo mesmo autor:

3(0) 4(1) 9(2) representava 3,49, bem como  9(2) + 4(1) - 3(0) significava 9x?
+ 4x - 3.

As operagoes efetuadas similarmente aquelas com nimeros naturals possufam
justificativas baseadas nas fragoes decimais. Para multiplicar 32,57 e 89,46, Stevin
deu, como resultado, quociente de tltimo digito (4), pois este derivava das fracdes
decimais que compunham os fatores:

Exemplo 1: 32, 57 x 89,46

Em notacio da época:
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H 8{)

4 R
16 + 100

0 (1) (@
3 2 D 7
X 8 9 4 6
1 9 ) 4 2

I3 0 2 8

2 9 3 1 3
26 0 5 6

2 9 1 3 7 1 2 2
© 1) @ 6 @

O produto, expresso em notagao moderna, € 2913,7122. O menor valor, de ordem
(%)%, é derivado da multiplicagdo de (5)? por (35)?, relativo aos fatores.

Exemplo 2: 3,44352 + 0,96

O quociente tem Gltimo digito (3) pois,

3(0) 4(1) 4(2) 3(3) 5(4) 2(5) = 3 + £ + ok + 5 + 5o +
e 9(1) 6(2) = & + .

De forma que o produto fica:

Bhs + 2 = 28T = 3(0) 5(1) 8(2) 7(3).

No texto de Stevin, os dois nimeros foram divididos como naturais e, posterior-
mente, estabeleceu-se as suas casas decimais.

Antes deste estudo, existiam, na Europa, algumas traducdes de originais arabes,
onde a idéia de fragio decimal foi usada com simplicidade, sem justificativa e combi-
nada com a base sexagesimal. Além disso, antes dele, o use das fracdes decimais nio
foi generalizado no continente europeu, e quande usadas, o foram intuitivamente,
semn relaciond-las & extensdo do sistema de numeragio decimal a submiltiplos da
unidade.

Por exemplo, para v/26 aplicava-se o método v26 = 3/260000 € o resultado

indicava-se na base 60; 5°5'24".

Qutras vezes, valia a férmula: 0 = b /06020 10%m
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Num texto do italiano Pietro Borghi, de 1484, hd citagio da divisdo por «.10"
. Ele sugere cortar n algarismos do dividendo, da direita para a esquerda, e dividir
o restante por a , isto é, para efetuar-se 2345678 + 3000, deve se separar os trés
altimos algarismos 678 e dividir-se o restante 23456 por 3, obtendo-se o quociente
7818 e o resto 2.

O resultado final é, portanto, 7818 gjg%.

O mesmo método foi usado por Christoff Rudolff (1530), que introduziu a barra
vertical como separador das partes decimal e inteira.

O desenvolvimento de uma notagio para os nimeros decimais foi vagaroso. Em
1579, Viete usou tipos menores ¢ a barra vertical para diferenciar a parte decimal.
Em 1592, o italiano Magini colocou a virgula e o suigo Biirgi, um zero abaixo do
altimo algarismo da parte inteira. Christopher Clavius, um ano depois, fez uso de
um ponto.

Assim, Blirgi indicava 141,4, Christopher Clavius 141.4 e Magini 141 4.
[}

A criagdo do logaritmo por Napier e a publicagio da primeira tdbua logaritmica
por Biggs em 1624, fez ampliar o uso de decimais e surgiram muitas notagdes,
algumas delas apresentando redundéncias.

Vejamos algumas notacoes do século XVIIT ¢

34MI 34 1'4"9"6" 34, 1142296
34, 1426""; 34,1426% ;  34.1.4.2.6.;

341426; 34 [ 1426 ; 34'1426

Finalmente, em 1800, o ponto e a virgula estavam definitivamente aceitos e os
matemadticos europeus passaram a concentrar-se em questdes de carater fundamen-
talista, que vinham j4 ocupando a vibrante e fértil comunidade cientifica.
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3.2 A Confianca nos Processos Infinitos

Nao ternos a ambicgdo de apresentar, nesta secdo, uma descrigio formal e completa
do desenvolvimento do concelto de numero. Trata-se, mantendo-nos coerentes com
as secOes anteriores, de uma visdo geral. A Aritmética e seus fundamentos consti-
tuem um vasto e intrincado campo da pesquisa matematica e, certamente, nao esta
no escopo deste trabalho. Pretendemos enfatizar alguns pontos que consideramos de
interesse para a Educagao Matematica, no que diz respeito a formacdo do professor
dessa disciplina.

Nessa linha, aspectos histéricos merecerdo consideragdes até minuciosas, sem
nos comprometermo, entretanto, com a complexidade de alguns processos analiticos
envolvidos,

Esta secao esta mais fortemente ligada a problemas de dois milénios, a crise da

incomensurabilidade com os pitagdricos, do que aos fatos ocorridos de entéo até a
época da criacdo do calculo diferencial, com Newton e Leibniz,

Na verdade, como observamos na segdo 2.2, ao tratarmos dos gregos, a sutileza
dos argumentos de Zenon revela uma impressionante argicia, ao apontar questdes
fundamentais que persistiram abertas até a época da jd recente tendéncia da arit-
metizagdo da andlise. Seus paradoxos chegaram a ser classificados como falacias por
Aristoteles, mas nao foram resolvidos em todo esse longo tempo.

As inquietagdes surgidas na Grécia Antiga, apds os paradoxos de Zenon (veja
pag.53) estdo relacionadas as questdes:

1. Uma magnitude é infinitamente subdivisivel?!.

2. Uma magnitude é formada por um ntmero muito grande de pequenissimas
partes indivisiveis?

O método de exaustio creditado a Eudoxo assume a divisibilidade infinita de
magnitudes e se mostrou um importante instrumento para Arquimedes demonstrar
a férmula do volume da esfera. O método, porém, nao o levou & descoberta inicial
da férmula. Esta foi conseguida por ele ao usar o método do equilibrio, no qual
considerou a idéia de uma magnitude ser composta por um nfimero muito grande
de pequeninas partes indivisiveis. Eves (1990} ilustra, de forma acessivel, o método

de equilibrio como usado por Arquimedes.

"Magnitude, como entendido pelos gregos, é um segmento de reta ao qual esté relacionado um
nimero.
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Com as traducdes dos manuscritos de Arquimedes, por volta de 1540, os ma-
teméticos europeus do século XVIe XVII puderam avancar nas questdes envolvendo
os “indivisiveis” e utilizd-los no calculo de volumes e areas, dando origem a teoria
da Integragio estudada por Stevin {1548-1620), Luca Valeria (1552-1618), Kepler
(1571-1630), Wallis {1616-1703) e ampliada, para os estudos de diferenciacio e limite
realizados por Fermat (1601-1665), Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716).

Apesar do desenvolvimento matematico obtido, ainda persistiam dividas envol-
vendo numeros muito grandes ou muito pequenos.

Por exemplo, Galileo Galilel, em 1636, observou que os ntimeros naturais po-
diam ser colocados em correspondéncia biunivoca com os ntimeros pares, ou seja, a
quantidade de numeros pares é a mesma dos ndmeros naturais.

A correspondéncia, em questdo, é obtida arrumando os nimeros naturais e os
nimeros pares na forma abaixo:

NLTIeros pares numeros naturais
0 > 0
9 et 1
4 — 2
6 — 3
8 — 4
10 s 5

Bolzano (1718-1848) estabeleceu a correspondéncia biunivoca entre os ntmeros
naturais e os seus quadrados, arrumando-os da seguinte maneira:

nimeros naturais quadrados correspondentes
0 — 0
1 — 1
2 L s 4
3 R 9
4 — 16
5 ey 25

.

Esses exemplos negaram o postulado de Euclides (300 a.C.): “o todo é maior
que uma sua parte”, pois tanto o conjunto dos nimeros pares, quanto aquele dos

122



quadrados dos inteiros positivos, partes, portanto, do conjunto dos nimeros naturais,
foram considerados com o mesmo nimero de elementos desse dltimo.E Zenon havia,
também, levantado pistas sobre a ocorréncia do mesmo fendmeno envolvendo os
segmentos de reta e suas partes.

‘Estes fatos, ndo bem explicados, requeriam a necessidade de maiores esclareci-
mentos sobre os conjuntos infinitos. As duas correspondéncias analisadas e o 49
paradoxo de Zenon contrariaram a intuigdo humana.

Estudos realizados durante o século XVII e XVIII, especialmente aqueles sobre
quantidades muito pequenas, também levantaram suspeitas sobre nogoes intuitivas
de aceitagio generalizada. No caso, questionaram se “a soma de um ndmero infinito
de quantidades positivas é um nimero infinitamente grande, mesmo sendo essas

' . ” M 4 oS C— .
quantidades extremamente pequenas”, isto € 3772, ¢; = oo onde ¢; > 07

Os resultados obtidos na ocasiao, entre eles os abaixo ilustrados, ndo esclareceram

definitivamente a questao.

1. A soma infinita, de quantidades cada vez menores,

et
10 100 1000 ° 10000
representa o numero racional 0,9999 ... de expansdo infinita repetitiva.
3 2 3 2 3 2 - :
2. asoma 16+ 766 + 1866 + 5000 T To0000 T Tov0a0s T -+ - €XPressa o numero racional

0,323232 ...

3. % + 4 % + »1{; + 5}5 + ..., soma infinita contida no cerne do paradoxo de Aquiles
e a tartaruga proposta por Zenon (veja pag.53 ), se aproxima do nimero 1
para um numero muito grande de termos cada vez menores.

S R T E
Soma infinita que Leibniz (1689) e Jacob Bernouilli (1654-1703) foram inca-
pazes de esclarecer e exibida por Euler, em 1736, denunciou um fato curioso:
adicao infinita apenas de nameros racionais pode resultar num niimero envol-
vendo , irracional de expansdo infinita e nio repetitiva.

1 i 1 1 H ?
Sttt atat.. =

Esta soma é semelhante a anterior e também apresentada por Euler.

6. 1-1+1-141-141-1+..,, soma infinita para a qual Leibniz apresentou

o resultado S = 7, embora muitos a julgassem nula ou igual a unidade. A

analise efetuada, até entao, dependia do agrupamento considerado.
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Assim, fazendo-se,

1D+ {1-~D+0~1+(1-=1)+..., asoma é zero.

Tomando-se

1—-(1-1)+0—-1)+(1~1)+(1~1)+...,asomaél.

Leibniz julgou S =1—-(1+1~1+1=1+...)ou § =1~ 9, de forma que
25 =1 e portanto 3, representando a soma, é %

Anos depois, provou-se que nerhum desses resultados ¢ verdadeiro, e a soma
cresce pata o infinito.

7. 1+ % “+ 3},’- 4 % + é + -é— + ... soma infinita que vagarosamente excede qualquer
nimero natural. Estudos mais recentes, comprovam que, se eliminarmos da
soma as fragdes cujos denominadores tém o digito 9, ou seja, se eliminarmos as

fragdes £, 15,55, a5s a50 - - - & soma infinita resulta num nimero entre 22,4 e

23,3.

Lisses exemplos apresentados e muitos outros colocaram em cheque a intuigio e
os estudos efetuados por caminhos nao muito rigorosos, e estimularam a grande pre-
ocupagao dos matematicos dos séculos XIX e XX: & fundamentagdo do conhecimento
matematico em bases sélidas.

Ainda que Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1818) e Gauss (1777-1855) tenham
desvendado a malor parte dos problemas envolvendo somas infinitas de quantidades
muito pequenas, aquelas envolvendo quantidades muito grandes continuaram sem
esclarecimento a ponto de Euler ter considerado % como infinito e % duas vezes

1

maior que 3. Gauss parecia concordar com Euler, pois defendeu, para as grandezas

infinitas, o uso das mesmas regras da Aritmética elementar.

Weierstrass (1815-1897), no entanto, resistiu em aceitar o conhecimento cons-
truido usando nogdes intuitivas sobre os sistemas de niimeros e clamou pela forma-
lizacdo dos conceitos numeéricos.

No final do século XIX, os trabalhos de Dedekind (1813-1916), Georg Cantor
(1845-1898) e Giuseppe Peano (1858-1932) estabeleceram esses fundamentos a partir
do mais simples e basico dos sistemas, o dos nimeros naturais.

Com o intuito de clarear as dividas existentes e desmistificar a nocio de infi-
nito, vamos tratar, a partir de agora, dos fundamentos dos sistemas de ndmeros,
mencionando, quando julgar necessdrio, os fatos histéricos que os precederam.

Os numeros naturals, que poderiamos chamar nimeros de contagem, sio 1,2.3, ...
e a colegdo de todos eles, que ¢ infinita, forma um conjunto denotado por N. O zero
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é incluido entre os niimeros naturais por alguns autores, em geral algebristas. Peano
estd entre eles, como veremos, a seguir. Esses numeros estdo ligados & necessidade
de contar, & idéia de pluralidade. Como vimos na secao 2.1, sio de conhecimento
de todas as culturas conhecidas, mesmo as mais primitivas, exceto pela nogdo de
infinitude.

Os gregos antigos conheciam bem esses niimeros, é claro. Muito além disso, na
Grécia antiga, ja havia especulagdes sobre nimeros ndo racionais. Mesmo antes,
segundo E.L.Lima (1985) [RPM n? 6], por exemplo, os babilénios j4 haviam notado
(por volta de 4000 anos atras) que o nimero de vezes que o didmetro estd contido
no comprimento da circunferéncia é sempre o mesmo, independentemente de quanto
mega esse diametro. Isto ¢, nessa época, os babilénios j4 andavam rondando o famoso
ndmero 7. E até faziam para ele uma estimativa muito boa. Afirmavam que esse

25 22

nimero é maior que 2 e menor que £,

Entretanto, a formalizagdo légica do sistema dos ntimeros naturais, de acordo

com os padroes de rigor dos nossos dias, sé velo a se concretizar completamente
muito mmais tarde, por Giuseppe Peano, com os axiomas de Peano, em 1889,

Em seus fundamentos da Aritmética, Peano fixou trés conceitos primitivos: zero
(0), nimero {natural) e a relagdo “é sucessor de”. Em seguida, enunciou os seguintes
axiomas, sobre 0s quais se baseiam iniimeras construcdes rigorosas da Algebra e da
Analise:

1) Zero é um nimero.

2} Se ¢ é um nimero, o sucessor de a é um nimero.

3) Zero ndo ¢ sucessor de um nimero.

4) Se os sucessores de dois niimeros séo iguais, eles préprios sdo iguais,

5) Se um conjunto S de niimeros contém o zero e também o sucessor de todo
ntimero que estd em S, entdo S contém todos os nimeros.

O quinto axioma de Peano é conhecido como o principio de indugio. A partir
desses axiomas sdo definidas as operagdes usuais de adigdo e multiplicacdo, relagio
de ordem, etc. Uma vantagem técnica de incluir o nimero 0 entre os naturais é a de
garantir a presenca de um elemento neutro para a operacio de adicio em N |, isto
€, 0 satisfaz a propriedade: a + 0 = «, para qualquer niimero natural a.

Nas secoes anteriores, o conjunto dos niimeros naturais mostrou-se por demais
restrito como instrumento auxiliar no trato de problemas préticos. Nio podemos
precisar, historicamente, quais foram as primeiras dificuldades que comecaram a re-
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velar essas deficiéncias. Tal fato ocorreu, certamente, ainda em civilizagbes muito
primitivas. J& dissemos que os babildnios, ha quatro milénios, faziam notaveis es-
timativas do 7. Foram, portanto, os numeros racionais a primeira extensao dos
naturais,

Entretanto, admitindo uma aberracio cronolégica, apresentamos aqui os nfimeros
inteiros antes de falar nos racionais. Dada a nossa explicita intengao de dar um pouco
mais de importancia ao formalismo matemético, sem desprezar a histéria na presente
seGa0, cremos que essa inversao é aceitavel. Ademais, como essa € uma pratica muito
comum no planejamento de programas de cursos de graduagdo, cremos que nossa
decisdo pode suscitar discussoes salutares em conexao com o principio biogenético.

A época da descoberta dos niimeros relativos ja estd na era cristd. Segundo M.
Kline (1972 ,p.185) foram os hindus que o fizeram através de Brahmagupta, por
volta de 628 d.C., embora se saiba, como j& vimos na segio 2.3, que os chineses
operavam com grande desenvoltura com nimeros positivos e negativos.

4

E, para nos, dificil crer que, entre os babilénios, ninguém jamais entendera “pre-
juizo” como “lucro negativo”... . Néao se trata, porém, de contestar a histéria,
curvamo-nos diante dos fatos. Sabemos que Diofanto, em torno de 250 d.C., estu-
dando equacoes de segundo grau, considerava apenas as raizes racionais nao nega-
tivas. Quando ocorriam, as raizes negativas eram simplesmente ignoradas. Inde-
pendentemente da ordem de ocorréncia dos fatos, um dia a humanidade certamente
acabaria por eshbarrar na impossibilidade de se resolver, deniro do universo N, dos
naturais, {ou Q4, dos racionais nio negativos) uma equacio como

(1) r+2=1

Isso levou a necessidade de se estender esse universo. Por infinddveis razdes de
natureza pratica, era preciso que equagdes como essa fossem resoliiveis. Essa foi a
motivagao para a descoberta dos nidmeros inteiros, que constituem uma extenséo
dos ntimeros naturais, isto é, incluem os naturais.

Como ndo estamos aqui interessados em realizar tecnicamente essa extensio,
contentamo-nos em apelar para a intui¢io e dizer que os inteiros sao os ndmeros
que formam a cole¢do, usualmente denotada por Z, que pode ser ordenada de acordo
com a seqliéncia

o =2,-1,0,1,2, 00

a qual ndo tem comego nem fim. E conveniente representé-los geometricamente por
pontos igualmente espagados ao longo de uma reta,

126



1
Qo

'

AN

+
PO
<
—
o T
L2

A representacdo de Z na reta

Embora se possa realizar tecnicamente a constru¢do dos nimeros sem qualquer
apelo geométrico, do ponto de vista do ensino isto ndo nos parece aconselhavel. His-
toricamente, probiemas relacionados com medigao representaram fortes motivagbes
de natureza geométrica para o desenvolvimento do conceito de numero.

No universo Z, todo ndmero ¢ tem um oposto —a, de sorte que a + (—a) = 0 e,
usando essa propriedade, pode-se concluir que a equacéo (1) tem a solugdo z = ~1.

Em razao de outras extensoes a serem consideradas mais tarde, convém pensar
na reta sobre a qual representamos os inteiros como o eixo 2 da Geometria Analitica
plana. Geometricamente, a adi¢do e a subtra¢io sio representadas por translagdes.
Se a é um dado numero inteiro, a transformagio z +» = + ¢ desloca cada ponto «
espacos a direita, se a é positivo, e ¢ espagos a esquerda, se a é negativo. Em outros
termos, a operagao de adicionar ¢ corresponde a translagio da reta que transforma
0 em a.

Os nimeros inteiros ainda apresentam graves deficiéncias. Os problemas de me-
digdo, j4 lembrados acima, sempre estiveram entre as necessidades mais prementes
para a evolugao da ra¢a humana. No seu trato, é imprescindivel considerar subdi-
visdes das unidades de comprimento, area, volume... S com o conhecimento dos
inteiros nao nos é dado esse grau elementar de sofisticacdo. Quando formuladas
algebricamente, essas dificuldades acabam invariavelmente reduzindo-se & impossi-
bilidade de resolver, no universo Z, equagdes como

Vemo-nos, novamente, diante da necessidade de estender o universo numérico.
Isto motiva a descoberta dos nimeros racionais, que sdao os nimeros ¢ da forma

¢ = af/b, ou ¢ = %, onde ¢ é um inteiro e b um inteiro positivo. Nio hd problema
em permitir que b seja negativo, mas podemos, naturalmente, fazer a identificacio

de a/(~b) com ~a/b.
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A colegao dos nimeros racionals, que é usualmente denotada por Q, contém o
conjunio Z dos inteiros. Um nimero inteiro ¢ pode agora também ser escrito, como
um racional, na forma a/1. Assim, Q é realmente uma extensao de Z e, novamente,
temos uma amphagao do universo dos mimeros. Além do mais, lancando méao dos
racionais, ¢ possivel resolver grande parte dos problemas (nio todos, como j& sabiam
os gregos) de exprimir uma medida em termos de uma unidade fixada a priori.

Voltemos novamente nossa atengao para uma representagio geométrica, de sorte
que possamos entender Q como urmn subconjunto da reta. Um simples procedimento
nos leva, entéo, a constatar que, ao agregarmos novos niimeros a colecao dos inteiros
Z para formar o conjunio Q dos racionais, tornamos o universo numérico muito
mailor, em algum sentido um tanto vago, do que o fizemos ao passar dos naturais
para os inteiros.

De fato, ao representar os racionais na reta onde jé estdo os inteiros (um procedi-
mento sistemdtico pode ser o de primeiro representar os nimeros /b com denomina-
dor b = 2, depois, com b= 3, depois, com b = 4 e assim sucessivamente), verifica-se
que a profusao €, agora, muito maior; arbitrariamente proximos de qualquer racional
estao outros racionais. De fato, entre dois racionais distintos, a/b e ¢/d, é sempre
possivel encontrar um terceiro (por exemplo, {ad + bc)/(2bd}), portanto infinitos.

Vejamos:

Entre 0 e 1 existem os nimeros racionais §,%,2,4, 8 Ty
Entre 0 e ; existem os nimeros racionais £, #, 2,3 &2 STy
Entre § e % existem os numeros racionais }5, %, %, —1“—7, 25’1-, Ce 3;’-_‘;;, -

E assim por diante.

Essa propriedade é expressa em termos técnicos, dizendo-se que o conjunto Q
dos racionais € denso na reta. Uma conseqliéncia de tudo isso é que nao se pode
representar os racionais na reta com uma seqiiéncia de pontos, coerente com sua
ordem natural, como fizemos com os inteiros, =3 < ~2 < -1 <0 <1 <2< 3.,

Uma importante vantagemn conquistada com os racionais é que, para todo ra-
cional ¢ ndo nulo, existe um inverso ¢”!, ou equivalentemente 1/g, de sorte que
qq™" = 1. Usando essa propriedade, pode-se ver que a equagio (2) tem a solugdo
z = % Na verdade, toda equag¢do da forma px = ¢, com p e ¢ racionais, p nio nulo,

temn a solugao 2 = gp~!. Do ponto de vista algébrico, esta é uma grande conquista.

Do ponto de vista geométrico, a multiplicacio e a divisio sio interpretadas
como dilatagdes ou contragoes, ou seja, como homotetias. Precisamente, se g é um
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namero racional pré-fixado, a transformagido x +~» pz € a homotetia de razdo p e
centro na origem (zero), usualmente denotada por O(p). Em nossa opiniao, como ja
externamos, a visao geométrica dos problemas ndo deve ser relegada a segundo plano
quando o assunto é tratado com interesses pedagogicos. A figura mostra construgoes
geométricas do produto gz, a partir de g e de @, quando p > 0, caso (a), e quando
i < 0, caso (b). Sdo construgdes da chamada quarta proporcional para os segmentos
de comprimento 1, @ e g, que remontam a Euclides,

0 R
(a) (b)

A superpopulagio de racionais na reta, revelada pela propriedade de densidade,
é que deve ter levado, em eras pitagoricas, a falsa crenga de que apenas com os
racionais era possivel representar todos os pontos da reta. Isto é, com uma pré-
fixada unidade de comprimento, pensava-se ser possivel exprimir com wm numero
racional a medida de qualquer segmento da reta.

Hé, no entanto, intimeras construgoes geométricas elementares de um segmento
de comprimento z, de sorte que z* = 2. A figura mostra dois exemplos: a cons-
trugao {c), a mais popular, onde x é o comprimento da hipotenusa de um tridngulo
retangulo isosceles cujos catetos sao unitdrios, a construgdo (d), que corresponde a
construgao de Euclides da média proporcional entre segmentos de comprimentos um
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e dois,

() (d)

O problema é que o nimero /2, que representa o comprimento z de um tal seg-
mento, ndo existe no universo dos nGmeros racionais. O que resulta disso é, de certo
modo, uma decepgao, pols os numeros racionais, a primeira vista tao abundantes,
também apresentam wna grave deficiéncia: existem segmentos incomensuraveis.

A firmeza de convicgdes dos pitagdricos, originaria de seu misticismo, deve ter
tornado para eles muito mais incérmoda a primeira crise da Matemadtica, a inco-
mensurabilidade. Todavia, ha quem airibua a eles préprios, os matemadticos da
escola pitagérica, o mérito da descoberta de que V2 nao é um nidmero racional,
Veja, por exemplo, D.G. de Figueiredo (19853). Também Hardy (1967) considera
a prova, segundo ele de Pitdgoras, de que 2 nio é racional, como um dos mais
antigos exemplos de Matematica rigorosa, “as fresh and significant as when it was
discovered.”

Conservando-nos fiéis ac espirito desta exposicdo, nao apresentamos nenhuma
prova de que /2 nio ¢ racional, mas ha varias conhecidas hoje em dia. Uma delas
pode ser encontrada em Hardy {1967).

Nessa linha, a questio fundamental que ndo foi abordada por nds até agora
é: como é que a reta numérica se completa com os nimeros incomensuraveis, os
irracionais? ou, em outros termos, o que ¢ precisamente esse continuo {numérico)
sobre o que os matematicos raciocinam?

Poincaré em “A Ciéncia e a Hipdtese” (1985) esclarecew: “De acordo com a
concepcao corrente, o continuo nao é uma colecao de individuos, justapostos numa
certa ordem, mas exferiores uns aos outros . Ao conirdrio, entre os elementos do
continue se supde “uma espécie de liame ntimo que faz dele um todo, em que o
ponto nao preexiste a linha, mas a linha ao ponto”.
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Mais de dois milénios fol o tempo de maturagio das idéias, fol o que custou
4 humanidade o esclarecimento definitivo dessas questoes. Meu velho professor de
calculo costumava dizer sabiamente: “lisses professores novatos, antes de se impa-
cientar com as dificuldades naturais de alunos iniciantes, deviam pensar em quanto
tempo a raga humana levou para colocar tudo isso em bons termos...”

A solucdo veio com o coroamento do processo de aritmetizacdo da analise, cujos
créditos sio hoje atribuidos a Richard Dedekind e a Georg Cantor . Mas isso nao
foi um passe de mégica realizado por dois notdveis matemdticos, como de fato eles
foram. Nem mesmo foi um processo tranguilo. Para Cantor, que o levou muito mais
adiante, foi tragico. Ainda voltaremos a esse ponto mais adiante.

A Analise, de acordo com a concepcao de Newton e Leibniz, tidos como seus
grandes fundadores, tem, como objetos de estudo, grandezas continuas tais como,
velocidades, aceleragoes, dreas, comprimento de arco etc. A busca dos fundamentos
do continuo, de um ponto de vista estritamente matematico, se faz naturalmente na

Aritmética, porque é ali que o raciocinio matematico se apresenta com toda a sua
pureza, livre das sofisticacdes dos ramos mals complexos da Matematica.

A Aritmética fundamenta-se no conjunto discreto dos nimeros naturais e, apesar
da infinitude (compreendida pelos matematicos da época mas, até entdao, ndoc muito
bem explicada) dos racionals, seu conceito desenvolvera-se através de processos fini-
tos, isto €, as extensdes dos campos numéricos envolveram solugdes de equagbes
algébricas que, no fundo, envelviam um nimero finito e reduzido de operacoes
binarias. Ao final do século XIX, a escola de Berlim, notadamente Kronecker,
dedicou-se de forma ortodoxa a construir a escala continua dos niumeros racionais e
irracionais, lancando mao exclusivamente de processos finitos.

Muito antes de Dedekind ou Cantor nascerem ji havia surgido a chama da
tendéncia de aritmetizacao da analise. Um dos matematicos mais proficuos e con-
sagracdos nessa drea fol Canchy (1789-1857). Entretanto, marcos relevantes dessa
tendéncia foram fincados em 1817 por Bernhard Bolzano, um padre tcheco ndo
muito obediente s determinacdes teoldgicas de sua igreja que, nesse ano, publicou
o livro “Rein analytischer Beweis” onde faz uso de um conceito ndo geométrico de
continuidade, (Veja Boyer - 1974},

Os resultados de Bolzano dizem respeito & estrutura intima dos mimeros reais,
embora ndo tenha ele chegado a sua formalizagao definitiva. Suas especulacdes sobre
os diferentes tipos de infinidades demonstram uma maior clarividéncia do assunto
do que os mais notaveis matematicos da época, como Gauss ou Cauchy.

Tem-se noticia de que Cauchy esteve em Praga ao tempo em que ali vivia e
trabalhava Bolzano, mas é praticamente certo que nao chegaram a se conhecer e
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muitos dos resultados comuns desses dois grandes matemadticos foram obtidos inde-
pendentemente. Infelizmente nao se fez justica, nem em vida nem depois, a Bolzano.
Ha resultados seus atribuidos a outros e, em pelo menos um caso, atribuem-se-lhe
co-autoria com matematicos ilustres que precedeu significativamente. Sua obra foi
muito avangada para seu tempo.

Pouco tempo depois da citada publicagdo de Bolzano, em 1822, Fourier publica
sua célebre “Théorie analytique de la chaleur”, uma obra fundamental para o que
ocorreria nos anos seguintes na Matematica e, também, de grande significado para
a Fisica. Trabalha com grande desenvoltura e clarividéncia com séries de fungdes,
hoje conhecidas como séries de Fourier, explorando-as com a maxima eficiéncia
permitida pelo estagio de desenvolvimento matemdtico. Na época, problemas mal
resolvidos de convergéncia, relacionados ao entendimento insatisfatério de processos
infinitos o que, por sua vez, decorria da incompreensao do conlinuum, passaram
a incomodar persistentemente as mentes mais argutas. A grande concentragio de
esforgos levou & redescoberta inconsciente da obra de Bolzano. Um indicativo deste
fato é que o insigne Weierstrass reobteve, cinglienta anos depois, ignorando a autoria
de Bolzano, o que € hoje popularizado em todos os compéndios de Calculo elementar
como o Teorema de Bolzano- Weierstrass.

Muitas contribuigdes cruciais foram feitas a partir de 1872, o climax do esforgo
intelectual desenvolvido desde a época de Bolzano. As de Méray, Cantor, Dedekind,
Weierstrass e seu aluno Heine sao de grande destaque.

Na verdade, como vimos, a nogao de infinito e o completamento da reta numérica,
desde os pitagdricos, marcava grande presenca por toda a Matemética, mas ainda era
uma nogao extremamente imprecisa e, frequentemente, mistica. Meray ja percebera,
em 1869, um grave erro que vinha dos tempos de Cauchy: definia-se limite de uma
sequéncia como um numero real e depois definia-se um nimero real como limite de
uma seqiiéncia de racionais. Dedekind percebe que um dos paradoxos de Bolzano
relativo aos conjuntos infinitos é, na verdade, uma propriedade universal desses
conjuntos e inteligentemente a utiliza como sua defini¢io: Um conjunto S ¢ infinito
quando € equipotente afesta em correspondéncia biunivoca com) uma parte prépria
de s1 mesmo.

Com Galileu ja havia alguma confusdo entre a idéia de densidade dos nimeros
(entre dois distintos sempre existe win terceiro) e do continuo, confusdo também
revelada por Leibniz. O golpe definitivo nessa questdo foi desferido em 1888 por
Dedekind. Dedekind perguntou-se: “O que ha de diferente entre a continuidade
geométrica da reta e o conjunto Q dos racionais?” e, num instante de criatividade
e talento, concluiu que a esséncia do continuo (geométrico) de um segmento de reta
estd, ndo na idéia imprecisa de ligagdo intima de suas partes, mas exatamente na
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propriedade oposta a essa nogio: a da divisao em duas partes bem definidas por um
seu ponto. Isto levaria & definigao de corte, conforme damos logo a seguir.

Formulou o agora conhecido como axioma de Cantor-Dedekind, os pontos de uma
reta podem ser postos em correspondéncia biunfvoca com os nimeros reais e definiu
um corte de Dedekind como uma parti¢do dos nimeros racionais em duas classes A e
B(istoé, A, B # 0, AUB = @ e ANB = {) tais que todo niimero da primeira classe,
A, é menor que todo nimero da segunda classe, B. A seguir, define-se: um nimero
real € um corte. Se um corte, definido pelas classes, A e B, como acima, for tal
que A tem um maior elemento, ou B tem um menor elemento, entdo o corte define
um namero racional. Em caso contrario define um nimero chamado irracional. O
conjunto R dos nimeros reais passa, agora, a ser sugestivamente chamado de reta
real.

Um exemplo ilustrativo de corte de Dedekind é a particdo dos nirmeros racionais,
tomando como A o conjunto dos nimeros racionais @ tais que z* < 2 e, como B, o
conjunto dos niimeros racionais y tais que y* > 2. Observemos que, representando
geometricamente a reta racional, é o ponto correspondente a V2 que divide a reta
nessas duas classes. Esse € o corte que define o ntimero V2.

O homem acabara de compreender a reta numérica tal como a concebemos hoje
em dia. Chegava ao fimy uma longa caminhada de varios milénios,

E justo mencionar que também Weierstrass construiu uma teoria de aritme-
tizagdo da andlise, contornando o circulo vicioso da defini¢do de convergéncia dada
por Cauchy. Nunca publicou suas idéias, mas as difundiu em suas aulas. Em con-
seqiiéncia, Heine, um de seus alunos, juntamente com Cantor, realizou o chamado
desenvolvimento de Cantor-Heine.

Dada a densidade dos racionals na reta, é surpreendente o resultado de Cantor, de
que eles estao em correspondéncia biunijvoca com os naturais, isto é, Q é enumeravel,
assim como Z.

Na pagAd exibimos a correspondéncia biunivova entre N e duas de suas partes:
N e { ntmeros pares }, N e { quadrados dos niimeros naturais }. Aqui, ilustraremos
a correspondéncia biunivoca entre N e Z e N e Q, embora N seja uma parte de Z
ede Q,istoe, NCZeN C Q.

Para 1sso, arrumaremos os elementos do conjunto Z, na forma 0, 1, -1, 2, -2, 3,
-3, 4, -4, ... e os do conjunto Q, como ilustramos, a seguir:
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numeros mnteiros nimeros naturais

0 — 0
1 ey 1
-1 — 2
2 — 3
-2 — 4
3 e 5
-3 — 6
4 — 7
-4 T 3
numeros racionals
fracdes de denominadores 1 I & 4 e
wf .
< ’ e /
fragoes de denominadores 2 Y2 g 4 4 5 7
goes ) s 2 5 . : 7 2 L.
7 ¥ h
racdes de denominadores 3 Ll 2*‘/§/ 4 # 5
fracoes de denominadores 5 5 3 3 S
¥
e s
T : e ;& g 7 3 ' 4 5
fracdes de denominadores 4 : I y 3 rOEEE
. K
. , ( e 9 .x”’/' 3 4 5
fracoes de denominadores 5 e i- z H 5 -

F, assim sucessivamente.

Todas as fragdes aparecem nesse arranjo. Além disso, podemos colocar os niimeros
racionais na seqiiéncia indicada pelas flechas, omitindo os niimeros antes tomados.
Dessa forma, pode-se obter a seqliéncia de mimeros naturais positivos 1, 2, %, %, 3,4, %, %, %,
%,5, 6,... e a seqiiencia dos numeros racionais negativos —1,—2, :il! :3—1, -3, -4,
=3 =2 =1 -1 -5, —6,...

Reagrupando-os como fizemos com os numeros inteiros: 0, 1 racional positivo,
I racional negativo, entdo 1 racional positivo, etc., é possivel coloci-los em corres-
pondéncia biunivoca com os numeros naturais.

Cantor provou, também, que R é ndo-enumerdavel e, portanto, muito “maior”,
ou “mais denso”, do que Q. Como a reunido finita de conjuntos enumeraveis é
enumeravel, e R é a reunido de Q com os irracionais, segue que o conjunto dos
nameros irracionais é nao-enumerdvel, isto ¢, nio pode ser colocado em corres-
pondéncia blunivoca com os naturais. Assim, 2o completar a reta racional, Dedekind
acrescentou muito mais do que ja havia nela.
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Esses resultados de Cantor estdo hoje nos livros introdutdrios de Anélise Ma-
ternatica mas, na época em que foram obtidos, causaram grande impacto. Segundo
Boyer (1974), o proprio Cantor, por considerd-los paradoxais, em 1877 escreveu a
Dedekind: “Eu vejo isso, mas nao acredito”; e pediu ao amigo que conferisse a prova
de um seu teorema.

Além da classificacio em racionais e irracionais, os nimeros reais podem ser
particionados em nimeros algébricos (aqueles que sio raizes de polindmios com
coeficientes inteiros) e transcendentes {aqueles que nao séo algébricos). Os niimeros
7 e e sio exemplos de nimeros transcendentes. A classe dos niimeros algébricos
inclui todos os racionais e, muito mais, inclui, por exemplo, todos os irracionais que
se exprimem como raizes n-ésimas de inteires, como V2, V3... Um niimero algébrico

interessante € o nimero dureo obtido da proporgao %% = g%, onde C é a divisdo

4urea do segmento AB. Quando fazemos AB = 1 e AC = z a proporgio L = ;£ nos
fornece o polindémio z® 4+ 2 —~ 1 = 0 cuja solugéo positiva é z = :}%ﬁ ~ 0,61803...
/ # -~ v t L3 ~ LR
e ¢ =1=161803... nimero dureo, de expansio decimal mfinita nao repetitiva.
Parece que nio sobra mais muito “espago” na reta para os numeros transcendentes.
Pois bem, acontece que Cantor provou, de forma simples e elegante, que o conjunto
dos nimeros algébricos é enumeravel, Portanto, o conjunto dos transcendentes é
que é nao-enumeravel, “ocupando” assim “mals espago”.

Para finalizar nossas consideracdes sobre a construgido dos nimeros reais, de-
vemos observar que o processo foi arduo nao s6 do ponto de vista estritamente
matematico. Kronecker foi um contemporaneo de Cantor e Dedekind que, além de
matemadtico e préspero homem de negdcios, liderava ferrenhamente um movimento
contrario a construcao dos reals, por nao depender exclusivamente de processos fi-
nitos. A Cantor que, apesar do grande brilhantismo, passou praticamente toda a
vida profissional numa universidade (de Halle) sem expressdo, foi negada, por ma-
nobras do influente Kronecker, uma posigao na importante Universidade de Berlim,
Mais do que isso, Kronecker procurava solapar impetuosamente a obra matematica
de Cantor, a Aritmética transfinita. Kronecker chegou a fazer importantes contri-
buic¢des em Algebra, mas nada que pudesse compensar o imenso mal feito a Cantor
que, extremamente sensivel, passou a ter sucessivos esgotamentos nervosos desde
1884 até sua morte, em 1918, numa casa para doentes mentais em Halle. O valor de
sua obra ja era resgatado antes dessa tragédia. Hilbert (1862-1943), um dos maiores
matematicos deste século, escreveu: “Ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor
criou para ngs.”

Existem outras duas maneiras de se estudar o continuo numérico: por seqliéncia

de intervalos encaixantes e por convergéncia de sucessdes de numeros racionais,
Ambas sdo equivalentes aos cortes de Dedekind, visto que os sistermnas numéricos,
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definidos das trés maneiras, gozam das mesmas propriedades. Courant (1967) faz
uma andlise didatica desses métodos.

Os matematicos da Buropa ainda estavam longe de superar suas dificuldades com
nimeros racionais e irracionais quando comecaram a se envolver com os numeros
complexos. Esses nimeros apareceram quando se procurou estender a radiciagdo, de
sorte que passasse a fazer sentido a raiz quadrada de nimeros negativos. De acordo
com Kline (1972), estd contida em publicagao de Cardano, de 1545, a resolugéo do
problema de dividir 10 em duas partes tais que seu produto seja 40, Procurando as
solucdes da equagao {10 — x) = 40, encontrou as seguintes: 5+ /~15 e 5 — /=15,
Escreveu, entdo, “pondo de lado as torturas mentais envolvidas,” multiplique as
solugoes, obtendo o produto 23-(-15), ou seja, 40.

Os niimeros complexos nio foram um produto da facil aceitagdo, mesmo entre
as eminéncias da época, Descartes {1596-1650) é responsavel por sua cunha de ima-
gindrios. Naquele tempo, as ralzes negativas de um polindémio eram chamadas de
falsas. Descartes escreveu, “nem sempre sio verdadeiras ou falsas as raizes reais, as
vezes elas sao imaginarias.” Mals impressionante é a afirmagdo de Leibniz: “...,esse
anfibio entre o ser e nao-ser, que chamamos a raiz imagindria da unidade nega-
tiva.,” Entretanto, ¢ importante considerar aqui a observagdo de Titchmarsh (1943):
“Existem, certamente, muitas pessoas que otham /2 como algo perfeitamente ébvio,
mas empacam diante de \/=1. Isto é porque elas pensam que podem visualisar a
primeira como alguma coisa no espago fisico, mas nac a Ultima. Na verdade, V=1
é um conceito muito mais simples.’

A impossibilidade de resolver nos reais R uma equagio como
22 4+1=0

é a motivagao para a descoberta dos niimeros complexos, como acabaram sendo
batizados por Gauss que, segundo G.H.Hardy, foi o pnmeuo matematico a usar os
numeros complexos de um modo realmente confiavel e cientifico,

A saida foi definir a unidade imaginaria i pela relagéo 1°* = —1 ou, equivalente-

mente, 1 = /—1. Assim, a forma geral de um nuimero complexo fica a + bi, onde
a e b s40 numeros reais chamados, respectivamente, parte real e parte imagindria
desse nimero, O conjunto, habitualmente denotado por C, dos nimeros complexos
contém o conjunto R dos reais, os guais correspondem aos complexos cuja parte ima-
gindria b é nula. As operagdes de adicdo e muitiplicacdo sdo estendidas formalmente
a C, de modo a preservar as propriedades de que gozam nos reais.

Geometricamente, o complexo a+bi pode ser identificado ao par de nimeros reais

v
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(a,b) e interpretado como o ponto do plano coordenado que tem essas coordenadas.
Assim, o eixo z representa os reais e é chamado ewvo real, enquanto o eixo y, chamado
eize imagindrio, representa os complexos da forma b7, com b real, conhecidos como
imagindrios puros.

b d T M e W M w e e C"‘*"b;l

Representagiio dos complexos no plano

Essa representacio geométrica é chamada diagrama de Argand, embora tenha
sido inventada por Caspar Wessel um pouco antes dele, em 1797. O plano passa a
ser chamado o plano complero. De acordo com as operagdes complexas, os pontos
sdo adicionados geometricamente, como na adi¢ao vetorial. Ao fazer a interpretagao
dos complexos como pontos do plano, é como se tivéssemos munido o plano com
uma operagao interna de multiplicagdao de vetores.

Apesar das reagdes contrarias que despertou e das conotagoes de irrealidade que
lhe foram impostas, os numeros complexos representam um enorme e hoje em dia
indiscutivel recurso das ciéncias aplicadas.
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Capitulo 4

Uma Analise Histdérico-Cultural

Tendo em vista a abordagem drida e muito técnica de grande parte das referéncias
em Histéria da Matemética, supomos poder contribuir, neste capitulo, com o esta-
belecimento de relagdes entre o desenvolvimento do conceito de ntimero, sua repre-
sentacao e ampliagao e as tendéncias sécio-econdmicas-culturais das sociedades, no
que Eves (1990) chamou de “cultural conections”.

Cabe observar que os estudos referentes aos conceitos aritméticos, como ad-
quiridos pelas sociedades, estiveram nas referéncias consultadas, baseados em in-
formacoes colhidas em:

¢ encontros arqueoldgicos nas cavernas paleoliticas, em rufnas neoliticas e es-
cavagoes (documentos, monumentos, timulos, instrumentos de trabalho, ar-

mas).

o relatos de antropologistas sobre povos primitivos de nossos dias vivendo ainda,
em condigdes paleoliticas e neoliticas.

¢ ostudos modernos referentes a nimeros e a contagem,

4.1 Os Caminhos do desenvolvimento

Os primeiros povos viveram provavelmente em porgSes habztavels da Africa Central,
sul da Europa, sul da Asia e na America Central. Nossos ancestrais, conhecidos
por “Australopithiecus”, viveram na ﬁ\tnca, por volta de 5.000.000 a.C., os “Homo
Erectus”, moravam em cavernas da China, aproximadamente em 400.000 a.C. e os
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“Homo neanderthalensis” sdo considerados habitantes da Europa e Oriente Médio,
entre 110.000 e 35.000 a.C. Aos 30.000 a.C., os “Homo Sapiens” construiram tendas
com estacas movels e cobertas com peles de animal.

Os perfodos de tempo abrangendo tais povos e tais culturas ficaram conhecidos
como ldade da Pedra e constituiram as fases:

» paleolitica, de 5.000.000 a 10.000 a.C.
o mesolitica, de 10,000 a 7.000 a.C.
® neolitica, de 7.000 a 3.000 a.C.

Entre os anos 50.000 a 10.000 a.C., o habitante da Terra é némade, vive em
cavernas, segue as migragoes de animais e depende das alteragdes climéticas para
a obtencdo de alimentos. Colhe [rutos e raizes, pesca e caga com instrumentos
de pedra, inventa o fogo. Nossos ancestrais comercializavam uns com os outros,
compartilhavam a cacada e a colheita, desenvolvendo, portanto, entendimentos de
linguagem e de contagem. O culto a religido sempre esteve presente numa tentativa
de explicar e entender os fenémenos fisicos.

Com o degelo acontecendo, aproximadamente de 10.000 & 7.000 a.C., na Europa
e Asia surgem os desertos e as flovestas. O homem constréi habitacOes & margem
dos rios, torna-se agricultor, inventa a cerdmica, a roda, o cobre, o bronze e utiliza
o bote como meio de transporte. Desenvolve o calenddrio, a astronomia, sistemas
de numerais, de pesos e de medidas. Usa Aritmética prética - resolve problemas do
seu dia-a-dia e aprimora sua linguagem,

A provivel seqiiéncia da contagem, até essa época, é o desenvolvimento de:

1, Senso numérico, conceito de mais, menos ou igual,

2. Nogédo de correspondéncia um a um entre conjuntos de objetos. Uso de tragos
na pedra, nds na corda, marcas em o0sso ou madeira, COIMparagao com grupos
de seixos, pedras, ou com partes do corpo.

3. Sons vocais para designar nimeros de objetos. A qualidade e a guantidade
dos objetos se confundem nas palavras numéricas.

4, Palavras numéricas abstratas.

5. Extensdo de palavras numéricas por adicio. Uso de pequenos agrupamentos
e de combinag¢io de palavras.
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6. Contagem nos dedos. Uso das bases 5, 10, 20 ou combinacio dessas.

7. Numerais, sfimbolos escritos para designar quantidades.

8. Sistemas de numerals para registrar maiores quantidades.

De 7.000 a 3.100 2.C., surgiram comunidades neoliticas & margem dos rios Nilo,
Tigre e Eufrates, Indus e Ganges, Huang-Ho e Yang-tse. Tornaram-se sociedades
agricolas. Os homens domesticavam animais, plantavam sementes, ceifavam co-
lheitas, ou seja, passaram a agir sobre a natureza, utilizando os instrumentos de
cobre e de bronze. Observavam estagdes da chuva, registravam producido da co-
lheita, construiram canais de irrigagdo e diques. Surgiram profundas mudancas
culturais, Destacavam-se homens mais bem informados como sacerdotes, escribas
e astronomos, e aumentavam os artesios, aqueles que transformavam os metais em
instrumentos.

As cidades mais importantes na ocasido, eram Tebas e Ménfis, no Egito; Ur, na
Babilénia. Fazendeiros e arteséos trocavam mercadorias, desenvolvendo as transagdes
comerciais e propiciando o aparecimento de mercadores e de mercados centrais nas
cidades.

De tribos ou clas, liderados por um chefe, os grupos cresceram e se transformaram
em sistemas centralizados de governo: as cidades-estados. Essas eram governadas
por poucas pessoas de grande riqueza. Surgiram as monarquias e as teocracias (estas
ultimas eram governadas pela classe dos padres).

As cidades-estados deram lugar aos impérios do Egito e da Babilénia e, na China,
as dinastias. Na India desse periodo, ndo sdo conhecidos os sistemas de governo.

Algumas das contribui¢des & Aritmética dessas quatro importantes civilizagdes,
até os 600 a.C., estdo resumidas no quadro 1.
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Sem duvida, as aquisi¢des culturais mais expressivas das civilizagbes agricolas, em
todas as dreas de conhecimento, aconteceram na Grécia e na China. As contribuicdes
da civilizagdo grega foram mais conhecidas e estiveram em evidéncia em tempos mais
antigos. As da China, iremos tratar mais & frente.

A Grécia, uma colecio de cidades-estados, construidas sobre ilthas rochosas, a
beira do mar Mediterrdneo, teve primeiramente sua economia fortemente agricola,
As cidades eram separadas umas das outras por montanhas e suas fazendas esta-
vam distribuidas em pequenos vales, de terras rochosas. As tentativas de anexagio
de umas as outras gerava constantes guerras entre elas. Esparta destacava-se das
demais pela indole guerreira de sua populagdo. Os seus fithos homens, desde jovens,
pertenciam as tropas militares. Mileto e Smirna destacavam-se como centros comer-
ciais, Rhodes e Samos eram pesqueiras e também comerciais. Pelos anos 600 a.C.,
surgiram problemas com alimentagdo e colheita, levando os gregos a mudarem do
cultivo do trigo para o de uvas e azeitonas,

O povo grego esteve & {rente, na época, em termos de participagao nas decisdes
do governo, surgindo dal uma nova organizacio politica: a repiblica. Em 5.100 a.C.
todo cidaddo adulto masculino tinha direito ao voto.

O comércio florescia, artesdos estrangeiros foram acolhidos e Atenas se tornou
o principal centro comercial do Mediterraneo. A ela chegavam fazendeiros, mer-
cadores, artesdaos, comerciantes e navegantes. Fildsofos se reuniam nos mercados,
rodeados de seus discipulos e admiradores, divulgando idéias novas e avancadas.

Em 432 a.C., Atenas estava em seu auge cultural e politico, Esparta constan-
temente instigava guerra contra Atenas e demais cidades gregas provocando, final-
mente, uma ruina coletiva.

Em 336 a.C., Alexandre, filho do rei da Maceddnia e discipulo de Aristételes,
uniu as cidades gregas ao seu império persa. Conquistou terras egipcias, fundando
Alexandria em 332 a.C. A sua localizacdo, entre importantes rotas comerciais, con-
tribuiu para a sua prosperidade e, em 300 a.C., era o maior centro cosmopolita do
mundo, com 300.000 habitantes. Nos seus mercados encontravam-se temperos da
india e China, madeira e mérmores da Afrzca azeitona e vinho da Grécia, escravos
de Roma.

Alexandre levou aos territdrios conquistados a cultura grega. Grécia, Egito e
Oriente Médio tornaram-se o mundo civilizado.

Com a morte de Alexandre, Ptolomeu, novo governante do Egito, escolheu Ale-
xandria, sua capital. Nela fundou uma escola onde Euclides foi o lider na area de
Matematica.
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Os atenienses destacavam-se em filosofia, histéria e literatura enquanto a énfase
em Alexandria era o estudo da Ciéncia e da Matemadtica. Apés 150 a.C., vagaro-
samente a cultura grega declinou, enquanto os romanos aumentavam seu poder na
regido do Mediterraneo. Os lideres romanos se aperfeioaram na arte da guerra,
disputavam o poder com seus conterrineos e pouco valor deram as aquisicbes inte-
lectuais gregas e egipcias. Em 46 a.C., numa dessas disputas, os romanos queimaram
a biblioteca de Alexandria.

Embora os romanos tenham, no inicio, reprimido os cristdos, posteriormente
vieram a divulgar o cristianismo até que em 325 d.C., o imperador Constantino I,
oficializou essa religido.

Os lideres religiosos se opuseram as investiga¢des cientificas, quando elas contra-
riavam os seus dogmas de fé, de forma que a Academia de Atenas pouco a pouco foi
sendo marginalizada até seu fechamento em 529 d.c,

O periodo greco-romano ao qual nos referimos esteve assim dividido:

¢ Grécia Cldssica, 800 - 336 a.C,
® expansao persa, 550 - 330 a.C.
Grécia Helenistica, 336 - 31 a.C.

e império romano, 31 a.C.~476 d.c.

Na cultura grega destacam-se os primeiros mapas do mundo; em 517 a.C., temos

o mapa feito por Hecataeus, em 230 a.C, o de Eratéstenes e, em 200 d.c., o mapa
de Ptolomeu.

Os dois dltimos sofreram influéncia dos relatos de viajantes, mercadores e co-
merciantes que chegaram a Alexandria vindos de terras distantes. Pela época de
Eratostenes ja existia intercimbio comercial com a China, e causa estranheza o fato
de este pais ndo ter sido incluido em seu mapa.

Para melhor compreensao da expansdo cultural e comercial da época, anexamos
08 mapas citados.

Mapas do mundo:
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No quadro 2 a seguir, estio registradas as contribui¢des do perfodo grego-romano,
no desenvolvimento da Aritmético.

PERIODO GRECO-ROMANO
| .
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Percorremos, brevemente, até o momento, o devenvolvimento social, cultural,
politico e econdmico a volta do mar Mediterineo, bergo da civilizagio ocidental.
Porém no Oriente estavam crescentes e importantes civilizagbes: China, India,
Arabia que viriam, durante a Idade Média, influenciar os costumes ocidentais e
deixar tragos permanentes no desenvolvimento da Aritmética.

A civilizagdo chinesa costuma ser dividida em:

China Antiga, 200-600 a.C.
China Classica, 600 a.C~22] d.c.

e China Imperial, 221-1.911 d.c.

China Moderna, 1.911 d.c. até nossos dias.

Durante a China Antiga, os chineses estiveram unificados por governos pode-
rosos, conhecidos por dinastias. Na China Cldssica, os monarcas mantinham um
poder apenas unificador pois pequenas cidades-estados, governadas por principes,
decidiam seus impostos e suas leis.

Pelos anos 300 a.C. surgiu o filésofo Confucius, defendendo mudancas sociais e
politicas. Pregava uma mistura de respeito & autoridade, humildade e preocupacio
com a pobreza e governos éticos. Qutras teorias filoséficas surgiram pregando sim-
plicidade, paz e governos benevolentes. Em 60 d.c., o budismo chegou vindo da
[ndia e atingiu seu apogeu, por volta de 800 d.c.

Apds 221, as cidades-estados foram novamente unificadas em dinastias. Alguns

dos imperadores patrocinaram a arte, a literatura e favoreceram o comércio com o
Ocidente. Os impérios foram algumas vezes interrompidos, por pequenos periodos
de tempo, e divididos em comunidades guerreiras, embora, num total de 1.500 anos,
a China tenha permanecido unida, evoluindo em termos culturais. Em 1.911, teve
inicio a Revolugiao Cuitural.

A India, diferentemente do ocorrido com a China, desde 2.000 a.C. foi dividida
em numerosos € pequenos principados e sofreu muitas invasdes: arianas, persas,
gregas, arabes e inglesas. As guerras foram uma constante.

De 3.000 a 1.500 a.C., o povo hindu teve a agricultura como meio de sobre-
vivencia. IS as ruinas de duas de suas cidades dessa época, Mohenjo Daro e Harappa,
espelham sua cultura,

Os arianos, invasores das duas cidades, as destruiram. De 1.500 a 500 a.C.,
devenvolveram o hinduismo, uma filosofia que distinguia fortemente quatro classes
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distintas, a bramane, dos padres; a dos guerreiros; a de artesdos e mercadores; € a
dos camponeses. Sua escrita era o sanscrito.

Apds este longo periodo, muitas filosofias surgiram na India, sendo a mais aceita
pela classe pobre, o budismo, que permaneceu em evidéncia por 1.000 anos, ou seja
até 500 d.c. quando comegou a declinar na India, e a crescer na China, Japio e
sudeste da Asia.

De 300 a.C. a 500 d.c., diferentes ordens politicas intercalaram-se: grandes e
poderosos impérios e reinos pequenos, guerreiros e desunidos, que novamente eram
reunificados por grandes impérios.

Aos poucos a filosofia sanscrita ressurgiu na literatura, arte e medicina e pre-
domina até os dias de hoje, embora, a partir do sec. VIII d.c., os arabes tenham
conquistado grandes regides indianas, divulgando sua religido isla e mantendo, por
muito tempo, o império drabe na regiao. Im 1.200 d.c., a Matemdtica arabe e hindu

estavam mescladas.

O crescimento do dominio arabe no mundo se deu a partir de 622 d.c., quando
o profeta Mohammed escreveu o Kordo, motivado por questoes religiosas, e reuniu
pela fé e fanatismo as tribos némades dos desertos arabes. Em guerras "sagradas”,
ampliaram suas fronteiras, conquistando a Palestina, a Siria, as terras entre o ric
Tigre e o Eufrates, o Egito, o norte da Africa, o Ird, a Espanha e as costas do mar
Mediterraneo.

A capital oriental do império arabe pernaneceu em Bagda e o trago mais marcante
deste povo foi preservar, assimilar e divulgar as culturas das regides dominadas.

As trés importantes civilizagbes orientais tiveram, em sua origem e desenvolvi-
mento, fortes influéncias religiosas e economias centradas, em principio, na agricul-
tura, no caso da China e India e, posteriormente, centradas no comércio, motivo
da divulgacdo de suas culturas. As causas militares, mescladas com interesses mer-
cantis, levaram os arabes & Europa e a dominarem, durante a Idade Média, toda a
regiao do mar Mediterraneo.

O periodo do dominio 4rabe foi de 622 a 1.300 d.c., tempo em que a Europa esteve
mergulhada na Idade negra, desprovida de construgdes significativas no campo das
Artes, Literatura e Ciéncias.

Para entender o que se passou na Europa nesse periodo, devemos lembrar que os
romanos conquistaram a Franca, [tédlia, Espanha, Inglaterra, o noroeste da Africa,

o Egito, algumas regides da India e o Golfo Pérsico. Nos anos 400 d.C. estavam
divididos em dois impérios: o Ocidental, com sede em Roma; outro Oriental, com
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sede em Bizanto, mais tarde chamada de Constantinopla. Nesse mesmo século, o
norte e leste da Europa foram invadidos por tribos de cavaleiros vindos da Asia
Central, que conquistaram as florestas germanicas e eslavas, se uniram a vindalos

na Checolosvaquia e chegaram a Roma em 476.

O poder politico na Europa Ocidental se deslocou para o norte, para os lados da
atual Franga, onde tribos de cagadores alerndes se misturaram aos nativos gauleses,
adotaram a religido cristi e a economia agricola.

A lItélia e o norte da Africa foram reconquistados nos anos 500 por Justiniano,
governante do império romano oriental, por pouco tempo porém, pois nos anos 600,
sofreram varias invasdes e abandonaram Roma.

O império romano oriental foi perdendo seus dominios no norte da Africa, Egito
e Palestina para os drabes, ficando limitado & pequena regido da Grécia, em torno
do importante centro cultural e comercial de Constantinopla. O comércio mantido
com os povos eslavos da Furopa Oriental deixava fluir por esta rota os elementos
culturais dos mercadores gregos bizantinos. O alfabeto russo foi influenciado pelo
grego e a religido cristd ortodoxa é similar & ortodoxa grega. As aquisi¢des bizantinas
mantiveram o espirito romano de exaltar a religido em detrimento da ciéncia.

No oeste da Europa, alemaes e gauleses se uniram aos italianos, e formaram o 12
Império Sagrado Romano, nos anos 800, tendo um papa catélico como governante.
Nos anos 900, muitos principados alemaes, chefiados por lordes ou bardes, formam
0 20. Império Romano, liderado por um rei alemao.

Estava em ascensdo o feudalismo, estrutura social européia composta de lor-
des, camponeses e servos, alguns poucos artesaos e mercadores. Administradores e
generais eram as pessoas mais bem informadas. Monastérios e conventos eram os
locais apropriados para o estudo da religiao e da filosofia. Surgiram tedlogos famosos
como 5ao Benedito e Sao Francisco de Assis. Os engenheiros, com pouca cultura,
desenvolviam-se mais como artesdos e mecénicos e construiram as magnificas cate-
drais, de belos e coloridos vitrais.

Entre 1300 e 1400, o comércio com os arabes e os gregos bizantinos propiciou o
crescimento de muitas cidades italianas: Génova, Veneza e Florenga. Surgiram os
artistas Leonardo da Vinci ¢ Michelangelo. Na Matematica tivemos Leonardo de
Pisa ou Fibonacci, divulgador da Aritmética hindu trazida por comerciantes rabes.

Pelos lados da Espanha, o dominio drabe, a partir de 711, chegou as cidades de
Cérdoba, Toledo e Sevilha, levando as culturas hindu e grega que se expandiram
nos monastérios e conventos.
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Os caminhos da divulgagio do conhecimento grego e hindu para a Europa Oci-
dental estdo esquematizados no diagrama, a seguir.

EURCPA

O PENTAL

@\

Para melhor acompanharmos as modificagdes politicas ocorridas no mundo e
descritas até aqui, resumimos, no quadro, os periodos de acentuada influéncia das
diversas civilizacoes, incluindo os intervalos de sofrivel contribuicdo intelectual eu-
ropéia.

sociedade periodo de acentuada influéncia

egipcia 3000 - -300 a.C.

babilénica 3000 - -300 a.C

grega 600 ~ 31 a.C.

romana 31 a.C. ~ 476 a.C.

chinesa 1030 a.C. -~ 1600 d.C.

hindd 200 a.C. ~ 1250 d.C.

arabe 622 - 1300 d.C.

européia 500 — 1200 d.C. (idade negra)
européla 1200 - 1450 d.C. (época de transi¢io)

153




Registramos, no mapa anexo, a expansdo territorial que implicou na difusao
cultural, promovida pelas conguistas militares grega, romana e arabe.
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Organizamos, a seguir, um resumo do desenvolvimento aritmético alcangado por

essas civilizagbes. .

PERIODO: ASCENSAO DO ORIENTE E IDADE NEGRA DA EUROPA

datas e fatos
culturais

500 d.C.
Infcio do
pado na
ropa.

500-600

pa-~
Bu-

500-1200

Idade negra na
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a Cérdoba na
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no. natural

Hindu Aryabhata es-
creve texto sobre
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hindu.

Sistema hindu com-
bina  cifracdo e
principio posicional.

de um simbolo hindu
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tratado
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gativos e positivos.
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1300
Invencdo da
arma.
Sistema feudal
declina na Eu-
ropa.
1343

1349

Peste negra na
Europa,

1438

A im-
pressdo grdfica
é inventada.
1442

1400-1600

1453

Os turcos con-
quistam Cons-
tantinopla.
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Com o colapso da civilizagao grega-bizantina, em 1453, e com a queda do dominio
arabe sobre Granada em 1492, a Europa ficou dividida na cultura latino-germanica
a oeste e a greco-eslava a leste. Os centros culturais deslocaram-se do mar Medi-
terraneo (Grécia e Roma) para as costas do mar do Norte e Baltico, ou seja, para a
Franga, Inglaterra, Holanda, Alemanha, Escandinavia, Polonia e Rissia.

As viagens comerciais estavam no seu apogeu, navios atravessavam o mar Me-
diterraneo levando roupas e especiarias da Asia para as prosperas cidades italianas.
As cidades localizadas na costa do Oceano Atlantico nédo estavam bem posicionadas
para esta rota comercial, levando seus governantes a procurarem rotas alternativas
e transforrmando-os nos pioneiros das viagens maritimas para a India, passando pela
Africa. Numa dessas viagens descobriram a América.

O florescimento das nacées-estados européias provocou consumo comercial e ge-
rou dinheiro suficiente para financiar exploragdes, conquistas e colénias. Os avangos
nas construgdes dos navios, melhoramentos nos equipamentos, como armas e canhoes

permitiam essa ansia por novas conquistas. Em 1500, os monarcas de Portugal, Es-
panha, Franca e Inglaterra tinham poderes econémico e politico para tals proezas.
Teve inicio a expansao européia para outros continentes.

- Os espanhéis dominaram o México, o Peru, a Colombia, a Argentina e as Filipi-
nas. Os portugueses construiram fortes na India, Golfo Pérsico, China e controlaram
as costas africanas, cidades na India e Brasil. Os franceses chegaram & América do
Norte, no vale do rio Mississipi e em Saint Lawrence, enquanto os ingleses coloni-
zaram a costa oriental. Os holandeses construiram fortes na Afrlca,, India e sul da
Africa,. A Russia expandiu-se para a Sibéria.

Das conquistas militares passou-se a colonizacédo. Imigrantes europeus rumaram
para esses continentes. A reforma protestante no nordeste da Furopa também co-
laborou com a colonizagdo européia. A descoberta do ouro, da prata, o comércio
de escravos trouxe um fluxo de capital para a Europa, trazendo o progresso e o
crescimento das cidades, tornando-as importantes centros comerciais. Essa época
da exploragéo trouxe a Europa uma revolugio cultural e cientifica, o florescimento
ciais artes e a invencao de novas tecnologias.

No campo da Matematica, nos anos 1600, Napier inventou os logaritmos, Harriot
e nghtred contribuiram para a notagio da Algebra, Galileu desenvolveu a ciéncia
da dindmica, Kepler anunciou as leis do movimento planetario, Descartes introduziu
a Geometria Analitica, Fermat langou a teoria dos nimeros, Newton e Leibniz,

criaram o célculo Diferencial e Integral.

- Nos anos 1700, houve turbuléncia na BEuropa e América. As idéias sociais,
politicas e econdmicas feudais usadas na agricultura deram lugar ao liberalismo
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classico que defendia o direito a propriedade privada, igualdade de oportunidades e
direitos humanos para ricos e pobres, homens e mulheres, camponeses ou lordes.

Muitos lideres surgiram defendendo essas idéias. Entre eles, Locke, Rousseau
e Thomas Jefferson. Surgiu uma nova classe social, a classe média ou burguesia.
Esta classe consistia de fazendeiros, comerciantes, banqueiros, artesaos, advogados
e médicos. Houve fluxo dos camponeses para a cidade. Na Inglaterra, Franga e
América, a aristocracia ficou limitada e a classe média reinvidicava direitos para
escolher seus governantes. '

Na Matematica, a preocupagéo passava a ser os fundamentos da disciplina, pois
surgiram algumas contradigdes e absurdos, levando os matemdticos a questionarem
a maneira empirica do desenvolvimento dos conceitos. O conhecimento tinha se
desenvolvido em bases ndo muito sélidas, era premente estabelecer critérios 10g1cos
e rigorosos.

Nos anos 1800 e 1900, o desenvolvimento da. Matemadtica deu-se influenciado
pelo esforgo em organizar uma sélida fundamentagéo logica, pelo aumento da zireé; de
seguros e pela necessidade de melhorias tecnolégicas surgidas da expansdo industrial
na Europa e na Ameérica.

De forma que, pelos anos 3000 a.C. houve mudangas nos habitos, costumes e
organizagdes politicas influenciadas pela agricultura. Nos anos 1800, as mudangas
se deram a partir das maquinas industriais. As cidades cresceram e se urbaniza-
ram, os meios de transportes evoluiram, as tecnologias e os investimentos de ca‘;jital
tornaram-se o centro de interesse. A maquina a gasolina substitui a maquina a v&por
e 0 avido é inventado.

As grandes nagdes industrializadas correm atrds de matérias primas inexistentes
na Europa, como borracha, ligas de metal, carvio e algodao para as fibricas textels
Surgem colbnias européias na [ndia, Africa, Asia e Ilhas do Pacifico. '

Os artesios e técnicos tiveram papel importante no inicio do desenvolvimento
industrial. Posteriormente, porém, as invengoes foram mais sofisticadas, 1mphcando,
nos anos 1900, na necessidade de cientistas e matematicos.

Os grandes poderes imperiais do século XIX levaram & 1% guerra mundial (1914~
1918) que deixou a industria quebrada. A revolugio russa (1917) trocou a monarquia
pelo socialismo. Nacionalistas estabeleceram novos regimes na Poldnia, Yugoslavia,
Checolosvaquia e Hungria em 1920. Fascistas tomaram o controle da Alemanha,
Espanha, Italia e Japdo em 1930. Fascistas europeus assassinaram judeus e homos-
sexuais e provocaram a 2% guerra mundial {1939-1945). O mundo, apds a guetra,
se dividiu em blocos: oriental e ocidental. Paises do terceiro mundo ficam cada
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Datas e fatos
culturais

1457-1500

1488

1489

1492 _
Granada  re-
torna pa.ra; es-
panhéis.
1500-1600

1530

PER{ODO: CONTRIBUIGAO OCIDENTAL

no. Natural

Calenddrios alemaes
ainda usam simbolos
TOManos.

Aritmética de Wid-
man usa sinais + e -
nas operacoes,

Gradualmente mu-
dangas dos simbolos
romanos para ¢s hin-
dus.

no. inteiro
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no. fraciondrio e
decimal

Pietro Borghi usa
Te-

gra de divisdo por
a.10*. Conta n
digitos da direita-
esquerda e divide
o restante por a.

Mizrahi usa a

barra vertical em
fragdes decimais e
sexagesimais.

Christoff Rudeolph
denota 15{230

230
para 151000

vez mais pobres, super populosos, sub-educados. Alguns se rebelam como Vietnam,
Zaire, Nigéria e Uganda. O poder atoémico domina o século XX, e os perigos do seu
abuso emergem no movimento dos ambientalistas e pacifistas. Surgem milhares de
empregos para cientistas.

O desenvolvimento em todas as areas do conhecimento foi bastante proficuo,
tornando dificil a tarefa de selecionar e resumir as contribui¢des mais expressivas
nesse periodo. Mesmo assim, fizemos o quadro IV, estando o mesmo passivel de
futuras modificagdes.

no. real e com- |
plexo ‘;

Galileu faz
relagdo biunfvoca
entre naturais e
pares.

Rudolph adota v
para raiz qua-
drada. Discarta
raiz quadrada ne-
gativa,




1545

1557

1579

1585

1592

1583

16060
ascensio
maquinas.
1602 - 1619

das

Robert Record usa
simbolo =,

Christopher Clavius
usa e para multi-
plicagdo,

Oughtred usa x para
multiplicagio.

regras de
origem hindu, geldsia
¢ galedo, sdo usadas
pelos europeus,

Cardano nio consi-

dera solug¢bes negati-
Vas, mas usa regras
para operagoes com
negativos.
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Viéte es-
creve 15 |230 para
15,230.

Stevin

apresenta cdlculos
sem fragdes: uso
de decimais,

8 (0) 9 (1) 3 (2)
para 8,93.

Borghi indica
141y 4 para 141 4.
Magini usa
virgula para sepa-
rar parte decimal.
Clavius usa e para
separar parte de-
cimal.

surge notagio
837411 para 8,34.

Cardano trabalha

| com idéia de com-

plexos em proble-
mas.

Bombe};ii intraduz
teoria dos comple-
X08,




1619

1624

1629

1637

1675

1685

1700
Prentncios da
Revolugio In-
dustrial,
1700 - 1800

Descartes usa negati-

| VOS e po-
| sitivos; interpreta-os
- como sentidos “opos-

tos”.
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Napier usa deci-
mal em logarit-
mos. Iscreve
15,2'3"1'" para
15,231.

Briggs publica 1%
tdbua
logaritmica.

usa  15%%% para
15,230.

Von Kalchein es-
creve 893(2) para
8,93.

notagoes re-
dundantes de de-

. . oot
cmais 34,14 2 ;
L

34,14"2",
34,1427

Descartes no-
meia real e "ima-
gindrio”,

Usa comple-
xo0s como solugio
de equacoes.
Newton e Leibniz
estudam técnicas
de cilculo diferen-
cial e integral.
Wallis: raiz qua-
drada de negati-
vos é lado de qua-
drado de drea ne-
gativa.




1748

1752

1772

1797

1800

1817

1821

1832
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ponto e virgula
foram sistemati-
zados para deci-
mais.

12.234 na
América do Norte
e na Inglaterra.
12,234 para Eu-
ropa e Brasil.

Euler indica /=1
pori.
D’Alembert
aplica
complexos na hi-
drodinamica.
Lambert usa com-
plexos ‘na cons-
trugido de mapas -
técnica "projecio |
cdnica
conformal”.
Wessel © introduz
eixos para reais e |

para b\/_-«l. 1

Bolzano usa con-
ceito

nao geométrico de
continui- (
dade. Exibe cor-
respondéncia en-
tre naturais e seus
quadrados,

Cauchy

estuda séries infi-
nitas e desenvolve
teoria de limnites.

Gauss intro-
duz termo “com-
plexo”. | Estuda
séries infinitas.




1835

1850

1873

1880

1882

18890

1900

Axiomas de Pe-
ano: sistematizacdo
dos naturais,
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Hamilton
introduz notagdo
de pares ordena-
dos para comple-
%08,

Weierstrass ¢ a
Aritmetizagdo da
Anilise,
Kronecker estuda
infinitésimos e de-
fende métodos fi-
nitos sobre intei-
Tos.

Tourier

estuda séries infi-

nitas.

Hermite  prova:
Pe” ¢ transcen-
dental.
Dedekind-
Cantor:  forma-
lizacdo dos re-
ais, continuidade
da reta numérica.
Cantor e a
Aritmética trans-
finita.
Lindermann
prova: T é trans-
cendental.

Steinmetz usa
comple-

xos para desenvol-
ver teoria dos cir-
cuitos elétricos.




Ao tragarmos um perfil do desenvolvimento da Aritmética entre diferentes povos
e organizagoes politicas surgiu, com muito impacto, a importancia da cria,(;?iéo de
uma linguagem escrita nas superagbes das questoes ligadas a relatos e registros
envolvendo a contagem, a representacio de quantidades e as relacdes decorrentes da
operacionalizagdo do numero. :

A criagdo do alfabeto permitiu também o grau de acuracia e rigor das obras
matematicas gregas influenciadas pelos trabalhos de Aristételes, nas quais foram
estabelecidas formas vélidas de argumentagio e regras basicas para a clarificagio e
organizagao do discurso. O desenvolvimento da Légica , que teve em Aristdteles seu
precursor, se deu paralelamente & organizacio da lingua grega por volta do século
IV a.C. Nas demais sociedades, o aprimoramento dos sistemas de numerais esteve
associado ao desenvolvimento da linguagem escrita. :

No Egito, a escrita, inicialmente gravada nas pedras, posteriormente em papi-
rus, cujos simbolos foram chamados hieroglifos (palavra grega significando gravagoes
sagradas), tem sinais escritos — representacdes dos sinais'visuais dos objetos que re-
presentam. Essas palavras simbdlicas compdem a escrita pictografica. Ea forma
mats antiga de escrever e associa a palavra escrita aos objetos da natureza proxunos
ao homem.

Os primitivos numerais egipcios expressam esse costume cultural, como podemos
observar nos significados de seus numerais.

valor numérico numeral pictografico origem

traco vertical

—
———

osso de calcanhar ou
junta de gado
rolo de corda

10 N
100 9
1000 i flor de lotus
10000 ) dedo apontando
100000 e girino
LAY -
1000000 ‘ homem atdnito

Os sumérios, por sua vez, tinham originalmente cada palavra representada por
um unico pictograma impresso em tablete de argila crua, secos posteriormente ao
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sol, Devido a natureza da argila, ao imprimir o pictograma, esta secava rapidamente,
forcando a estilizagio maxima do pictograma original para apressar sua gravagao.
Com isso, palavras, que na linguagem falada tinham sons parecidos, ficaram escritas
com os mesmos simbolos, ou seja, os pictogramas tornaram-se fonogramas.

Este povo tinha mais de 600 sinais fonograficos para representar os fonemas de
sud linguagermn falada. A nova técnica representou um avango, especialmente quando
pequenas unidades fonéticas eram reconhecidas e manipuladas independentemente.
Sua escrita recebeu o nome de cuneiforme (derivada da palavra latina cuneus = cu-
nha, metal ou madeira na forma triangular prépria para gravar). Os sumeérios, sendo
corjquistados pelos acadianos de linguagem muito diferente, tiveram seus simbolos
usados para indicar palavras acadianas. Na mistura, os fonemas foram reduzidos
para sessenta e seus sinais combinados de acordo com principios fonéticos, de forma
que cada simbolo representasse um objeto e o som inicial do nome que o identificasse.

A ¢ombinacao desses fonemas compos a palavra escrita.

Na escrita cuneiforme babilénica os numerais sdo | e & :

- valor numérico  nuwmzRol origem S s
1 g o cunho. de v\-ﬂtlr'\"\cn- tmo-r\oauio-w ¢ wsada
pave Grevar O Vbrftce aposto & base
do fr\aﬂﬁbuko l$03ce\e$.
. [
s (asTromenTo ¢ agove u‘:’»c.\clo)\m?m
10 ' ~
minde ne ave \e..}q.m dos e A los de.

oS

As sociedades egipcia, suméria, chinesa e a cultura do vale do rio Indus, em
Mohenjo Daro e Harappa tiveram escritas pictograficas. Embora as escritas egu}cms
e suméricas tenham evoluido para sistemas silabicos, a chinesa evoluiu para sistemas
ideograficos, ou seja, seus simbolos nao se limitam a significagdo visual direta (pic-
tograma), mas tém um valor mais amplo, representando agdes ou idéias préximas
(ideografia).

O desenho da mao, por exemplo, pode significar a idéia de dar, receber ou tomar.

Os numerais chineses apresentados na pag.34 seguem os principios ideogrificos
de sua escrita.
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A linguagem egfpcia evoluida, a que nos referimos anteriormente, influenciou
tribos semiticas vivendo na regido do Sinai. Estas adequaram os sinais egipcios pa.ra
nomes e sons de suas palavras orais.

As duas primeiras letras da lingua semitica eram aleph e bet, que significavam
cabegas de boi e casa, originalmente denotadas por'+ {1 . Elas deram origem as
duas primeiras letras do alfabeto grego, alfa e beta, das quais a palavra’ alfabeto
é derivada.

A escrita semnitica, por sua vez, influenciou a linguagem fenicia que incorporou os
principios fonéticos na combinagdo de suas 22 letras, das quals originaram as letras
do alfabeto hebreu, grego e aramaico. Supbe-se que esses estiveram em uso em
850 a.C., 800 a C e 750 a C, respectivamente. Essas linguagens, jd nesse tempo
eram escritas em linhas horizontais da esquerda para a direita.

A escrita aramaica deu origem a muitas outras, entre elas, a da regido persa a
da Asia Central e a do continente indiano. E bom que se fuse que a atual escrita
indiana néo derivou da cultura nativa de Mohenjo Daro e Harappa, mas sim do
alfabeto aramaico, descendente direto daquele que evoluiu sobre a mfiuencsa do
sistema escrito egipcio.

Os gregos usaram os nomes, os valores e a forma do alfabeto fenicio, completando-
0 com um numero pequeno de vogals e consoantes necessarias para representar
sua linguagem oral. Assim fizeram os vdrios povos: adotaram novas letras para
representar os sons de suas linguagens particulares. f

Ao introduzirem as vogais, os gregos criaram o mais avancado sistema fonético de
escrever, tornando-o um eficiente sistema de transcrever uma linguagem falada. Este

se espathou de uma cultura européia a outra, onde era modificado para adequar
aos diferentes sons das linguagens locais.

$

se

Os sistemas de numerais gregos foram naturalmente influenciados pelo seu alfa-
beto fonético. Assim, os numerais aticos (da Ieglao de Atenas) tém seus simbolos
relacionados as primeiras letras das palavras numéricas correspondentes, como ob-
SETVaInos a seguir: '
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valor numérico numeral atico origem

1 I associado ao trago
5 IMTou U letra inicial da palavra penta (=5)
10 A primeira letra da palavra A e ka (=10)
100 H letra inicial de hekatron (=100)
1000 X inicial de chilioi (=1000)
10 000 M mipiol = miriade = 10 000

Os numerais alfabéticos gregos, da regido de Alexandria, tém os 9 digitos repre-
sentados pelas 9 primeiras letras do alfabeto, as 9 dezenas pelas letras sucessoras e as
9 centenas pelas ultimas letras. Hebreus e drabes adotaram, na ocasiio, o principio
grego de relacionar numerais a letras.




Anexamos, no proximo quadro, simbolos do antigo alfabeto egipcio, as 22 le-
tras fenicias, as dos hebreus e gregos. As duas ultimas estdo associadas aos valores
numéricos que representam e, por ultimo, o alfabeto latino, do qual derivou o por-

tugués.

He brew Gre go
4 g
g . o é ‘9 % 4 §
2 i-d ¥ '

= 5 i w2 g‘ ; 2 b ot é, %
Bl N b aler Rmd | A G 1 Alphas
FAE=R I N 2 bk Bwe | BD D 2 Vit
) Al 9 3 gmd e [T Y 0 3 g
PR B VN I S 4 e | O3 d 4 et
5 E I R 5 Ee o 5 il
' Y ‘l b w 6 waw ‘Nogi' | F ¢ - 8 will
7 In| 3 FA 7 win g’ | L% 2 7 wfla
8 H|n h 8 hak Hn 4 8 ita
9 Q| D &% g Bia
olems| 11 » i 0 e earp boo 0 B
wiewal ¥ 19 & 0 e TRl Kk k 20 kime
1’ AN { 30 Ah 30 taliniss
plemi™Mih m 40 s Waxmr' M,U. m AD m{
Cl Rl I B BT e INv 0 s W
5 F |0 s B0 pamck 2k x b0 <
KlelOo|y - 70w M’ | Qo 0 70 Somiko
pl>] 219 o 80 p Mwa | TTn p B i ‘
9 rl2 s B0 sude - - - -
19 P q V0 wor e - 00 shwa | Q
2l D191 r w0 W ke | P r 00 w0 R
2! . w W g 300 Jin  Zahw' IO" S 200 nywa S
2 X4 TVt 40 me zeaewi TT 300 T
2 T -k (S00)  (hat) Yo ol 400 et |V
% D m (000) fmem by ph 500w {000
2 YT a0 fem X¥ v 600 ot X
26 n 4 (800) (ay +¥ ps 700 gt 507
a1 T 5 GO0 fyade Qu & 800 Gomegm | -
» T . 900 saneit | -
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A divulgagio do alfabeto fenicio de origem egipcia, através de seus descendentes

diretos grego, hebreu e aramaico, esta representada no diagrama abaixo.

" Geniow

P

Gemiie2)

SUE——

"(ur*c,o

{
mcn%OllCO

;
A

pev"s‘o.

{niano
(.’,n clusive

bromane

Khavoshi)

CHINES

Os simbolos bramanes descendem da escrita aramaica. Deles derivam os nu-
merais indianos que influenciaram os numerais ardbicos oriental e ocidental. Deste

ultimo, surgem as transformacoes em solo europeu, até estabelecer-se nos nossos
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A pa

desde a

lavra numérica, para representar a casa vazla, teve também inumeras adaptagoes,
sua origem hindu até as culturas ocidentais.

600-800 d.C. (em sadnscrito) sunya (= vazio) -

9(

0 (em drabe) as-sifr

l

1300 (latim} cifra zefirum cephirum (Leonardo de Pisa)

! |

1400 (francés) chiffre zefiro-zevero-(italiano) zero{ Veneza)

(dois significados: zero |
e digito) }

L

1500 cipher (Inglés) zilffer (alemao) zero (francés-inglés)

Nos quadros resumos anteriores, pudemos acompanhar as varias ocasides em que

se criou

um simbolo para o zero.

300 a.C.  babilonicos usaram um sinal para representar a casa va-
zia em posigao intermedidria, na base sexagesimal.

150 d.C.  Ptolomeu introduziu um simbolo o - abreviatura da
palavra grega ouden = nada, para fracbes _sexagesimaiﬁ..

500 d.C.  osindianos usam um ponto para representar a casa vazia
nos resultados obtidos no abaco.

a partir de surge o atual simbolo para o zero.

800 d.C.  E usado para escrever 50 e 270, nos escritos das paredes
de um pequeno templo na vizinhanga de Gvalior.
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Em pesquisa antropoldgica realizada entre povos primitives, por Corrant (1931},
as origens da palavras numéricas de 1 a 9, apresentaram as caracteriticas comuns,
resurnidas no quadro: '

1- existéncia, unidade, grupo, inicio.

2-  repetigao, divisdo, par natural.

3-  colecao, muitos, dois-um.

4- dois - dois

5-  mao, grupo, divisao.

6- cinco-um, dois trés, segundo um.

7-  cinco-dois, segundo dois, trés de dez.

8- cinco-trés, segundo trés, dois quatro, dois de dez.
9.  cinco-quatro, tres trés, um de dez.

10- um (grupo), dois cincos, metade de um homem, um ho-
mern.
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4.2 As Forcas Desenvolvimentistas.

Com o estudo efetuado nas segdes anteriores, foi possivel detectar fortes influéncias
no desenvolvimento da Aritmética, o que nos possibilitou identific-las e classifica-las
em varias forgas.

Nesse aspecto, dois trabalhos nos influenciaram. Num deles, Wilder (1968) esta-
beleceu “laws governing the evolution of Mathematical concepts”. Em outro, Crowe
(1975) examinou “... laws concerning patterns of change in the History of Mathema-
tics”. Procuraremos aproveitar suas idéias para o caso especifico do desenvolvimento
da contagem e da ampliagdo dos campos numéricos.

Num grupo de pessoas existem varios fatores se inter-relacionando: cada in-
dividuo do grupo, a sua cultura, isto é, os seus costumes, rituais, credos e ins-
trumentos. Cada um desses fatores ndo é independente, ou seja, cada um desses

elementos culturais, de uma mesma cultura, influencia o desenvolvimento do ou-
tro,? O desenvolvimento ocorre, portanto, motivado por forgas culturais. Existe,
relagio entre o estagio tecnoldgico de um povo primitivo e seus credos religiosos e
rituais. De forma que, o povo adquire em principio, os elementos culturais de seus
antepassados, mas esses sofrem transformagdes provocadas pelo seu proprio desen-
volvimento. As forcas culturais e as transformagdes provocadas por elas, relativas
a contagem, nimero e suas relacdes, serdo, nesta se¢do, motivo de analise.

Em tempos muito remotos, o homem olhava & sua volta, observava objetos, cores,
forinas que nao eram resultado do seu trabalho, nio tinha consciéncia do mundo,
nac sabia explicar os fendbmenos da natureza. Isto tornou forte e profundo o cultivo
a0 misticismo, & superstiao e & religido. Sendo assim, numa sociedade primitiva
existem muitos mitos e muitos rituais. Toda atividade em grupo, envolvendo colecao
de objetos, seja ela de cunho religioso ou conseqliéncia de comemoragio e de dis-
tribuicao do resultado de uma pesca ou caga, transforma-se num ritual, a ponto de
Seidenberg ter afirmado, “a seriagdo € um ritual e a contagem é um mito”.

Neste estagio, sdo necessarias, para contagem, uma seqliiéncia de palavras, as
quais estdo associadas uma sucessio, ou seja, uma ordem e uma atividade familiar
na qual elas séo empregadas. Essas atividades podem ser resultado de qualquer
motivagao: caga, pesca, colheita, religido, misticismo.

Mitos, rituais e supersti¢oes permaneceram associados a contagem e a nimeros
em diferentes sociedades e representaram forgas culturais no desenvolvimento da
. For
Aritmetica.

Na sociedade grega da época dos pitagoricos, ficaram bastante conhecidos os
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seguintes mztos, envolvendo os numeros:

¢ nlmeros impares sao masculinos; nimeros pares, femininos.
¢ cinco é o numero do casamento.
e dez é um namero perfeito.

s um é o Deus.

L

220 e 284 sdo numeros amigaveis, pols cada um € a soma dos divisores proprios
do outro. :

Tentativas existemn para justificar parte desse misticismo. Segundo alguns, 5 é
o numero do casamento por ser soma dos primeiros nimeros masculino e femir;;ino,
2 e 3; dez é um numero perfeito como soma de todas as dimensdes observadas nos
elementos geométricos, como consideradas na época; um € Deus, como gerador de
todos os nimeros. A relagdo estabelecida entre sexo e numero, é justificada pela
pratica de enumeracao de homens e mulheres em cerimdnias; contava-se um homem,
entdo uma mulher e, desse modo, os nimeros impares recafam nos homens e os pares,
nas mulheres. :

Estudos sobre religifo mostram associagio entre niimeros e deuses, em diversos
povos. Na civilizacio maia, por exemplo, os nimeros de 1 a 13 sdo sagrados. Na
Babilonia, existiram um deus oito, um deus trés, etc. Mesmo nas oferendas aos
deuses, os numeros foram necessarios para a contagem. 5

Em alguns grupos do Congo ¢ extremamente desagradavel para uma mulher
contar seus filhos: um, dois, trés, ..., pois os espiritos maus ouvirao e levarao
alguns deles para a morte. A mesma supersti¢io existe no leste da Africa. O gado
nunca deve ser contado. Seu dono pode avaliar a bolada pela observacio e verificar
se algum boi estd faltando. Contar ¢ gado impede de aumentar a sua boiada.

Uma histéria na Biblia sugere que Jeova e Satands inspiraram o rei Davi para
contar seu povo. A enumeragdo das pessoas fol imediatamente seguida por uma
grande peste e as pessoas Interpretaram essa calamidade como castigo ao “pecado
do censo”.

o

Entre os romanos, a mesma supersticio parece ter existido. A taxacio de im-
postos era impingida ao povo, sem ser efetuado diretamente o censo. Em algumas
cerimonias realizadas todo ano, em homenagem aos deuses de Roma, os seus mora-
dores eram convocados a festa e obrigados a contribuir com dinheiro. Cada homem

levava uma “moeda” de mesmo valor, cada mulher uma “outra” de valor diferente
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daquela e, cada crianga, “uma” também diferente. No final da cerimonia os res-
ponsaveis contavam as diferentes “moedas”, pelas quais vinham a saber o nimero
de homens, mulheres e criangas. A pessoa nio foi contada, mas sim o imposto.

Outra forte tendéncia encontrada no desenvolvimento da contagem foi o uso do
sistema bindrio. Este tem, no fundo, uma conotagio cultural devido & profunda
influéncia exercida pela concepgao do “dois” entre os homens primitivos. £ provavel
que diferentes povos, em diferentes lugares na Terra, tenham, ao mesmo tempo,
porém independentemente, atingido o mesmo avango na contagem. Esta suposicio
é fortalecida por pesquisas recentes em tribos indigenas, de diferentes continentes,
as quais eletuam a contagern pelo método de combinacio de um e dois, ou seja, pelo
sistermna binario.

Vejamos alguns dos exemplos de sistemas bindrios fornecidos por Seidenberg

(1960).

Gumulgal Bakairi Bushmen
{Australia) (América do Sul)  Africa do Sul
1 urapon tokale Xa

2 ukasar ahage t'oa

3 ukasar-urapon ahage tokale ‘quo

4 ukasar-ukasar ahage-ahage t’oa-t’oa

5 ukasar-ukasar-urapon ahage-ahage-tokale t'oa-t’oa-t’a
6 ukasar-ukasar-ukasar ahage-ahage-ahage t'oa-t’oa-t’ca

Os trés povos de locais distantes apresentam procedimentos comuns. Usam uma
palavra para representar o um, outra para o dois, e as demais quantidades sio repre-
sentadas por combinagdes de “um” e de “dois”, com o nimero malor, 2, precedendo
o numero menor 1. A combinacao de palavms ¢ feita usando o método da adicio,
porém nao ¢ uma conseqgiiéncia da contagem pelos dedos, pois esse procedimento
levaria a4 = 341 ¢ 6 = 5+1 e ndo a, 4 = 242 e 6 = 24+2+2. Qutro fator comum
entre os diversos povos é a combinacio do sistema bindrio com outros métodos,
por exemplo, 6 = 2x3, 7 = 443, 8 = 2x4, 9 = 5+4. Estes casos ocorreram entre
algumas tribos de esquimds, no nordeste da Asia e no sudeste do Pacifico. Nessas
combinagdes, em geral, se 0 método usado ¢ adigdo, o nimero maior vem antes do
menor, se 0 método é multiplicacio, o nimero menor vem antes.

Em tempos muito remotos, desenhos e objetos de egipcios e sumérios eviden-
ciaram o estagio do sistema binario ou de sistemas mistos-bindrios. Estes, natural-
mente, pelo nivel de desenvolvimento ocorrido na sociedade, foram ampliados para
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o agrupamento decimal, como o dos hieroglifos egipcios; para combinagdes de agru-
pamento decimal com intermedidrio quindrio, dos sistemas romano e atico grego;

para a unido de decimal e vigesimal encontrada em algumas palavras numér

cas

francesas. Entre os sumérios e os acadianos, vivendo na Mesopotamia, a miscige-

nagao de suas culturas originou a escrita cuneiforme, num misto de notagio deci

mal

e agrupamento sexagesimal. Na antiga India, os numerais Kharoshi apresentatam

agrupamentos de quatro, dez e vinte.

Embora na antiguidade as bases sucessoras da bindria foram tantas e tao

di-

versas, em combinagdes com ela, ou com outras, como agrupamentos quaternario,
quinario, decimal, sexagesimal, etc., prevaleceu tao fortemente a decimal em supre-

macia quase absoluta, que AristSteles, ao considerar a questdo da base, (de acardo

com Seidenberg) escreveu:

“Porque todos os homens barbaros e aqueles como os gregos contam até dez e
nio até qualquer outro nimero? ... Nio é claramente resultado de escolha, o fato
de todos os homens invariavelmente contarem em dezenas. Aquilo que é invaridvel,
e universal, ndo é resultado de escolha, mas esta na natureza das coisas. E porque

dez ¢ um numero perfeito? Ou é porque os corpos que movem no céu sao!
ntmero de nove? Ou é porque todos os homens tém dez dedos? Numa raga entr:

cm
e 08

thracianos, todos os homens contam em ‘quatro’, porque sua meméria parece aquela
das criancas, ndo pode estender além, e eles ndo usam nurmeros maiores de qualquer

coisa.”

Nas civilizagdes modernas, onde a tecnologia obteve avangos inimaginaveis para
a época de Aristételes, a base de nosso sistema também foi motivo de polémica.

Dantzig (1970), ao comentar a base decimal, afirma que se esta tivesse sido e
Ihida por técnicos, terfamos um conflito entre aqueles que favoreceriam a pra

SCO-
tica

e aqueles que privilegiariam a simplificagdo. No século XVIII, o naturalista Buf-
fon defendeu o uso da base doze, pois seu maior nimero de divisores facilitaria os

calculos nas questdes envolvendo os miltiplos e os sub-miltiplos da unidade de

me-

dida. Lagrange apontou a necessidade de uma base prima, pois haveria um nimero

menor de possibilidades na representacao de fragdes.

Esses foram argumentos que desconsideraram a realidade fisica. A humanidade

em sua evoluciao néo esteve isenta de toda sorte de influéncias fisicas e culturais,

A base decimal de um sistema, que prevaleceu sobremaneira nos sistemas de
meragao estudados no capitulo 2, é conseqliéncia direta dos “dez dedos da mé
caracteristica bioldgica do ser humano. Portanto, esta influéncia, no desenvo
mento dos sistemas de numeragio, serd chamada forga fisica, assim como qualg
influéncia que advenha da localizagio geografica como solo, vegetacao, clima.
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Em muitas tribos indigenas da América do Sul e da Africa, as palavras numéricas
referem-se as caracteristicas humanas. Por exemplo:

Tribo Palavra Numérica Significado Valor
Kusal sie-mul I homem 10
tol-mul 3 homens 30
maul 4 homens 40
Pigmeu mabo 10
mabo-mabo 1 homem 20
Ku-mbutti makko 10
moku 1 homem 20

O termo “homem” é usado, ora para indicar a quantidade dos dedos das maos,
ora para denotar a quantidade dos dedos das maos e dos pés.

Devemos enfatizar que forgas culturais e forcas fisicas nio sé contribuiram
no desenvolvimento da contagem, mas também na ampliagdo do numero natural
pata a fragdo e para o numero inteiro negativo. No caso das fragdes, as questdes
relacionadas & medida foram a motivagdo. Os nimeros negativos surgiram como
requisitos de problemas ligados as transagoes comerciais.

A necessidade de comunicagio entre as pessoas levou as palavras. E sabido que
as palavras orais precederam, em muitos anos as, palavras escritas. Estas dltimas,
assim como os numerais, surgiram da preméncia de registros escritos, ou seja, surgi-
ram da necessidade de simbolizagdo. Estudos antropoldgicos em tribos mostram
qm? todo ritual, é acompanhado por palavras e, que todo ritual envolvendo colegoes
de objetos, é acompanhado por palavras numeéricas.

Fizemos alguns comentarios na secdo 2.1 sobre a forte relagao entre as palavras
numéricas primitivas e as caracterfsticas do objeto a ser contado (veja Figura 2.1,
pag.35). Nesse caso, as palavras numéricas tomam o significado de substantivo e
estdo intimamente ligadas ao objeto e seus atributos, Num outro estdgio, a palavra
numnérica toma o significado de adjetivo. Na seqiiéncia de palavras numéricas, em
portugués, algumas delas preservaram esse costume de épocas primitivas. Vejamos
a ijustracdo a seguir:

Seqliéncia das palavras numéricas em portugués:
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dezenas

digitos 1-10  11-20 21-30 91-100

um (a) onze vinte e um (a) noventa e um (a) dez

dois (duas) doze vinte e dois (duas) noventa e dois (duas) vinte

trés treze vinte e trés noventa e trés trinta

quatro

nove dezenove vinte e nove noventa e nove noventa :

dez vinte trinta cem :
101-110 111-120 121-130 ...centena e dezenas
cento e um (a) cento e onze cento e vinte e um (a) cento e dez
cento e dois (duas) cento e doze cento e vinte e dois {(duas) cento e vinte
cento ¢ trés cento e treze cento e vinte e trés cento e trinta
cento e nove cento e dezenove cento e vinte e nove cento e no*vfenta
cento e dez cento e vinte cento e trinta :

centenas unidades de milhar dezenas de milhar centenas de milhar

cento mil dez mil cem mil

duzentos(as)  dois (duas) mil vinte mil duzentos{as) mil

trezentos(as)  tres mil trinta mil trezentos{as) mil

novecentos(as) nove mil

unidades de milhdo ...

um milhéao
dois milhoes
trés milhoes

noventa mil
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Na seqiiéncia de palavras numéricas ilustrada, observamos:

o palavras decliniveis em género: um (uma), dois (duas) e as demais com-
. binagdes com elas. Duzentos(as), trezentos(as), ..., novecentos(as).

o palavras declindveis em nimero: milhdo (milhdes), bilhdo (bilhdes}), trilhdo
- (trilhdes), ...

» palavras declindveis em nimero e género: combinagdo das duas classes ante-
. riores.
Exemplo:

- um milhao e duzentos livros

— dois milhdes e duzentas casas

o palavras indeclindveis: os digitos trés, quatro, ..., nove; dez, cem e mil, Sdo
também indeclinaveis onze, doze, ..., dezenove, vinte, trinta, quarenta, ...,
noventa.

Pela anélise, comprovamos a existéncia, em nossa seqgiiéncia, de palavras numéricas
quef dependem da caracteristica do objeto a ser contado. Distinguimos, entre os
digitos, apenas o um (uma) e o dois (duas) nestas condigdes. Os sucessivos treés,
quatro, ..., nove , e as palavras representantes da ordem de grandeza dos agrupa-
mentos de dez, dez (ordem 10'}, cem (ordem 10%), mil (10%), séo indeclindveis.

No italiano, francés e espanhol sdo declinaveis 0 um e suas combinagdes. No
latim o um (unus, una, um), o dois (duo, duae, dua), o trés (tres, tria) e suas
combinagdes.

F forte a suposicao de que as indeclindveis foram acrescentadas a seqiiéncia, num
estagio posterior, quando as palavras numéricas se desligaram das caracteristicas do
objeto a ser enumerado. Dados da histéria medieval nos dio conta que, durante a
Idade Média, foram usadas em Roma as palavras latinas para dezenas, centenas,
milhares ¢ as suas compostas. A palavra milhdo apareceu primeiro na Italia, prova-
velmente no século XIV, usada por comerciantes italianos. Depois disso, na Franca,
Nicholas Chuquet, no século XV, introduziu varias palavras novas na segiiéncia
numérica, estendendo-a para bilhdo, trilhdo, quatrilhdo, ...

Naturalmente, as demais palavras em cada ordem foram inseridas na sequéncia.
Assim, na ordem 10}, dezena, as palavras vinte, trinta, ..., noventa, sio inde-
clindveis. O mesmo nio ocorre com as palavras inseridas na ordem 10%, centenas.
Duzentos(as), trezentos(as), ..., novecentos{as), siao palavras adjetivadas. Néo
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ficamos surpresos com esta caracteristica da palavra duzentos(as), combinacao de
dois (duas), declindvel, com cem, nem com trezentos(as), combinagao de trés; de-
clinavel no latim (trés, tria), com cem. Ambas sdo declindveis na nossa lingua mae,
o latim. Entretanto, quatrocentos(as), quinhentos(as), ..., novecentos(as) sio
indeclindveis no latim L. :

Diferencgas continuam acontecendo na seqiiéncia de palavras numéricas de linguas
descendentes do latim. Observemos a seqiiéncia de dez a vinte.

Latim Italiano Francés Espanhol Portugués
10 decem dieci dix dies dez
11  un-decim un-dici on-ze on-ce onze
12 duo-decim do-dici dou-ze do-ce doze
13  tre-decim tre-dici trei-ze tre-ce {reze
14 gunatros-decim quattos-dici quator-ze cator-ze quatorze
15 quin-decim quin-dici quin-ze quin-ce quinze
16  se-decim se-deci sei-ze diez y seis dezesseis
17 septen-decim  diciasette dix-sept  diez y siete  dezessete
18 octo-decim diciotto dix-huit  diez y ocho  dezoito
19 under viginti  dicianove dix-neuf  diez y nueve dezenove
20 viginti venti vingt veinti vinte

De 10 a 15, as palavras séo indecliniveis e hi combinagoes respeitando a ordem:
digito + dez. A partir dai comegam as diferengas. No latim, essa mesma combinagao
continua até § + 10, depois segue 1 - 20, introduzindo o principio subtrativo, No
italiano e francés temos 5 + 10, 6 + 10 seguidos por 10 + 7, 10 + 8, 10 + 9. Houve
mudanca de ordem na combinagao, a partir de 6 + 10. No espanhol e portugués, a
mudanca de ordem inicia-se a partir de 5 4 10, quando se torna 10 + 6, 10 + 7, ete. A
ordem da combinagdo aditiva, para as palavras subsequentes, segue a regra: niirhero
mailor + numero menor. Ha, também, utilizacdo do principio multiplicativo, quando
ocorre, por exemplo, seiscentos, novecentos, dois mil, trés mil e muitos outros.

Cada povo no mundo teve a sua sequéncia de palavras numéricas. Elas diferem
entre si, em dependéncia direta com a cultura de seu povo. Fornecem indicios dessa
cultura, das dominagdes que esse povo sofreu, das influéncias de costumes oriundas
de relagoes culturals, econdomicas e politicas, mantidas com outros povos. Surgern de
comunicagoes diarias entre os individuos do grupo, emergem do uso popular, nio sio
resultado de estudos realizados em gabinetes de sacerdotes, fildsofos, cientistas. Por
isso, sdo bastante susceptivels de mudangas embora, em principio, possam originar
de uma mesma linguagem. 5
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Na formagéo de nossa seqiiéncia de palavras temos os agrupamentos decimais,
os principios aditivo e multiplicativo. Ela revela um estdgio anterior & abstracao
absoluta do sistema de numerais hindu-arabicos, pois este necessita de apenas dez
algarismos para representar todos os nimeros e a seqiiéncia de palavras precisa de
muito mais. E usa nove palavras para os digitos, uma para o primeiro agrupamento
decimal, e uma diferente para cada novo agrupamento de dez.

Nessa linha de raciocinio, é surpreendente que os romanos, durante a Idade
Meédia, tenham tido uma seqiiéncia escrita e falada com esses modernos principios,
e um incémodo e rude sistema de numerais. E um testemunho de que palavras
numéricas e numerais ndo seguiram os mesmos caminhos.

Eim épocas antigas, como vimos na secio 2.3, os numerais dos chineses possufam
principios parecidos aos do nosso sistema de palavras numéricas. Eles tinham
simbolos para o digitos de 1 a 9 e simbolos diferentes para cada ordem do agru-
pamento, 10, 10%, 10° (por exemplo D, C, M). Seus numerais eram formados por
combinagdes de digitos e de simbolos referentes & ordem do agrupamento (Veja
pagi34). Havia coeréncia e sintonia entre as suas palavras numéricas e seus nume-
rais, embora devamos lembrar que as palavras chinesas nao sio formadas por letras,
mas por caracteres ideograficos.

Nao estava ocorrendo a mesma sintonia em diversas outras sociedades da mesma
época. O sistema alfabético grego, por exemplo, utilizava as letras como numerais,
obedecia ao principio do agrupamento decimal, mas nao utilizava as vantagens do
principio posicional e nio se assemelhava & seqiiéncia de palavras numéricas gregas.
Alguns sistemas de numerais, quando muito, utilizavam a primeira letra da palavra
numérica para simbolizar o numeral correspondente.

Até o momento, apreciamos a importincia das forgas culturais, das fisicas
e da simbolizagéo no desenvolvimento do conhecimento aritmético. Em seguida,
pretendemos identificar, no estudo efetuado nas secoes anteriores, outras forgas que
colaboraram com o desenvolvimento,

Obtida a simbolizagdo na contagem, seja pela seqiiéncia de palavras escritas,
seja através dos numerais, a sociedade, tornando-se mais completa, pressionava por
maior simplicidade e maior eficiéncia nessa questao. Foi visto no capitulo anterior
que f;)s numerais hieroglificos egipcios, de principio aditivo e agrupamnto decimal, de-
ram margem aos numerais da escrita hierdtica e demdtica na busca & simplificagéo
e que vieram a influenciar o sisterna alfabético grego, cuja idéia central era a ci-
fragdo. O sistema atico grego, anterior a este ltimo, utilizava os principios aditivo
e multiplicativo, com agrupamento decimal e intermedidrio quinario que influenciou
o sistema romano de principios aditivo, subtrativo e multiplicativo.
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Na época da escrita hieroglifica, hierdtica e demdtica, os babilonios usavam a
escrita cuneiforme, de agrupamento sexagesimal e representagio posicional, Uti-
lizavam os principios aditivo, multiplicativo, e algumas vezes, o substrativo (19=
20-1). Por esse tempo, portanto, duas foram as idéias decisivas na simplificagao
dos sistemas de numeragao: a cifragao e o principio posicional, sem as quaxs nao
obteriamos a perfei¢io de nosso sistema atual.

Contudo, enfatizamos: no caso dos babilénios, a simplificagao obtida pela uti-
lizacio do principio posicional foi consequéncia da necessidade de evitar mu;itos
simbolos diferentes na representagio dos nimeros. Como foi visto, com o numeral
para o um, com outro para o dez, bem mais tarde, com o simbolo para o zero e com
a aplicagdo do valor posicional, eles representavam seus nimeros. Nao deixaram de
usar o principio repetitivo e aditivo. Portanto, as graves deficiéncias permaneceram:
as dificuldades para a leitura e o desconforto para a escrita.

Essas dltimas parecem ter sido a motivagdo principal da escrita hieratica e
demética. Os egipcios idealizaram marcas e cifras para cada um dos nove primeiros
numeros naturais, cada um dos 9 maltiplos da dezena, cada um dos 9 maultiplosidas
centenas, etc. Todavia, como os babilénios, ndo aproveitaram em toda sua plenitude
o avanco obtido, no caso a cifragdo. Pela figura 2.9, da pag.73, observamos que
os principios aditivo e multiplicativo ainda foram adotados para representar 2, 3, 4,
6 e outros, na escrita hieratica. Esse processo foi um pouco mais aperfeicoado na
escrita demética, onde permaneceram deficiéncias para as centenas e milhares.

Os gregos, na numeragao alfabética, conseguiram eliminar plenamente essa: de-
ficiéncia do carater repetitivo e aditivo. Utilizaram as letras do seu proprio alfabeto,
como podemos ver na Fig. 2.10 da pag.7¢. Essa numeracdo fol uma extensao ou
um aperfeicoamento das duas tltimas escritas egipcias e aconteceram pela época de
Arquimedes e Ptolomeu. Esse sistema parece nao ter sido corretamente avaliado.

De acordo com Boyer (1944), Gow e Ball acharam os numerais alfabéticos “um
erro fatal”; Cantor aﬁxmou ser “emn vez de um avanco, um definitivo retrocesso”;
Gauss conszdelou como “a malor calamidade na histéria da Ciéncia, o fato de Ar-
quimedes, o malor matematico da Antiguidade, ter fracassado em inventar nossa
notagao”; Nesselmann nio viu nenhuma diferenca essencial entre o sistema romano e
o alfabético e caracterizou o Gltimo como “inconveniente e de nenhuma importancia”;
Cajori considerou “um paradoxo, a mudanca do sistema atico para o iénico, decidi-

damente para o pior” e Sarton (1935) caracterizou-o como inferior ao dos egipcios”.

Nos, ao contrario, defendemos fortemente o avango decisivo representado pe}a
cifracdo no sistema alfabetlco pois, a nosso ver, o critério de uma boa notagio
inclui: 1} concisao e facilidade de escrever; 2) possibilidade de leitura facil, rapida
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e sem ambigilidade; 3) favorecimento para o célculo e 4) que o dominio do sistema
nio seja tao dificil. A notagio alfabética satisfaz as quatro exigéncias.

Boyer apresenta o exemplo de uma multiplica¢do nos quatro sistemas: hieroglifico
egipcio, cuneiforme posicional babilénico, grego alfabético cifrado e sistema hindu-
arabico, cifrado e posicional, que ilustramos e analisamos, a seguir.
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Pudemos verificar, através da ilustragio, que o sistemna idnico satisfaz inteira-
mente os itens 1) e 2) e ndo desmerece os itens 3) e 4), apontados anteriormente. O
sisterna babilonico, embora posicional, mas nao cifrado, é incémodo para os calculos,
assim como os numerais hieroglificos egipcios. Esses dois tltimos apresentam de-
ficiéncias sérias em relagdo aos itens 1) e 2).

Logo, ¢ clara a superioridade dos sistemas cifrados grego e hindu-arabico sobre
os demais e ndo podemos nos basear somente na disposigao dos algarismos em co-
lunas para justificarmos a facilidade obtida no calculo com os numerais gregos. A
disposigiic em colunas para os calculos foi usada por egipcios e babilénios também,
sem que isto compensasse a deficiéncia da notacdo deles. Sendo assim, a cifragdo,
aliada & disposicdo em colunas, influiu na facilidade do cédlculo.

A objegédo, colocada por alguns ao excesivo esfor¢o de memorizagao exigido pelos
nurerais iénicos, também pode ser contestada. As letras do alfabeto costumam ser
memorizadas em seqiiéncia por todos 0s povos para o propésito de ler e escrever.
Isso evita novo esfor¢o memorizador ao relacionar os nameros 1, 2, ..., 9 as nove

prifneix‘as letras, as dezenas 10, 20, ..., 90 as nove letras sucessoras e as centenas
100, 200, ..., 900 as nove letras restantes do alfabeto.
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As objegdes colocadas por Karpinski (1914), Cajori (1930) e Menninger (1969),
referentes &s tabuas de multiplicagio iénicas, devido nio existiremn nelas analogias
nas multiplicagdes de 2 x 3 = 6, 20 x 30 = 60 e 200 x 300 = 600, como acontece
no nosso atual sistema sao, de fato, pertinentes. Essas multiplicagbes em numerais
ionicos sdo By = S; KA = £ e 0.7 = A. No entanto, mesmo assim, conslc}eramos 0
sistema cifrado grego superior a qualquer sistema posicional néo cifrado.

Como comprovamos, a simplificagdo foi perseguida pelas diversas sociedades,
da Antiguidade a Idade Média e jogou um papel importante no desenvolvimento da
representacao de ntimeros. Ela foi responsavel pela combinagio dos dois avangos,
cifragao e valor posicional, no sistema de numeragio hindu-arabico, ou seja, a sim-
plificacdo foi responsavel pela fusfo. Por outro lado, ela foi também responsavel,
na sociedade adrabe, na européia, na grega, e em tantas outras, pela selegao de um
sistema, entre os conhecidos e que melhor conviesse.

Qutra influéncia cultural que sentimos muitas vezes, ao longo desta pesquisa, em
diferentes momentos, foi o de resisténcia as inova¢des. Sejam inovagbes surgidas
no proprio grupo cultural ou sejam aquelas trazidas de um grupo cultural para
outro. Resisténcia houve, por exemplo, quando do surgimento dos segmentos
incomensurdveis entre os gregos e quando da conseqiiente ampliacio do conceito
de numero racional para irracional. Nos trabalhos de Heron e de Diofanto esses
novos nimeros nao sao considerados nas solugdes de equacdes. A sociedade chingsa,
embora conhecesse os nimeros negativos, nao os aceitava como raizes de equagoeb
O mesmo na sociedade drabe.

Nos dias de hoje, encontramos resisténcia ao uso do Sistema Métrico Deci-
mal pelos paises de origem inglesa. Mesmo ele tendo sido oficializado, devido as

vantagens obtidas pela homogeneizacio de principios com o Sistema de Numeragio
Decimal, o Sistema Métrico Decimal nao tem sido amplamente usado por esses
paises.

Resisténcia foi demonstrada pelos europeus quando da chegada, & Europa, dos
métodos hindus de registro e de célculo com quantidades. Crowe, (1975) ao des-
crever as forgas, reforca: “Muitos conceitos matemdticos novos, mesmo embora
logicamente aceitaveis, encontram forte resisténcia depois do seu aparecimento e
adquirem aceitagdo somente depois de um longo periodo de tempo”. Argumenta
que somente 2.200 anos depois do aparecimento dos nmimeros representando razdes
incomensuravelis, os mesmos foram completamente aceitos. Tambeém os ntmeros
representados por raizes quadradas negativas (ou complexos), surgidos entre 1543
e 1830, foram motivo de bastante polémica. Segundo Crowe, esses niimeros foram
chamados de “falaciosos” por Cardano; “sem sentido” por Napier; “inexplicaveis
por Girard; “imagindrios” por Descartes; “incompreensiveis” por Huggens.
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Existe, naturalimente, o lado positivo da resisténcia, quando entra em questao
reservagao da linguagem, dos costumes, das tradigbes de um grupo cultural, mas
quando o avango tecnoldgico é comprovado, e a ndo utilizagio do mesmo possa
sar atraso cultural. Este é confundido com uma espécie de conservadorismo.

Em todo o trajeto histérico-cultural percorrido no texto, a difus@o de conheci-

mento enire geragoes de um mesmo grupo ou entre diferentes grupos teve um papel
importante no desenvolvimento do nimero, sua representagac e ampliacdo. Na An-
tiguidade, a difusao se deu através de relagbes culturais ou conquistas militares

€ &

histdria nos mostrou que nem sempre o pals oprimido absorveu a cultura do

dominador. Dependeu da superioridade cuitural de vencedores e vencidos.

Os édrabes, quando conquistaram o Oriente, assimilaram a Matematica da an-

tiga Grécia, o trabalho dos matematicos hindus e contribuiram para divulga-los na
Europa Ocidental.

Os acadianos usavam inicialmente base decimal. Ao conquistarem os sumérios,

surgiu uma escrita de base sexagesimal com representagdo decimal, numa misci-

gen

Za(;éo de culturas.

Os mercadores gregos, como Tales, e viajantes, como Pitdgoras, trouxeram, de

terras egipcias, as fragdes unitarias, e de terras babilonicas, as fragdes sexagesimais
de principio posicional. Os astrénomos gregos preservaram a base sexagesimal, a
que chegou até nds nas medidas de tempo e de angulo.

Assim, as fragdes se manifestaram em duas formas: fragdes racionais, comparacio

entre dois inteiros (egipcias e gregas) e fragdes decimais, estas resultantes da ex-
tensio do principio posicional e agrupamento decimal a submultiplos da unidade.
As tdltimas, similares as fragdes sexagesimais babilénicas.

Sal

De fato, a investigagao realizada nos capitulos 2 e 3 possibilitou-nos ilustrar diver-
nfluéncias: culturais, fisicas, simbolizagdo, simplificacio, fusio, selegdo,

resisténcia e difusdo e conduziu-nos, ainda, a observar outras: a generalizagio,

a &

bstragao, a forga interna, que discutimos a seguir. Os babilénios, levados

pela vantagem da generalizagdo, construiram muitas tdbuas para reciprocos, de
foxma que as divisoes por um nimero n foram possiveis a partir da multiplicacio

po;‘

. A mesma motivagao tiveram os egipcios, ao usarem métodos de duplicagio

e de medmgao nos calculos envolvendo multiplicacdo e divisio. Hindus, arabes e
eurdpeus desenvolveram variados métodos e regras para solugio de equacoes, raizes

qua

dradas, etc.

O desenvolvimento matematico grego, sem duvida, foi na direcio de encontrar

enunciados gerais para os resultados conhecidos, a fim de obter um instrumento
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forte de estudo de novos problemas. Os gregos colaboraram no estabelecnnento de
normas para sistematizar e validar esses estudos.

Os niimeros usados na contagem foram ampliados para os nimeros proprios para
a medida, no caso, as {racdes racionais, desde que a medida de um comprimento seja
a contagem do nitmero de uma certa unidade convencional naquele comprimento. Os
principios aplicados na representacio dos inteiros no sistema de numeragéo decimal
foram estendidos para as fracdes decimais, alcangando generalizagdo. Com isso,
0S muitaplo:: e submultiplos da unidade ﬁcam agora, representados pelos mesmos
principios.

O estabelecimento de /—1 como nimero teve a finalidade de estender o estudo
de equagdes lineares e quadraticas as cibicas.

A abstragdo desde os mais primitivos estagios da contagem teve papel im-
portante na concepgao do nimero. A palavra numérica, num primeiro momento
associada a qualidade do objeto a ser contado, da lugar a palavra numérica desvin-
culada do objeto fisico. Os numerais pictograficos, de natureza analoga dos objetos
representados, evoluiram pouco a pouco para os algarismos, de natureza abstrata.
Estes algarismos combinados representam um nimero. A representacdo transmite
uma idéia, aquela da quantidade, no caso, o nimero. O conceito se amplia, se es-
tende. Relagdes e operagoes sao estabelecidas, problemas sdo resolvidos, envolvendo
tal conceito, emergem questdes, reflexdes, analises sobre diversos pontos de vista,
surgem novas abordagens para o estudo de numero, propde-se hipdteses e teorias,

Dos objetos concretos manipuldveis, visiveis, palpaveis, ou seja, percebidos pelo
sentido, fomos conduzidos a identificacdo de propriedades associadas a quantidade.
Esse conjunto de objetos passou, a partir dai, a ser identificado por essas suas pro-

priedades. Foram, posteriormente estabelecidas rela¢des entre propriedades, ou seja
propriedades das propriedades, ¢ estas aparecem uma como conseqliéncia ldgica de
outras. Sao cadeias de propriedades e, posteriormente, as propriedades das cadeias.
Esta seqiiéncia foi obtida intermediada por abstragdes e, estas sdo ilimitadas.

Os homens de diferentes sociedades e em diferentes periodos de tempos nio es-
tiveram apenas preocupados em resolver problemas de sobrevivéncia diaria, embora
essa tenha sido uma caracteristica marcante da humanidade, mas foram tambémf, le-
vados por curiosidades e desafios, extrapolaram os motivos praticos e concentraram-
se em problemas tedricos de dificil solugdo. Nesse entusiasmo por soluciona-los sur-
giram novos conceitos, descobriram-se noves métodos, possivelmente incorporados
a Aritmética.

Essa motivagdo gerou desenvolvimento matemdtico e teve papel importante no
estudo dos nimeros irracionais e da continuidade da reta, chegando aos niimeros
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reais. Essa forga desenvolvimentista de estimulo *interior” ao ser humano sera cha-
mada nesse texto de forga interna.

Tal forca esteve muitas vezes associada as “crises”. No caso anteriormente ci-
tado, o estudo dos niimeros irracionais esteve ligado a crise gerada pela descoberta
das grandezas incomensurdveis e o estudo das grandezas continuas esteve associ-
ado a crise gerada pelos paradoxos de Zenon e pelas dividas surgidas a partir das
quantidades muito pequenas e muito grandes.

Consideramos a forga interna também responsavel pelo desenvolvimento incor-
porado & Matematica gerado pelo prazer, pela beleza das formas, pela harmonia dos
sons, e pelas atividades de recreacio.

Embora tenhamos identificado virias forgas que contribuiram para o desenvol-
vimento da Aritmética, € certo que elas nao atuaram independente ou isoladamente,
como € certo que elas provocaram as mudangas e os avangos significativos na cons-
trugao do conceito de numero, suas representacoes e operagoes. As inter-relacoes
entre elas podem, no caso do nimero e suas relagdes, serem assim esquematizadas:
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Capitulo 5

Reflexoes sobre o ensino de
Aritmética na formacao do
professor.

Ao concentrarmos nossa pesquisa no eixo histérico-cultural e na area de Aritmética,
particularmente no desenvolvimento do numero, na ampliagdo dos campos numériécos
e nos sistemas de numeracao, as preocupagdes relativas a formacdo de recursos hu-
manos levaram-nos a analisar a opinido de varios autores, cujas obras tém forte apelo
didatico, sobre os motivos e as razdes que os fizeram sugerir, como nos, o estudo da
construcdo histérica do conhecimento aritmético ou do conhecimento matemaético
na preparagao do professor. :

Apresentamos, a seguir, algumas dessas opinides para, posteriormente, colocar-
mos a nossa posicao sobre o ensino de Aritmética na formacgao do professor.

Kline (1966), analisando os principios fundamentais para um curriculo de Ma-
tematica no 20. grau, considera que, nesse nivel, ao desenvolver a Matemdtica cons-
trutivamente, é importante o professor conhecer a ordem e as dificuldades histdricas
dos fatos matemadticos, pois as dificuldades encontradas no desenvolvimento da Ma-
temdtica sdao as mesmas encontradas pelo estudante no seu estudo. Como exemplo,
cita o fato de os nimeros negativos terem sido descobertos mais de 1000 anos apds a
civilizagdo egipcia ter apresentado uma notagdo para os niimeros naturais e sé vindo
a ser aceitos 1000 anos depois, o que faz esperar que os estudantes terdo problemas
nesse assunto. :

Jones (1969) defende um ensino baseado em significagio e compreensao e, para
tanto, entende ser indispensavel a significacdo historica na formacdo matematica do
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professor. A significagao histérica permitira ensinar com compreensao.
Ele faz suas as palavras do professor de Matematica Jacques Barzum;

“Eu tenho mais que uma impressio, o que equivale a uma certeza - a Algebra
se torna repulsiva devido a ma vontade ou inabilidade do professor de explicar
porque ... Nao ha significa¢do histérica por tras do ensino, assim a impressao que se
tern ¢ que todo o sistema estd pronto e acabado ao longo do tempo, para ser usado
apénas por aqueles que possuam habilidades inatas.”

Wilder (1972) valoriza o estudo da histéria da Matemadtica para se ter uma
visdo dessa disciplina como um organismo vivo, crescendo, que estd continuamente
evoiumdo O mundo no qual vivemos é formado de instrumentos e de tecnologia, de
rituais e de credos, de arquitetura e de arte, de hte1atuaa e de ciéncia, incluindo a
Matematlca ou seja, este ¢ um mundo de cultura, que é mais que um mundo fisico,
pois ¢ um mundoe onde o ser humano usa a habilidade de simbolizagao escrita, ndo

necessaria a outras formas de vida. A evolucio da habilidade de simbolizacio na
espécie humana faz possivel a complexidade das culturas que temos hoje.

Na sua opinido, a histéria cultural do homem, na qual estd incluida a histdria
da Matematica, pode ser mais significativa, se estudada como um processo evo-
luciondrio. Sugere que seja feita uma analise da evolucdo histérica dos conceitos
matematicos.

Em texto de 1973, Wilder reforca, mais uma vez, a necessidade de se conhecer
a origem dos conceitos na nossa cultura, para que os mesmos sejam realmente com-
preendidos. Para isso, é necessirio ter deles um significado intuitivo e é importante
saber como, porque e quais aspectos de nossa cultura levaram aos conceitos. Semn
tal entendimento, haverd frustracio ou aceitagdo do mesmo como um dogma, sem
significagdo.

Para Grattan-Guiness (1978), a tradigio na Educagio Matematica tem se con-
centrado no conhecimento matemético advindo de definicdes, teoremas, provas..
Tal conhecimento é necessrio mas nao suficiente. Para suficiéncia é preciso a com-
pLeensao, nao meramente o conhecimento por si 6, mas também as motivacdes
historicas, os caminhos nos quais os conceitos foram criados. Nesse aspecto, de-
saprova a apresentacao dos livros-textos. Ela é ortodoxa, inadequada pois, na ex-
posicao dos conteidos, os autores iniciam com alguns componentes basicos e, atraves
de dedugdes, chegam a uma seqiiéncia de resultados que, na maioria das vezes, nio
é a ordem histérica dos acontecimentos mas a inversa desta.

Victor Byers (1982) concorda com as razoes apresentadas por Jones e Grattan-
Guiness e enfatiza a importancia do conhecimento histérico dos assuntos para as
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decisées de ordem pedagdgica a serem tomadas pelo professor, no desenvolvamento
das aulas de Matematica.

Struik (1985) considera que o conhecimento histérico satisfaz a curiosidade sobre
o passado, de como os conceitos em Matematica se originaram e se desenvolveram, e
contribui para entender nossa heranga cultural, ndo somente através das aplicacoes
que a Matemadtica teve e ainda temn na astronomia e em outras ciéncias, mas também
devido as relagdes que ela teve e ainda tem em campos variados como a arte, a re-
ligido, a filosofia. O conhecimento histérico contribui para a verificacio das Ielagoes
existentes entre a sociedade e a Matematica no passado.

Para Prado (1990}, a histéria da Matematica permite compatibilizar os aspectos
intuitivos e a formalizagdo presentes nas diversas etapas, porque passa o conhe-
cimento matemadtico, das primeiras idéias aos estdgios mais avancados e permiite
também, entendeé-lo como resultado da vida e da cultura dos povos, assim como
compreender o seu papel na histéria das civilizagoes.

Brolezzi (1991) analisa trés componentes principais do valor da Histéria da Ma-
tematica, quando utilizada como recurso pedagdgico:

1. Fonte de conhecimento da légica da Matemadtica em construcdo. Para esse fim,
os livros cuja abordagem da Histéria da Matemdtica ¢ feita por assunto, sdo
0s mais apropriados, pois deixam clara a distingao entre a forma légica inicial,
presente nas origens da Matematica, e sua posterior e paulatina formalizagéo.
A Matematica em construcao admite uma légica mais adequada ao ensinoi

)

Instrumento para a superagao da dicotomia “técnica e significado” no ensmo

elementar. O acompanhamento dos fatos historicos permite conhecer inimeras
alteragdes de simbolos, de conceitos e de idéias e essas alteracdes contribuem
para a compreensao. Sem compreensio nao é possivel utilizar a técnica em
outros concertos.

3. Proporciona uma visdo de totalidade ou de conjunto. A histdria favorece o
distanciamento do momento atual, o que facilita a apreensio do todo ¢ a
percepgao do continuo processo de formalizagiao da Matematica. Os livros da
Histéria da Matematica, cujo sumario é organizado pela ordem cronoldgica,
favorecem essa visao. '

A nosso ver, Sebastiani (1990) traduz bem as opinides dos autores, ao concluir
pela existéncia de um consenso sobre a necessidade do conhecimento histérico por
professores e futuros professores de Matematica e pela existéncia de divergéncia,
nos pontos de vista dos educadores, em como promover esse estudo num curso de
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formacdo. Muitos defendem a inclusao da disciplina Histéria da Matematica no
curticulo do futuro professor, outros sugerem o desenvolvimento de cada disciplina
do curriculo com perspectivas histdricas ou, entdo, propéem ambas as alternativas.

Nés, ao desenvolvermos aqul nossa posicdo a esse respeito, abordamos inicial-
mente nossas razdes para o estudo da evolugao histdrica do conhecimento aritmético
pelo futuro professor e, posteriormente, apresentamos algumas sugestoes de como
fazé-lo.

Ao longo dos anos, muitas concepgées falsas existiram a respeito da Aritmética
ou a respeito da Matemadtica. Algumas pessoas consideram a Aritmética como uma
série de técnicas de uso somente de cientistas, engenheiros e economistas; outros a
descrevem como uma 4rea de conhecimento pouco apropriada ao aprimoramento do
espirito, pois maquinas fazem os calculos aritméticos.

Ja houve quem atribuisse & Matematica poderes maquiavélicos. Segundo Mor-

ris Kline (1954), Santo Agostostinho dizia: ¥ O bom cristao deve ficar longe da
Maiematica e de todos aqueles que fazem profecias vazias. Existe o perigo de que
os matematicos tenham feito um acorde com o diabo para obscurecer o espirito e
confinar o homem as profundezas do inferno.”

Para Phillip Davis e Reuben Hersh (1980}, a Matematica costuma ser comparada
a uma arvore onde cada ramo antecedente é necessério para a compreensio do ramo
subgeqiiente. Essa dependéncia sequiencial colabora para confundi-la com uma area
de conhecimento estritamente cumulativa. No entanto, hd teorias que desfazem
aquelas supostamente aceitas, ha descobertas individuais postergadas por outras,
existem trabalhos antigos reformulados sob perpectivas modernas, existern métodos
simplificadores que substituem os anteriores.

Ha os que confundem a universalidade da Matematica com a neutralidade. Ha
o mito de verdades sempre eternas e muitos que creditam o seu estagio de desenvol-
vimento somente a individualidade de génios.

Com o intuito de que sejam colocadas de lado tais concepgdes, é importante,
num curso de formagdo de professores, desenvolver o conceito de nimero e outros
correlatos, percorrendo um caminho histérico, ndo em linha reta, nem numa infalivel
seqliéncia légica, mas um caminho que contribua para a descoberta dos pressupostos
fundamentais dos quais surgiram os problemas e as idéias dos homens. Pela histéria
cultural desse conceito, pode-se perceber as preocupagdes, os problemas, as hipdteses
e as idéias através dos anos.

Durante o percurso histérico-cultural, é possivel verificar a utilidade da Aritmética,
comprovar a importancia da Matemadtica como matéria prima na simplificacio do
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pensamento, observar a precisio de sua linguagem, sentir a beleza e o prazer no
seu convivio e distinguir as potencialidades envolvidas nessa relacdo: imaginagao,
intuicio, criatividade. E possivel conhecer as relagdes da Matemdtica com a socie-
dade e as forgas-culturais responsaveis pelo seu desenvolvimento. |

A citagdo de Poincaré (em Hershberger,1957), expressa bem o nosso pontd de
vista:

“Sao geralmente conhecidos esses finos travamentos de agulhas fosszhzadafs
constitutivos do esqueleto de certas esponjas. Desaparecida por completo a matéria
organica, apenas resta um quebradico e gracioso tecido de agulhas. Na realidade nao
passa de particulas de dcido silicoso, mas o interessante ¢ que a forma assumida por
esse acido silicico, ndo podemos compreender, sem conhecermos a esponja viva que
justamente impregna essa forma. Assim se passa também com os velhos conceitos
intuitivos de nossos antepassados que, apesar de abandonados por nés, continuam
a imprimir a sua forma ao arcabougo 16gico, que conhecemos no lugar deles”.

No geral, o estudo do nimero e sua histéria cultural contribuem para a cons-
tatagdo de que a Aritmética tem sido motivo de construgéo e destruiio de teorias
filoséficas, tem servido de objeto de rivalidades pessoais e politicas e tem sido com-
plemento nos rituais, nos credos, na religizo, no lazer e no prazer. A Aritmética tem
participado das civiliza¢des em todos os tempos, tendo favorecido a organizagao do
pensamento e fornecido respostas a algumas questdes fundamentais sobre o mundo
em que vivemos. Na verdade, uma de suas motivacdes tem sido solucionar questoes
surgidas diretamente das necessidades sociais. :

Os antigos egipcios e babilonios tinham uma economia agricola e lhes foi ne-
cessario implementar a astronomia que implicou no desenvolvimento da Arltmetlca

e da Geometria praticas,

A ordermn social grega criou os comerciantes ricos, présperos exploradores do tra-
balho escravo que apreciavam especular sobre o mundo. Isso fez surgir o misticismo
e também estimulou o seu oposto - o racionalismo e a perpectiva cientifica. Surgiu
a Matermatica do pensamento. '

Como um método de pensamento, ela continuou evoluindo até nossos dias: as
defini¢des cuidadosamente formuladas e axiomas explicitamente estabelecidos. Das
definigdes e axiomas, conclusdes foram deduzidas pela aplicagio do raciocinio lgico.

Nesse caminho, a Aritmética mostrou-se um campo fértil a criatividade. ‘Ao
se construirem as provas para as conjecturas, foram empregadas a intuigao ¢ a
imaginagdo. O indispensavel uso da intuicdo e da imaginacio na criacio de provas
e conclusdes proporcionou satisfagio e prazer, '
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;Intuigéo, imaginagdo e criatividade fizeram surgir relagdes entre nimeros e notas
musicais, entre nimeros e versos, entre niimeros e formas e estas criaram a harmo-
nia e a beleza que sdo caracteristicas dos trabalhos artisticos. Isso mostra que a
Matemadtica contribui também com a arte.

J. Bronowski (1965), a nosso ver, captou com poesia e sutileza o sentimento
humano despertado pela criagao e pela recriagio:

“As descobertas da ciéncia, as obras de arte sio explosdes, mais que isso, sdo
explosdes de uma similitude oculta. O descobridor e o artista apresentam dois
aspectos da natureza e os fundem em um sé. E esse o ato de criagao, no qual um
pensamento original nasce, e ¢ o mesmo ato na ciéncia original e na arte
original ... (Esta nogdo) por si s dé um siginificado ao ato de apreciacéo, pois o
apreciador tem de ver a agdo atento ao eco que foi iniciado quando da criagao da
obra. No momento da apreciagdo, vivemos de nove o momento em que o criador viu
e reteve a similitude oculta. Reeditamos o ato criador e nés mesmos fazemos de novo

a descoberta... O grande poema e o teorema profundo sio novos para cada leitor e,
no entanto, sao as suas proprias experiéncias, porquanto ele préprio as recria. Eles
sdo as marcas da unidade na variedade, e no instante em que a mente apreende isso
para si, o coragdo falha uma batida.”

Os povos orientais, hindus e chineses tinham uma sociedade comercial, usavam
sistemas de escrever, contar, pesar e medir. Transagdes comerciais e econdmicas,
navegagao, construcao de calendarios, fortificacdes e armas de guerra continuaram
motivando o desenvolvimento da Aritmética pratica.

De considerdvel importancia foi a contribuicio arabe para a preservacio das
obras gregas e hindus na Astronomia, Medicina e Matematica. A apendizagem
antiga preservada pela cultura isldmica passou para a Furopa Ocidental e, na época
medieval, desenvolveram-se o comércio, as viagens maritimas e a engenharia civil.

Na Europa, a Matemitica floresceu principalmente nas cidades que prosperaram
sob. influéncia do comércio, navegagao, astronomia e pesquisa.

A Matematica pratica teve um rapido progresso na América do Norte, durante os
sec. XIX e XX, sendo utilizada no comércio, no seguro, nas ciéncias e na tecnologia.
A par desse desenvolvimento, a Matematica adquiriu uma linguagem prépria, que
permite trabalhar e expressar as idéias de maneira compacta, clara e precisa.

Recorremos, novamente, a J.Bronowski (1965), que é extremamente sutil e ao

mesmo tempo profundo, na sua percepcio da alma e do espirito desse campo de
investigacao:




“Em primeiro lugar, a Matematica ¢ uma lingua em que se discutemn aquelas par-
tes do mundo real que podem ser descritas por nidmeros ou por relagdes semelhantes
de ordem. Juntamente, porém, com o dever rotineiro de traduzir os fatos para esta
lingua, existe naturalmente para aqueles que sio bons nesse campo, um prazer na
propria atividade em si. Acham a linguagem mais rica do que seu conteddo; aquilo
que ¢é taduzido significa menos para eles do que a légica e o estilo de dizer e desses
sons harmoniosos desenvolve-se a Matematica como literatura por direito préprio.
A Matematica nesse sentido - a Matemdtica pura - é uma forma de poesia, que
possui a mesma relagdo com a prosa da Matemadtica pratica, como a poesia tem ¢ com
a prosa em qualquer outra linguagem.”

A nossa pesquisa permitiu constatar que a Matematica é uma drea que desa-
fia, estimula e inspira e que, apesar das contribui¢des valiosas de individuos como
Pitdgoras, Euclides, Dedekind e Cantor, o seu desenvolvimento nio é somente re-
sultado de cérebros privilegiados mas também da heranca coletiva da humanidade.

Enfim, o estudo sobre a génese e a evolugdo histérica do ntmero e de outras
nogbes aritméticas relacionadas contribui para desfazer possiveis concepgdes falsas
a respeito da Matemdtica e para uma compreensao mais adequada do que ela &, o
que concorre para uma melhor percepcao do papel da Matematica no curmculo do
lo. e 20, graus.

Embora os argumentos apresentados até aqui sejam bastante gerais, a pesquisa
sobre nimero, sua representacio e relagbes dao-nos conta que esse conceito estd no
cerne do conhecimento matemdtico. Comprova-se que ele se constréi a partir da
analise de relagdes quantitativas entre os objetos do mundo fisico, sejam relagdes
estabelecidas entre quantidades discretas (discreto numérico) ou entre quantidades

’ ’ T r Fl .
continuas (continuo numérico) como comprimento, drea, tempo, velocidade.

Na construgdo do conceito estao envolvidos o senso numérico, a relagio de ordem
e o principio de correspondéncia, para o qual contribuem materiais auxiliares de todo
tipo: pedras; incisdes na madeira, em ossos, em bambu, na argila; o préprio corpo,
os dedos e as articulagoes.

O principio de correspondéncia permite associar grupos de objetos segundo uma
caracteristica comum: a quantidade dos objetos, ou seja, a quantidade é vista como
uma qualidade a mais de grupos de objetos.

A nogdo abstrata de nimero desenvolve-se lentamente e, apés construida uma
sequencia numérica, recorre-se ao principio de hase, diminuindo o esfor¢o de memdria
e de representagéo, pois evita indicar cada nimero com novo nome ou simbolo, sem
relacdo com os demais.
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Na busca, surgem os sistemas aditivos, os mistos e os posicionais, No nosso
estudo, aditivos sao os sistemas hieroglifico, hieratico, demdtico e os sistemas al-
fabéticos. Como exemplo de sistema misto, temos o antigo chinés. [sse utiliza
o principio multiplicativo, uma vez que, cada digito é acompanhado do valor da
poténcia da base.

O sistema posicional diferencia-se desse ultimo por ndo necessitar da repre-
sentacio das poténcias da base. Sao esses os sistemas babilénicos, as barras chinesas
e o sistema hindu.

Em sintese, acrescentada de todas as razdes ja anunciadas, a nossa pesquisa
forneceu-nos esclarecimentos sobre as dividas colocadas no inicio do trabalho e fez-
nos: aproximar da esséncia do objeto de estudo: o numero e sua histéria cultural,
0 que nos permite transformarmo-nos em criticos: os conceitos se aclaram, os pro-
blemas podem ser analisados em maior profundidade e extensdo e as opgdes pelos
caminhos melhor se delinelam. Desaparecera, nesse momento, o perigo de termos
um enorme acervo de material de museu e de propormos quimeras por falta de
suficiente fundamentacéo historica.

Cabe aqui, a lembranca da dissertagdo de Brolezzi (1991} onde se reportou a
Bochenski para resgatar o significado original, literal, da palavra metodologia, de
derivagdo grega: percorrer um caminho.

Para a opgao por um caminho, o professor deverd analisar obstaculos e dificul-
dades inerentes ao assunto, sobre os quals nos permitimos divagar um pouco.

As deficiéncias a que nos referimos (no capitulo 1) na formacgio do professor
e que eram também nossas, devem ter sido sanadas nesse campo - nimero e sua
histéria cultural. Todavia, podemos dizer que esse estudo usado isoladamente, por
si 86, num curso de formacdo, pouco contribui para a preparagao do professor. E
necessario, inicialmente, complementé-lo com os aprofundamentos proporcionados
pela drea de Fundamentagao da Matemdtica Elementar, na qual j4 desenvolvemos
dois trabalhos (Taboas, 1985, 1986) e pelas dreas de Didéatica e de Psicologia.

Algumas leituras por nds realizadas, nas duas tltimas dreas citadas, fizeram-
nos conhecer intimeras dificuldades enfrentadas pelas criancas quando em contato
com os digitos arranjados numa representacdo posicional, seja antes ou durante a
transmissao pela escola, de forma organizada, desse conhecimento cultural.

Assim, a aquisi¢do desse conhecimento cultural supde um processo de construgao

intelectual que resulta da interacio entre as idélas elaboradas previamente pela
crianga e o que lhe é ensinado.
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A atengao do professor deve estar sobre as caracteristicas e o grau de dificuldade
do conteudo a ser transmitido e as possibilidades intelectuais do estudante que o
deve assimilar.

Sellares e Bassedas {em texto mimeografado) argumentam que a aquisi¢io do
sistema de numeracio posicional envolve o objeto cultural, resultado do desen-
volvimento histérico, e 0 objeto do conhecimento, que deve ser assimilado paias
estruturas intelectuais do individuo.

Pouco a pouco, os digitos e as leis que os combinam sio descobertos pela crianca
i :

que, através de observagoes, experiéncias e desenvolvimento de atividades, vai cons-

truindo o conceito de nimero. '

Piaget e Szeminska (1975a ) consideram que a aquisi¢do do conceito de niimero
pela crianca envolve o dominio de conservagdo das quantidades discretas’ e do
principio de correspondéncia num processo gradativo. Composicdes aditivas e mul-
tiplicativas sao importantes para completar as atividades que levam a crianga a
elaboracdo de sistemas de inclusido e de relagdes (seriagdes) e culminam com a Su~
cessao dos nameros inteiros finitos, indissociavelmente cardinais e ordinais.

A nogdo de nimero esta ligada, portanto, & reunido de classes e 3 relagéo de
ordem, ou seja, envolve a classificacio e a seriacdo. No processo, a tautologia propria
da inclusdo de classes A + A = A é, aos poucos, substituida por A + A =2 A,

Kamii(1985), discipula de Piaget e sua colaboradora, expde de maneira bas-
tante acessivel questées fundamentais do trabalho de Piaget e suas implicagbes pe-
dagogicas:

“O namero € uma sintese de dois tipos de relacdes que a crianca elabora entre os
objetos (por abstragdo reflexiva). Uma é a ordem e a outra é a inclusio hierdrquica

56 podemos nos assegurar de que nao deixamos de contar nenhum objeto de
uma colegio ou de que nio repetimos nenhum , se os colocarmos numa ordem ...
Para quantificar os objetos de um grupo, a crianga tem de colocd-los numa relacao! de
inclusdo hierdrquica ...A crianga inclui mentalmente um em dois, dois em trés, trés
em quatro, ... E importante esclarecer sobre a construgio do numero e a quantidade
dos objetos. A construcao do nimero (uma estrutura mental) existe ou existird na
cabeca da crianga, nao sendo, portanto, observavel. A quantificacio dos objetos,
por sua vez, é parcialmente observavel” (o observavel é o seu comportamento ¢ o
nao observédvel é o pensamento na cabeca da crianga). “Quantificar objetos deve
ajudar a crianga a construir o numero.”

*Dominio da conservagio de guantidades discretas se refere & compreenséo, de cada individuo,
de que a quantidade dos objelos permanece invaridvel, enquanto outros aspectos, como forma,
posi¢io dos objetos, por exemplo, se modificam. :
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A pesquisadora considera que a nogéo de numero emerge a partir de atividades
de colocar todos os tipos de coisas em todos os tipos de relacdes, mas adverte: “As
criancas ndo aprendem conceitos numéricos com desenhos. Tampouco aprendem
conceitos numéricos meramente pela manipulagio de objetos. Elas constroem esses
conceitos pela abstragio reflexiva? & medida que atuam (mentalmente) sobre os
objetos, O nimero é alguma coisa que cada ser humano constréi através da criagao
e coordenacio de relacdes”.

Baseada nesses argumentos Kamii prescreve seis principios que contribuem para
a construcao do numero na crianca:

1. A criacdo de todos os tipos de relagdes. Encorajar a crianga a estar alerta e
a colocar todos os tipos de objetos , eventos e agoes em todas as espécies de
relagles.

2. A quantificacao dos objetos.

{(a) Encorajar as criangas a pensarem sobre nimero e quantidade de objetos
quando estes sejam sigrficativos para elas.

(b) Encorajar a crianga a quantificar objetos logicamente e a comparar con-
juntos {em vez de encoraja-la a contar).

(c) Encorajar a crianga a fazer conjuntos com objetos mdveis.
3. Interacdo social com os colegas e os professores.

(a) Encorajar a crianga a trocar idéias com seus colegas.

(b) Imaginar como ¢é que a crianga estd pensando, e intervir de acordo com
aquilo que parece estar sucedendo em sua cabega.

A preocupacao da pedagoga nao é, na verdade, somente a construcio do nimero
pela crianca, mas promover, no a4mbito escolar, condigées para que ela desenvolva
a autonomia intelectual. As suas reflexdes sobre as questdes ligadas ao nimero,
apdiam a nossa pratica pedagogica e sua posicio esclarecedora sobre as finalidades
dos processos educacionais facilita a extensdo das sugestdes a todos os niveis de
ensino.

Uma ampliagdo da contagern é a anélise de relagdes quantitativas existentes entre
grandezas continuas, Uma grandeza é dita continua quando é divisivel em partes

sempre divisiveis. Essas partes ndo sio formadas por elementos individualizados ou

2A abstragdo reflexiva, nesse caso, envolve a construgac de uma relacio entre objetos. Essa
construcao ¢ feita pela mente e nio ¢ uma concentragio sobre alguma coisa que j4 existe no objeto.
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separados (como os objetos de uma colegao). O comprimento de um barbante, a
area de uma superficie, o volume de um sélido, sio exemplos de grandezas continuas.

Em tempos muito remotos, a necessidade de medir terras levou ao reconheci-
mento de que os niimeros naturais eram insuficientes para exprimir as medidas pos,
para exprimi-las, devemos comparar o objeto a ser medido com outro da mesma
grandeza tomado como unidade. Nao raro, a unidade néo cabe um ntumero inteiro
de vezes na grandeza a ser medida. O malis fregliente é a unidade caber um nimero
inteiro de vezes e sobrar uma parte inferior & unidade. Para exprimir a medida (de
comprimento, de area, de tempo) foi preciso subdividir a unidade num certo numero
de partes iguais.

A superagido da impossibilidade dos niimeros naturais ante a medida foi conse-
guida pela criagdo da fragdo. Foi possivel, assim, medir uma grandeza contmua,
tomando a unidade e as fracdes dessa unidade. '

E importante o futuro professor reconhecer as diferencas entre a contagem e a
medida. A contagem expressa por um numero natural envolve a quantificacdo de
objetos discretos (colegdo de objetos). A medida envolve grandezas continuas e estas
s6 podem ser quantificadas pela introducdo de uma unidade arbitraria, com a qual
vio ser comparadas. A unidade arbitréria é uma grandeza da mesma espécie e nio
é dada no objeto a ser medido, Na contagem, a unidade é dada por um objeto da
propria colegio. Essas diferenciacdes nio intervém no tipo de estruturas envolvidas
com os conceitos. Kamii (1985) afirma que a estrutura de ordem e a de inclusio
hierarquica, sdo as mesmas para a contagem e a medida.

O conceito de fragdo exige a existéncia de uma unidade, isto €, pressuple a
existéncia de uma totalidade divisivel. Esta unidade deve ser dividida em um nimero
determinado de partes iguais, de modo que se esgote completamente o todo consz-
derado.

Lima (em texto mimeografado), pds-graduando de Psicologia, investigou oéde-
sempenho de criangas quanto a evolugdo do conceito de fracdo, em expemenclas
envolvendo sete condicdes propostas por Plaget:

1. A existéncia de uma totalidade divisivel. A crianga concebe ou nao a decom-
posigdo do todo em partes.

2. A existéncia de um nimero determinado de partes. Deve estar claro, para a
crianga, o numero de partes iguais que o todo precisa ser dividido, de modo
que as mesmas sejam distribuidas para um numero conhecido de pessoas.

3. Esgotamento do todo. Um pedaco cortado do todo é resultado de uma divisao
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do todo em partes iguais e corresponde a uma fragao do todo. Nao deve haver
residuo nessa divisdo efetuada pela crianga.

4. Relagdo entre o nimero de partes e o nimero de cortes, FEm quantidades

 discretas, o niimero de elementos da colecao é multiplo do niumero de sub-
colecdes iguals, resultante da particio. Nas quantidades continuas, o nimero
de cortes ndo é o mesmo numero de fragdes obtidas. Para dividir um barbante
ern 4 partes iguais, a crianga necessita fazer 3 cortes.

5 Igualizacdo das partes. As partes devem ser iguals para que haja fragdes.
. Relagdo das partes com o todo e das partes entre si devem estar claras.

6. Conceptualizagio de cada fragdo como parte de um todo e esta susceptivel de
- divisdes. A fracdo € parte do todo, ao mesmo tempo, que ela pode ser tomada
como um {odo, que serd submetido a nova divisao.

7. Atendimento ao principio de invaridncia: a soma das fragdes contituidas pela
- divisdo, é igual ao todo inicial.

Segundo as observacdes de Lima, a iniciagio ao estudo da fragio tem sido feita,
em geral, com cuidados e preocupag¢des mais voltados para a escolha de técnicas
de ensino auxiliares a formagao do conceito e para o uso de recursos materiais es-
timuladores, deixando-se, para segundo plano, os cuidados e preocupacgdes com as
condigdes cognitivas da crianga para a aquisi¢do do conceito.

No estudo realizado, as investigacfes sugerem que as habilidades das criangas
para o estudo de fracdes envolvendo quantidades discretas, sdo anteriores as habili-
dades para o estudo de fracdes envolvendo 4rea (quantidade continua).

A seqiiéncia do desempenho das criangas manteve-se constante, mesmo quando
eramn diferentes os niveis sécio-econdmicos dos sujeitos submetidos as tarefas. As
médias de idade, no entanto, variaram segundo os niveis sécio-econdmicos.

Na tentativa de melhor discernir as barreiras a serem enfrentadas pelo professor
no seu trabalho, Glaeser {1985), um estudioso da didatica e da epistemologia, enu-
merou dificuldades e obstaculos & compreensdo dos nimeros relativos, evidenciados
em livros antigos de mateméticos. Categorizou-as em:

1 Inaptiddo para manipular quantidades isoladas. A idéia de nimero negativo
esta implicita nos problemas resolvidos pelo autor, mas passa despercehida
pelo mesmo.
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2. Dificuldade em dar um sentido a quantidades negativas isoladas. O autor usa
regras, sem justifica-las devidamente.

3. Dificuldade em unificar a reta numérica. Ha insiténcia nas diferencas qualita-
tivas entre as quantidades negativas e as positivas e ndo ha consideracoes das
caracteristicas dinamica e estatica dos mimeros.

4. Ambigtidade dos dois zeros, Confusdo entre o zero absoluto e o zero origem.
Dificil aceitacdo de algo abaixo de zero,

5. Estagnacdo no estigio das operagdes concretas. Dificuldade de afastar-se de
um sendido “concreto” atribuido aos nimeros.

6. Desejo de um modelo unificador. Intengéo de dispor de um modelo tinico para
lustra¢do das propriedades do sistema numérico, tanto no campo aditivo como
no multiplicativo.

E interessante observar, no trabalho de Glaeser, que as dificuldades de carater
epistemnoldgico, superadas em algumas obras, foram novamente apresentadas por
outras, de época posterior, levando-o a supor que a insuficiente clareza do assunto
exposto, nao permitiu ao autor convencer definitivamemente seus leitores. Os pro-
gressos obtidos pelo mesmo foram provisoriamente perdidos.

A pesquisa constatou que, enquanto todos os obstiaculos epistemoldgicos nao
foram vencidos, persistiam vérias areas de incompreensiao nos livros, denunciadas
por hesitacoes, explicacbes em circulos viciosos e outras, mesmo que os ndmeros
relativos fossem manipulados com muitas engenhosidade pelo matematico.

“A eficdcia no calculo é suficiente para confortar o matematico mas é nos seus
trabalhos de cunho pedagdgico que se manifestam seus apuros... O especialista nio
consegue dar uma explicacao satisfatéria ... Enquanto todas as facetas do problema
nao forem simultaneamente dominadas, corre-se sempre o risco de uma recaida na
incompreensao.”

Glaeser destaca, também, que a opinido de Piaget em “Introduction & ’épistemologie

genétique (1949)", sobre as dificuldades enfrentadas, no campo dos niimeros nega-
tivos, se prendem & concepgdo do cardter fixo do ndmero. Para Piaget, é necessario
o entendimento de que um ndmero simboliza uvma a¢ao, nio um estado. Assim, o
ilustre pesquisador se espanta com a obscura nocéo de quantidades positivas eviden-
ciadas na obra do matemdtico D'Alembert (1777-1783) e comenta;

“Tais hesitagdes do grande D’Alembert sio particularmente instrutivas quanto
a natureza ativa e nao estatica do nimero negativo e do nimero inteiro em geral.
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fato, estd claro que, se concebermos toda nogdo matematica como resultante
bercepgao, o numero negative nao seria justificavel, pois corresponderia a uma
éncia de percepcdo, ou ainda menos, e percepgdes nulas ndo sdo perceptiveis de

gradacao.

Espantoso é que essa contradicio entre a interpretacdo sensualista do conheci-

mento e a realidade matematica nio tenham levado um espirito tdo voltado para o
concreto e pouco dado as consideracdes mecinicas como D'Alembert a entender que

a Il

atureza essencial do nimero ndo € nem estatica nem perceptiva, e sim, muito

dinémica e ligada a propria acdo, interiorizada em operagoes”.

Essas pesquisas comentadas sao bastante esclarecedoras e abrem varias perspec-

tivas de aprofundamento. Contribuem para uma visdo multifacetada dos cursos de
preparagéo do professor.

dos

Nessa linha de argumentos, nos propomos algumas reflexdes,

No capitulo 1, apontamos caracteristicas imprescindiveis no perfil do professor
anos 90. E as pesquisas realizadas por nds nos demais capitulos, direcionadas,

para atender a formacio desse profissional, nos moldes preconizados, indicaram a
necessidade da inclusdo, em seu curso, de dreas de estudo que o permitam adquirir:

» o conhecimento da evolugdo histérico-cultural do numero, nas dimensdes dis-
creta {contagem) e continua (medida);

® a compreensio e o desembarago no uso do conteddo matematico a ser ensinado;

o entendimento do desenvolvimento cognitivo do aluno;

» o discernimento na sele¢do e uso dos métodos e técnicas adequados ao ensino;

» o conhecimento da realidade sécio-cultural e educacional da comunidade onde
estuda efou trabalha.

As areas de estudo, a nosso ver, que proporcionam tal aprendizagem ao futuro

professor, sdo a Matemadtica, a Filosofia, a Sociologia e a Psicologia. Essas dreas,
comprometidas com tal tarefa devem incorporar, em sua proposta de trabalho, ati-

vidades que possibilitem desenvolver no professorando:

o 0s ideais de uma sociedade democritica;

¢ a visdo critica da realidade sécio-cultural e educacional brasileira e das possi-
bilidades e limitagdes de sua profissio;
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a interacdo com a comunidade escolar onde ird trabalhar;

a competéncia para a transmissao e para o incentivo a aquisicio do conheci-
mento matematico; .

¢ a responsabilidade na assimila¢do do conhecimento pelo estudante;

e 0 senso critico na selecdo e uso de métodos, técnicas e melios auxiliares ao ato
de ensinar.

Entendemos que a competéncia envolve o dominio do contetdo matematico,
também o dominio dos instrumentos psicopedagdgicos para o ato de ensinar e, em-
bora esteja arrolada entre vérios itens, ela é condigdo “sine qua non” para que a
relacdo ensino-aprendizagem exista com eficicia. Discordamos, entretanto, que a
competéncia seja a tnica componente desejada. :

Os cursos de formacdo de professores nas instituigdes piblicas, tém se preocupado
com a competéncia e isso é positivo, mas tém negligenciado os outros aspectos
apontados. '

As tentativas de melhoria da qualidade de ensino dessas instituigdes sdo equivo-
cadas pois, na maioria das vezes, desconsideram o perfil do profissional que desejam
formar e a realidade onde ele ird atuar. Restringem as preocupagdes com a quali-
dade, na selecio e organizagio das disciplinas, na maneira como o contetido delas
é desenvolvido e avaliado. Nao ha procedimentos consistentes valorizando os dots
componentes fundamentais comentados. :

A nosso ver, outra deficiéncia grave é a colcha de retalhos em que se transformam

as disciplinas e seus conteidos. Néo existe um nicleo basico, coeso, integrado, a
partir do qual seguem os aprofundamentos necessarios.

As premissas por nds defendidas, serdo efetivamente incorporadas na preparagao
do professor se, de um nticleo basico, no caso, a Aritmética, vista sob os dois aspectos
fundamentais, o do objeto cultural e o do objeto do conhecimento, surgirem as
demais areas de estudo.

Na Licenciatura, por exemplo, a Aritmética, estudada como objeto cultural,
propiciard a inclusdo, na grade curricular do licenciando, da Filosofia (nogdes ge-
rais e Filosofia da Matematica) e da Sociologia (as sociedades: suas organizagdes e
influéncias). A Aritmética, como objeto do conhecimento, serd abordada na drea
de Psicologia (nogdes gerais, a génese do niumero na crianga, a epistemologia dos
néimeros negativos, a linguagem e pensamento matematico...}
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Outros aspectos da aprendizagem serfo complementados pela Didatica. Filo-
sofia da Educacdo e Sociologia (a realidade sécio-cultural e educacional brasileira)
contribuirdo para o desenvolvimento de temas ligados a escola e a comunidade.

A Aritmética cultural colocard o futuro professor as voltas com a génese do
namero, sua representacao e relagdes. Nesse campo, terd significado intrinseco a
busta pelo domimio da contagem (discreto numérico) e pelo dominio da medida
(continuo numérico), dois grandes eixos do estudo da Matematica, complementados
pelas suas extensoes.

A elaboracio de uma proposta detalhada para os cursos de preparagao do pro-
fessor, licenciatura ou bacharelado, deve ser resultado das opinides de toda uma
equipe. Mesmo assim, o nosso interesse no assunto nos permite opinar sobre alguns
aspectos.

Na Licenciatura, para o dominio do discreto, sugerimos o estudo da Teoria dos

nimeros, da Andlise Combinatdria, da Probabilidade, da Estatlstlca do Célculo
Numérico e da Computacao.

Para o dominio do continuo, contribuem a Geometria Euclidiana (Geometria
Métrica e de Posigao), o Desenho Geometrico, as Geometrias Descritiva e Projetiva.

Nas correlages ou extensoes dessas estao a Algabra Elementar, a Geometria
Analitica, a Algebra Linear, as Estruturas Algébricas, as Seqléncias e Séries, a
Analise (conceito de limite e de funcdo continua, a derivacao e a integragao, em espe-
cial o estudo das funcdes trigonométricas, exponenciais e logarftmicas), as Equagées
Diférenciaﬁs.

Esses assuntos ndo devem ser pulverizados em intimeras disciplinas, mas agru-
pa,dos em areas, tals como Aritmética, Geometria, Aigebra Anélise, Areas afins
(F}swa, Probabilidade, Estatistica, Matem4tica Financeira, Computacio), Filosofia
- Sociologia, Psicalogia - Didatica. Nessas, os conteddos e as atividades sao plane-
jadas para, no maximo, 4 anos, com os sub-titulos, Aritmética I, II, IfI, Geometria
1, I, III, Andlise 1, I1, II1, Psicologia - Didatica I, 11, 111, etc.

Naturalmente, as areas da Matematica, sao vistas, nesta proposta, mais abran-
gentes, menos fechadas em si mesmas, promovendo a interacio com as escolas e a
comunidade, em eventos significativos, preocupando-se tanto com os aspectos for-
mativos do profissional, quanto com os informativos, devendo priorizar, enquanto
objeto cultural, a énfase histérico - cultural, principalmente contribuindo para es-

clarecer os principais estagios de seu desenvolvimento historico.

Muitos desses comentarios se aplicam ao curso do 2o. grau: habilitagdo ao
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magistério.

Por exemplo, a Aritmética, como objeto cultural e como objeto do conhecimento,
propiciard a inclusdo, na grade curricular do professorando, da Filosofia (nogoes
gerais, Filosofia da Matemdtica e da Educacdo), da Psicologia, da Didética e da
Sociologia (sociedades e instituigoes escolares: organizagoes e influéncias). :

A génese do nimero e sua evolugdo histérica, estudadas no curso do magistério,
como objeto cultural, serdo de grande valia para a compreensdo dos dominios da
contagem e da medida, embora sem os mesmos aprofundamentos desejados para os
licenciandos. -

As 4reas sugeridas para o curso de magistério sao: Aritmética, Geometria,
Algebra, Areas Afins (Fisica, Nogdes Elementares de Probabilidade e Estatistica,
Matemdtica Financeira), Filosofia - Sociologia, Psicologia - Didatica. f

As areas do curso de graduacdo devem planejar atividades coerentes com o
espirito aqui defendido, respeitando o nivel de envolvimento do futuro professor
1O CUrso, 5

Assim, algumas atividades podem ser propostas para o lo. e 20. anos, outras
para o 3o., outras ainda para o 4o.

Numa primeira fase, por exemplo, as areas de Aritmética e Geometria devem
priorizar as atividades:

Observagdes de aulas nas escolas;

o Entrevistas com profissionais e alunos;

Diagnésticos da realidade escolar;
o Discussio das dificuldades das questoes de Matematica dos vestibulares;

Flaboracao de relatdrios estabelecendo relagdes entre contetido desenvolvido
nas escolas, fundamentos adquiridos no curso de formagao e instrumentas pe-
dagégicos utilizados.

Numa segunda fase, as éreas de Aritmética, Geometria, Algebra e Psicologia
podem sugerir:

o Levantamento das dificuldades cognitivas das criancas na aquisido do conteido
de Matematica desenvolvido na escola;
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¢ Andlise de materiais didaticos - livros didaticos: vantagens e limitacoes de seu
. Uuso;

@ Discussdo de provas de Matemadtica de diversos concursos, incluindo aquelas
- do concurso de ingresso a0 magistério;

. Proposta de possibilidades de interven¢io, no ensino de tépicos de Matematica
nas escolas.

Numa terceira fase, todas as dreas da Matematica e a Didética propdem:

» Pesquisas nas instituicdes da regido sobre Matematica e aplicages;
# Regéncia de mini-cursos e aulas;

o Desenvolvimento de projetos alternativos para o ensino de tépicos de Ma-
- tematica.

O desejado nesses cursos, é o envolvimento efetivo de seus docentes no projeto
de formacdo do professor, é a atualizacio constante em relacdo aos livros diddticos
e as pesquisas sobre Ensino de Matematica e é o comprometimento com as crises e
com as diretrizes educacionals.

Em resumo, o curso de formagéo do professor, numa instituicio educacional, deve
propiciar a autonomia intelectual, a autonomia profissional e a préatica da cidadania
de seus docentes e de seus professorandos.

Sob um ponto de vista geral, nosso trabalho enfatiza a questio da formacio
do professor de Matemdtica. Propomos um curriculo centrado no desenvolvimento
histdrico do nimero e sua representacio. A partir deste, a estrutura curricular deve
se il_‘radiar para outros temas.

A forma como desenvolvemos os capitulos anteriores ddo uma medida do que
entendemos deva ser o sabor da histéria a 1mp1egnar os temas da Aritmética. Acre-
d;tamos que essa estratégia deve estimular uma visdo histérica de outros assuntos,
tanto no desenvolvimento formal do curriculo como em atividades extra-curriculares.
Ademais, cremos que essa atitude venha enriquecer a formacgéio do cidadio formador
de mda,da.os
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