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RESUMO

Esta dissertagdo realiza um estudo historico-pedagégico cujo eixo tematico
central sdo as condigbes que possibilitaram o surgimento das geometrias ndo-
euclidianas.

Nela ¢ feita uma rapida contextualizacdo da geometria euclidiana, na qual
sio levantados os elos de ligag@o entre tal geometria e a antiga concepgdo grega de
verdade.

A seguir, sio estudadas algumas tentativas de demonstracio do quinto
postulado de Euclides realizadas durante a Idade Moderna. Nessa parte do trabalho,
sdo discutidos os fatos que, na época, podem ter sido obsticulos para a percepgio
da possibilidade de produgfo de uma nova geometria.

Finalmente s#o discutidas as relagbes existentes entre a Teoria do
Conhecimento de Kant ¢ a produg@io das novas geometrias, ¢ como tal produgéo
interferiu na concepgdo matematica de verdade.

No decorrer do texto sdo examinadas questdes de carater pedagogico e
explicitados os pressupostos tedricos de um estudo que se pretende historico-

pedagogico.



SUMMARY

This work 1s a historical-pedagogical study. It is centred in the conditions
that facilitated the arising of non-Euclidean geometry.

In the first chapter, it discusses the relationships between the Eucliean
geometry and the ancient Greek conception of truth.

The next step, it analyzes some tries to deduce Euclide’s parallel axiom
from the other nine axioms of the Euclidean geometry. In this chapter, it examines
the historical facts that could have been obstacles to the creation of non-Fuclidean
geometry.

The third chapter presents the relationships between Kant’s philosophy and
the producing of the non-Euclidean geometry and how this ideas influenced the
mathematical conception of truth.

Along the text, it examines the theorical presuppositions of a historical-

pedagogical study.



INTRODUCAOQO

“Os inicios quase sempre sdo secretos.”

O-Mahabharata
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Nesta dissertagio ¢ apresentado um estado historico-pedagdgico das
geometrias ndo-euclidianas.

Ela esta escrifa em forma de dialogo. Porém esse dialogo ndo reflete um
estudo de caso ou algo assim. Esse didlogo se passa em um ambiente pedagogico
idealizado.

Foi imaginada uma disciplina sobre geometrias ndo-euclidianas em um curso
de licenciatura em Matemaética, definidos os perfis dos personagens € escrito o texto
a partir de um problema gerador.

O probiema articulador das idéias do enredo € a desconfianga historica sobre
a possibilidade de demonstragdo do quinto postulado de Euclides.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos os quais tratam dos seguintes
assuntos:
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Capitulo I:

Pentdgono estrelado

pitagorico

“Frade Luca Pacioli §
e seu gluno” |
J. de Barbari
(1440/50-1516)




Capitulo 11

“O criador”
Biblia Moralisée

Franga - ¢. 1250
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“Homem Vitruviane”
Leonarde da Vinct
¢. 1490
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O ancido dos Dias”

£

W. Blake

1794




Capitulo IIL:

“Hand met spiegelende bol”

M. C. Escher

15
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“Prentententoonstelling”

M. C. Bscher




O capitulo IV traz algumas considerages avaliativas sobre a dissertagio.

17
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CAPITULO 1
CONTEXTUALIZANDO A GEOMETRIA EUCLIDIANA

“La ciencia geométrica es un arte intelectual, capaz de
dar a cosas geométricas una forma nueva - definiciones -
¥ hacer con ellas, todas o algunas, un mundo coherente,

habitable para la vida mental humana.”

Juan D. G, Bacca, 1944
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AULA1

Professora: Gostaria de iniciar nosso curso de Geometria com uma citagdo do
l6gico alemdo Gottlob Frege: “as verdades da Geometria governam todas as coisas
que for possivel intuir espacialmente, sejam reais ou produtos da nossa imaginag#o.
As fantasticas visOes do delirio, as magnificas invengdes da lenda e da poesia, onde
os animais falam e as estrelas se imobilizam, onde os homens se transmutam em
pedras e as arvores se tornam homens, onde as pessoas se salvam de afogamento
puxando-se a si proprias pelos cabelos - tudo fica, na medida em que for objeto da
infuigio, submisso aos axiomas da Geometria.”!

Aluno A: Esse Frege ¢ realmente um légico? A mim parece mais um louco.
Imaginem s6, relacionar a Geometria com estas insanidades! Essas coisas que ele
afirma lembram-me do filme “As aventuras do Bardo de Munchausen™
principalmente a cena na qual, o personagem que empresta o nome ao filme, salva a
s1 proprio e a seu cavalo do afogamento se auto-puxando pelo cabelo. Pura fantasia.
Isso ndo tem relacdo alguma com a geometria.

Aluno B: Concordo com vocé 4. Existe um compromisso da Geometria com o
espago real, portanto nela néio ha lugar para esses ‘delirios fantasticos’, usando as
palavras do proprio Frege.

Professora: Entdo, o que vocés entendem por Geometria?

Aluno 4: "A Geometria tem por objetivo primitivo as propriedades do circulo e da
linha reta e abarca, em suas especulagdes, todo o tipo de curvas o que a divide em

elementar e transcendente."?

LFREGE, G. - 1953 - p. 20 apud BARKER, 8. F. , 1976.

? Filme produzido por Prominent Features/ Laura Film - dirigido por Terry Gilliam - distribuido por
Columbia Pictures
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Professora: O que vocé estd chamando de transcendente?

Aluno A: O estudo de curvas outras que nio a linha reta ou o circulo.

Aluno B: A Geometria estuda as figuras e as propriedades das mesmas.

Professora: Que tipo de figuras?

Aluno B: Como disse A, retas, curvas virias, figuras bidimensionais, sélidos...
Aluno A: Ndo vamos esquecer de que as figuras geométricas visualisadas por nos sio
somente representagdes das figuras reais.

Professora: E o que sdo figuras reais?

Aluno A: Ora, professora, todos sabem que as figuras reais sdo as existentes ao
nivel das Idéias. As figuras que estudamos em Geometria nfio pertencem ao nosso
mundo empirico, "a realidade nfio estd nas coisas sensiveis, esta nas Idéias ou
Formas (...) a verdade ndo pode, portanto, adquirir-se pelo exame, por meio dos
sentidos, do universo exterior sensivel, mas apenas pelo pensamento puro, pela
atividade da alma isolada do corpo."

Professora: Entdo, que tipo de figuras estudamos em Geometria?

Aluno A: Figuras que existem no mundo das Idéias, as quais temos acesso somente
por intermédio de suas representaces falhas e imperfeitas. "A Geometria € o
conhecimento do que existe eternamente."’

Alyno D: Devo ter entrado em sala errada. Niio ¢ possivel que vocés realmente
acreditem no que estdo dizendo. A Geometria, assim como tudo o que ela estuda, é
uma criagdo humana, social e historica. “As exigéncias da realidade material sio o
determinante no desenvolvimento, até mesmo, de uma ciéncia td0 abstrata como a

Matematica” ¢

3Defini¢fio de Geometria encontrada na Enciclopedia ou Diciondrio raciocinado das ciéncias e das aries ¢

dos oficios organizada por DIDEROT ¢ D'ALEMBERT - Tradugio Falvia M. L. Moretto - Ed. UNESP -
1989

4PLATAO - "Teoria das Formas" apud CARACA, B. 1., 1978, p. 185,
3 Definigfio dada por Platfio 4 Geometria no livro A repiblica , 1964 - p. 217.

SFERNANDES, C. S. - “Glosas de una concepcion humanista, dialética y materialista de la histéria de Ia
Matematica” - in BOLEMA especial mimero 02 - 1992 - p. 96,
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Aluno B: Concordo com D e gostaria de explicar minha concepgdo de figuras reais.
Figuras reais sdo as existentes na mente do individuo. Nés ndo temos acesso as
“coisas em si”, apenas conseguimos apreender dessas coisas o que delas se
manifesta para nds’. As figuras estudadas pela Geometria sdo nossas representacgdes
dos objetos existentes no espago. Ou seja, se ndo existisse o Homem, ndo existiria a
Geometria.

Aluno A: Essa € a coisa mais absurda que ja ouvi! Professora, o que vocé pensa
sobre as posi¢des aqui colocadas? Quem esta certo?

Professora: Todas as colocagbes parecem-me igualmente interessantes, uma vez que
cada uma delas expressa uma posigdo filosofica, apesar de aparentemente nio haver
convergéncia entre elas. Prefiro ndo julgar quem est4 ou néo correto, vamos guardar
as defini¢des dadas por vocés a Geometria e no decorrer do curso nés as
retomaremos com o intuito de discutir seus fundamentos. Talvez com essas
discussdes surja algum consenso no grupo. Por enquanto, gostaria de lembrar que,

etimologicamente, Geometria significa medida da terra, o que pode sugerir uma

origem empirica...

Aluno C: Ja estd tudo confuso, e ela ainda me vem com esse negécio de origem
empirica!

Aluno D: Certamente, professora. "As matematicas orientais surgiram como uma
ciéncia pratica com o objetivo de facilitar o céalculo do calendario, a administracdo
das colheitas, a organizagdo das obras piblicas e a cobranga de impostos. A énfase
inicial foi dada naturalmente a aritmética pratica e & medigdo. Porém, uma ciéncia
cultivada durante séculos como um oficio especial e cuja tarefa néo é apenas aplicar,
mas fambém ensinar os seus segredos, desenvolve tendéncias para a abstragdo.
Gradualmente ela vira a ser estudada por si propria. A aritmética transformou-se em
algebra, néio s6 porque possibilitava melhores calculos praticos, mas também porque

era o resultado natural de uma ciéncia cultivada e desenvolvida nas escolas dos

7 A fala do auno B refere-se a diferenciagiio, realizada por Kant entre, as “coisas em si”, ou nimeno e a
manifestacio destas coisas ao nosso entendimento, isto &, o fendmeno.
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escribas. Pelas mesmas razdes, a medigfo deu origem aos comegos - mas ndo mais
do que isso - da geometria tedrica."s

Aluno C: E como a geometria transformou-se em um conhecimento que se utiliza do
método dedutivo?

Professora: Alguém gostaria de explicar?

Aluno D: A transformacdo da matematica em ciéncia dedutiva deu-se na Grécia.
Segundo Struik, a inven¢do do método dedutivo relaciona-se néio s6 com o tipo de
organizacdo social grega, escravagista, na qual a classe dominante considerava
desonrosos os trabalhos manuais, dedicando-se, por esse motivo 4 contemplagio
filosofica; mas também com a atmosfera do racionalismo jdnico de entiio, o qual
colocava ao conhecimento nio s6 a questdo "Como?", mas também o "Por qué?".
Aluno C: Racionalismo jonico? O que ¢é isto?

Aluno D: Na bacia do Mediterrineo ocorreram varias transformages econdmicas
por volta do século X a.C.. Civilizagbes poderosas, até entdo, desapareceram, como
foi o caso das civilizagdes minéica e hitita, enquanto outras, como por exemplo a
egipcia, tiveram seu poder muito reduzido. Outros povos haviam se estabelecido
historicamente, entre eles os gregos. A Idade do Bronze foi substituida pela Idade do
Ferro. A utilizagdo do ferro baixou o custo dos instrumentos de produgéo, gerando
um excedente social e estimulando o comércio. Por volta dos séculos VII e VI a.C.,
nas cidades que surgiram ao longo da Asia Menor, a velha aristocracia fundiaria
comegava a desmoronar-se e o poder, cada vez mais, concentrava-se nas mios de
potentados locais, os tiranos, apoiados por classes mercantis. Como resultado dessas
transformagdes, surgiram as cidades-estado autonomas, das quais, as mais
importantes desenvolveram-se na Jénia: Mileto, Quios, Samos, Atenas e outras. A
ciéncia grega teve a sua origem, por volta do século VI a.C., nessas cidades,

particularmente em Mileto. A escola jonica buscava na natureza, por meio de um

8STRUIK, D. 1., 1987, p. 47, 48. Nessa oragdo, o autor refere-se s tendéncias para a abstrac8o no
desenvolvimento da matemdtica. Gostarfamos de observar que esta tendéncia para a abstraciio vem
acompanhada de uma tendéncia para generalizagGes.
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esquema racional, a explicagdo para a origem e funcionamento do universo,
dispensando a intervencdo dos deuses. "Os primeiros estudos de matematica grega
tinham um objetivo principal: compreender o lugar do homem no universo de acordo
com um esquema racional. A matemitica ajudava a encontrar a ordem no caos, a
ordenar as idéias em seqiiéncias logicas, a encontrar principios fundamentais". Dai
o motivo de Struik falar em um racionalismo jonico. J& Bernal! refere-se a esse
movimento como sendo o naturalismo jonico.

Atuno B: Nao foi por esta época que Thales nasceu em Mileto?

Professora: Exatamente.Thales ¢ considerado um filésofo jonico. Atribui-se a ele a
teoria de que a principio tudo seria dgua, e que desta teriam se formado a terra, o ar
€ OS Seres vivos.

Aluno B: Nio € a Thales que devemos, também, a introdugio do método dedutivo na
matematica?

Aluno A: Ao que tudo indica, sim.Thales de Mileto, que viveu entre 640-549 aC.,
era mercador grego € em suas viagens adquiriu seus conhecimentos matematicos no
Egito e na Babil6nia, na primeira metade do século VI a.C, mtroduzindo-os,
posteriormente, na Grécia. Segundo Hogben!!, Thales realizou, por método indireto,
a medigfo da altura da grande pirdmide; fez experiéncias com o ambar; foi o
primeiro a observar as atragdes magnéticas; a estudar o imi; predisse o eclipse
ocorrido a 28 de maio de 585 a.C.; além de ter sido o primeiro a utilizar o método
dedutivo para provar a veracidade das afirmagdes geométricas.

Aluno D: Nio sei se podemos afirmar, com tanta certeza, fatos sobre a vida de
Thales. A historia desse periodo € escrita a partir de muitas conjecturas,
possibilitando  aos historiadores discordarem entre si em relagio aos dados

suscitados por elas. Por exemplo, Aaboe, em seu livio Episddios da historia antiga

°STRUIK, D. 7., 1987, p. 73.
10 BERNAL, J. D, 1969, p. 177.

1 HOGBEN, L., 1970, p. 122.
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da matemdtica’? afirma que muitos dos feitos atribuidos a Thales sdo exagerados.
Segundo esse autor, seria impossivel a Thales predizer um eclipse em 585 a.C..
Professora: Szabd, em seu artigo Transformacdo da matemdtica em ciéncia
dedutiva e o inicio de sua fundamentacdo sobre definicdes e axiomas'? | questiona a
idéia de ter sido Thales o primeiro a utilizar 0 método dedutivo na matematica.
Nesse artigo, Szabo analisa trés tipos essenciais de tentativas para explicar as
perguntas: por que e como, na Grécia, a matematica deixou de ser “prescritiva’, ou
seja, um conhecimento pratico-empirico, para tornar-se dedutiva? Segundo ele, o
primeiro tipo de explicagdo relaciona o surgimento da mateméatica dedutiva ao
avango socio-politico-cultural do estado grego; ao desenvolvimento da dialética,
entendida como a arte da disputa de argumentos entre debatedores; e ao estagio de
evolugfo logica dessa cultura. Um segundo tipo de resposta 4 questfio seria que os
gregos herdaram um conhecimento matematico consideravel dos egipcios e dos
babilonios. Porém, as prescri¢des da matematica oriental de diferentes origens nem
sempre eram concilidveis. Por exemplo, a formula para a area do circulo encontrada
pelos babilonios era 3r%, ja os egipcios utilizavam a formula ( 8/9 2r)*. Os gregos
viram-se obrigados a decidir quais das formulas eram corretas e isso os levou para o
caminho da dedugéo, da demonstragdo matematica. A tltima tentativa para elucidar
esse fato compara o desenvolvimento da matematica dedutiva e sua fundamentacdo
sobre defini¢des e axiomas com o nascimento da Iégica Aristotélica.

Aluno A: Essa Gltima explicagdio deixa muito a desejar, j4 que temos noticias da
demonstracéio do teorema de Pitdgoras muito antes do nascimento de Aristoteles.
Professora: Segundo Szabd, estas trés tentativas de elucidagfo poderiam ser
consideradas mais ou menos corretas, se ndo permanecessem na esfera de

generalidades abstratas. Nenhuma delas pode ser comprovada por dados histéricos e,

12 AABOE, A. , 1984 , p. 47,

13 SZABO, A. - “The transformation of mathematics into deductive science and the beginnings of its
foundation on definitions and axioms” - in Scripta Mathematica - Vol. XXV - Namero [
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portanto, ndo podem ser elevadas do nivel de possibilidade ao nivel de probabilidade
histoérica.

Aluno C: Szab¢ tem alguma explicagdo para a transformacdo da matematica em
ciéncia dedutiva?

Professora: Sim, ele tem. Segundo ele, Thales, ao levar os conhecimentos
adquiridos no Egito para a Grécia, fundou a geometria grega,. Porém, Thales apenas
preparou a transformagdo da matematica para ciéncia dedutiva; a verdadeira
transi¢do ocorreu mais tarde, devido ao trabalho de Pitagoras. Foi este altimo que
comegou a estudar os teoremas da matemdtica por meio da abstragdo,
independentemente de aspectos concretos (empiricos), e a investigar os principios
(axiomas ¢ definigGes) da matematica. Alias, o conjunto de teoremas mais antigo de
que temos noticia foi escrito pelos pitagéricos e refere-se aos nitmeros pares e
impares.

Aluno B: Pelo que foi dito aqui héa pouco, Pitdgoras também era jonico, néo era?
Aluno A: Pitagoras, filho de um gravador de joias, nasceu em Samos, 550 a.C.,
portanto era, realmente, jdnico. Viajou pelo Egito, Babilénia e, provavelmente, foi &
India. Ao retornar, instalou-se em Crotona - hoje Italia - fundando uma escola que
misturava o estudo da ciéncia com ritos religiosos. Os pitagéricos estudavam
geometria, aritmética, astronomia € misica.

Aluno B: Musica !?!

Aluno A: Sim, “Pitagoras via nos niimeros a chave para compreender o universo.
Relacionava-os, por um lado, com a geometria, mostrando que era possivel construir
quadrados e tridngulos a partir de pontos adequadamente arranjados e, por outro
lado, com a fisica, descobrindo que cordas cujos comprimentos tinham entre si
simples razGes numéricas, emitiam notas com intervalos musicais regulares - oitavas,
terceiras, etc. Isso vinha criar um elo de ligacdo entre a harmonia, previamente

apreciada por via exclusivamente sensitiva, e as razdes entre nimeros ¢, portanto, as
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formas geométricas. Os pitagoricos estabeleceram a tonalidade geral da geometria
grega”i4,

Aluno D: Além de engajarem-se em atividades politicas. Os chamados pitagéricos
relacionavam-se com elementos aristocraticos. Salientavam o estudo dos elementos
imutaveis da natureza e da sociedade.

Professora: Nao devemos confundir Pitdgoras com os pitagéricos. Pitagoras mudou
o objetivo da geometria dando-lhe uma forma a qual permitiu que se tornasse parte
da educagio dos homens livres. De acordo com a concepgdo da antiga sociedade
escravagista grega, as atividades praticas ndio eram dignas dos homens livres, os
quais deviam engajar-se somente na contemplacio tedrica. O trabalho manual era
desprezado pelas classes dominantes, a {nica exce¢do era a arquitetura que se
elevava ao nivel de uma profissdo para cidaddos. Tal excegfio pode ser explicada se
lembrarmos que a arquitetura depende fundamentalmente da geometria. “Pitagoras
passou a vida a fazer conferéncias sobre niimeros e figuras perante vastos auditorios,
e, por sinal, casou-se com uma de suas alunas, chamada Teona. Nio tardou, porém,
a aparecer os prenuncios de uma nova atitude.(.) Os alunos de Pitagoras
constituiram-se em sociedades secretas e investiram a matematica do augusto e
pavoroso mistério que desde entdo a vem obumbrando.”!5

Aluno C: Esta dificil chegarmos nesta transi¢do da matematica de prescritiva para
um saber que utiliza o método dedutivo!

Professora: Szab6 observa que o antigo significado da palavra Seicvou
(demonstrar) era “visualizar concretamente”. Cita como exemplo a passagem do
Menon, de Platdo, na qual Sécrates, desenhando na areia, faz com que um escravo
ignorante resolva o problema de determinar um quadrado que tenha o dobro da éarea
de um outro quadrado dado. Ou seja, demonstrar significava visualizar. Hogben
também chama a aten¢o para a importdncia do desenho na areia para o

desenvolvimento da matematica. Ele afirma que “ndo resta a menor davida que os

14 BERNAL, I. D, 1969, p. 183

IS HOGBEN, L., 1970, p. 201.
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arquitetos dos templos e os coletores de impostos ja haviam adquirido a pratica de
tragar modelos na areia para orienta-los na arte de medir sombras e dimensdes,
muito antes de aparecerem os primeiros homens que colecionaram as figuras
tragadas e tentaram formular os principios fundamentais das artes construtivas. O
tragado na areia continuou a ser, por séculos e séculos, o Unico resolutivo dos
problemas geomeétricos”16,

Aluno C: Entdo, o método dedutivo surgiu da visualizagio?

Professora: Exatamente o contrario. O método dedutivo surgiu de uma tendéncia
anti-tlustrativa na matematica grega. Ainda segundo Szabd, o objetivo desta
tendéncia ndo era apenas fundamentar, com a certeza da teoria, as verdades
adquiridas por meio da ilustragdo, mas também eliminar de todos os teoremas
ilustrativos sua caracteristica visual. O caminho encontrado para atingir esse objetivo
foi a adogdo da forma de demonstragio indireta. Podemos perceber como era
freqiiente esse tipo de demonstragéo nos estudos dos pitagéricos sobre 0s nitmeros
pares e impares, dos dezessete teoremas escritos sobre estes nimeros, seis utilizavam
a demonstragdo indireta. Assim, o desenvolvimento da ciéncia dedutiva esti
conectado com a forma de demonstra¢io por absurdo.

Aluno D: Nessa época os matemdticos ja4 haviam inventado essa forma de
demonstracio?

Professora: Segundo Szabd, "a forma indireta de demonstragdo nfo foi criada por
matematicos, nem foram eles os primeiros a usa-la; os pitagoricos do sul da Italia
tomaram-na, ja pronta, dos filésofos eleaticos que também viveram ali por volta do
inicio do século V a.C. (...) . De acordo com nosso conhecimento atual, nio ha
davida de que o método de demonstragdo indireta foi primeiramente usado entre os
gregos por Parménides. Eram os eleaticos que provavam suas afirmagses através da

prova da umpossibilidade da tese contraria. Foram Parménides e os eledticos que,

16 HOGBEN, L, 1970, p. 120.
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claramente, fizeram da auséncia de contradigdo o critério de verdade de uma
afirmacgéo."t’

Aluno B: Quem eram os eleaticos?

Professora: O eleatismo era a doutrina dos filésofos pré-socraticos da escola de
Eléa, fundada por Xendfanes de Colofon, filésofo grego (séc. VI a.C), cujo
representante principal, Parménides de Eléa defendia as teses da unidade e da
imobilidade absoluta do ser. O filésofo eleatico mais conhecido por nés,
matematicos, foi Zendo devido aos seus famosos paradoxos sobre o movimento.
Como podemos perceber pelos paradoxos de Zendo, os filosofos eleaticos utilizavam
o metodo da demonstragdo indireta para provar fatos que eram completamente
opostos & experiéncia do senso comum e a ilustragio. Conforme Szabd, a
possibilidade de demonstrar a existéncia de medidas incomensuraveis, e, portanto, a
existéncia dos numeros irracionais, foi o que levou os pitagéricos a adotarem a
forma eleatica de demonstragio por absurdo, juntamente com a atitude anti-
ilustrativa.

Aluno C: Serd que os pitagoricos adotaram a doutrina eleatica somente devido a
possibilidade, criada por esta, de demonstrar a existéncia dos niimeros irracionais,
ou havera alguma ligagdo entre tal adogio e aquele fato observado por D sobre a
posigio politica dos pitagoricos?

Professora: Esta sua observagio ¢ muito interessante C, ndo havia pensado nisto!
Provavelmente a aproriagdo da filosofia eleatica pelos pitagoricos relaciona-se
também & defesa, feita por eles, da imutabilidade da ordem social. Temos ai um elo
entre a ordem politico-social grega e a transformacfio da matematica de um
conhecimento empirico-pratico para um conhecimento que se utiliza do método
dedutivo. Alias, verdade matematica como foi constituida por aqueles gregos é uma
verdade da imutabilidade.

Aluno 4: Por qué?

17SZABO, A, op. cit., p. 45,46.
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Professora: Nas antigas sociedades orientais, a matematica era utilizada para
construir pirAmedes, barcos, torres, enfim, coisas permantentes. Esta geometria
apropriava-se do espago, ndo levando em consideragdo o fator tempo, o que é muito
compreensivel, se observarmos quiio vagarosas eram as mudangas nestas sociedades.
Espago e tempo eram completamente independentes. “A arquitetura, a agrimensura e
0 comércio haviam secularizado o espaco nos paises que os matematicos gregos
visitavam, mas o registro do tempo ainda era, em grande parte, prerrogativa da casta
sacerdotal.”18

Aluno C: Por que a casta sacerdotal guardava segredo sobre a medida do tempo?
Aluno D: E obvio C, pense no Egito, por exemplo. O registro do tempo possibilitava
a previsiio das cheias do Nilo. Tal previsio delegava um poder “divino” aos
sacerdotes.

Professora: Ao apropriarem-se dos conhecimentos dos antigos povos do oriente e
isolarem a linha, o dngulo € o ponto, os gregos da Antiguidade acharam que haviam
chegado a elementos imutéveis, exteriores ao tempo ¢, portanto, eternos. “A partir
desta base inabalavel, bem podia a razdo algar seu v60o e conquistar, sozinha, o resto
da verdade™'®, Podemos perceber a importancia social que a verdade matematica
adquiriu na sociedade grega - principalmente quando se tornou objeto
contemplativo - analisando a Teoria das Idéias de Platio.

Aluno D: Seria esse o inicio da tradi¢do de considerar a Matematica como a ciéncia
que fornece verdades absolutas sobre o universo?

Professora: Tal tradigdo parece ter raizes em dois pontos da filosofia grega. Um ¢é
realmente esta busca por um método racional que ordene, de forma imutavel, o caos.
Outro ¢ o fato dessa filosofia postular, implicitamente, uma triplice unidade entre
ser, verdade dntica e verdade ontologica na geometria.

Aluno C: Néo entendi.

18 HOGBEN, L., op. cit., p. 126,

19 Ibidem - p. 125.



30

Professora: Segundo Juan Garcia Bacca?®, os matematicos gregos consideravam
que a verdade geométrica era unitaria. Para eles, a esséncia dos seres geométricos
era unica; a forma desta esséncia se manifestar também era Ginica, por exemplo, para
eles, a linha reta tinha uma esséncia que se manifesta somente de uma forma,
diferentemente dos entes fisicos como por exemplo a 4gua, que apesar de ter um ser
tnico, podia se manifestar no estado sélido, liquido ou gasoso. Além disso, a
verdade de cada ser geométrico era unica, porque era propriedade do ser, e o
conhecer era um identificar-se com essa esséncia unitaria de cada ente geométrico.
As conseqiiéncias dessa maneira de encarar a geometria, para o processo de
aquisi¢io do conhecimento, eram que o centro deste processo ficava no objeto, o que
implica em wuma atitude passiva frente ao conhecimento.

Aluno A: Com toda essa preocupac¢do com a unicidade das coisas ndo é de se
admirar que para Pitgoras o nimero um é o principio criador, 0 numero da razio!
Aluno C: Ah! Parece que estou compreendendo. Para os gregos, os entes
geométricos sO podiam ser de uma maneira o que eram, s6 podiam exibir de uma
maneira 0 que eram ¢ s6 podiam oferecer-se ao conhecimento inteligivel de uma
maneira. E isso?

Professora: Exatamente. Assim, para os gregos, as verdades geométricas eram
absolutas no sentido de independerem do tempo e do ser humano, além de
fornecerem explicagdes racionais para o funcionamento do universo.

Aluno D: Deixe-me ver se entendi. Para os gregos, a geometria era o conhecimento
racional do universo, e devido a isto, identificava-se com ele, com sua verdade e
com sua unicidade. Dai também conclui-se que, para eles, a forma como a geometria
estava organizada era a Gnica possivel!

Aluno C: Nao entendi por que a geometria fornece explicagdes racionais para o

funcionamento do universo.

2WBACCA, 1. D. G. - "Los fundamentos de Ia Geometria" in FUCLIDES - Elementos de Geometria -
Tradugfio J. D. G. Bacca - México - Universidad Nacional Autdnoma de México - 1944,
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Aluno A: Porque, na cultura grega, aritmética, astronomia, 6ptica, estatica e teoria
musical possuiam um enfoque geométrico.

Professora: Mas, nem sempre foi assim. Conforme Bkouche?!, para os primeiros
sdbios gregos, a aritética era a ciéncia racional por exceléncia. Percebemos
claramente este fato se observarmos a extrema preocupagdo dos pitagéricos para
com os nimeros. Assim, Arquitas de Tarento, pitagérico que viveu cerca de 400
a.C., declarava que somente a aritmética era suscetivel de provas satisfatorias, a
geometria ndo. Segundo Bkouche, "a geometria nasceu de problemas colocados
pelas relagdes espaciais (no sentido fisico do termo), seu primeiro objetivo foi o
estudo da medida das grandezas espaciais (comprimentos, areas, volumes, angulos),
ou seja, a determinagdo de relagdes entre os objetos no espago, expressas sob a
forma de relagdes numéricas (relagdes de nameros inteiros). O estatuto da geometria
era o de uma ciéncia natural, o que nfo significa que seus métodos fossem
empiricos, mas que sua racionalidade se apoiava sobre dados empiricos” 22. Depois
de algum tempo ocorreu uma transformacgfio na matematica grega e o enfoque que
era dado 4 aritmética passou a ser dado a geometria. Temos dois tipos de explicagdo
para essa transformagcdo. Uma afirma que a descoberta das grandezas
incomensuraveis, realizada, provavelmente, nas altimas décadas do século V a.C.,
trouxe consigo a impossibilidade de exprimir medidas como relagdes numéricas,
levando os gedmetras a redefinirem as medidas como grandezas geométricas.

Aluno B: Qual o problema que os gedmetras gregos viam nas grandezas
incomensuraveis?

Aluno D: A maxima pitagorica era: os nimeros governam o mundo. A descoberta de
grandezas, que ndo podem ser expressas como relagdo de nimeros inteiros, colocou
em questdo essa maxima. Imagine o impacto causado por essa descoberta em uma
filosofia que pregava a imutabilidade das verdades estabelecidas...

Aluno B: Ah! Qual a outra explicagio para a transformag@o?

2IBKCQUCHE , R., 1982

22 thidem, p. 14.
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Professora: Szab¢ afirma que a utilizagdio da geometria para expressar quantidades
deveu-se a busca de um maior nivel de generalizagdo nas demonstragdes. Segundo
ele, com a utilizagéio de pedras para representar os nimeros, conforme faziam os
primeiros pitagoéricos, podia-se simbolizar os nameros seis, oito, mas ndo um
namero genérico. Os segmentos de reta, ao contrario, podem simbolizar um niimero
arbitrario qualquer. Temos um exemplo desta forma de generalizagio nas
demonstra¢des nos livros VI, VIll ¢ IX dos "Elementos" de Euclides. Até a Idade
Modema, quando se falava em geometria, estava-se falando em matematica em
geral, astronomia, Optica geométrica, estitica e teoria musical. Do século XV ao
XVII ocorreu um divorcio entre a musica tedrica ¢ o campo tedrico da geometria,
mas segundo Khun? tal divércio nunca foi completo. E interessante notar que “o
calculo matematico vulgar, conhecido por ‘logistica’ permaneceu vivo durante todos
os periodos da histéria grega. Euclides rejeitou-o, mas Arquimedes e Herdo
utilizaram-no com facilidade e sem hesitacdes™ 2.

Aluno B: E por falar em Euclides, como surgiu a idéia de um sistema axiomatico?
Aluno A: Se néo estou enganado, o sistema axiomatico deriva do método dedutivo e
do esquema de organizagdo local, ou seja, daquele que estabelece a validez de um
resultado a partir de outros fatos geométricos conhecidos de antemdo.

Professora: Muito bem!

Aluno B: Euclides foi o primeiro a organizar um sistema axiomatico?

Professora: Nio. Segundo Szabd?s, temos noticia de outros trabalhos matematicos
sistematicos analogos e anteriores aos Elementos, escritos por Euclides cerca de 300
a.C.. O primeiro matematico que estabeleceu um sistema foi Hipocrates de Quios (c.
430 a.C.), filésofo jonico. Hipdcrates, que pelo nome deve ter nascido em Quios,
viveu em Atenas, ganhando a vida ensinando geometria. Deve-se a ele o estudo da

quadratura das lnulas, figuras planas delimitadas por arcos de circulos. O estudo

Z3KHUN, T. , 1977.
# STRUIK, D. 1., op. cit. , p. 109.

25 SZABO, A, op. cit.
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das lanulas foi motivado pelo problema da possibilidade ou nfio de se achar um
quadrado de area equivalente a de um circulo. Em seguida, na primeira metade do
século IV a.C., tem-se noticia do trabalho de Leon e, na segunda metade desse
mesmo século, do tabalho de Theudius de Magnésia. Todos esses autores escreveram
Elementos, titulo dado a todos os tratados de matematica gregos.

Aluno C: Conforme Boyer, "sabemos da existéncia de pelo menos trés Elementos
anteriores ao de Euclides, inclusive o de Hipdcrates de Quios, mas ndo resta traco
desses, nem de outros rivais potenciais de tempos antigos. Os Elementos de Fuclides
superaram de tanto seus competidores que foram os tinicos a sobreviver"2s.
Professora: Esta posi¢do de Boyer é questionavel. A suposta superioridade légica
ndo pressupde a ndo sobrevivéncia das demais obras anteriormente referidas. Alias,
quase toda a obra os Elementos de Euclides ¢ composta de compilagdes de trabalhos
de outros autores. Por exemplo, o livro VII dos Elementos é a compilagio de um
livro texto do séc. V a.C., provavelmente o de Hipdcrates; o livio V é dedicado a
teoria das propor¢des de Eudoxo, pitagorico que viveu entre os séculos Ve IV a.C.
Aluno B: Que falta de originalidade de Euclides, ficar copiando o trabalho dos
outros... Euclides também era jénico?

Professora: Nio. Euclides nasceu em outra fase da cultura grega: a helenistica,
também conhecida como “fase alexandrina”.

Aluno B: Alexandrina deriva de Alexandre?

Professora: Exatamente. No século IV a.C., Felipe da Macedénia e seu filho
Alexandre unificaram, através da conquista militar, todas as cidades-estado gregas,
além de apoderarem-se da Pérsia, Egito e Babilonia, formando um grande império.
Este periodo de unificag@io das cidades-estado gregas ¢ denominado fase helenistica
da cultura grega. Neste periodo foi fundada a cidade de Alexandria, no Egito. “A
caracteristica mais impressionante de Alexandria foi seu cosmopolitismo - parte

egipcio, parte grego - com uma diversidade liberal de judeus, persas e babildnios,

Z5BOYER, C. B., 1974, p. 76.
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atraindo, at¢ mesmo, estudiosos e comerciantes de lugares distantes como a India.
Deste modo, Alexandria se tornou o lugar de encontro de diferentes tradi¢des.”?’” Em
Alexandria foi fundada uma institui¢iio, subsidiada pelo Estado, com propdsito
deliberado de organizar o conhecimento cientifico existente: o0 Museu. Euclides,
funcionario do Museu, insere-se no contexto da fase alexandrina da cultura grega.
Aluno B: Ah, entdo esta explicado o trabalho de compilagdo de outras obras...
Professora: Sem davida. Os Elementos foram de suma importincia para o
desenvolvimento posterior da matematica, uma vez que neles esta organizado todo o
conhecimento matematico de uma época, com exce¢do dos estudos sobre as segbes
conicas e da geometria esférica. “Sdo o mais antigo exemplo que possuimos do que
hoje chamamos de um sistema axiomatico"2. Quais os tipos existentes de sistemas
axiomaticos?

Aluno C: $6 existe um tipo de sistema axiomatico. Porém, podemos estuda-lo como
um sistema axiomatico interpretado ou como um sistema axiomdtico ndo-
interpretado.

Professora: E qual a diferenga entre estes enfoques?

Aluno C: No sistema axiomatico interpretado, fazemos um estudo seméntico das
sentengas, isto €, dos axiomas e teoremas. No sistema axiomatico ndo-interpretado,
damos enfoque ao estudo sintatico das sentengas.

Aluno B: Vocé poderia explicar melhor este negdcio de estudo sintatico e
semdantico?

Aluno C: Posso tentar. “Um axioma (ou um teorema) pode ser apreciado em dois
caminhos distintos. Pode ser analisado como uma sentenga, isto é, como um objeto
que aparece no papel quando nés escrevemos sobre ele; ou como o significado da

sentenca escrita, ou seja, o fato que ¢ expresso pelo axioma.”” No primeiro caso,

7 JOSEPH, G. G. - “Eurocentrism in Mathematics: The historical Dimensions” in Kertel, C. (ed.) -
Mathematics, Education and Sogciety - Paris - UNESCOQ ( Division of Science, Thecnical and Enviromental
Education) - 1989,

22TRUDEAU, R. J., 1987, p. 5.

2% SHOENFIELD, 1. R. , 1967, p. 2.
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estamos fazendo um estudo sintatico do sistema axiomatico, no segundo, um estudo
seméntico.

Professora: Ja que estamos falando de axiomas e teoremas, alguém poderia expor
como se compde um sistema axiomatico?

Aluno C: Eu posso. Primeiro introduzimos os termos técnicos os quais serdio
utilizados no discurso. Esses s80 os termos primitivos. Depois, definimos, por meio
dos termos primitivos, todos os outros termos que utilizaremos, os quais sdo
designados por fermos definidos. A seguir, utilizando os termos primitivos e os
definidos, fazemos uma lista priméria de afirmagdes, as quais aceitamos como
verdadeiras por convencgdo. Essa é a lista dos axiomas. Por ltimo, fazemos as
afirmagdes demonstraveis a partir de regras de inferéncia previamente estabelecidas.
A essas asser¢Oes denominamos teoremas.

Aluno D: Euclides fez tudo isto?

Aluno C: Na realidade ndo. Nos elementos encontramos somente termos definidos,
postulados, axiomas ¢ teoremas. Buclides utilizou-se da distingdo, articulada por
Aristoteles, entre postulado e axioma. Nos Elementos, se as afirmagdes aceitas sem
demonstragdo referem-se a fatos da geometria, elas sio chamadas de postulados. Se
forem nogdes gerais, sdo denominadas de axiomas. Hoje, porém, ndo fazemos mais
esta diferenciagdo. Atualmente, entendemos por postulados o conjunto de axiomas e
de regras de inferéncias utilizadas na demonstragdo. Assim, todo axioma é um
postulado, porém nem todo postulado é um axioma.

Aluno B: Nio compreendi direito qual a diferenga entre postulado ¢ axioma utilizada
por Euclides.

Aluno C: Por exemplo: quando falo - dados dois pontos quaisquer posso tragar uma
reta - estou referindo-me a entes geométricos.

Aluno B: Isto € um postulado, pelo dito ha pouco. Mas as nogdes gerais...

Aluno C: Por exemplo: se a quantidades desiguais adicionarmos quantidades iguais,
os totais serdo desiguais.

Aluno B: Isto é ébvio!
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Aluno A: Claro que sim! E por isto que aceitamos essas afirmagdes sem termos que
demonstri-las! Se me permite C, gostaria de complementar sua fala. No século V
d.C., o neoplanénico Proclo em seu Comentdrio sobre o primeiro livro de Euclides,
fornece trés caminhos distintos para explicar a diferenga entre axioma e postulado.
Segundo ele, o primeiro € dizer que "um postulado afirma a possibilidade de uma
construgdo. O segundo consiste em falar que um postulado ¢ uma proposigéio com
significado geométrico, enquanto um axioma é uma proposigdo comum a geometria
e a aritmética. Finalmente, o terceiro modo de explicar a diferenca entre as duas
palavras ¢ embasado na autoridade de Aristdteles. As palavras axioma e postulado
parecem ndo ser usadas por Aristoteles exclusivamente no sentido matematico. Um
axioma € aquilo que ¢ verdade por si mesmo, independentemente do significado das
palavras que o constituem; um postulado, embora ndo seja um axioma, ¢ admitido
sem demonsiragdo."30

Professora: Segundo Heath3!, axiomas sdo verdades universais e auto-evidentes. Sao
validas para qualquer ciéncia. J& os postulados, sdo suposi¢des, nem sempre auto-
evidentes, porém considerados como verdadeiros, diferentes para cada ciéncia. Além
da evidéncia, ha outro motivo para aceitarmos axiomas ou postulados - como vocés
preferirem - sem demonstracio. Qual ¢ ele?

Aluno C: Ah, poderiamos tentar demonstrar todas as afirmagdes a partir de outras,
as quais também demonstrariamos a partir de outras afirmagdes e assim por diante.
O problema € que cairiamos ou num circulo vicioso, ou num eterno retorno, o que
inviabilizaria qualquer tentativa de organiza¢io de um sistema, além, é claro, de
termos mais o que fazer na vida do que ficar toda ela organizando um sistema
axiomatico.

Aluno B: Faz sentido...

Professora: Voltando aos Elementos, quantos sdo os postulados ali encontrados?

3BONOLA, R., 1955 - p. 18

31 HEATH, T. L. - A manual of greek mathematics - p. 194-195 apud FANG, J ¢ TAKAYAMA, K. P. -
Sociology of mthematics and mathematics - NY - Paideia Press - 1975 - p. 166
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Aluno D: Cinco?

Aluno B: Isso, sdo cinco.

Professora: E quais sio eles?

Aluno C: O primeiro postula o seguinte: “dados dois pontos P e Q do plano, existe
uma Gnica linha reta que passa por P ¢ Q”. O segundo é “dado um segmento
qualquer AB podemos prolonga-lo em ambos os sentidos”.

Aluno B: Fica estranho dizer "postula".

Professora: Postular para os gregos significava pedir. Assim, quando Euclides
escreve nos Elementos “postula-se” estd pedindo que se aceitem aquelas afirmagdes
como verdadeiras. E os outros trés postulados, quais sio eles?

Aluno A: Para cada centro ¢ raio, posso desenhar um circulo.

Aluno C: Todos os angulos retos sdo congruentes.

Aluno B: Desculpem-me, mas vocés estdo usando os termos ponto, reta, plano,
circulo, raio, segmento ¢ dngulo sem dizerem o que significam eles.

Afuno C: Para 1sto existem as defini¢des.

Professora: E quais sfo elas?

Aluno C: Vocé quer saber as vinte e trés?

Prafessora: Nao, somente as dos termos utilizados até agora. ‘

Aluno 4: Ponto € aquilo que ndo tem partes. Linha reta ¢ aquela que repousa
igualmente sobre todos os seus pontos.

Aluno B: Vocé quer dizer que a menor distdncia entre dois pontos € uma reta.
Professora: O enunciado original é realmente o expresso por 4. Ou melhor, original
em termos, pois os exemplares hoje existentes dos Elementos nio sio tradugdes
realizadas diretamente do original de Euclides, mas tradugdes de copias de copias e
assim por diante. Segundo Trudeau’2, através destas copias foram-se acumulando
alteragdes, deliberadas ou ndo, do texto original. Theon de Alexandria, no século VI

d. C., fez algumas mudangas deliberadas no texto, clarificando a linguagem,

32TRUDEAU,R. 1. ,op. cit., p. 22, 23 .
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interpolando passagens nas demonstragdes ¢ adicionando provas alternativas para os
teoremas. Cerca de quatrocentos anos apos a revisdo de Theon, uma copia ( ou cépia
da copia) foi traduzida para o arabe. Em 1120, uma copia da tradugfio arabe (ou a
‘cOpia de uma cépia ) foi traduzida para o inglés pelo filosofo Adelard de Bath.
Entdo, por volta de 1270, a tradugo de Adelard foi revisada & luz de outras fontes
arabes pelo cientista italiano Campanus de Novara. Finalmente, a revisio de
Campanus, ou uma cdpia dela, foi imprimida em Veneza no ano de 1482. Assim,
hoje, quando dizemos "segundo Euclides", estamos fazendo-o metaforicamente.
Bem, mas estavamos definindo termos...

Aluno A: Como estava dizendo, superficie plana ¢ aquela que repousa igualmente
sobre todas as retas que ela contém. C, o que falta?

Aluno C: Circulo ¢ uma figura plana, circundada por uma s6 linha, que se chama
perimetro, sendo que a medida das distdncias do centro a qualquer ponto do
perimetro ¢ constante. Didmetro do circulo ¢ uma reta qualquer que passa pelo
centro € possui extremos no perimetro do circulo. Euclides nfio define raio, mas raio
¢ um segmento de reta cujos extremos sio o centro € um ponto qualquer no
perimetro do circulo, ou, se preferirmos, na circunferéncia. Euclides também ndo
define segmento, pois nfo usa este termo.

Aluno B: Mas vocés falaram em segmento.

Aluno A: E aquela historia da copia da copia da copia a qual a professora se referiu.
Mas podemos definir segmento de reta como a parte da reta compreendida entre dois
pontos pertencentes a ela mais os dois pontos, mesmo porque, em uma de suas
defini¢Ges, Euclides afirma que os extremos de uma linha sdo pontos.

Aluno C: Finalmente, angulo plano ¢ a inclinagio mutua de duas retas que se
encontram ¢ nfo sdo coincidentes.

Professora: Faltou superficie e linha.

Os alunos A4 e C trocam um olhar bastante significativo.
Aluno A: Linha € o que tem comprimento e ndo tem largura. Superficie é 0 que tem

somente largura e comprimento.
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Professora: Otimo! Estou prevendo que sers muito bom trabalhar com esta turma.
Para nosso proximo encontro, pesquisem quais sio as demais defini¢des encontradas
nos Flementos. Voltando aos postulados, quem poderia enunciar o quinto?

Aluno B: Desculpem-me, mas preciso fazer uma observa¢io. Vocés utilizaram
varios termos, além daqueles aos quais me referi anteriormente, sem defini-los. Por
exemplo inclinagdo, largura, comprimento, relagio de pertinéncia...

Aluno A: Vocé deve estar lembrado quando C discorreu brilhantemente sobre a
estrutura do sistema axiomatico utilizado por Euclides, explicando que este autor
néo especificou em sua obra os termos ndo definidos, isto é, os termos primitivos
utilizados.

Aluno C: Obrigado A4, pelo elogio. S6 quero acrescentar que ndo podemos
desmerecer Euclides por este pequeno deslize. Ao contrario, se considerarmos a
época na qual escreveu sua obra - por volta de 300 a. C. - perceberemos a
grandiosidade de seu feito. Ndo € sem motivo que os Elementos sio a obra mais
divulgada depois da Biblia.

Professora: Vamos terminar nossa aula de hoje por aqui, em nosso proximo
encontro retomaremos a discussdo com o o quinto postulado, esta bem? Entfio até

1a.
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AULA II

Prof.: Em nosso Gltimo encontro, levantamos nossas concepgdes de Geometria,
discorremos um pouco sobre as origens da Geometria, sobre sistema axiomético,
sobre os FElementos e as definicbes e axiomas contidos nesta obra. Haviamos
parado no quinto postulado. O que diz o quinto postulado?

Aluno D: Paralelas sdo aquelas que, estando num mesmo plano, ndo se encontram
mesmo se prolongadas indefinidamente.

Aluno B: Se o postulado for esse, entdo "uma hipérbole ¢ sua assintota seriam
paralelas™?

Prof.: Observagio mteressante, B! O gedmetra e filosofo estdico grego, Geminus, no
século I a.C., fez este mesmo comentério sobre a defini¢do dada por Euclides a retas
paralelas.

Aluno D: Voc€ tem razdo B. Entdo fica assim: retas paralelas sio aquelas que,
estando num mesmo plano, mantém sempre a mesma distdncia uma da outra se
prolongadas indefinidamente em ambas as direcdes.

Aluno A: Desculpe-me D, mas imagine sé se um grego da Antiguidade Classica
afirmaria uma coisa destas. N&o, esse n3o é o quinto postulado.

Aluno D: E por que um grego nio afirmaria uma coisa dessas?

Aluno 4: Porque, para ele, "as proposi¢es primitivas ( axiomas e postulados ) eram
sugeridas pela abstragdo da experiéncia ou pela intuig#o"*, logo ele ndo diria algo

como “prolongadas indefinidamente”.

33, - Comentério de Geminus ( século I a. C.) sobre a definigio dada por Euclides a retas paralelas. Geminus
faz uma comparagdo entre esta definigfo € a proposta por seu mestre, Poseiddnios, (enunciada pelo aluno D
no pardgrafo seguinte) concluindo que duas retas podem ser paralelas no sentido euclidiano, sem o ser no
sentido de Poseidénios - apud BONOLA, R, - op. cit. -p. 2¢ 3.

3MORENO L. E BROMBERG, S., 1987, p. 8 ¢ 9.
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Prof.: A tem razdo, o quinto postulado € equivalente ao exposto por D, qual seja,
“paralelas sdo aquelas que, estando num mesmo plano, mantém sempre a mesma
distdncia uma da outra se prolongadas indefinidamente em ambas as dire¢des”, mas
seu enunciado € outro. Alias, a ltima afirmagdo enunciada por D ¢ a defini¢do 23
dos Elementos. Essa formulag@o da definigdo 23 foi dada por Poseidonios, filésofo
grego e comentarista da obra de Euclides. Por volta do ano 100 a.C., Poseidonios ja
havia sugerido mudar o V postulado por esta defini¢do. Quero fazer um comentario
sobre a concepgdo de postulado como uma afirmagédo intuitivamente verdadeira.
"Sendo Euclides, como um bom grego, visual nato néo pede, isto ¢, ndo postula nada
do que esteja dado imediatamente a intui¢do geométrica (...) a construgdo ndo ¢ para
ele um meio de fazer existir os objetos geométricos para depois investigar as
propriedades que podem ser deduzidas da construgdo, sem ter que construi-las. A
construgdo ndo ¢ uma “prova da existéncia”, como se diz atualmente, para o
gedmetra grego, o critério de existéncia ¢ “a existéncia visivel”, imediata ou nio, e
se a coisa ndo estiver imediatamente visivel, o procedimento que emprega ndo é pura
e simplesmente uma construgdo, mas uma construgdo que torne possivel uma
visdo. "3

Aluno B: Mas, e a tendéncia anti-ilustrativa?

Professora: Antonio Miguel, em sua tese de doutorado 7rés estudos sobre Histdria e
Educac¢do Matemdtica, salienta que a axiomatica contida nos Elementos de Euclides
pode ser interpretada, em sua quase totalidade, como uma “fisica do espago”.
Segundo Miguel, esta axiomatica ¢, “na realidade, o reflexo do mundo fisico, ainda
que Euclides se esforce o maximo possivel para ocultar este fato e tente permanecer
fiel ao dogma platdnico de ser o mundo fisico o reflexo imperfeito do mundo das
Idéias.”3 ApoOs esta analise, Miguel conclui que “seria legitimo falar de um
empirismo euclidiano sobreposto a um racionalismo euclidiano, o que revela o

carater epistemoldgico dual do empreendimento euclidiano: empirico no que se

3I5SBACCA, 1. D. G., op. cit., p. LXXIV e LXXV .

36 MIGUEL, A., 1993, p. 146.
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refere ao seu conteldo e racional no que diz respeito ao método de justificagfio do
valor cognitivo das proposicdes.”™7?

Aluno B: Ou seja, apesar da tendéncia anti-ilustrativa, a visualizagiio continuou,
implicitamente, presente na geometria grega.

Professora: Talvez esse fato esteja relacionado com a importancia da luz na cultura
grega. Segundo Hogben, os habitantes das antigas civilizagdes “viviam na
abundéncia da luz solar que projetava sombras longas e nitidas, bem definidas na
arcia. A arte de medir sombras era uma das grandes artes da Antiguidade. A
geometria do tridngulo resultou da pratica da medigdo da sombra para fins
arquitetonicos.” 38

Aluno D: Estou curioso para saber como se enuncia o quinto postalado.

Aluno C: Quando duas retas a ¢ b, cortadas por uma transversal ¢, formarem angulos
internos do mesmo lado ndo suplementares, as ditas retas prolongadas
suficientemente , s¢ encontrario do lado em que a soma dos dngulos internos for
menor.

Aluno B: Esta € a coisa mais sem evidéncia que ja ouvi! Ndo consigo imaginar o
que estd sendo dito! Professora, vocé poderia representar este enunciado na lousa
através de um desenho?

Prof.: Claro, seria algo assim:

(lousa) \

37Tbidem, p. 146.

38 HOGBEN, L. , op. cit., p. 149.




43

Aluno B: Ah...Que interessante! Visuais como os gregos eram, Euclides preferiu
utilizar-se deste enunciado tdo pouco evidente s6 para ndo cair no "prolongadas
indefinidamente".

Aluno D: Porém, se formos observar direito, a forma como esta enunciado o quinto
postulado ¢ bem mais simples de ser visualizada do que a proposta por Poseidonios
- pelo menos para os gregos, que dispensavam tanta importincia a luz e ao que podia
ser visto - pois o enunciado do quinto postulado ndo supde que precisemos ir até o
infinito para verificar sua veracidade.

Prof.: Boa observagdo D. Mas voltemos aos teoremas, quantos sdo eles nos
Elementos?

Aluno C: Eu s li o livro §. Nele ha quarenta e oito proposi¢des demonstradas.
Aluno B: Quarenta e oito em um sO livro! Se todos os treze livros possuirem a
mesma quantidade de proposigdes, havera, deixe-me ver...seiscentas e vinte e
quatro!! E com apenas cinco postulados!

Prof: Foi um pouco menos. "Os treze livios que compdem a obra primacial de
Euclides contém 465 proposi¢des: 93 problemas e 372 teoremas."¥® Este foi o grande
mérito de Euclides, demonstrar todos estes teoremas com apenas cinco postulados.
O que entendemos por teorema?

Aluno D: Teorema ¢ uma afirmagio que pode ser deduzida a partir dos axiomas.
Necessita de demonstrag@o para tornar-se valido dentro de um sistema, ou seja,
para que fique comprovada sua veracidade.

Prof.: Isto mesmo. Quem se recorda de algum teorema?

Aluno C: Nos tridngulos isosceles, os angulos da base sfo congruentes entre si.
Aluno B: Isto néo parece um teorema, Onde estdo o se e o entdo?

Aluno A: Ora B, podemos dizer a afirmagfo enunciada por C da seguinte forma: “se
um tridngulo for isésceles, entdio os angulos da base s3o congruentes entre si”.

Prof.: E como se demonstra este teorema?

3PSOUZA, J. C. M., 1948, p. 10.
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Aluno D: Primeiro separamos a hipotese “se um tridngulo for isésceles”, a seguir
verificamos quais 0s passos necessarios para chegarmos na tese “entdo os dngulos
da base sdo congruentes entre si”.

Prof.: Quais seriam estes passos?

Aluno B: Posso ir a lousa desenhar?

Prof.: Parece que ndo eram sdo sO os gregos da Antiguidade os "visuais natos".
Claro B, venha a lousa.

Aluno B: (na lousa)

Vamos considerar o tridngulo ABC isosceles de forma que AB = BC.
Podemos tragar a bissetriz do angulo B.
A bissetriz encontrara o lado AC no ponto D.
Assim, temos dois tridngulos: BAD e BCD.
Agora temos:

BA = BC pois ABC ¢ isosceles

£ ABD* = £ CBD pois BD ¢ bissetriz do £ABC

BD = BD . Portanto os tridngulos BAD e

BCD sdo congruentes, pelo caso de congruéncia LAL.
Logo,

* Estamos considerando como £ ABD, o dngulo formado pelos segmentos de reta AB ¢ BD, com vértice em
B.
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£ BAC = £ BCA

Prof.: Muito bem B. Vamos analisar esta prova. O que B utilizou para afirmar que o
tridngulo ABC € is6sceles?

Alunos: A hipotese.

Prof.: E o que garante que em trifngulos isosceles temos dois lados de medidas
iguais?

Aluno D: Espere um instante professora, estou procurando nas definigdes que vocé
pediu para pesquisar. Lembro-me de ter lido algo sobre tridngulos isésceles. Aqui
estd. E a definigdo 20: “entre as figuras trilateras, isésceles é aquela que tem
somente dois lados congruentes”.

Prof.: E o que garante que podemos tragar a bissetriz de um angulo?

Aluno C: Lembrei! E o teorema nove: “dividir em dois um angulo dado”.

Prof:: Por que podemos asseverar que o caso Lado Angulo Lado nos garante a
congruéncia de tridngulos?

Aluno A: O teorema quatro: “se dois tridngulos tém lados congruentes dois a dois e
se os angulos respectivos formados por estes lados também sdo congruentes, ent3o
os tnangulos sio congruentes”.

Prof: Quero chamar a atengdo de vocés para dois fatos. O primeiro ¢ que o
argumento utilizado por B na demonstracgéio ¢ denominado modus ponens.

Aluno D: Modus ponens! De onde vem este nome?

Prof.: Este argumento 10gico “conserva o nome tradicional ‘modus’, ‘modo’;
‘ponere’, ‘afirmar’. Esse argumento dedutivamente legitimo também é denominado
‘modus ponendo ponens’, ‘0 modo pelo qual, afirmando, se afirma’. Ele se baseia no
seguinte argumento 16gico: se P, entdo Q; ora P, logo Q.”% Percebam que B iniciou
com: “se o tridngulo for 1sdsceles, entdo os dngulos da base serdo congruentes entre
si. A seguir, afirmou que o tridingulo era isosceles e deduziu a tese. O segundo fato

que quero chamar a aten¢@o de vocés € que a demonstragio realizada por B na lousa

40 HEGENBERG, L., 1925, p. 71.
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¢ valida para qualquer tridingulo isosceles, jo que esta logicamente assentada na
admissdo de verdades universais - admitidas convencionalmente ou demonstradas -
deste sistema axiomaético. B fez sua demonstragio para um elemento de uma classe -
a classe dos tridngulos isosceles - e se para esse elemento vale uma propriedade - os
dngulos da base sdo congruentes entre si - entfio, pelo principio da generalizagiio
universal, esta propriedade ¢ valida para qualquer elemento desta classe. Ai esta o
carater de universalidade das demonstragbes desenvolvidas por Euclides nos
Elementos.

Aluno A: Mesmo porque o desenho de B ¢ uma representagdo falha da figura
perfeita.

Aluno D: L4 vem ele de novo com esta historia...

Prof.: Quem se lembra de outro teorema?

Aluno C: “Se uma reta transversal, ao interceptar duas retas dadas, faz com elas
angulos alternos internos congruentes, ento as duas retas sio paralelas”.

Prof.: Vocé gostaria de demonstra-lo para nos, C ?

Aluno C: Claro professoral

(lousa)
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A hipotese €: existe a reta ¢ incidindo sobre as retas p e ¢, formando com elas
angulos alternos internos congruentes.

Atese € . p e ¢ sdo paralelas entre si.

Vou negar a tese € supor que p e ¢ encontram-se em um ponto T.

Assim teriamos o tridngulo ABT, no qual o dngulo externo CAB é congruente a um
dngulo interno ndo adjacente ( por hipétese). Isto contradiria a proposi¢io 16,
segundo a qual “em um tridngulo dado, quando se prolonga um de seus lados, o
ingulo exterior formado € maior que qualquer dos 4ngulos internos ndo adjacentes”.
Portanto, chegamos a um absurdo.

Podemos supor as retas p e ¢ encontrando-se no outro sentido, mas chegariamos ao
mesmo absurdo.

Como negando a tese chegamos a um absurdo, a tese é verdadeira. Logo,p // 4.
Aluno A: Nunca compreendi muito bem demonstragdes por absurdo.

Aluno C: "Ha duas regras da logica que fornecem a base para a "demonstrago por
absurdo’: a lei do terceire excluido e a lei da contradicdo. A lei do terceiro
excluido determina que ou uma proposigio ¢ verdadeira ou sua negagio o é. A lei da
contradi¢do estabelece a impossibilidade de uma afirmagdo e sua negagio serem
ambas verdadeiras. Para provar um teorema ‘se H, entdo C’ (H por hipétese e C
por conclusdo) por esta técnica, nés comegamos assumindo que ~C (a negagiio de C)
¢ verdade. (...) E uma afirmagiio temporéaria através da qual nés derivamos a
contradi¢do. Desde que mostremos que ~C leva a uma contradi¢do, pela lei da
contradiciio e do terceiro excluido, poderemos concluir a veracidade de C"41,
Compreendeu A7

Aluno A: Nio. Esta sua explicagfio pareceu-me um tanto genérica para meu nivel de
compreensdo...

Aluno D: Deixe-me ver se consigo explicar. Demonstragio indireta ...

Aluno A: Néo era demonstra¢fo por absurdo?

YATRUDEAU,R. 1. ,0p. cit, p. 13e 14 .
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Prof.: No decorrer da historia, vérias denominagdes foram dadas a este tipo de
raciocinio. Assim, Aristoteles referia-se a ele como raciocinio, ou demonstragéo, que
conduz ao impossivel, ou ainda, demonstrag@o pelo impossivel, o qual se opde ao
raciocinio ostensivo. Leibniz chamava-o de demonstrag3o apolégica, ou redugio ao
absurdo. Os escolasticos falavam em reductio ad absurdum, de syllogismus, ductio,
deductio ou argumentatio ad impossibile, ou per impossibile ou per incommodum.
Segundo Jean-Louis Gardies®2, devemos diferenciar prova por absurdo, a qual parte
da negagdo de uma proposigdo para demonstri-la, de redugdo ao absurdo, que é
aquela que parte da proposi¢do para refuta-la. Mas, D, por favor, continue.

Aluno D: “Demonstragio indireta é aquela que, para estabelecer uma tese 0 no
interior de uma teoria dada, demonstra que a negagfo desta tese conduz, ao fim de
um certo numero de inferéncias, a duas consequéncias contraditérias o ¢ ndo-a, das
quais conhecemos a incompatibilidade logica. Pode-se considerar como casos
particulares deste caso geral: o caso no qual demonstra-se que a negacéio da tese
implica em uma conseqiiéncia o conhecida como falsa. O outro caso é aquele onde
se mostra que ndo-0 implica 0. Nesta situagdo - ndo-0 implicando nela mesma - a
expressdo O ocupa simplesmente o lugar de o na contradi¢io ‘o e nio-o*.”3 Vocé
entendeu agora, A7

Aluno A: Compreendi, € agora que compreendi posso afirmar mais convictamente
que ndo consigo aceita-la. Pelo que entendi, o que a demonstragiio indireta prova é
apenas a impossibilidade de ocorrer a negagdo de uma afirmagfo, ndo a
possibilidade desta afirmagio ocorrer de fato.

Aluno C: A, vocé concorda que existe uma equivaléncia entre os argumentos
l6gicos: “se B, entdio ¢ ¢ se ndo-, entdo ndo-B“?

Aluno A: Concordo.

42 GARDIES, J. L., 1991.

43 GARDIE, 1. L., 1991, p. 9 ¢ 10.
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Aluno C: A existéncia desta equivaléncia é o que garante a equivaléncia légica entre
uma demonstragdo ostensiva e uma indireta. Uma sempre pode ser revertida em
outra. Aristoteles ja tinha conhecimento deste fato. Ele dizia: “o que se demonstra
ostensivamente pode ser objeto de um raciocinio pelo impossivel a partir dos
mesmos termos, € o que se demonstra pelo impossivel pode também se demonstrar
ostensivamente”#4.

Prof.: Mas, Arnstoteles pregava a superioridade da demonstragdo ostensiva sobre a
apologica, pois, segundo ele, “a afinmativa ¢ anterior a negagio ¢ mais conhecida
que ¢la, ja que a afirmag¢fo lhe ¢ anterior, como o ser ao ndo ser. Portanto, se a
proposigdo negativa € provada pela afirmativa, mas esta ultima nfo o ¢é pela
primeira, entdo a demonstragdo positiva, sendo anterior ¢ mais conhecida, sera
superior”4s.

Aluno A: Aristételes era sensato. ..

Prof.: Porém, para Platdo, o raciocinio por absurdo tinha fungio propedéutica de
descartar previamente os saberes ilusérios, os quais sfo obsticulos ao saber
auténtico. E o que podemos notar no trecho, ja citado aqui, do Menon que se refere
ao dialogo entre Socrates ¢ o escravo.

Aluno A: Se um tipo de demonstragido sempre pode ser revertido em outro, como
vocé, C, reverteria a demonstragio que acabou de fazer na lousa em uma
demonstragdo direta?

Aluno C: Néo sel, preciso pensar...

Prof.: Para passar de uma demonstragio apologica para uma ostensiva equivalente,
comegamos, em primeiro lugar, por distinguir dentre os argumentos da indireta
quais sdo premissas reconhecidas como verdades e as etapas da demonstragdo que
sdo conseqiiéncias destas premissas. Em segundo lugar, devemos verificar quais

sentengas do raciocinio sdio estabelecidas pela admissdo da negagdo da tese. As

44 ARISTOTELES, Primeiros Analiticos (s.d.) apud GARDIES - op. cit. - p. 23

45 ARISTOTELES, Segundos Analiticos ¢s.d.) apud GARDIES - op. cit. - p. 156, 157.
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primeiras continuardo a ter, na demonstragdo direta, o status de premissas. J4 as
Gltimas serdo substituidas por suas respectivas negagdes.

Aluno C: Entdo, vamos ver se consigo transformar a demonstragdo por absurdo que
acabei de fazer na lousa em sua equivalente ostensiva. Primeiro vou procurar quais
as premissas envolvidas... Ah, € a proposi¢io 16. A existéncia do tridngulo ABT é
conseqiiéncia da negacdo da tese. Ficaria algo assim:

1- Por hipétese £ CAB = £ ABD

2- A proposi¢do 16 garante que “em um tridngulo dado, quando se prolonga um de
seus lados, o dngulo exterior formado ¢ maior que qualquer dos angulos internos nio
adjacentes”.

3- Assim, ndo existe um tridngulo ABT, pois, se ele existisse, um &ngulo externo -
no caso o £ CAB - seria congruente a um dngulo interno - 0 £ ABD.

4- Da asser¢8o anterior concluimos que néo existe um ponto T no qual as retas p e g
s¢jam concorrentes,

5. Logo, p e q sdo paralelas.

Aluno A: Entdo, se todo raciocinio apologico pode ser transformado em um
equivalente ostensivo, por que nfo transformamos todas as demonstragdes indiretas
em diretas?

Prof.: Ha alguns motivos pragmaticos para ndo realizarmos tal transformagio. Um
primeiro pode ser percebido nesta ltima demonstracdo de C. Ha um momento na
demonstragdo em que ele utilizou um pequeno raciocinio por absurdo - no terceiro
passo da demostragdo - quando ele diz: “se existisse tal tridngulo, um angulo externo
seria congruente a um angulo interno”.

Aluno A: Pode ser que haja conversdes de um tipo de raciocinio para outro nas
quais ndo aparega esta pequena demonstragdo por absurdo.

Aluno C: Como € teimoso este 4!

Professora: Ha outras razdes que dificultam a realizagdo de seu projeto, 4. Nem
sempre em uma demonstragdio, as proposi¢des Py, P, ..P, implicam-se de uma

forma linear, fornecendo justificagdo completa uma para a outra. E mais habitual que
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estas premissas sirvam de justificagdo nas implicagdes ulteriores. Por exemplo,
vamos considerar a seguinte situagdo hipotética de demonstragdo, onde Py ¢ P, sdo
premissas; Ps;, P4 ¢ Ps sdio argumentos da demonstragiio ¢ Ps a conclusdo. Assim,

teremos:

(lousa)

T
P, P, P3—>P;—>Ps—> P
—

O retorno desta demonstragfio em sua equivalente seria:

nio P6
nio P5
\l',
— - ~
nioP, ou ndoPy
nio P;
nio P;

Aluno B: Complicada a transformacdo desta demonstragdo hipotética de um tipo de
raciocinio para outro, ndo?

Professora: Esta ainda ¢ simples. HA outras bem mais complicadas. Um exemplo ¢ a
mudanga da demonstracdo da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado de um
quadrado do raciocinio apoldgico para o ostensivo. Existe uma terceira razio que
dificulta a passagem de um tipo de demonstragio para outro. Quando estamos

trabalhando demonstragdes que envolvem quantificagdes, cada ndmero representado
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genericamente na demonstra¢io indireta esta, na realidade, indicando um tnico
numero. Ou seja, basta demonstrar que a tese ndo se verifica para um nimero que a
demonstragdo esta realizada. Ja no raciocinio ostensivo, cada niimero representado
genericamente pode ser qualquer niimero pertencente ao conjunto universo, ou seja,
a tese s6 € valida se for verdade para qualquer niimero do conjunto universo.

Aluno B: Realmente ndo € tarefa simples passar de um tipo de demonstragio para
outro. Qual seria o0 mofivo que levou Euclides a utilizar tantas demonstragdes por
absurdo?

Professora: Primeiro precisamos lembrar a compilagdo, realizada por Euclides, dos
trabalhos de outros sabios. Como ja vimos, das provas desenvolvidas pelos
pitagdricos, muitas apelam ao raciocinio por absurdo, entio, ¢ natural que
encontremos nos Elementos estas demonstragdes. Ademais, a demonstragio indireta
serve bem a finalidade do procedimento essencialmente sintético, ou seja, aquele
que parte de elementos simples, aceitos imediatamente como verdades, ou admitidos
como tal por convengdio, ou ainda, de teses previamente estabelecidas para
demonstrar novas teses. A sintese colocada pelo procedimento axiomatico di4 uma
caracteristica de imprevisibilidade ao empreendimento, pois parte-se dos elementos
pré-estabelecidos € da tese a estabelecer, sem se ter uma nog¢fo clara do caminho a
percorrer para se chegar a conclusdo. Porém, como o enunciado desta nova tese é
conhecido de anteméo, um caminho possivel para prova-la é nega-la e chegar a uma
contradi¢do. Por isto a demonstragdo por absurdo serve tdo bem ao projeto de
edificar uma ciéncia em alguns sistemas axiomaticos.

Aluno A: Vou refletir sobre tudo isto que vocés disseram.

Aluno D: Lembrei-me de outro teorema que pode ser demonstrado por absurdo. “Se [
e m sfio retas paralelas e 7 ¢ uma transversal, entfio os dngulos alternos internos sio
congruentes e os angulos colaterais internos suplementares”. Posso demonstrar?
Prof.: Fique a vontade D !

Aluno D:

( lousa)
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t

Hipotese: sejam duas retas I e m tal que /// m e t uma transversal
Quero provar 1{ £ AHT = £ HTD

2§ BHT + £ZHTD = 180°
Farei a demonstragdo pelo método indireto
Se a medida do ZAHT for diferente da medida do ZHTD, um deles sera o maior.
Suponhamos ZAHT o maior.
Podemos somar a medida do £BHT a medida do ZAHT e a medida de <HTD,
assim teriamos: ZAHT + ZBHT > £ZHTD + £BHT
Sabemos que ZAHT + ZBHT = 180°, logo £«BHT + £ZHTD < 180°. Entdo, pelo
postulado V, m el se encontrardo quando prolongadas, o que contradiz a hipotese.
Logo, ZAHT = ZHTD. Demonstramos 1, agora vamos demonstrar 2.
ZAHT = ZEHB pois sdo opostos pelo vértice
Assim, pelo axioma 1,2 EHB = £HTD
ZEHB + ZBHT = 180°
Portanto, £ZHTD +2 BHT = 180°, como queriamos demonstrar.

Prof.: Bela demonstragio, D . Este teorema tem uma importincia especial dentro da
estrutura dos Elementos. Alguém sabe por qué?

Aluno C: Porque € nele que Euclides utilizou pela primeira vez o quinto postulado
em uma demonstracgdo.

Aluno B: E qual o nimero deste teorema, trés, quatro?
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Prof.: Vinte e nove.

Aluno B: O qué? Vinte e nove? Eu havia percebido alguma coisa estranha neste
quinto postulado... “Ele ndo deriva nem das propriedades gerais das grandezas
enunciadas pelos axiomas, nem da possibilidade de construgiio expressas pelos trés
primetros postulados (...) € nem tem a caracteristica de evidéncia que possui o
quarto postulado.”# Até Euclides relutou em utilizi-lo.

Aluno C: Por que “relutoun em utiliza-lo”? A organizagido que ele deu aos Elementos
fo1 esta. Os primeiros vinte e oito teoremas necessitam somente dos primeiros quatro
postulados para suas demonstragdes e, a partir do vigésimo nono, utilizou o quinto
postulado. Questéo de organizagio.

Prof.: Na realidade, "muitas das primeiras vinte ¢ oito proposi¢des podem ser
demonstradas de forma mais simples se utilizarmos o quinto postulado."4’ Por
exemplo, a proposi¢do - “se uma reta transversal, ao cortar duas retas dadas, faz com
elas dngulos correspondentes congruentes, entdo as duas retas dadas sdo paralelas”
(proposi¢io 28) - pode ser demonstrada facilmente utilizando o quinto postulado.
Aluno B: Esta vendo, o proprio "Euclides foi o mais longe possivel sem emprega-lo,
pois também nfo estava satisfeito com a natureza de 'postulado’ de tal proposigio."#
Aluno A: Voces ficam com "historias”, enquanto poderiamos j4 ter estudado outros
teoremas... Lembrei-me de um: “dado um tridngulo qualquer, a soma de dois
quaisquer angulos internos € menor que dois retos”.

Aluno B: Que interessante! Fago questdo de tentar demonstrar este teorema.

Aluno A: Por favor, pode prova-lo.

Aluno B: Por hipotese temos um tridngulo que, por defini¢do, tem trés angulos.
Sejam estes trés angulos A, B e C. Queremos demonstrar que: A+B, A+C e B+C

sdo menores que 180°. Pelo postulado II, podemos prolongar um lado do tridngulo,

46 BKOUCHE, R, op. cit., p. 34.
4"MORENOQ, L ¢ BROMBERG, S. - op. cit. - p.14.

48hidem




55

por exemplo o lado AC. Determinaremos o dngulo externo adjacente a C. Vamos
chama-lo de D. Temos D>A. Qual teorema afirma isto?

Prof.: “Em um tridngulo, se prolongarmos um dos lados, o 4ngulo externo sera
maior que cada um dos dois internos nio adjacentes”. F o teorema dezesseis.

Aluno B: Obrigado. Pelo axioma IV, podemos fazer: C+D>C+ A |

Como C + D = 180°, temos C + A < 180°. De forma analoga demonstramos que as
outras duas somas de pares de dngulos também sio menores que dois retos.

Prof.: Otima demonstragio B, ¢ sem desenho!

Aluno B: Obrigado professora. Vocés notaram que néo utilizei o quinto postulado?
Aluno D: Observamos nio so isto, como também o fato de vocé ter explicitado em
todas as passagens os axiomas, postulados e defini¢Ges utilizados .

Aluno B: Muito bem! E vocés perceberam que este teorema ¢é o reciproco do quinto

postulado?

m

Aluno B: Como pode um postulado ter como reciproce um teorema?

Prof.: Vocé esta sugerindo que o quinto postulado € na realidade um teorema?
Aluno B: Estou.

Aluno A: Isto ¢ um absurdo! O quinto postulado ndo esta enunciado na forma de
teorema.

Aluno B: A, segundo vocé€ mesmo, € tudo uma questdo de formulagdo de enunciado.
Podemos formular o quinto postulado assim: “se duas retas @ e b quando cortadas
por uma transversal ¢, formam angulos internos do mesmo lado ndo suplementares,
entdo a e b se encontrardo do lado em que a soma dos angulos internos for menor”.
Aluno D: B tem razio...

Aluno C: Ndo acho que o quinto postulado possa ser um teorema.

Aluno B: Em um sistema axiomatico nfio adianta somente “intuirmos” algo,
precisamos demonstrar nossas afirmagdes.

Aluno A: Nio tinha pensado nesta formulagdo para o quinto postulado... Talvez ele

seja mesmo um teorema...
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Prof : Historicamente, “a demora, interpretada como reticéncia de Euclides para
empregar o quinto postulado, fez com que os gebmetras, desde a Antiguidade,
suspeitassem de que estavam diante de uma proposi¢io disfargada em postulado. Tal
suspeita se fundamentava, também, no fato de, tecnicamente, o postulado das
paralelas ser reciproco da proposi¢io dezessete”.

Aluno C: Continuo achando que o quinto postulado ¢ mesmo um postulado. Se o
problema for a formulagio do enunciado, podemos formula-lo assim: “por um ponto
P tomado fora de uma reta /, podemos tragar uma Gnica reta & paralela a I”.

Aluno D: Euclides deu esta opgdo de formulag@o nos "Elementos”?

Prof.: Nio, este enunciado pertence aquela historia da c¢opia da copia ... Nos o
chamamos de postulado de Playfair, devido ao fato do matematico inglés John
Playfair (1748-1819) ter proposto substituir 0 quinto postulado por este enunciado.
Porém, esta enunciagfio ja era conhecida por Proclo.

Aluno A: Mas podemos demonstrar a existéncia de uma paralela a uma reta por um
ponto fora dela. Sejam a uma reta e P um ponto ndo pertencente em a. Ha um
teorema - 0 12 - que diz “dada uma linha reta e um ponto fora dela, podemos tragar
uma perpendicular & reta que passa pelo ponto”. Assim, podemos ftracar a
perpendicular a a por P. Seja Q a interse¢do da perpendicular com a. Em seguida,
tracamos a perpendicular ao segmento PQ que passa por P. Ai, lembramos da
seguinte proposigdo; “se uma reta transversal, ao cortar duas outras retas, faz com
elas dngulos alternos internos congruentes, entdo as duas retas serfio paralelas”.
Portanto, demonstramos a existéncia de uma paralela a a por P.

Aluno B: E nio foi utilizado o quinto postulado.

Aluno C: E evidente a possibilidade de demonstrarmos a existéncia de uma reta
paralela a outra por um ponto dado. Aceitamos como postulado a unicidade desta
paralela ¢ nfo a sua existéncia. Agora, se vocés preferirem, podemos também
substituir 0 quinto postulado pela seguinte afirmagfo: “a soma das medidas dos
dngulos internos de um tridngulo € igual a 180°“.

49 MORENO, L. ¢ BROMBERG, §. - op. cit., p. 18.
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Aluno B: Se demonstramos a existéncia de uma reta paralela por um ponto a outra
reta dada , quem garante a impossibilidade de provarmos a sua unicidade?Além do
mais, se o quinto postulado for um teorema, as asser¢des sobre as paralelas e sobre a
soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo também o serdo.
Poderiamos tentar demonstrar estes enunciados, utilizando somente as defini¢des,
axiomas € 0s quatro primeiros postulados do sistema axiomatico de Euclides.

Prof.: 1dé1a excelente! B estd propondo utilizarmos a Geometria Neutra, ou seja, as
defini¢des, axiomas, os quatro primeiros postulados e os teoremas, que ndo
necessitam do quinto postulado para serem demonstrados, contidos nos Elementos,
para tentarmos demonstrar o postulado nimero cinco. Como nosso encontro de hoje
esta acabando, vou pedir para vocés tentarem fazer esta demonstragio em casa
frazerendo-a na proxima aula. Pode ser?

Aluno C: Desculpe-me professora, mas acho isto perda de tempo, o quinto postulado
¢ um postulado.

Prof.: Vocé tem como provar isto?

Aluno C: Nio.

Prof.: E se deixassemos seus colegas procurarem uma demonstracdo para o
postulado, e voc€ trouxesse uma prova da equivaléncia entre o quinto postulado de
Euclides e o postulado de Playfair?

Aluno C: Seria mais interessant

Prof.: Entdo, até 1a.
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CAPITULO I
TENTANDO DEMONSTRAR O QUINTO POSTULADO

“Ndo se trata de saber qual é o poder

que age do exterior sobre a ciéncia,

mas que efeitos de poder circulam entre os

enunciados cientificos, qual é o seu regime interior de poder;
COmo ¢ porque em certos momentos

ele se modifica de forma global ”

Michel Foucault, 1984.
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AULA III

Prof.: No final da ultima aula, combinamos que 4, B e D procurariam uma
demonstragio para o quinto postulado de Euclides e C faria a demonstracio da
equivaléncia entre o quinto postulado de Euclides e o postulado de Playfair. Quem
quer comegar?

C: Se meus colegas permitirem, gostaria de expor a demonstragdo que consegui.

Consentimento geral.

C: Utilizarei trés passos para realizar meu intento.Primeiro mostrarei que, se m e n
sdo duas retas que formam, com uma transversal, dngulos internos cuja soma é
diferente de 180°, entdo m e n se interceptam. A seguir, provarei que por um ponto
fora de uma reta existe uma Unica reta paralela a reta dada. Por fim, explicarei a
equivaléncia entre os dois postulados. Para realizar o primeiro passo, precisarei
demonstrar o seguinte teorema: “se duas retas paralelas sdo cortadas por uma

tranversal, entdo os &ngulos correspondentes sdo congruentes”, sem utilizar o quinto
postulado de Euclides.

n
1 /N Sejamn m e ¢ duas retas paralelas e seja » uma reta
/ que intercepta m e ¢ nos pontos A ¢ B,
q /B respectivamente.

Consideremos / passando por A e formando com a transversal quatro angulos
congruentes aos correspondentes formados por ¢ com a mesma transversal.
Lembremos da proposigdo 28: “se, ao cortarmos duas retas com uma transversal, os

angulos correspondentes sdo congruentes, entdo as retas sio paralelas”.
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Assim, concluimos que ¢ ¢ / sdo paralelas.
Pela proposigdo 30 a qual enuncia: “se uma reta a ¢ paralela as retas b e ¢, entdo b e
¢ ou sio paralelas ou sdo coincidentes”, concluimos que m e I sdo coincidentes.

Portanto, m forma com a reta n dngulos congruentes aos formados por g com a reta

n.
B: Desculpe-me C, mas a proposigdo 30 ¢ demonstrada utilizando-se o quinto
postulado de Euclides.

C': Mas podemos demonstra-la, e a 28 também, utilizando o postulado de Playfair.
Prof.: Proponho que vocés, em casa, demonstrem essas proposigdes utilizadas por C
utilizando o postulado de Playfair. Por favor C, continue.

C: Agora vou terminar a primeira etapa, demonstrando o quinto postulado de
Euclides. A hipotese € que o + 3 = 180°. A tese é m ¢ n se interceptam. Vou fazer a
demonstragdo por absurdo. Suponhamos que m ¢ n sio paralelas como mostra a

figura.

Assim, pelo teorema demonstrado anteriormente, temos que § = 8 (alternos internos)
d+o= 180°=> a+PB=180° o que contradiz a hipéitese.

Logo, se a+p=180°, m e n se interceptam.

Agora, vou realizar o segundo passo. Para isso, porém, preciso demonstrar,
utilizando o quinto postulado de Euclides, que retas paralelas a uma mesma reta sdo

paralelas entre si. A hipétese € : sejam £ e g paralelas a reta £. Quero demonstrar que
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t é paralela a g. Para demonstrar fagamos incidir sobre £, f e g a reta h - pela

hipotese podemos fazer tal coisa - como na figura :

/ t ¢ paralela a f, temos
; A H B X
Z AHT e o £ HTZ sio congruentes.
Como f ¢ paralela a g, temos:
¢ E T Z £ HTZ e 0 £ TKD também sdo
congruentes.
g—2] K D__ Daitemos que £ AHT = £ TKD

Portanto, t// g.

=

Prof.: Quais os teorema implicitos nessa demonstragdo?

D: Uma reta transversal, ao incidir sobre duas retas paralelas forma com elas
angulos alternos congruentes, angulos correspondentes congruentes e angulos
colaterais suplementares. Ja demonstramos isso em aula.

A: C utilizou-se também da proposi¢io que diz “se uma reta ao incidir sobre outras
duas forma com essas angulos alternos internos congruentes entre si, entdo as duas
retas sdo paralelas entre si”.

C: E interessante lembrarmos que, a0 demonstrarmos a proposigio enunciada por D,
utilizamos o quinto postulado de Fuclides € que o teorema enunciado por 4, ndo
necessita do quinto postulado para ser demonstrado. Bem, agora vou demonstrar o
postulado de Playfair. A hipotese é: existe um ponto P nfio pertencente al . A tese é:
existe uma tmnica reta paralela a / que passa por P. 4 ja demonstrou na aula passada a
existéneia desta reta, agora vou demonstrar a sua unicidade. Suponhamos que
existam m e n ambas paralelas a / e ambas passando por P. Assim, pelo teorema
demonstrado anteriormente, temos: m // I e n//l, entdo m/fn . Mas comome n se

interceptam no ponto P, entdo, m € n sdo coincidentes. Logo, existe uma fnica reta
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paralela a outra reta dada, que passa por um ponto dado, ndo pertencente a essa
ultima.

B: E como se explica a equivaléncia?

C: Da seguinte forma: utilizando a geometria neutra ¢ o postulado de Playfair
demonstrei o quinto postulado de Euclides. Depois, utilizando a geometria neutra e o
quinto postulado de Euclides demonstrei o postulado de Playfair. Logo, os dois
postulados sdo equivalentes.

Prof.: Excelente demonstracdo, C. O que vocé fez chama-se metageometria.

B: Metageometria?

Prof.: “Em geometria nds examinamos figuras geométricas e informamos (em
‘axiomas’ € 'teoremas’) o que estamos vendo. Deste modo, os objetos de nosso
estudo sdo figuras e o sistema por nés construido é uma lista de proposigdes acerca
destas figuras. Em metageometria, por outro lado, os objetos de estudo s3o os
proprios sistemas geométricos, € assim nossas informagdes referem-se a proposicdes
sobre proposighes (metateoremas)”®.  Agora jaA podemos passar para as
demonstragbes do quinto postulado sabendo que tanto faz demonstrarmos o
postulado de Euclides ou o de Playfair.

D: Ou que a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo ¢ igual a 180°...
Prof.: Realmente, isso ainda precisa ser demonstrado. Pensemos nisso depois.
Agora vejamos quem quer mostrar a prova que conseguiu para a proposta de vocés
da altima aula, ou seja, provar que o quinto postulado é, na realidade, um teorema?
B: Eu gostaria de expor minha demonstragio.

Prof.: Fique a vontade B.

B: (dirigindo-se a lousa)

Ja que o quinto postulado de Euclides ¢ equivalente ao teorema sobre a soma dos
angulos internos de um tridngulo, vou demonstrar, utilizando-me da geometria

neutra, que qualquer das seguintes afirmagdes levam a uma contradi¢do. Primeira: a

30 TRUDEALU, R. , op. cit., p. 123.
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soma das medidas dos 4ngulos internos de um tridngulo é maior que 180°. Segunda:
a soma das medidas dos 4ngulos internos de um tridngulo é menor que 180°. Vamos
demonstrar a primeira. Seja um tridngulo A;B;A,, conforme a figura, no qual
designaremos os angulos em A,, B,, A, respectivemente por o, B, y. Consideremos
sobre o segmento de reta A;A, os pontos consecutivos A1 Az, ..., As formando os
segmentos congruentes A1Az, AzAs,..., An1An Agora, vamos construir sobre esses

segmentos, do mesmo lado do vértice B;, os tridngulos A;A3B, A3;A4B;,...
congruentes ao tridngulo A;A;B,.

Az A

2

Ao higar os segmentos BB, B;B;,..., formaremos os tridangulos B, B,A,, BoBsA;, ...
que sfo congruentes entre si, pois

BiAy;= BoAz= ... € BoA; =Bs3A;= ...
Por outro lado, 0 £ B1A»A; exterior ao tridngulo B1AyA, e suplementar ao angulo v,
¢ maior que 0 £ BiA A, ou seja, o - pelo teorema 16 ja citado nesse curso -
portanto, o segmento A,B, fica no interior desse dngulo, o qual é igual a:

Z A3AB, + £ ByA;B,

Designando o £ B,A;B; por 9, teremos que o + 6 +v=180° (1)
Vamos designar por 0° 0 ZB;A;Bs, dai temos que o +6° +v=180° (2)
De (1) e (2) concluimos que 0 =0°,
Podemos fazer esse mesmo processo até o Gltimo tridngulo B, B, A, e concluiremos

este é congruente aos precedentes. Logo, todos os segmentos B,B,, BsB3, ..., BB,

sdo congruentes, assim come os segmentos A;B, e 0 segmento A;B;.
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Agora, vamos supor que a soma dos dngulos a, B, y do trifingulo A;B;A, é superior a
180°. Nesse caso, 3 sera maior que 0, pois se 3 fosse menor ou igual que 0, a soma
dos dngulos internos em questdo seria menor ou igual a 180°.
Dai temos, por comparagfo dos tridngulos A;BA; eB,A,B; que A;A; > B;B; - pelo
teorema que afirma que o lado maior de um tridngulo opde-se ao maior angulo.
Existe, portanto, um segmento C,C, tal que:
AiA; = BB, + C,C;
Em virtude do teorema que afirma: a menor distancia entre dois pontos é um
segmento de reta, teremos:

Ai1B1-BiBz + ..+ B, Bn + B:As > A 1An

A1B1 +(n- 1).B1B2 + AaBa > {(n- 1).A1Az

2AB +(n-1)BB,>(n-1) BB, +(n-1)C,C,
2.A1B1 > (n- 1) Ci(C2

Porém, se » for suficientemente grande, essa desigualdade contradiz o principio de
Arquimedes, segundo o qual “se AB e CD sdo segmentos, entdo, existe um numero #
tal que, se o segmento CD se justapde » vezes ao segmento AB, pode-se obter um
ponto E com AE = n.CD, de forma que B esteja entre A e E”. Ao contradizer o
principio de Arquimedes, evidentemente ela também contradiz o segundo postulado,
pois teriamos um limite (2.A1B1) para a medida de uma reta. Portanto, A1Az ndo é
maior que BB, , e segue-se a impossibilidade de B>0.

C: E por que o principio de Arquimedes pode ser utilizado em uma demonstragio
sobre o sistema axiomatico de Euclides?

B: Ele equivale ao segundo postulado de Euclides. Vamos voltar & minha
demonstragdo. O absurdo surgiu de supormos que a soma dos angulos internos de
um tridngulo ¢ maior que 180°, portanto, essa soma deve ser menor ou igual a 180°.
D: Ufa! E isso tudo s6 para demonstrar a primeira parte!

C: Esté certo, vamos a segunda parte da prova.
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B: Na segunda parte, quero demonstrar que, se considerarmos a soma das medidas
dos 4ngulos internos de um tridngulo menor que dois retos, chegaremos também a
uma contradig@o.Seja ABC um tridngulo no qual, se possivel, a soma das medidas
dos dngulos internos € menor que 180°. Vamos definir defeito de um tridngulo como
sendo 1 = 180°~( LA + £/B + £C)

Encontramos o ponto D simétrico ao ponto A, em relagdo ao lado BC, conforme

mostra a figura

O defeito do novo tridngulo BCD serd também 7. Podemos tragar por D uma
transversal que encontra os lados do angulo cujo vértice é A em E e F. Podemos
demonstrar facilmente que o defeito do tridngulo AEF ¢ a soma dos defeitos dos
quatro tridngulos dos quais € composto. Desse modo tal defeito é maior que 2.1.
Considerando agora o triangulo AEF e repetindo a construgdo, encontraremos um
tridngulo cujo defeito ¢ maior que 4.1. Apds n operagdes, teremos um tridngulo cujo
defeito é maior que 2 n. Mas para um » suficientemente grande, o defeito seria
maior que dois dngulos retos, o que levaria a um absurdo uma vez que a soma das
medidas dos dngulos internos de um tridngulo seria um nimero negativo. Portanto,
segue-se que n= 0 ¢ que a soma das medidas dos angulos internos de um tridngalo é
igual a 180°.
i)
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Prof.: Muito interessante B! Adrien Marie Legendre (1752-1833), famoso
matemético francés, fez essa mesma demonstragio em seu livro Reflexdes sobre
diferentes maneiras de demonstrar a teoria das paralelas ou o teorema da soma de
trés dngulos de um tridngulo.

A: Nio fo1 esse Legendre que participou da comissdo encarregada, em 1790, de
elaborar um sistema padronizado para medidas lineares?

Prof.: Foi ele mesmo. Legendre fez parte da comissio que criou o sistema métrico
decimal tal qual conhecemos hoje. Esse foi um dos cargos pablicos que ocupou. Foi
também professor e assessor cientifico. Além desses cargos, produziu varias
pesquisas cientificas em matematica pura, aplicada, nos campos da Analise,
Equagdes Diferenciais e Teoria dos Numeros. Possui, também, pesquisas publicadas
sobre astronomia, mecénica.

C: Como trabalhava esse Legendre!

Prof.: “Embora nao fosse rico, tinha recursos suficientes para dedicar-se ao estudo e
a pesquisa sem ter de se preocupar com ‘ganhar a vida’. Mas nfio deixou de ter
empregos remunerados. (...) Além de ser um cientista de grande mérito, Legendre foi
também um auténtico professor, que se preocupava até mesmo com questdes de
ensino elementar. Nesse dominio seu trabalho mais importante foi um livro
chamado Eléments de Géometrie, publicado no final do século XVII e que
dominaria o ensino da Geometria por cerca de 100 anos. Esse livro ficou muito
popular, pois era bem mais acessivel aos estudantes que o antigo e dificil tratado
original de Euclides. Tanto assim que o livro de Legendre, além de usado nas
escolas francesas, foi traduzido em varios outros paises, inclusive no Brasil, onde
foi, largamente usado, alcangando mais de 25 edigdes!™s!

C: O qué? Os alunos estudavam Os Elementos de Euclides no ensino elementar?!?

51 AVILA, G. - “Legendre ¢ o postulado das paralelas” - in Revista do Professor de Matematica - SBM - n°
22-1992 -p. 18228
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D: Por que a admiracdo? Ainda hoje encontramos livros didaticos que introduzem o
conteddo de Geometria no volume correspondente a sétima série do primeiro grau e
de forma completamente axiomatica.

C: Vocé tem razdo. Foi assim o meun primeiro contato com a Geometria. Lembro-me
de que, na época, nio entendia nada daquelas coisas - axiomas e teoremas -
ensinadas na sétima série. E as demonstragdes... Ficava horas decorando-as.

Prof.: Historicamente, a dificuldade de se entender Matematica tem  sido
conseqiiéncia da escolha inadequada da metodologia de ensino e dos recursos
didaticos, como por exemplo o livro didatico, utilizados. O ensino de Geometria foi
prejudicado durante muitos anos porque os professores insistiam em ensina-la
utilizando Os Elementos como hivro didatico. Essa obra foi escrita para especialistas
€, ao contrario do que pensam muitos educadores, o titulo nio significa que se trata
de uma obra cujo conteudo seja uma introdugio elementar 4 Geometria. No ensino
clementar, a importincia da Geometria ndo reside no treino do “rigor”, mas na
possibilidade de criar, experimentar, levantar hipoteses, testa-las, reformula-las e
tirar conclusdes. Esse processo € a base do pensamento hipotético-dedutivo. Ja o
professor de matematica “deve ser informado além daquilo que ensina, inclusive
sobre fundamentos e axiomatica, justamente para que tenha senso critico que o
auxtlie a decidir sensatamente sobre o que deve ensinar e como fazé-10"%2 . Essa é a
razdo de ser desse nosso curso.

B: Professora, se entendi direito, vocé disse que a demonstragdio realizada aqui por
mim, ¢ igual a apresentada por Legendre em uma de suas obras?

Prof.: Sim, eu disse. As varias tentativas que Legendre fez para demonstrar o quinto
postulado de Euclides apareceram, de 1794 a 1833, sucessivamente, nas diversas
edigbes de seu livro referido anteriormente. Em cada uma delas, Legendre corrigia
uma falha na demonstragdo, até que em 1833, ano de sua morte, ele apresentou essa

ultima prova para o quinto postulado.

32 Ihidem, p. 28.

53 Cf AVILA, G., op. cit., p. 19
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B: O qué? Estd demonstrado desde o século XIX que o quinto postulado é, na
realidade, um teorema?!?

Prof.: Eu ndo disse isso. Para responder sua pergunta acho interessante fazermos
um estudo dessa ultima parte de sua demonstragfio. H4 um postulado implicito nela.
Qual é ele?

C: Através de um ponto qualquer dado no interior de um angulo, podemos sempre
desenhar uma linha reta que intercepta os dois lados deste angulo.

B: Né@o havia pensado nisso.. Mas de qualquer forma, essa asser¢do pode
perfeitamente ser um postulado devido a sua evidéncia.

Praf.: Vamos analisar este postulado. Sejam AB e HK duas linhas retas, das quais

AB forma um angulo agudo e HK um éngulo reto com AH, conforme esta figura.

(lousa)

-

Vamos desenhar a reta AB’ simétrica a AB com relagfo ao lado AH. Percebam que
estamos fazendo a construgdo proposta por Legendre.

Em virtude da hipétese de Legendre, por H passa uma reta r a qual encontra os dois
lados do dngulo BAB’. Se essa linha for diferente de HK, entfio a simétrica a 7 em
relagdo a AH, isto €, »' também intercepta os lados do 4ngulo BAB’. Dai segue que
HK também intercepta os lados do 4ngulo BAB’. Nesse processo, o que

demonstramos?
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C: Que se duas retas - no caso AB e HK - sdo interceptadas por uma transversal- no
caso AH- formando com esta dngulos internos menores que dois retos, entdo as duas
retas - AB e HK - se interceptam! E o quinto postulado de Euclides!

B: Entdo minha hipotese implicita ¢ o quinto postulado sdo equivalentes?

D: Meu caro B, sua demonstragio estd ‘furada’, pois nela vocé utilizou o que queria
demonstrar.

C: Além disso, estive pensando na demonstagdo da primeira parte, € conclui que os
pontos Bi, B2 ...Bn  ser@o colineares, somente se for valido o quinto postulado.

A: E mesmo! Vocé utilizou o conceito de equidistindia entre retas paralelas.

B: Tanto tempo perdido, para nada...

Prof.: Nio é verdade B, vocé provou algo muito importante. Através de sua
demonstragdo, podemos inferir que na geometria euclidiana o quinto postulado
equivale a proposi¢do da soma das medidas dos dngulos internos de um trisngulo ser
180°.

B: Apesar de minha demonstragdo ter uma falha, como a de Legendre, continuo
acreditando na possibilidade de provar que o quinto postulado é um teorema.

Prof.: Vejamos, alguém mais trouxe uma demonstragio do quinto postulado?

A: Eu trouxe. Quero demonstrar o quinto postulado de Euclides e, para isso, assumi

como postulado a seguinte afirmagfo “para toda figura existe uma figura semelhante

de grandeza arbitraria”

(lousa)
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Sejam a ¢ b, duas linhas retas ¢ ¢ uma transversal que as intercepta nos pontos A ¢ B
respectivamente. Sejam o e P, respectivamente, as medidas dos angulos que as retas
a e b formam com a reta ¢, tal que o + B < 180°. Por A, desenharemos a reta b’ de
maneira que b ¢ b formem com ¢ dngulos correspondentes congruentes. Moveremos
a reta b continuamente ao longo do segmento AB, mantendo com ¢ sempre um
angulo congruente a . Antes de encontrar sua posigio final »°, b deve interceptar a.
Assim, determinamos o tridngulo AB C com éngulos em A ¢ B respectivamente
iguais a o ¢ B. Mas por nossa hipétese sobre figuras semelhantes, sobre o lado AB, o
qual ¢ homologe a AB’, poderemos construir o tridngulo ABC, semelhante ao
tridngulo AB C . Dessa forma concluimos que as retas @ e b se interceptam, como
queriamos demonstrar.

C: Interessante sua demonstracio, A. Porém, se bem me recordo dos conteudos que
estudel em minha época de primeiro ¢ segundo graus, parece-me que a relagdo de
semelhanga s6 existe se o quinto postulado for valido.

Prof.: C esta correto. O quinto postulado de Euclides equivale a possibilidade de,
dado um tridngulo, existir outro tridngulo semelhante e ndo congruente a ele. A
demonstrag@o dessa equivaléncia € simples, fagam-na em casa ¢, se houver alguma
davida, nés a discutiremos em nosso proximo encontro.

A: Entdo, eu também ufilizei a asser¢do que queria demonstrar?

Prof.: Ndo s6 vocé, mas também o famoso matematico inglés, membro-fundador da
Royal Society, John Wallis (1616-1703), pois as demonstragdes apresentadas por
vocé e por ele sdo analogas.

B: A Royal Society ndo foi aquela da qual Newton participou?

Prof: E ela mesma. Fizeram parte da Royal Society nomes de grande importincia
para a ciéncia, tais como Newton, Boyle, Hooke e o proprio Wallis. Esses e outros
grandes cientistas mantinham financeiramente a Royal Society, custeando as
proprias investigages cientificas. A meta dessa sociedade era desenvolver um

conhecimento que pudesse ser socialmente utilizado, como podemos perceber pelas
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palavras de Hooke nos Estatutos da Royal Society, escritas em 1663: “O objetivo da
Royal Society ¢ melhorar o conhecimento das coisas naturais, ¢ de todas as artes
uteis, manufaturas, praticas mecdnicas, engenhos e invengdes, por meio de
experi€ncias - (sem se imiscuir em Teologia, Metafisica, Moral, Politica, Retérica,
ou Légica)’>*. Porém, esses cientistas, a0 menos no inicio de existéncia dessa
sociedade, aprenderam muito mais com a manufatura e a navegagio do que
produziram novos conhecimentos que colaborassem para o desenvolvimento delas.
B: Muito interessante esta preocupagdo com as artes uteis - como Hooke as
denomina - demonstrada por esses grandes nomes da ciéncia.

Prof.: Tal preocupacdo reflete as mudangas sociais desencadeadas pela passagem do
sistema feudal, da Idade Média, para o inicio do Capitalismo, da Idade Moderna. No
século XVIL, os técnicos e artifices ja haviam se estabelecido como essenciais a
produgéo de dinheiro e, portanto, para o aumento da riqueza dos paises que se
langavam ao mar em busca de matérias-primas e de mercados para seus produtos
manufaturados. Dessa maneira, as atividades relacionadas com a induastria e,
principalmente, com a navegago tornaram-se o centro das atengdes dos estudiosos.
D: Ou seja, essa pretensa neutralidade politica da produgfo cientifica expressa nos
estatutos da Royal Society, na realidade camufla todo um compromisso com o
sistema politico e econdmico da época...

A: John Walklis fez parte de todo esse movimento cultural! Estou bem acompanhado
em meu fracasso!

Prof.: Ndo considero seu feito um fracasso, pois, como B, vocé também demonstron
algo importante. Quem percebeu a que estou me referindo?

D: Nio set se € a 1550 que vocé se refere, mas “a equivaléncia entre os postulados de
Wallis e de Euclides nos mostra que se fosse possivel um sistema geométrico no
qual se rejeitasse o postulado euclidiano, a existéncia de figuras semelhantes nesse

sistema seria impossivel.”s

54Apud BERNAL, J. D. , op. cit., p. 453

33 BONOLA (s.d.} apud SOUZA, J. C. M., 1948,
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Prof.: E exatamente isso.

C: Como? Um sistema no qual se rejeitasse o postulado euclidiano das paralelas? E
colocar 0 qué em seu lugar?

B: Caro C, se o quinto postulado for realmente um teorema, nds nio precisaremos
colocar nada no lugar dele.

D: Nio creto que a professora esteja se referindo a isso. Entendi o ‘rejeitasse’” como
uma substitui¢do do quinto postulado por algo completamente novo.

A: Com essa mudanga vocé estaria criando nfo sO algo novo, mas também um
delirio de sua mente, provavelmente algum absurdo.

B: Néo concordo com vocé .4, ¢ fundamento minha discordincia na diferenciacéio
feita por Kant entre conhecimento cientifico e pensamento. O primeiro resulta de um
processo no qual a imaginacgio sintetiza o que ¢ captado pela sensibilidade e
organizado pelas categorias do entendimento.J4 o pensamento nio necessita da
sensibilidade, ou seja, dos dados empiricos. Portanto, o sistema geométrico ao qual
D se referiu € possivel, porém nio seria um conhecimento cientificoss.

A: Se pensarmos em ciéncias empiricas, como por exemplo a Fisica, poderemos
entender a relagdo entre sensibilidade e desenvolvimento de teorias nesse campo do
saber. Porém, querer explicar o conhecimento matematico como sendo puro reflexo
das sensagBes € um completo disparate, alias, ja discutimos sobre isso.

C: Mas B ndo afirmou que o conhecimento matematico é puro reflexo das
sensagOes, ele também falou algo sobre categorias de entendimento, ou seja,
raciocinio.

D: Exatamente. Era o empirismo que pregava essa supremacia dos sentidos, niio o
criticismo de Kant. Alids, o empirismo trazia em seu bojo um sério problema em
termos de teoria do conhecimento, porquanto ameagava a autonomia do espirito o

qual deveria, segundo essa filosofia, “desempenhar tdo-somente o papel de um

56 Uma discussiio sobre este assunto pede ser encontrada em LACROIX, J. - Kant ¢ o kantismo - Ed. Rés -
Portugal
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simples espelho e de um espelho que apenas pode refletir as imagens, sem as
produzir ou elaborar jamais por sua propria conta”™?

A: Nio importa se ¢ sd reflexo dos sentidos, ou se é também reflexo dos sentidos,
ambas as afirmagdes sdo absurdas. A matematica ¢ um conhecimento puramente
racional.

B: E o que pensavam os racionalistas do século XVI...

C: Desculpem-me, mas vocés ficam falando de empirismo, racionalismo, como se
todo mundo soubesse 0 que significam essas palavras...

B: O empirismo e o racionalismo foram movimentos filosoficos de oposigdo as
idéias que vigoraram durante o Feudalismo. O conhecimento, na Europa, durante a
Idade M¢dia, era entendido como o caminho de reconciliagdo do homem com o
mundo; na Idade Moderna, o conhecimento € visto como um meio de dominar a
natureza, extraindo dela a riqueza material. Se estou bem lembrado, o precarsor do
empirismo, Francis Bacon (1561-1626) em sua obra Novum organum, afirma que
“se alguém se dispde a instaurar o poder e o dominio do género humano sobre o
universo, a sua ambigio (se assim pode ser chamada) seria, sem divida, a mais sabia
¢ a mais nobre de todas. Pois bem, o império do homem sobre as coisas se apodia,
unicamente, nas artes ¢ nas ciéncias. A natureza nio se domina, senfo obedecendo-
lhe”s8. Ao mesmo tempo, René Descartes (1596-1650), em seu racionalismo,
proclamava que suas conclusdes mostraram-lhe “que se pode chegar a
conhecimentos muito tteis a vida; e que em vez dessa filosofia especulativa que se
ensina nas escolas é possivel encontrar uma filosofia préatica pela qual conhecendo a
forca ¢ a agdo do fogo, da agua, do ar, das estrelas, dos céus e de todos os outros
corpos que nos rodeiam tdo distintamente como conhecemos os vérios oficios dos
nossos artifices, poderiamos utilizé-los da mesma maneira para todos os fins para

que sdo adequados tornando-nos dessa forma os senhores e possuidores da

37 CASSIRER. E. , 1992, p. 172,

8 BACON, F. - Novum organum - I aforismo - p. 129 apud ANDERY, A. M. etal., 1992, p. 191.
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Natureza.”*. Essas falas explicam, em parte, a conciliagio, ja comentada aqui, entre
0s estudiosos e as artes e oficios.

Prof.: Essa atitude pragmatica frente ao conhecimento traz consigo a questiio: por
qual caminho atingimos o conhecimento? Isto €, ela coloca o problema do método.
Tanto o empirismo que toma corpo na Inglaterra com Bacon, como o racionalismo,
organizado na Franga por Descartes, tentam responder a esta questio. Segundo o
empirismo, nosse conhecimento é erigido por meio de um grande namero de
experiéncias sensiveis®® e¢ da indugdo. JA para o racionalismo, o conhecimento é
conseguido exclusivamente por via racional e dedutiva. O método dedutivo da
matematica e a propria matematica, tornam-se, entiio, os baluartes do racionalismo e
os pontos de convergéncia das criticas empiristas.

D: Segundo os empiristas, devia-se combater, no dominio da fisica, ndo s6 o espirito
de sistema da metafisica, mas também o da matematica, porque essa tiltima pretendia
ultrapassar seu proprio universo conceitual e fornecer verdades dogmaticas sobre a
realidade, segundo moldes unicamente racionais.

A: E qual o problema da matematica fornecer verdades segundo moldes unicamente
racionais?

Prof.: A partir do racionalismo, impde-se como rigor o estabelecimento das leis as
quais buscam definir a esséncia de tudo o que pode manifestar-se a consciéncia, no
tempo e no espaco. Essas leis, concebidas pela fisica matematica, sdo entendidas
como as verdades da natureza. A tinica expressdo que lhes convém é a linguagem
matematica, pois ela fornece a tais verdades uma forma acabada, limpida,
translicida e unica. Galileu foi o primeiro cientista a afirmar explicitamente que as
uinicas propriedades da matéria com as quais era possivel trabalhar cientificamente
com um grau de certeza eram a extensdo, a posi¢do e a densidade. No entanto, ndo

foi Galileu, mas Descartes quem percebeu inteiramente o alcance de tal utilizagdo

5 DESCARTES, R. - Discurso do método - apud BERNAL, J. D. - op. cit., p. 443, 444,

60 Estamos utilizando o termo “experiéncias sensiveis” para diferenciar este tipo de experiéncias das
“experiéncias mentais”,
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para a matematica. Com esse ultimo, ¢ estabelecida toda a énfase dada a
quantificacdo e a preocupacdo quase exclusiva com medidas no estudo do universo.
Mas podemos perceber, ja em Galileu, a importancia da matematica para a nova
maneira de encarar o universo. Em sua obra Saggiatore, Galileu ao indicar para
Sarsi o caminho para a construgdo do conhecimento afirma; “parece-me também
perceber em Sarsi solida crenga que, para filosofar, seja necessario apoiar-se nas
opinides de algum célebre autor, de tal forma que o nosso raciocinio, quando ndo
concordasse com as demonstragdes de outro, tivesse que permanecer estéril e
mfecundo. Talvez considere a filosofia como um livro e fantasia de um homem,
como a Iliada e Orlando Furioso, livros em que a coisa menos importante € a
verdade daquilo que apresentam escrito. Sr. Sarsi, a coisa ndo € assim. A filosofia
enconira-se escrita neste grande livro que continuamente se abre perante nossos
olhos (isto €, o universo), que nfo se pode compreender antes de entender a lingua e
conhecer os caracteres com os quais estd escrito. Ele estd escrito na linguagem
matematica, os caracteres sdo tridngulos, circunferéncias e outras figuras
geométricas, sem cujos meios € impossivel entender humanamente as palavras; sem
eles nds vagamos perdidos dentro de um labirinto.”st O fato do universo estar escrito
na linguagem matematica pressupde que alguns nimeros possuem propriedades
misticas, ou um determinismo metafisico. Kepler também combinava o misticismo
dos niimeros e o rigor dos calculos para buscar 0s mistérios do universo, como
podemos perceber pelo titulo de seu primeiro livro Mysterium Cosmographicum.
Parece haver, entdo, um enlace entre a metafisica e as verdades mateméticas. O que
pode nos levar a concluir que o objetivo proposto pelo racionalismo é descobrir, nas
leis determinadas do universo, o vestigio da divindade.

D: O empirismo questiona todo esse aspecto metafisico do determinismo das leis
matematicas, apresentando como alternativa a quantificagfo, o sensualismo, ou seja,

coloca em relevo a observagio das qualidades dos objetos a serem estudados.

61 GALILEL G., Saggiatore, p. 119 apud ANDERY, A. M. ctal.. op. cit., p. 186.




76

Prof.: Kuhn aponta a relago existente entre a oposi¢dio racionalismo/empirismo € a
separagiio gradual entre a matematica ¢ a fisica. Essa relagdo pode ser percebida pela
exposigdo feita sobre o assunto por Christian Huyghens no seu 7raité de la lumiére
(1690). Esse autor estabelece que “ndo se trata de afingir em fisica a mesma
evidéncia que nas demonstragdes e dedugdes matematicas, ja que nfo existe
nenhuma certeza intuitiva das verdades fisicas fundamentais” 2

Prof: Com a critica do empirismo ao racionalismo, o ideal do conhecimento da
natureza deixou de se inspirar no modelo da geometria a fim de optar pelo da
aritmética.

D: A Fisica foi aproximando-se cada vez mais do empirismo, das ciéncias empiricas
e da Aritmética e afastando-se da Geometria.

Prof.: No século XVIII, ocorreu uma crise na analise matematica, devido a
imprecisdo dos conceitos que sustentavam o célculo infinitesimal, ou seja,
exatamente no ramo da matemdtica que se mostrava mais fecundo para resolver
varios problemas colocados pela fisica. Assim, iniciou-se na matematica um
movimento de busca de seus proprios fundamentos. Essa “nova pesquisa matematica
emancipou-se gradualmente da antiga tendéncia de ver na mecénica e na astronomia
a meta final das ciéncias exatas.”

C: Mas, os empiristas criticavam o método geométrico € ao mesmo tempo,
utilizavam a aritmética?

Prof.: Nio vamos nos esquecer de que as verdades da geometria, tal como foram
pressupostas pelos gregos da Antiguidade, eram eternas e independentes da
interferéncia do ser humano. Para o empirismo a existéncia, ou ndo, das verdades
depende da experiéncia pratica, expeniéncia esta que depende das sensagdes
humanas. Portanto, a critica empirista & geometria concernia ao cardter dogmatico
das verdades desse campo do saber. Por exemplo, R. P. Castel escreveu, no século

XVIIIL: “a Fisica ¢ simples, natural e facil, me refiro a facil de compreender. Seus

62 CASSIRER, E. |, op. cit., p. 95.

63 STRUIK , D.J, op. ¢it., p. 225,



77

termos e seus objetos sfo conmhecidos por néds. Observamos naturalmente e
experimentamos a maioria das coisas, a luz, o calor, o frio, 0 vento,o ar, a agua, o
fogo, a gravidade, a forga, a duragfio, etc. Cada olhar ¢ uma observagéio da natureza,
cada operagio de nossos sentidos ou de nossas méos € uma experiéncia. Todo o
mundo € um pouco Fisico em maior ou menor grau conforme sua mente seja mais ou
menos capaz de um raciocinio natural. Ja4 a Geometria € completamente abstrata e
misteriosa em seus termos.”® Essa ndo ¢ uma critica isolada. Havia entio uma
vontade generalizada de separar a Fisica das matematicas. Excecdo a isso sdo as
ciéncias fisico-matematicas desenvolvidas na Alemanha, pois nesse pais a tradigéo
filosofica, apesar de considerar insuficiente a interpretagdo matematica do mundo,
segue o racionalismo de Leibniz, para o qual as leis da realidade ndo podem afastar-
se das leis da logica ¢ da matematica.

D: O modo matematico, caracteristicamente grego, de tratar a ciéncia, trouxe
consigo um entrave real para o desenvolvimento daquelas ciéncias que ainda ndo
podiam ser reduzidas a modelos matematicos como a biologia, por exemplo, apesar
de ter sido bem sucedido naqueles dominios em que os gregos ja haviam se
aventurado, como por exemplo a mecénica.

B: Além, é claro, da quantificagdo ter sido um obstaculo a novas descobertas
cientificas para a Fisica daquela época, pois alguns cientistas utilizavam-na da forma
mais extravagante possivel. Por exemplo, “no século XVIII, Buffon chega a
conclusio de que fazia 74832 anos que a Terra havia se desprendido do Sol.(...) O
Conde de Tressan se refere a explosdio da lagrima batavica, simples gota de vidro
fervendo que se mistura na 4gua fria, para fazer compreender a explosdo que separou
a matéria dos planetas e a massa do Sol.”$5 Fazia-se uma completa confusdo no que

se refere 4 precisfio ¢ a realidade das escalas.

64 CASTEL, 1743, p. 6 apud BACHELARD, G. , 1991, p. 270.

65 BACHELARD, G. , op. cit., p. 263.




78

D: Curioso, se por um lado o empirismo, por seu questionamento a aparéncia
dogmatica das afirmagdes matematicas, acaba acarretando afirmagdes como as de
Castel, por outro critica também os resultados pretensamente cientificos, os quais
abusam das nog¢Oes de precisdo e de escala. A negagdo das generalizagdes, inclusive
as matematicas, nesse ultimo caso, leva a uma atitude bastante cientifica.

B: Kant viveu entre os anos de 1724 e 1804, ou seja, no periodo da crise de
fundamentos da matematica ¢ de todas as criticas do emprirismo a esse campo do
saber. Sua pergunta fundamental foi: o que pode a razdo conhecer? Ou seja, colocou
em questdo o estatuto epistemoldgico das ciéncias ¢ 0 da metafisica.

B: Com Kant, finalmente, o estatuto epistemologico do conhecimento matematico
nfo pode mais ser confundido com o da metafisica.

Prof.: Para buscar esses estatutos, Kant sintetizou as propostas do empirismo e as do
racionalismo, superando ambas. O criticismo outorga tanta importincia a razdo
como a experiéncia no processo de aquisigio de conhecimento. Segundo ele, “a
razdo deve ir a natureza tendo em uma das médos os principios, segundo os quais
apenas fenémenos concordantes entre si podem valer como leis, € na outra a
experimentagfio que imaginou segundo os seus principios, na verdade para ser
instruida por ela, n3o porém na qualidade de um escolar que se deixa ditar tudo o
que o meste quer, € sim na de um juiz, cujas fungBes obrigam as testemunhas a
responder as questdes que ele Thes propde.”s¢

C: Pelo que entendi dessa citagdo, Kant pressupbe um sujeito ativo no ato de
conhecer.

Prof: E isso mesmo. Com Kant, a fonte do conhecimento deixa de ser o objeto
externo e passa a ser o sujeito. Para o criticismo, nds s6 conhecemos as coisas
levando a elas o que temos a priori.

D: Além de pressupor um sujeito ativo no ato de conhecimento, ¢ extremamente

inferessante a fung#o atribuida por ele a imaginagéo.

6 Kant, ., “Critica da Razfio Pura” in Os Pensadores - Ed. Abril Cultural, SP, 1974, p. 11.
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Prof.: As idéias de Kant surgem no contexto da escola alemi, baseada na filosofia de
Leibniz. Para Leibniz ndo ha universo fora da imaginagdo humana, pois, segundo
ele, “o corpo ndo tem unidade verdadeira. Sua unidade vem de nossa percepgio, é
um ser de razdo, ou melhor, de imaginagdo, um fendmeno™¢’. Se a unidade do corpo
provém da imaginag¢do, o que dizer do universo? Da escola de Leibniz, também
fazem parte as idéias de Tetens. Esse ultimo utiliza-se das idéias de Leibniz para
construir suas criticas ao sensualismo-empirismo. Segundo Tetens, a atividade
poética nfo pode ser explicada como simples acamulo de impressdes. Por atividade
poética entende toda a atividade criadora, inclusive a cientifica. Podemos perceber
que Tetens, assim como Kant, estabelece um papel fundamental para a imaginacgio
no ato de conhecer.

C: E como fica a questdo da verdade em Kant?

B: Segundo Kant, nunca se atinge a esséncia das coisas. Conseguimos apenas
explicar aquilo que se manifesta para o sujeito cognoscente, isto €, o fendmeno.
Cada sujeito pode ter uma percepgio diferente do fendmeno. Podemos perceber que
assim o € para Kant pela seguinte passagem de seu livio A critica da razdo pura. “o
que possam ser os objetos em si mesmos ndo podemos jamais conhecer, mesmo por
meio do conhecimento mais esclarecido do seu fendmeno, que unicamente nos ¢
dado.”s® Dessa maneira, concluimos que no criticismo nfo se fala mais em verdade
objetiva no sentido utilizado pelo racionalismo. Para o criticismo, o conhecimento
cientifico ¢ constituido por juizos sintéticos a priori, ou seja, juizos que a razio
sintetiza, a partir das experi€ncias empiricas ¢ de nossas formas (estruturas) a priori.
A verificagdo da veracidade destes juizos sO se efetiva por meio da empiria. Em uma
passagem da Critica, Kant afirma que “para conhecer um objeto requer-se que eu
possa provar sua possibilidade ( seja pelo testermmho da experi€ncia a partir da sua

realidade, seja a priori pela razdio). Posso, porém, pensar o que quiser, desde que

87 Apud FERRY, L., 1994, p. 96

68 KANT, I, op. cit., p. 50.
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ndo me confradiga, isto ¢, quando o meu conceito for apenas um pensamento
possivel, embora ndo possa garantir se, no conjunto de todas as possibilidades,
corresponde ou ndo a este objeto. Mas, para atribuir realidade objetiva (
possibilidade real, pois a primeira era apenas logica) a um tal conceito, requer-se-a
algo mais.”s?

C: E onde fica a universalidade do conhecimento cientifico?

B: A sintese ¢ realizada a partir de nossas estruturas da razio e da sensibilidade - as
formas - que além de existirem anteriormente a toda experiéncia, ainda sdo
universats, ou seja, transcendem o individuo. Desse modo, Kant consegue explicar a
universalidade do conhecimento.

D: Mas, com essas formas ndio caimos novamente nas idéias inatas?

Prof.: Nio, pois essas formas sfo apenas maneiras de estruturagio da razéio e da
sensibilidade. Elas nfo possuem contetido préprio. O contetido vem da experiéncia.
A: Posso compreender esta teoria do conhecimento no que se refere as ciéncias
naturais, afinal nelas podemos ter acesso aos fendmenos. Contudo, como explicamos
o conhecimento geométrico?

B: A “Geometria ¢ uma ciéncia que determina sinteticamente e de modo a priori as
propriedades do espago”™. Temos contato com essas propriedades por meio de
nossa intuigdo - entendida aqui como a representagio dos fendmenos -
completamente a priori. Nesse apriorismo encontra~se a universalidade da
Geometria.

A: Mas o espago ndo é exterior ao sujeito? Como se pode, entdo, falar em
apriorismo?

B: Vocé ainda ndo entendeu a filosofia kantiana. Kant centra o conhecimento no
sujeito. Ndo ha conhecimento sem sujeito cognoscente. A concepglio kantiana de
espago nédo foge a regra. Quando eu digo: este livro esta sobre a mesa e ao lado desta

caneta, estou percebendo relagdes entre estes objetos. O que me possibilita perceber

9 Ibidem, p. 16.

7 KANT, L, op. cit, p. 42.
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essas relagdes ¢ a forma - espago - que existe a priori em mim, mas enquanto forma,
algo completamente vazio. As relagdes entre os objetos - dadas empiricamente - sdo
o conteiido dessa forma. Podemos perceber que assim o € para o criticismo pela
seguinte passagem da Critica da Razdo Pura: “o espago ndo é nenhum conceito
empirico tirado de experiéncias externas. Pois para certas sensagdes relacionarem-se
com algo fora de mim (isto ¢, com algo em um lugar do espaco diverso daquele em
que me encontro), e igualmente para que eu possa representa-las como fora de mim e
uma ao lado da outra - por conseguinte, ndo simplesmente como diferentes, mas
como situadas em lugares diferentes - deve a representagdo do espago servir-lhes ja
de fundamento””!. Para Kant, o conhecimento geométrico, enquanto conhecimento,
s0 pode existir a partir do sujeito.

Prof: B tem razdo. Kant afirma que “a Matemética e a Fisica sfo os dois
conhecimentos tedricos da razio que devem determinar os seus objetos a priovri, a
primeira de modo inteiramente puro, a segunda pelo menos em parte.”72 |

C: Como assim, “de modo completamente puro”, a forma nfo & vazia sem a
experiéncia?

Prof.: Nao podemos negar a existéncia empirica da Matematica. Ela esta escrita nos
Iivros, nos cadernos, etc, porém seus objetos, segundo Kant, referem-se somente a
raz30. Por isso seus conceitos existem de modo completamente puro. E interessante
notar que no criticismo as verdades da Matematica continuam sendo universais -
garantidas pelo apriorismo - apesar de ndo mais referirem-se as coisas em si. A partir
de Kant, ndo podemos afirmar que a Geometria é a linguagem do universo, além
disso, ela, como todo ¢ conhecimento, s6 existe porque existe o sujeito. A Geometria
deixa de ser o conhecimento do que existe eternamente ¢ independente do ser
humano. Isso implica que, a partir de Kant, ndo se pode mais tachar este campo do

saber de dogmatico e metafisico, conforme faziam os empiristas do século XVIIL

71 idem, p. 41.

72 Ibidem, p. 10.
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C: No final do século XVIII, Matematica e Fisica estavam se separando, os
empiristas ndo tinham mais motivo de acusar o conhecimento matematico de
metafisico e a Matematica estava em uma crise de fundamentos. Que século!

Prof.: Além de tudo isso, enfre o final do século XVIII e inicio do XIX, o
desenvolvimento do Capitalismo e os ideais da Revolugio Francesa fizeram surgir,
por um lado, um nfimero cada vez maior de jovens intelectuais com o desejo de
reconhecimento social e de estabilidade econdmica que nfio queriam, no entanto,
entrar para o clero; € de outro, um nimero de governantes desejosos em mostrarem-
se ilustrados, para os quais a principal fung8o da educacio superior era a formagéio
de funciondrios pablicos - advogados, mestres ¢ médicos. A jungdo desses dois
niveis de desejo impulsionou a educagfo técnica e cientifica, levando a criagdo da
Escola Politécnica em 1795 e da Escola Normal Superior em 1794, ambas na
Franga, e a fundagfio ou a reformulacdo de varias unmiversidades, sobretudo na
Alemanha. O modelo da Escola Politécnica foi reproduzido em Praga, Viena,
Estocolmo, Sdo Petesburgo, Copenhagen, em toda a Alemanha ¢ Bélgica, “Os
matematicos do século XIX ndo se encontravam mais nas cortes reais ou nos saldes
da aristocracia. A sua principal ocupagio ndo consistia mais em ser membro de uma
academia culta; eram freqiientemente empregados por universidades e escolas
técnicas e eram professores, assitn como investigadores.”” A institucionalizagdo, a
partir do século XIX, da profissdo de matematico nas universidades possibilitou a
pesquisa dos fundamentos da matematica emancipando-a dos problemas colocados
pela realidade empirica.

A: Desculpem-me, mas, mesmo com todas as criticas do empirismo ao racionalismo
e de toda essa historia de intuigdo a priori, continuarei considerando a atividade
matematica como puramente racional.

Prof.: Esta bem, A... Alguém mais fez a demonstragdo do quinto postulado?

3 STRUIK, D. J. -op. cit,, p. 226.
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Prof.: Entdo proponho observarmos as demonstragdes realizadas por 4 e por B. O
que pode ter levado ao erro em ambas?

A: Vejamos o que elas tém em comum. ..

C: A anélise dos erros dessas demonstragdes podem levar-nos a metateoremas, quais
sejam, a equivaléncia entre o quinto postulado de Euclides e a existéncia de figuras
semelhantes ou entre ele e a soma dos 4ngulos internos de um tridngulo ser igual a
dois angulos retos. Além, ¢ claro, dessa ultima proposi¢do enunciada por D, (se
fosse possivel um sistema geométrico no qual se rejeitasse o quinto postulado
euchdiano, a existéncia de figuras semelhantes, nesse sistema, seria impossivel) a
qual gerou toda essa discusséo filoséfica.

A: As duas utilizam figuras. Talvez as figuras tenham favorecido o erro, porquanto
fornecem um carater de evidéncia aos postulados, implicitos ou ndo, nfo
provocando, ou até¢ impedindo, quem faz a demonstragio de buscar os fundamentos
de tais assergoes.

D: Nio tinha pensado nisso. Como sd0 visuais esses matematicos!

B: Vocé fala como se vocé ndo fosse matematico e visual nato...

Prof: B nos fornece uma pista a respeito dos cuidados que devemos tomar ao
realizarmos uma demonstragio. Porém, nfio podemos nos esquecer da importancia
da visualizagdio ¢ do manuseio de materiais na aprendizagem da geometria
elementar. Ernest Mach em seu livio Space and Geometry faz uma analise do
desenvolvimento epistemologico da Geometria e dos possiveis caminhos a seguir
para ensind-la. Segundo ele, “é errado, na instrugdo elementar, cultivar
predominantemente o lado logico da matéria (geometria) e negligenciar a
possibilidade de abrir aos jovens estudantes o conhecimento produtivo contido na

experiéncia”’?,

7 MACH, E. , 1988, p. 68,
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A: Mas, como acabamos de perceber através dos erros de demonstragdo ha pouco
cometidos, “a geometria tedrica n3o necessita considerar estas variagdes (empiricas),
visto que assume objetos que satisfazem completamente o requisito da teoria pura.””s
Prof : Otima conclusio, 4. Como nosso encontro de hoje esta terminando, gostaria
de sugerir dois caminhos para a demonstragdo do quinto postulado. O primeiro é
considerar um quadrilatero isdsceles, cujos dngulos da base s3o retos. Procurem
descobrir quais as possibilidades de medidas para os outros dois dngulos e quais as
relagdes entre elas, as possiveis medidas do quarto lado e a medida da base. O outro
caminho ¢ umaginar um quadrilatero com trés 4ngulos retos. Analisem quais podem
ser as medidas do quarto angulo e quais os vinculos entre elas e as medidas dos
lados.

C: Professora, em ambos os casos, é evidente a solugdo:a soma das medidas dos
dngulos que faltam ¢ igual a 90°.

Prof.: C, acabamos de ver a necessidade de tomarmos cuidado com ‘evidéncias’.
Vamos tentar fazer essas demonstragdes sem nos deixarmos levar pelo aspecto

figurativo, esta bem? At¢ a préxima aula, entiio.

73 Ibidem, p. 85.
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AULA IV

D: Professora, suas sugestdes conduziram-nos a fatos muito estranhos...

Prof.: Ah, vocés fizeram as demonstragdes?

A: Néo, pois nfo sabiamos o que fazer com os resultados aos quais chegamos.
Prof.: Vocés trabalharam todos juntos?

B: Trabalhamos. Até o C interessou-se pelo problema. ..

Prof.: Otimo! Quem vai expor os resultados conseguidos?

D: Posso fazé-lo. Primeiro pensamos na hipotese de dois dngulos retos e fomos
verificar se haveria alguma relagfio entre as medidas dos outros dois dngulos e as
medidas das perpendiculares.

Prof.: E qual foi a conclusdo?

D: Chegamos a um teorema: “ se um quadrilatero tem os dngulos consecutivos A e B
retos, € os lados AD e BC congruentes, entdo o dngulo C é congruente ao dngulo D;
mas se os lados AD e BC forem de medidas diferentes, entdo entre os dois dngulos C
e D sera maior o que for adjacente ao menor lado, e vice-versa.”

A demonstragéo desse teorema € simples.

(lousa)

figura 1 figura 2
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Vamos fazer primeiro a que se refere ao caso dos lados AD e BC serem de medidas
iguais.Como mostra a figura 1.

Liguemos os pontos A e C e depois D e B. Consideremos os tridngulos CAB e DBA.
A seguir pela proposigéio quatro dos Elementos (se dois tridngulos tém dois lados
iguais e os angulos respectivamente formados por estes lados forem congruentes,
entdo os tridngulos sdo congruentes), temos que AC e DB sio congruentes.
Consideremos os tridngulos ACD e BDC. Pela proposigdo euclidiana (se dois
tridngulos t€m todos os lados correspondentes congruentes, entdo estes tridngulos
sdo congruentes), segue que os dngulos ACD e BDC sdo congruentes.

Suponhamos agora que as medidas de AD e CB sfio diferentes, como mostra a figura
2:

Consideremos DA>CB. Queremos mostrar que £ CDA < £ DCB.

Marquemos E sobre DA de forma que EA = CB,

Desenhemos EC

£ CDA < £ CEA , pois em um tridngulo o maior lado é adjacente ao menor dngulo
(isso nos € garantido pela proposi¢do 18 dos Elementos).

£ CEA = Z ECB, pelo teorema que acabamos de demostrar.

< BECB < £ DCB, por construgéo

Portanto, £ CDA < £ DCB, pela propriedade transitiva.

Se DA< CB, mostramos de maneira andloga que £ CDA > £ DCB.

C: Como a proposta na aula passada foi considerarmos iguais as medidas das
perpendiculares, entdo, os dngulos CDA e DCB serdo necessariamente congruentes.
Pela hipotese euclidiana - a soma dos dngulos internos de um tridngulo ¢ igual a
180° - os &ngulos C e D sdo também retos. Desse modo, se os considerarmos
obtusos ou agudos, estaremos negando o quinto postulado. Se chegarmos em algum

absurdo, teremos demonstrado o quinto postulado. Dessa maneira, trabalhamos com

as hipéteses desses dois dngulos serem obtusos, e depois com a de serem agudos.
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B: Assim, chegamos na seguinte proposi¢io: “no quadrilatero isdsceles com dois
dngulos consecutivos retos teremos, de acordo com a hipotese do angulo reto, ou do
dngulo obtuso, ou do angulo agudo,respectivamente AB = CD, ou AB > CD, ou AB
< CD. De fato, pela hipotese do dngulo reto, segue imediatamente que AB = CD.

Para demonstrarmos a tese do dngulo obtuso, consideremos o quadrilatero ABCD e

tracemos MM’, a mediatriz de AB, conforme a figura (lousa)

&

D M

™)

O segmento MM'divide o quadrilatero ABCD em dois outros congruentes, com
dngulos retos em M e em M’. Se £ ADM’ é obtuso, entio £ ADM’ > £ DAM,
assim teremos, pela proposigdo anterior, AM > DM’, e, da mesma forma concluimos
que BM > CM’. Portanto, AB> CD.

Da mesma maneira, demonstramos que, pela hipotese do angulo agudo, teremos AB
< CD. Por redugdo ao absurdo, demonstramos o teorema inverso a esse.

Prof.: Até agora ndo encontret os referidos ‘fatos estranhos’...

D: O prnimeiro vem agora. Fomos estudar quais as consequéncias desses fatos, até

agora abordados, na soma dos &ngulos internos de um tridngulo e encontramos outro

teorema.
A: Para facilitar a comunicagdo, vamos chamar de “4ngulos do topo™7¢ a esses dois
0s quais podem ser ou retos, ou obtusos, ou agudos € que sdo opostos aos dois

angulos retos formados pelas perpendiculares & base. A proposigio é a seguinte: “se,

76 Expressio utilizada por Trudeau (1987: 132) para referir-se aos dngulos opostos a0s dois angulos retos
formados pelas perpendiculares.
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nos extremos de um lado de um dado tridangulo, levantarmos perpendiculares a uma
linha reta / que passa pelos pontos médios dos outros dois lados, formando um
quadrilatero, entdo

1- 0 quadrilatero formado ¢ do mesmo tipo desses estudados até agora.

Prof.: Desculpe-me por mterrompé-lo, mas esse quadrilatero ¢ conhecido como
quadrilatero de Saccher.

A: Bem, entdo fica assim;

1- o quadrilatero formado ¢ um quadrilatero de Saccheri, no qual “topo” é o lado do

tridngulo de cujos extremos levantamos as perpendiculares, ou seja, a base do

tridngulo.
2- a soma de seus dois dngulos do topo é a mesma que a dos trés angulos internos do
tridngulo.
( lousa)
F D E_ G i
B C

Por hipotese, seja o tridngulo ABC, no qual dois lados - por exemplo AB ¢ AC -
foram bissectados em D e E. Desenhemos DE e vamos prolonga-la nos dois
sentidos, assim determinaremos a reta /. Tracemos as perpendiculares a / pelos
pontos B ¢ C.

Agora, tracemos a perpendicular 4 reta I pelo ponto A. Assim, determinamos o
ponto H sobre a reta /. Ha trés casos a considerar. O ponto H pode estar entre D ¢ E,
ou pode coincidir com o ponto D ou pode estar fora do segmento DE. Como em
nossos estudos j4 vimos que nos trés casos chegamos & mesma conclusio,
mostraremos somente um deles. Qual vocé quer que demonstremos?

Prof.: Pode ser o primeiro caso.

A:Hestdentre De E.
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Por construgdo, temos que os tridngulos BFD ¢ AHD sio congruentes, o que implica
que FB=AH

A CGE e o A AHE séo congruentes A
GC = AH / \\
¢ | F D e} E 9
4 H
FB = GC
B

Portanto GFBC € um quadrilatero de Saccheri cujo topo ¢ BC. Demonstramos a
primeira parte do teorema. Na sequéncia demonstraremos a segunda parte.

1) £ DBF = £ DAH, por congruéncia de tridngulos (FED e HAD)

2} £ DBF + £ ABC = £ DAH + £ ABC, pelo axioma 2 aplicado ao passo anterior
3) £ ECG = £ EAH, por congruéncia de tridngulos

4) £ ECG + £ ACB = £ EAH + £ ACB, pelo axioma 2 aplicado ao passo anterior
5) £ DBF +£ ABC +£ ECG +£ ACB =£ DAH +£ ABC+£ EAH +£ ACB, pelo
axioma 2 aplicado aos passos 2 e 4

Portanto, £ FBC+ £ GCB =4 BAC+ L ABC+ £ ACB .

Prof.: Continuo néio percebendo ‘fato estranho’ algum.

D: Esse teorema afirma que a soma dos angulos internos de um tridngulo pode ser
maior, menor ou igual a dois retos...

Prof.: Isso eu ja percebi, mas onde estd o problema?

B: O problema estd no fato de ndo termos conseguido demonstrar o absurdo da
hipotese do angulo agudo.

Prof.: Ah, sim... Mas, vocés conseguiram fazé-lo para a hipétese do angulo obtuso?
B: Bem, mais ou menos... Vocé quer ver a demonstragio?

(Risos)

Prof.: Claro!
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B: NoOs comegamos demonstrando a seguinte proposi¢io: “Se a soma das medidas
dos éngulos internos de um tridngulo for maior que dois retos, entio uma
perpendicular e wma obliqua a uma mesma reta se encontram”. Nosso raciocinio foi
o seguinte:

{lousa)

Sejam AC e BD duas retas: a primeira obligua e a segunda perpendicular a reta AB.
Sobre AC, do lado do dngulo agudo £ CAB e da perpendicular BD tomamos o
segmento arbitrario AA; e construimos sua proje¢do AA’; sobre AB. Se o ponto B
estiver entre AA’;, a demonstra¢io ¢ imediata. Caso contrario, determinamos um
nimero n bastante grande, para que o enésimo multiplo de AA’; seja maior que AB.
A seguir, sobre o lado AC, do lado de AA,, construimos AA,, maltiplo de AA;,
segundo o numero a#. Tragamos a partir do ponto A, a perpendicular A A’, sobre
AB. Formamos o triingulo AA,A’,,, cuja soma ¢ maior que dois retos. Como, por
construgdo, 0 £ BAA, é agudo ¢ 0 £ AA’ A, é reto, entdo o £ AAA’, é obtuso.
Sabemos que o maior dngulo se opde ao maior lado - pela proposi¢io 18 dos
Elementos. Temos

AN’y > AA,

AA,> AB por construgio

Pela propriedade transitiva, AA’,> AB

Portanto, BD perpendicular ao lado AB encontrara a reta AA, obliqua a AB.
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O passo seguinte de nossa demonstragdio foi utilizar duas retas a e b, cortadas por
uma fransversal ¢, formando angulos internos do mesmo lado ndo suplementares e
verificar o que ocorre na hipétese do dngulo obtuso.

Utilizamos a seguinte figura:

(lousa)

Sejam AB e CD duas retas cortadas pela reta AC.

Suponhamos, por hipdtese, que: 1) £ BAC + £ ACD < 180°

2) a soma das medidas dos angulos internos do tridngulo é maior que 180°

Entdo, um dos angulos £ BAC ou £ ACD, suponhamos, o primeiro, serd agudo. A
partir de C, tragamos uma perpendicular CH sobre AB. No tridingulo ACH, em
virtude das hipoteses feitas, teremos £ HAC + £ ACH + £ CHA > 180°.

Porém, também por hipdtese, temos £ BAC + £ ACD < 180°.

Combinando estas duas relagdes obtemos: £ CHA > £ HCD.

Como £ CHA é reto, 0 £ HCD ¢ agudo.

Pelo teorema que acabamos de demonstrar, podemos concluir que as retas AB,
perpendicular a CH, e CD, obliqua a CH, se encontrardo. Ou seja, com a hipdtese do
angulo obtuso, demonstramos que o quinto postulado ¢ verdadeiro. Portanto, por
redugdo ao absurdo, concluimos que a hipotese do dngulo obtuso ¢ falsa.

C: Na realidade, demonstramos o absurdo da hipétese do angulo obtuso naquele
caso do quadrlatero de trés angulos retos.

Prof.: Por que vocé disse que haviam demonstrado “mais ou menos™?
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B: Vocé nio percebeu nenhum erro na demonstragio?!?

Prof.: Percebi uma hipétese implicita, se é a isso que vocé se refere... E vocés
também perceberam?

B: Percebemos. Mas a vontade de demonstrar o quinto postulado era tdo grande,
que, na demonstragdo da proposigdo - “se a soma das medidas dos 4ngulos intemi)s
de um tridngulo for maior que dois retos, entfio uma perpendicular ¢ uma obliqua a
uma mesma reta se encontram” - acabamos supondo como verdadeira a hipGtese
implicita da reta ser infinita.

C: Eu ndo estou com vontade nenhuma de demonstrar o quinto postulado, tanto
assim que percebi essa tal hipdtese implicita e alertei o grupo para o erro da
demonstragao.

D: Com relagdo & hipotese do angulo agudo, nds tentamos chegar a algum absurdo,
mas ndo conseguimos. Dela, derivamos alguns resultados que sfio claramente
aplicaveis a retas assintoticas. Acabamos por desistir da demonstragio.

Prof.: Vocés estdo de parabéns! Estudos analogos ao de vocés foram realizados pelo
padre jesuita € geOmetra genovés Gerolamo Saccheri (1667-1733)*. Em sua obra,
Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima
ipsa universae Geometriae FPrincipia, ou seja, Fuclides defendido de todo ataque
[Mildo, 1733], Saccheri pretende, como o proprio nome do livro indica, por termo as
criticas que os gedmetras de entdo faziam aos Elementos. Segundo Saccheri, as
celeumas giravam em torno de trés pontos dos trabalhos de Euclides: o quinto
postulado, a explicagdo sobre grandezas proporcionais contida no livro quinto e a
explicagdo sobre relagdes de proporgdes do VI livio dos Elementos. Saccheri devota
grande parte de seus estudos a prova do quinto postulado.

A: Nio fot por essa época que os tais empiristas andavam criticando as verdades

matematicas?

*Os trabalhos completos de Saccheri relativos ao quinto postulado de Euclides encontram-se no livro:
ENGEL, F. ¢ STACKEL, P. | 1968, p. 34-135.




93

Prof.: Muito bem lembrado, 4. E interessante notar que além dessas criticas
apontadas pelo eminente jesuita genovés e as recordadas , agora, por vocé, mais dois
movimentos de critica estavam ocorrendo com relagio a geometria. O primeiro de
ordem formal, refere-se & heranga aristotélica com relagfio as demonstragdes por
absurdo. Como j& vimos, Aristételes, apesar de reconhecer que uma demonstragio
apologica sempre pode ser convertida em uma ostensiva, afirmava que esta wltima
era preferivel aquela. Com Descartes, o método analitico se imp&e como rigor e ha
uma tendéncia geral que prega a transformagdo de todas as demonstra¢des da
geometria em diretas. Evidentemente, ¢ muito mais simples pregar tal modificaggo
do que efetiva-la.

D: Mas, Saccheri utilizou-se ndo s6 da demonstragio indireta, como também da
redugdo ao absurdo em sua obra...

Prof.: Eisso que distingue o feito de Saccheri. Alias, a tradi¢io pedagogica jesuita é
uma notéavel excegdo 4 heranga aristotélica de descrédito do raciocinio por absurdo.
“O reconhecimento da plena legitimidade deste tipo de demonstragio tornou-se uma
constante da tradigdo pedagdgica da Companhia de Jesus: ja na metade do século
XVIL o padre Tacquet, em seus Elementa euclidea geometriae planae ac solidae,
acrescenta um apéndice onde demonstra que a verdade se deixa deduzir diretamente
do falso™77

B: E de onde serd que Saccheri tirou a idéia de tentar demonstrar o postulado das
paralelas por absurdo?

Prof.: Saccheri foi o primeiro pensador ocidental a tentar fazer uma demonstragio
por absurdo para o quinto postulado. Porém, a idéia de uma demonstragio por
absurdo para o quinto postulado j4 havia aparecido entre os matematicos arabes
Omar Al Khayyam (1038/48 - 1123/24) e Nasir-Eddin (1201 - 1274). Saccheri ndo
s6 conhecia as tentativas de demonstracfio dos arabes, como criticou os trabalthos de
Nasir-Eddin. Este altimo tentou demonstrar o quinto postulado de Euclides partindo

do critério de retas paralelas proposto por Geminus e seguindo 0 mesmo caminho

77 GARDIES, J. L., op. cit., p. 166
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pelo qual vocés demonstraram a proposigdo: “se a soma das medidas dos &ngulos
internos de um tridnguio for maior que dois retos, entdo uma perpendicular ¢ uma
obliqua a uma mesma reta se encontram”. Porém, o matematico arabe considerou
somente a hipdtese da soma das medidas dos angulos internos serem dois retos.

A: Néo estou lembrado do critério de paralelas de Geminus. Qual € ele?

Prof.: Retas paralelas sdo as que mantém sempre a mesma distdncia wma da outra,
ou seja, se tragarmos uma reta perpendicular a uma delas, esta sera, também,
perpendicular a outra. E interessante notar que o objetivo dos trabalhos de Geminus
foi, evidentemente, examinar os principios - axiomas € postulados - e o
desenvolvimento légico da geometria de Euclides, com o intuito de defender tal
geometria das criticas que eram feitas, na época, tanto a seus principios quanto a
validade de dedugdes realizadas a partir deles™.

C: Entdo, desde a Antiguidade havia criticas de nivel formal a obra de Euclides.Qual
foi o outro movimento de critica ocorria em relagdo a geometria?

Prof.: Foi um movimento de carater pedagogico. “A modernizacio do ensino de
geometria, ou seja, sua liberagdo do rigido método de Euclides, comegou na Franga
por volta de 1550 e foi um episodio da luta formidavel travada entre ¢ humanismo
moderno e a velha escolastica. Petrus Ramus que, ndo s6 na matematica, mas em
outros ramos do saber ocupava um posto preeminente entre os apostolos das novas
idéias, escreveu naquela época, um texto de matematica (Arithmeticae, livro 2,
Geometricae, livro 27) onde se abandona por completo, tanto na forma como no
fundamento, o caminho seguido por Euclides. A tendéncia de Ramus, explicitamente
indicada no primeiro livro, € considerar a geometria como a arte de medir bem (‘ars
bene metiendi’). Devido a isto, o interesse pratico prevalece sobre todas as demais
consideragdes. Comega explicando o modo de executar algumas medi¢bes
topograficas simples, descreve os aparatos necessdrios para tais medic¢des,

procurando esclarecé-lo com numerosas e interessantes figuras. Também concede

78 Cf. HEATH, T., 1981, p. 225
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um lugar para as dedugdes logicas, porém ndo as considera como objetivo principal
em si mesmas, mas como meio auxiliar para obter propriedades observadas e outras
que ndo sio imediatas, mas Uteis para as aplicagdes praticas™.

B: Pelo que ja vimos sobre a busca, vigente na Idade Moderna, de aplicag¢des
praticas para o saber, podemos concluir que Petrus Ramus era, realmente, um
homem de sua época. Mas como explicar que depois de mais de quatrocentos anos
ainda iniciemos os estudos de geometria com a axiomatica de Euclides?

Prof.: Meu caro B, ndo ¢é facil derrubar verdades®® estabelecidas: as idéias
revolucionarias de Petrus Ramus foram muito difundidas nos paises protestantes -
mas apenas nestes - principalmente depois que Ramus morreu como martir no
massacre de Sdo Bartolomeu (1572). Quase dois séculos depois, em 1733, Saccheri
escrevia: “quem estudou matematica, reconhece as grandes vantagens dos Elemenios
de Euclides. Como testemunhas posso mencionar Arquimedes, Apollonius e
Theodosius, e, além deles, quase intmeros outros autores matemdaticos até o
presente, que usam os FElementos de Euclides como fundamento ha muito
comprovado ¢ cem por cento inabalavel”®!, e na passagem na qual se refere aos
defeitos apontados por outros autores sobre as explicagbes euclidianas de
proporgdes, afirmava que “serd o fdnico alvo de meu segundo livro discutir
profundamente as mencionadas explicagdes de Euclides ¢ demonstrar, a0 mesmo
tempo, que a gloria de Euclides foi agredida com injustica”®2. Ja no final do século
XVIIL, mais de duzentos anos apds a obra de Ramus, Legendre escreveu seus
Elementos de Geometria, ja discutidos aqui, que apesar de serem mais acessiveis aos
estudantes que os Elementos de Euclides, seguem rigorosamente os métodos do

gedmetra grego. O que dai concluimos é que, nio obstante todas as criticas a

T KLEIN, F.,, 1927, p. 293 e 294.

80Verdade aqui estd sendo entendida como os tipos de discurso que uma sociedade acolhe e faz funcionar
como verdadeiros, segundo definigiio de FOUCAULT, M. (1984). )

81 SACCHERI, G., “Euclides ab amninacvo vindicatus” , in ENGEL, F. ¢ STACKEL, P., op. cit. - p. 45.

82 Thidem - p. 47
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estrutura formal da obra de Euclides feitas por matematicos desde a Antiguidade;
apesar das controvérsias levantadas pelos empiristas ingleses relativamente as
verdades da geometria; a despeito da proposta alternativa de Petrus Ramus para o
ensino dessa disciplina, os Elementos ¢ as verdades da geometria continuaram
inabalaveis por séculos. O pior € que toda essa vontade, expressada por Saccheri, de
manter uma verdade estabelecida acabou por constringir sua obra.

A: Por qué? Ele também ndo conseguiu demonstrar o quinto postulado?

Prof.: Ndo. A figura fundamental utilizada por Saccheri foi o quadrilatero isosceles
com dois angulos retos consecutivos e o caminho utilizado por ele foi o exposto aqui
por voces. Porém, como vocés, ele nfo soube o que fazer com os resultados aos
quais brilhantemente chegou. “Admitida a primeira hipétese (dngulo reto) concluia o
ilustre jesuita Saccheri que a soma dos angulos internos de um tridngulo era igual a
dois retos. (...) No segundo caso (angulo obtuso), a soma dos dngulos de um
tridngulo seria maior que dois retos. Firmando-se, ainda, na hipotese de ser a reta
infinita, inferia pela validez do V postulado. Mas desse postulado decorria que a
soma dos dngulos internos de um tridngulo era igual a dois retos. Logo, a hipétese do
angulo obtuso era contraditéria e, por esse motivo, devia ser rejeitada. Aceita a
terceira hipotese (dngulo agudo), a soma dos &ngulos internos de um tridngulo seria
menor que dois retos. Com a intengdio de demolir também a hipotese do angulo
agudo, desenvolveu varias proposigdes, as quais, (tivesse ele permanecido no campo
puramente dedutivo) ndo o levariam a contradi¢io.”®

A: Nio o levariam a contradi¢do?!?

Prof.: Nido. No entanto, a possibilidade de que o quinto postulado euclidiano podia
ser ndo demonstravel era completamente absurda para Saccheri como podemos notar
pelas seguintes passagens de Fuclides defendido de todo o atague: “certamente
ninguém duvida da verdade desta alegacdo [do quinto postulado], contudo Euclides
s6 € criticado porque usou para ela o nome de axioma.” E alguns paragrafos depois:

“vou dividir este livro em duas partes. No primeiro seguirei aqueles gedmetras mais

8 SQUZA, J. C. M., op. cit., p. 34.
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velhos e assim ndo me preocuparei com a natureza ou o nome daquela linha, a qual
em todos seus pontos mantém a mesma distdncia de uma reta dada. Procederei
somente de forma a provar claramente o discutivel axioma de Euclides, sem cair em
circulos viciosos”®. Mas, a semelhanga de seus antecessores, Saccheri assentou o
seu edificio logico numa nova hipotese intuitiva que lhe permitia destruir a terceira
hipotese. Ndo que ele ndo tivesse consciéncia do que estava fazendo, ele a tinha
como podemos perceber pelo seguinte trecho do prefacio do aludido livro: “restam
até o final da primeira parte deste livro ainda doze teoremas. Nio indico as
argumentagdes em pormenor, porque sdo muito complexas, mas digo somente que la
finalmente a contraditéria hipotese do angulo agudo se mostrard de uma incorregéo
evidente, por que deveria admitir duas linhas retas, as quais se aproximam e ao
mesmo tempo possuem uma perpendicular em comum. Sera demonstrado que isto
contradiz a natureza da linha reta”®s. Qu seja, ele descartou a possibilidade de retas
assintoticas.

D: Entio, Saccheri utilizou-se de duas hipé6teses intuitivas implicitas: a da infinitude
da reta e a da ndo existéncia de retas paralelas assintoticas. Podemos considerar suas
demonstragdes rigorosas? Podemos concordar com elas?

B: Concordo plenamente com Saccheri.

C: Eu ndo. Ndo conseguimos deduzir contradigbes no caso da hipétese do dngulo
agudo, nem ele. Parece-me que assentar uma prova em um postulado ndo existente
no sistema ¢ um tanto ilégico.

A: Mas vocé consegue imaginar retas paralelas assintoticas?

C: La vem vocé de novo com essa necessidade de visualizar coisas. Ja vimos que
isto pode induzir a erros... E neste caso nfio se trata de visualizagdo, mas de intuigéo.

Prof.: A qual sentido de intuig8o vocés estdo se referindo?

84 SACCHERI, G., in ENGEL, F. e STACKEL, P., op. cit, p.45¢46

85 Tbidem, p. 49.
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A: Como assim, a qual sentido? Existe outro além de ‘uma idéia de carater
mventivo’?

Prof.: Existe o significado filosofico ao qual B se referiu em nossa aula passada.
Desde a Antiguidade, “intuigdo” significava o conhecimento imediato que o intelecto
tem frente a um objeto. Atualmente, os matematicos e cientistas em geral utilizam
esse termo com o significado que vocé disse, 4. Concordo com C quando ele afirma
a possibilidade da intuigdo levar a erros, porém ¢ interessante considerarmos a
seguinte afirmagdo do matematico francés Poincaré que viveu no final do século
passado e inicio desde século: “ com a légica demonstra-se, mas somente com a
mtui¢do inventa-se...” 86

D: A meu ver, at¢ podemos intuir fatos, mas precisamos demonstrar a veracidade
dos mesmos.

Prof.: Mas voltemos aos estudos desenvolvidos por vocés. E o quadrilatero
triretdngulo, vocés o estudaram também? A quais resultados vocés chegaram?

C: Bem, dado um quadrilatero com trés angulos retos, consideramos trés naturezas
possiveis para o quarto &ngulo, quais sejam, reto, obtuso ou agudo. A primeira
hipétese leva facilmente ao sistema de Euclides. A segunda leva a um absurdo.

Prof.: E como vocé€s chegaram a esse absurdo?

A: Lembramos da demonstragio do matematico Legendre vista em nosso ultimo
encontro e utilizamos um caminho similar. Tomamos duas retas @ e b
perpendiculares a um segmento AB.

Marcamos pontos equidistantes Bi , By, ...,B. e desenhamos as perpendiculares
Bi1A1, B2Az,...,BaAn a reta a. Por hipotese o dngulo AiBiB € obtuso e por construgéio,
o dngulo ABB:1 ¢ reto.

8 POINCARE, H., 1909, p. 137 , apud Dicionério de Filosofia - Ed. Mestre Jou - 1960 - p. 554,




99

Assim, utilizando o primeiro teorema estudado nesta aula, o lado AB ¢ maior que o
lado AiB:. Da mesma forma demonstramos que o lado AiB: ¢é maior que o lado
A2Bz e tal fato nos leva a concluir que 0s AnB. diminuem continuamente.
Assim, AB > AiB:
Pelo axioma 1V (se a coisa desiguais somarmos a mesma quantidade, os totais serdo
diferentes), podemos fazer
AB + AzB2 + AsBs + ... + AaBa > A1B1 + A2B2 + AsBs + .+ AuBa
AB > (AiB1 - A2B2 ) + (A2B2 - A3B3 ) + ...+ ( An-1Ba1 ~ AnBn ) + AnBn
Por construcgdo, temos que
AB -AiB: = Ai1B1 - A2Bz = Aa-iBn1 - AnBa
AB - AsBn > n.(AB - AiB1)
o que contradiz o axioma de Arquimedes e o segundo postulado de Euclides.
D: Dai concluimos que a hipotese do dngulo obtuso nos leva a uma contradi¢3o, mas
ndo consegutmos demonstrar contradi¢tes na hipotese de considerarmos o angulo
agudo...
C: A cada tentativa me convenc¢o mais da independéncia do quinto postulado em
relagdo aos outros.
Prof.: Muito interessante! Vocés ja ouviram falar do grande matematico suigo
Johann-Heinrich Lambert (1728-1777)?
D: Esse Lambert foi aquele filoésefo que primeiro escreveu uma fenomenologia?
Prof: Ele mesmo.

C: Fenomenologia? O que é isso?
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Prof.: Segundo Lambert, “a fenomenologia ocupa-se de maneira geral com a
determinagdo do que ¢ real e verdadeiro e com cada espécie de aparéncia™®’. Qu
scja, a fenomenologia busca a verdade por tras dos fenbmenos, muitas vezes
enganosos, que os sentidos nos revelam. O interessante nessa teoria é que ela tenta
explicar, a0 mesmo tempo, a ciéncia - desenvolvida pelo caminho do desvelamento
- ¢ a arte. Pois se s3o conhecidos os caminhos das aparéncias para a verdade, pode-
se muito bem realizar o caminho inverso, partindo-se das verdades e criando
“aparéncias”.

A: O que ele quer dizer com “cada espécie de aparéncia™?

Prof.: Bem, a aparéncia seria um meio termo entre o verdadeiro e o falso. Lambert
classifica as possiveis aparéncias em: aparéncia objetiva, que provém de uma
mudanga real no objeto; aparéncia subjetiva que decorre de uma mudanca nas
faculdades receptivas do sujeito; e aparéncia relativa que resulta de uma alteragdo
na relag@o sujeito-objeto. Segundo ele, 0o método para a superagido das aparéncias
devia ser o mesmo que o utilizado pela Optica e pela astronomia. Em A4
Fenomenologia, Lambert afirma que “os opticistas ja ha muito tempo nos fornecem
uma teoria da aparéncia visual e a fenomenologia, em sua acepgdo mais geral, pode
ser qualificada como uma dptica transcedental s,

C: Por que o método da dptica e da astronomia?

D: C, as vezes fico abismado com sua mémoria, ou melhor, com a falta dela... Vocé
ndo esta lembrado de nossa dltima aula quando discutimos sobre quais ciéncias
tiveram um rapido desenvolvimento gragas ao racionalismo? Ora, é evidente que a
Optica e a astronomia estavam a “pleno vapor” na época em que viveu Lambert, pois,
além de admitirem um modelo matematico, ainda eram extremamente importantes
para a navegagdo. Parece-me muito natural que esse filésofo fosse buscar na 6ptica e

na astronomia, o caminho para se atingir as verdades “das coisas em si”.

87 LAMBERT, J. H, apud FERRY, L., 1994 - p. 395

88 1 AMBERT, 1. H. apud FERRY, L., op. cit., p. 395
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C: Desculpe-me D, mas é sua memoria que anda lhe pregando pegas. Na aula
passada, utilizou-se como exemplo de ciéneia que teve um rapido desenvolvimento,
entre os séculos XVII e XVIII, a mecénica e ndo a optica.

Prof.: Voltando ao Lambert, “trata-se, pois, segundo o procedimento da oOptica e da
astronomia, de ir da aparéncia ao verdadeiro, do possivel ao real: essa fungdo da
fenomenologia € explicitamente exposta por Lambert num texto redigido para o
concurso da Academia de Berlim em 1763, cujo tema era a diferenca entre a
evidéncia das verdades metafisicas ¢ a das verdades matematicas. Nesse ensaio
intitulado Uber die Methode die Metaphysik, die Theologie und die Moral richtiger
zu beweisen (Sobre o método que permite demonstrar de maneira mais exata a
metafisica, a teologia e a moral), Lambert empenha-se em mostrar como, sendo
certas as matematicas, seria conveniente toma-las como modelo para a metafisica,
uma vez que esta ultima opera com 0s mesmos conceitos”®,

C: Deve ter sido reprovado...

B: Talvez néo, pois a exposi¢do de Lambert indica que ¢le estava de acordo com a
tendéncia, da época, de achar que os conceitos matematicos e os metafisicos tinham
0 mesmo estatuto.

Prof.: Pois bem, esse mesmo Lambert, na segunda metade do século XVIII, tomou
conhecimento dos trabalhos de Saccheri por meio de seu amigo A. G. Kaestner que
o persuadiu a ler as refutagdes dos trabalhos do jesuita genovés elaboradas por G. S.
Kliigel (1739-1812). Ao conhecer os trabalhos de Kliigel, Lambert retomou a
questdo do postulado das paralelas e admitiu como ponto de partida o quadrilatero
triretingulo. Assim como vocés, provou que a hipotese do angulo reto levava ao
sistema euclidiano. A hipotese do dngulo obtuso acarretava a impossibilidade da
infinitude das retas, como ja foi demonstrado aqui, porém observou que tal hipotese
seria realizavel sobre uma esfera de raio imaginario. Ponderou que a hipétese do

angulo agudo seria possivel em uma superficie esférica, mas estudando mais

8 FERRY, L., op. cit., p. 375.
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profundamente essa possibilidade, chegou a existéncia de uma unidade de medida
absoluta, uma medida de comprimento que néo depende da escolha de uma unidade
de medida arbitrana. “Lambert pensou que esta inesperada propriedade de
comprimentos dava-lhe a contradi¢do que buscava, pois esta propriedade de
quantidades tinha sido expressamente negada por seu mentor filosdéfico Wolff, um
seguidor de Leibniz. Mas, a principio, Lambert decidiu rejeitar este principio
filoséfico a prion e reter a conclusio matematica sem ver nela uma contradigfo.
Seguindo este caminho, ndo chegou a uma conclusfio definitiva e, talvez por esta
raziio, ndo tenha publicado seus trabalhos sobre o postulado das paralelas - ele foi
publicado postumamente em 1786 por seu colega Johann Bernouilli III. Tudo o que
Lambert forneceu como caminho para uma concluséo foi uma lista de sugestdes para
provar que a nova geometria ndo podia existir, o que era, evidentemente, seu
desejo”.

B: Estdo vendo, eu sabia que alguém conseguiria demonstrar o quinto postulado.
Esse neg6cio de medida absoluta nio existe.

A: Eunéo entendi o significado de uma medida absoluta.

Prof.: Ha uma disting8o entre absoluto e relativo. Em algumas situagdes, os
elementos envolvidos podem ser divididos em dois grupos. Um primeiro grupo ao
qual pertencem os elementos que permanecem fixos e um segundo grupo, no qual os
elementos podem variar em um namero possivel de casos. Os do primeiro grupo sdo
considerados absolutos e os do segundo relativos. Por exemplo, ndo ha uma medida
absoluta para todos os comprimentos, mas a Teoria da Relatividade utiliza-se de uma
medida que depende do meio, mas para cada meio ¢ absoluta, qual seja, a velocidade

da luz. E o que dizer da medida de temperatura 0 kelvin?
4

D: Entdo existe algo como uma medida absoluta? Se for assim, Lambert nfio

poderia ter concluido pela absurdez da hipotese do dngulo agudo.

%0 GRAY, J., in PHILLIPS, E. R (ed.), 1987, p. 42,
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A: Professora, estou comecgando a achar impossivel a solugdo desse nosso
problema. ..

Prof.: Outros matemadticos também j& pensaram isso. Aparentemente, o primeiro a
escrevé-lo foi G. S. Kliigel, cujos trabalhos despertaram a atengdo de Lambert para o
V postulado de Euclides. Kliigel doutorou-se na Universidade de Gottingen, com a
orienta¢do do amigo de Lambert, A. G. Kaestner. Em sua tese, Review of the most
celebrated attemps at demonstrating the theory of parallels de 1763, Kligel
examina 28 tentativas de provar o quinto postulado (incluindo a de Saccheri),
concluindo que todas eram deficientes, e levantando a opiniio de que o quinto
postulado ndo ¢ demonstravel, mas fundamentado somente pelo julgamento de
nossos sentidos. E claro que foi somente a opinifio de Kliigel; ele nido pbde provar
que o quinto postulado ndo tem demonstragdo !

B: Professora, vocé sabia o tempo todo da inexisténcia de uma prova para o quinto
postulado e nos deixou ter todo esse trabalho?

Prof.: Eu ndo afirmei tal inexisténcia... Mas, voltando ao Lambert, Bonola% afirma
que o gedmetra suigo estava imbuido do desejo de provar que o quinto postulado ¢
realmente um postulado e isso o conduziu ao erro. Tal desejo é explicavel se
lembrarmos que Lambert, assim como Saccheri, viveu em um periodo no qual as
verdades da matematica eram analogas as verdades metafisicas, como ele mesmo
afirmou. Dentro da matematica, a geometria euclidiana era a verdade mais
incontestavel, ja que, tradicionalmente, expressava a realidade do espago fisico. Essa
tradigio vem dos gregos deste a Antiguidade e é retomada, explicitamente, no
Renascimento por Galileu. Segundo Husserl®?, Galileu foi o primeiro cientista a
importar para a Fisica, o método, a axiomatizagdo e a concepgdo de espago da
geometria euclidiana. Newton segue os passos de Galileu e supbe um espago

continuo, ou seja, que ndo apresenta lacunas; tridimensional (tem comprimento,

1 Cf TRUDEAU, R, op. cit,, p. 154,

%2 BONOLA, R, op. cit.
93 HUSSERL, E. , 1980.
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largura e altura); infinito e ilimitado (nfio tem limites nem extremos); absoluto;
homogeéneo, isto €, que ndo tem pontos privilegiados ou singulares; e isotrépico
{(apresenta-se igualmente para qualquer diregéo).

B: Para Newton, ndo s6 o espago, mas também o tempo era absoluto. “A posigiio de
Newton permite distinguir trés modos distintos em que o espago € o tempo podem
ser considerados “absolutos™:

1- Espago e tempo podem exibir uma independéncia ‘absoluta’ de objetos e eventos.
2- Espago e tempo podem ser ‘substincias’ de algum tipo, com propriedades
invariaveis “absolutas” e distintas.

3- Espago e tempo podem precisar ser elementos “absolutos”, irredutiveis e
essenciais na explicagdo geral do movimento™*

D: Segundo Newton, “o espago era o sensorium - consciéncia ou cérebro - de Deus,
e, portanto, devia ser aboluto. Evitou desta maneira, confundir-se com teorias
relativistas. A sua teoria ndo oferecia razdes para que todos os planetas se
encontrassem mais ou menos no mesmo plano e girassem todos, mais ou menos, na
mesma diregdo (...). Newton disfargou honestamente a sua ignorincia quanto as
origens postulando que tal fora a vontade de Deus no inicio da criagiio™®. O embate
espago absoluto-espago relativo toma corpo nas discussdes entre os newtonianos e
Leibniz. Este Gltimo, em 1715, ja criticava a concepgdo de espago de Newton e
defendia a adogdo de conceitos relativos de tempo e espago.

Prof.: Nio sé Leibniz, mas também Berkeley, “em seu estudo De moru ( 1721 ),
descartou as nogdes de espago e tempo absolutos, por nio terem significado. Para
ele, somente a experiéncia sensorial pode justificar os significados, e ja que o espago
e o tempo ndo encontram fundamentos em nossa experiéncia sensorial, ndo ha
motivo para aceitd-los como palavras dotadas de significagdo”%, Mas, segundo

Cassirer, quando Berkeley propde a subjetividade do espago, estd colocando em

94RAY, C., 1991, p. 184.

95 BERNAL, J. D.. op. cit., p. 485.
%6 RAY, C., op. cit.,, p. 159.
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questdo o conceito de verdade em geral, pois “se o eépago, elemento fundamental da
percep¢do humana, ¢ somente engendrado pela convergéncia e interaciio das
diversas impressdes sensiveis, entio ndo pode pretender nenhuma necessidade,
nenhuma dignidade racional que seja superior 4 que cabe aos seus elementos™, ou
seja, nenhuma dignidade superior as impressdes sensiveis.

A: Como pode alguém duvidar da objetividade da verdade? Alias, se Newton ndo
tivesse se utilizado da Geometria Euclidiana, o que iria utilizar?

Prof.: Otima observagio, “era a Geometria Fuclidiana ou nada. Além do mais, por
que alguém questionaria esses axiomas [da geometria euclidiana] quando pareciam
tdo afinados com a evidéncia de nossos olhos? Duvidar de Euclides era uma heresia
quase tdo0 grande como ser ateu’s,

B: Na primeira metade do século XVIII, temos ao mesmo tempo a critica da
concepgio de espago de Newton e a gradual separagdo entre Matematica e Fisica.
Terta isso alguma relagdo com o fato de Lambert ter pensado na possibilidade de
tridngulos em superficies esféricas?

Prof.: Provavelmente ndo. Parece-me que tal fato esta muito mais relacionado com
o voltar-se da ciéncia em diregéio as aplicagdes praticas. Ndo podemos nos esquecer
da importdncia dos problemas colocados pela navegagio no que tange ao
desenvolvimento da ciéncia, principalmente para a astronomia e para a mecénica.
Ahas sdo esses problemas que vdo levar a sintese newtoniana desses dois campos do
saber, sintese que acarreta, no final das contas, a importancia dada por Lambert i
astronomia e & Optica. Lambert nfio desconhecia a astronomia voltada para a
navegagio, como podemos perceber pela seguinte passagem de A Fenomenologia:
“ja que muitas vezes a aparéncia pode ser muito diferente da verdade, até mesmo
completamente oposta, os opticistas adotaram, em particular na astronomia, uma

linguagem apropriada 4 aparéncia ¢ indicaram a tradugdo dessa linguagem na

97 CASSIRER . E. . op. cit., p. 160.

98 Ibidem, p. 97.
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linguagem da verdade ¢ inversamente, desta para aquela. Isso constitui, com efeito, a
diferenga entre a astronomia esférica e a astronomia tebrica”™®. Devemos nos
lembrar de que a geometria esférica ja era conhecida desde a época de Euclides.
Como vimos, na compilaglo realizada por Euclides ficaram de fora a geometria
esférica e o estudo das secgdes conicas. Porém, para os matematicos posteriores a
Euclides, tal geometria ndo era considerada como um conhecimento que escapasse
do campo da geometria euclidiana.

A: E escapa?

Prof.: Vou deixar que vocé mesmo busque a resposta para essa sua pergunta. Nio
podemos pensar que esses fatos apontados ha pouco expliquem totalmente a
percepgéo de Lambert da possibilidade da soma das medidas dos dngulos internos de
um tridngulo ser maior que 180°. Além deles, devemos dar crédito, também, a
genialidade de Lambert.

D: Ora, se a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo em uma
superficie esférica ¢ maior que 180° entfio, tal superficie ndo segue a geometria
euclidiana... Podemos inventar uma geometria fantastica sobre a superficie da
esferal

B: O que vocé quer dizer com “fantastica”? Uma geometria inventada, sem
compromisso com a realidade empirica, existente somente na imaginacgio?

D: Ela teria compromisso com a realidade empirica sim, afinal é a geometria das
navegacOes. Mas seria uma geometria completamente diferente da euclidiana.

C: Th... Uma geometria que tem compromisso com a realidade empirica, mas que
ndo segue os postulados e tcoremas da geometria euclidiana? Ja comego a ver
pessoas aqui puxando-se pelos cabelos. Isso esta ficando parecido com nossa
primeira aula... A citag@io do Frege e todas aquelas insanidades.

A: Vamos falar sério! Por que Lambert ndo atinou com a possibilidade de criar uma
medida absoluta?

99 LAMBERT, J. H. in FERRY, L., op. cit., p. 381.
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Prof.: Talvez porque, na época, o conhecimento era tido como uma pura apreensio
do reflexo da realidade exterior e, ao que tudo indicava, a realidade do espago
exterior era euclidiana. Pelo visto, ainda hoje vérias pessoas pensam assim... Como
nosso tempo de aula estd acabando, proponho que vocés pensem nessa discussdo

para que possamos continua-la na préoxima aula.
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CAPITULO I
PRODUZINDO NOVAS GEOMETRIAS

“Esta é a natureza do infinito:

Todas as coisas possuem seus proprios vortices,

e quando um navegante da Eternidade

Alcanca este Vortice, percebe que ele

turbilhonante gira no sentido inverso

E penetra numa esfera que se engloba como o sol,a lua,

ou como um firmamento de constelada magnitude.”’

William Blake, 1808
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AULA YV

B: Até este momento eu pensava que a teoria kantiana do espago estava
completamente correta. Agora comega a ficar tudo confuso. Falou-se aqui em espago
fisico, geométrico e psicoldégico. Podemos pensar em uma identidade entre eles?
Prof.: O que vocés acham?

D: A mim me parece que, antes de discutirmos a existéncia ou ndo de tal identidade,
deveriamos precisar o conceito de espago.

A: Segundo Aristoteles, o espago é um lugar, isto &, a posi¢do de um corpo entre os
outros corpos. Aristoteles ja definia o espago nesse sentido como “o limite imovel
que abrange um corpo”. De fato, em sua Fisica, Aristteles escrevew: “por lugar
entende-se algo como um recipiente - o recipiente sendo um lugar transportavel.
Mas, o recipiente ndo é parte da coisa a qual contém. Portanto, ele é separavel desta
coisa, ele ndo ¢ a forma a qual contém, ¢é diferente da matéria.”1% Mas, se por um
lado, segundo Aristoteles, o espago € diferente da matéria, por outro, ele se define
por meio da posi¢do de um corpo em relagfo aos outros, portanto, ndo ha o espago
se ndo houver matéria. Alias, Aristoteles reconhecia que essa defini¢do ¢ idéntica ao
conceito platbnico no ponto em que esse afirma que sem matéria ndo ha espago.
Nesse sentido, ndo existe espago vazio. Platdo e Anstoteles concedem realidade
fisica ao espago. 19

C: Para mim, espago ¢ um continente de todos os objetos materiais. Ele € infinito e
pode ser vazio, mas possui uma realidade fisica.

Prof.: A teoria a qual 4 se refere foi a que prevaleceu em toda a Antiguidade e Idade
Média. Descartes aceitou a dependéncia entre espago e matéria, porém afirmou a

identidade entre eles, como podemos perceber pela seguinte passagem de seu

100 ARISTOTELES apud ROSENFELD, B.A., 1988, p. 183.

101 cf. ABBAGNANO, N., SP - 1960 - p. 330 - 333,
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Principia Philosophiae: “ o espago, ou lugar interno, difere da substancia fisica
contida nele somente em nosso pensamento. Atualmente, as mesmas dimensdes que
compdem o espago, compdem o corpo.” E acrescenta: “¢ claro que nfio existe no
mundo algo como espago vazio - no sentido dado pelos filoésofos, qual seja, o
espago sem qualquer substdncia - ja que a extensdio do espago como um lugar
inerente ndo difere da extensfio de um corpo.” Podemos perceber que Descartes
estabelece entre espago e lugar somente uma diferenga nominal. Segundo ele “se
dizemos que uma coisa esta em tal lugar, entendemos somente que esta situada de tal
modo em relagdo a outras coisas; mas se acrescentarmos que ocupa tal espago ou um
tal lugar, entendemos também que ela é de uma grandeza e de uma tal figura, que
pode preenché-lo exatamente.”'%? Essa visfo de impossibilidade do espago vazio foi
também foi desenvolvida por Leibniz em seu Novos ensaios sobre o entendimento
humano.

D: E a concepgéo de espago de (7

Prof.: A concepgdo de espago de C era defendida por Demdcrito e pelos estoicos.
Durante muito tempo essa concepgdo ficou obliterada pela aristotélica, insurgindo,
novamente, da nova Fisica nascida no Renascimento. O espago, na fisica
newtoniana, ¢ essencialmente um “recipiente” absoluto, infinito, tridimensional,

independente da matéria e, como tal, pode ser vazio.
B: O sensorium de Deus pode ser vazio?

Prof.: Boa observagdo, B. Talvez, essa tenha sido uma das perguntas que gerou todo
o debate entre newtonianos ¢ leibnizianos, ja que essas discussdes ndo tinham
apenas um caréter cientifico, mas também uma conotagdo teolégica. E interessante
notarmos que a tese da realidade fisica do espago, afirmada tanto por 4 como por C,
é propria da Filosofia Antiga. Enquanto para Platdo e para Aristoteles, o espago é
uma condigdo para a existéncia do mundo, para os neoplaténicos, o espago ¢é o

proprio Deus. Essa ltima concepgdio passa por toda a Idade Média e vemos

102 DESCARTES, R. apud ROSENFELD ,B. A., op. cit, p. 184,
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Espinosa (1632-1677) afirmar que “tudo o que é, ¢ em Deus”. Desta forma, o espago
torna-se algo metafisico. Ha outra maneira de entender o espago, defendida por
Einstein na Teoria da Relatividade. Para ele, o espago niio ¢ um ente geométrico,
mas um ente fisico. Para essa teoria ndo faz sentido falar do espago precindindo do
campo que € usado para representar os fendmenos fisicos. Esse campo é o que
determina os pontos de singularidade do espago-tempo.

B: E qual dessas concepgdes é a correta?

Prof.: Depende da sua escolha de um dos modelos de representagdo dentre os varios
historicamente concebidos por fisicos e filsofos.

A: Nio concordo com esta dependéncia. Existe um unico espago, do qual temos uma
concepedo imperfeita. O modelo de representagio do espaco utilizado pela Fisica é
que € conforme o espago real.

D: Se o modelo fisico fosse reflexo do espago real, o espago real, da Antiguidade até
os dias atuais, ja teria mudado de configuragfo algumas vezes... A Fisica, como toda
ciéncia, possui dinamismo interno ¢ suas teorias mudam no decorrer do tempo. E
verdade que os cientistas procuram aproximar-se da realidade empirica, mas todas as
suas teorias sd0 apenas possiveis modelos do universo real.

Prof.: Como estavamos dizendo, a tese da realidade fisica do espacgo ¢ inerente &
Filosofia Antiga, quer essa concebesse 0 espago como lugar, quer o concebesse
como materia. Na Idade Moderna, como ji vimos, Berkeley e todos os empiristas
irdio contestar esta concepgéo, afirmando a tese da subjetividade do espago, ou seja,
a de que o espago € uma idéia derivada das sensa¢es. Apesar de todas as criticas
dos empiristas € as de Leibniz a idéia newtoniana de espago, foi esta altima que
prevaleceu e Kant, um século depois do fisico inglés, também afirmava a existéncia
de um espago como um contender, infinito e absoluto.

B: Mas o absoluto para Kant n#o significa que o espago seja o sensorium de

Deus?03,

105 ¢f ABBAGNANO, N., 1960, p. 330 2 333.
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Prof.: Nido. No crificismo, ele ¢ absoluto por ser o sensorium transcedental do
sujeito cognoscente. Kant, em sua formagdo, estudou ciéncias naturais ¢ para ele,
nesse campo, a autoridade méaxima era Newton. Pelas seguintes passagens da
Critica: “nfio € jamais possivel fazer-se uma representa¢do de que nio haja nenhum
espago, embora se possa muito bem pensar que n3o se encontre nele nenhum
objeto”, e alguns paragrafos depois, “o espago ¢ representado por uma grandeza
infinita dada”!%4, podemos inferir que, no criticismo, o espago € um receptaculo
infinito, e pode ser vazio. Porém, nfio existira espago se néo houver o sujeito, ja que
aquele € uma forma a priori deste. A realidade do espaco € uma condigdo subjetiva
que nos permite perceber tudo o que é externo a nos.

D: Como fica a objetividade da geometria no criticismo?

Prof.: Como ja foi dito aqui, uma intuigdo a priori ¢ transcedental serve de
fundamento para todos os conceitos da geometria. Assim, conforme Kant, “todos os
principios geométricos - por exemplo, que num tridngulo a soma dos dois lados é
maior do que o terceiro lado - ndo sdo jamais deduzidos de conceitos universais de
linha e tndngulo, mas da intuig#o, e isso de modo a priori e com certeza apoditica’105
B: Eu posso concluir disso que o espago pode ser uma ou oufra coisa, dependendo
da posigdo filosofica aceita? Se assim for, eu fico com a teoria de Kant, pois ela
consegue explicar, sem recorrer a inatismos, n&o s6 o espago percebido, mas também
como essa percepedo se conforma as leis da geometria euclidiana.

Prof.: Sera? Imaginem um sistema de coordenadas tridimensional. Esse sistema,
desenvolvido por Descartes, € apenas uma outra forma de manifestagio do sistema
da Geometria Euclidiana, concordam? Pois bem, imaginem um solido cujo ponto
mais proximo da origem esteja & distdncia d daquela origem. Agora, realizem uma

translagio desse solido de forma que o ponto mais proximo da origem fique a

104 KANT, L., op. cit., p. 41.

163 KANT, L., op.cit, p. 4L
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distancia d’ dessa origem e 4> > d. Esse corpo teve suas medidas - arestas, area
superficial e volume - alterados?

C: E evidente que n3o.

Prof.: Bem, entdo agora imaginem esse mesmo solido bem préximo do nariz de
vocés. Agora, afastem-no bastante desse referencial. O tamanho percebido se

alterou?

_m

B: Entdo, o espago percebido ndo segue as mesmas propriedades do espago
euclidiano?!? Quando isso foi percebido pela primeira vez?

Prof.: No final do século passado. Entéo, ¢ legitimo inferir a identidade entre espago
fisico, psicoldgico e geométrico?

B: Vejamos: o espago fisico depende do modelo adotado para o espago real, se € que
o espago real existe... A Fisica toma emprestado esses modelos da Geometria. Mas,
o espago percebido, ou seja, o espago psicologico, ndo obedece as propriedades da
geometria euclidiana. Entéio, no podemos inferir por tal identidade.

Prof.: Husserl'% faz uma diferenciagfio interessante entre espago vivido - do qual
percebemos todas as particularidades e nuances - e espago puro, do qual sdo
abstraidas todas as particularidades, ficando somente com o que ¢ invariante, isso é,
a extens#o. Segundo esse autor, ¢ com o espago puro que trabalham as disciplinas
matematicas.

B: Por toda essa discussdio, podemos concluir que a Geometria nio tem o
compromisso de expressar a realidade do espaco.

Prof.: “Em uma interven¢do no coléquio InterlREM de Tailleville (junho/ 1977)
sobre a ‘Introducdo de uma Perspectiva Histérica no Ensino da Matemética’ Brigitte
Senechal recordava que a Geometria era o estudo das figuras do espago antes de ser
o estudo do espago. Somente no século XIX, com Riemann e Klein, o espago

aparece como objeto geométrico; antes disto ele era apenas o lugar dos fendmenos

106 HUSSERL - op. cit., p. 2.
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geométricos, € 0 conceito de espago participava mais do dominio filoséfico do que
do dominio geométrico.”107

D: Fazendo uma sinopse, podemos afirmar que Saccheri e Lambert encontraram
como dificuldade para desenvolver seus trabalhos a concepgdo de que a geometria
euclidiana era uma verdade inquestiondvel e a unica geometria possivel, pois
expressava a identidade das leis matematicas com as do mundo fisico. Lambert atina
com a possibilidade de tridngulos construidos sobre a esfera, os quais, por sinal, ja
eram conhecidos desde a Grécia Antiga, mas ganham destaque na ciéncia, com a
trigonometria esférica, na época das grandes navegacOes. Porém, a inexisténcia de
uma medida absoluta na geometria foi um entrave para os trabalhos de Lambert, pois
como pensar na possibilidade da invengdo de uma medida absoluta na Geometria se
na euclidiana - esse saber tido como o reflexo da realidade - ndo havia nada igual?
A teoria do conhecimento de Kant propde um sujeito ativo € criador no ato de
conhecer. O conhecimento ndo ¢ mais o reflexo da realidade, mas o que o individuo
percebe dessa realidade, ou seja, ndo h4 uma correspondéncia biunivoca entre
verdade Ontica e conhecimento. Com o criticismo, as verdades da geometria nio
mais referem-se as coisas em si e ela passa a ser um conhecimento que s6 existe
porque existe o sujeito cognoscente. Logo, pode-se até pensar em inventar algo
como uma medida absoluta dentro de uma geometria que nio seja a euclidiana.
Porém, para Kant, o espago percebido era euclidiano, o que ja vimos ndo ser
verdade, pois existe uma diferenciagiio entre o espago percebido, o fisico e o
geométrico.

C: Considerando toda essa explanag@o de D mais os trabalhos de Kligel, nos quais é
sugerida a inexisténcia de uma demonstracio para o quinto postulado de Euclides,
poderiamos tenfar inventar uma geometria na qual seriam utilizados os postulados

mais cadticos possiveis, como por exemplo um que afirmasse a existéncia de varias

107 BKOUCHE, R., in SENECHAL, B., 1980.
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retas paralelas 4 uma reta dada, todas passando por um mesmo ponto nio
pertencente 4 esta reta dada, ou seja, uma negacéo do quinto postulado de Euclides.
Prof.: Como ficaria a axiomatica de uma geometria que utilizasse esse seu
“postulado cadtico”?

B: Ela conteria os nove axiomas, 0s quatro primeiros postulados, um quinto
postulado que seria algo como “dada uma reta / ¢ um ponto P no pertencente a I,
podemos tragar ac menos duas retas paralelas a / que passam por P”, além das vinte
e oito primeiras proposi¢des dos Elementos e outras que demonstrariamos utilizando
esse novo postulado.

Prof.: Esse novo postulado corresponde ao utilizado por Saccheri para tentar
demonstrar o quinto postulado de Euclides. Ja temos algumas consequéncias dele,
quais sdo?

C: Em um tridngulo a soma das medidas dos angulos internos ¢ menor que 180°.

D: Nessa nova geometria ndo existem figuras semelhantes que nfo sejam
congruentes.

A: Em um quadrilatero, cujos lados perpendiculares & base possuem a mesma
medida, os dngulos do ‘topo’ sdo congruentes.

B: Ah, a soma dos dngulos internos de um quadrilatero é menor que 360°.

Prof.: Muito bem! Os fatos enunciados por vocés pertencem as geometrias nio-
euclidianas. Gauss, Lobatschewski e Bolyai foram os inventores desse novo tipo de
geometria.

D: Entéo ¢ isto a geometria ndo-euclidiana! Que coisa simples!

A: Desculpe-me professora, mas o que vocé quer dizer com “inventores de uma nova
geometria”’? Como pode alguém inventar uma geometria? Pode-se descobri-la, mas
mventar...

B: A, por favor, deixe de ser platénico.

C: Gauss, Lobatschewski e Bolyai trabalharam juntos na construgdo das geometrias

ndo-euclidianas?
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Prof.: Nao. Struik, em seu livio Histéria Concisa das Matemdticas, disserta sobre o
aparecimento das geometrias ndo-euclidianas e expressa-se da seguinte forma sobre
0 assunto: “¢ notavel como as novas idéias surgiram independentemente em
Gotinga, Budapeste e Kazan, no mesmo periodo, depois de uma incubacdo de 2000
anGS“‘IOS

A: Talvez, houvesse alguma “coisa no ar’que propiciasse esse surgimento
simulténeo...

B: A, onde vocé esteve durante essas cinco aulas? A Matematica ndo é um campo do
saber alienado do resto do mundo. As pessoas que produzem esse saber possuem
uma vida extra-académica pela qual relacionam-se com outros campos da produgio
humana - cientifica, artistica, técnica, politica, etc.

D: Durante séculos, desde a Antiguidade, a geometria euclidiana era o conhecimento
que refletia as verdadeiras leis do universo. Na Idade Moderna, Galileu e Newton
realizaram, explicitamente, a relagdo geometria/leis da fisica, ou seja, geometria/leis
do universo. Com o advento do empirismo nos séculos XVII e XVIII essa relagfio
comega a ser contestada. As verdades geométricas sio consideradas dogmaticas.
Enquanto a fisica aproxima-se, cada vez mais, das ciéncias empiricas, a Geometria ¢
a Matemética em geral vio buscar seus proprios fundamentos. Temos ai a separagio
entre Geometria e Fisica, depois de milénios de unifio. Os matematicos - profissdo
entdo institucionalizada - apesar de buscarem os fundamentos da matemaética ainda
consideram-na o reflexo da realidade do mundo fisico. Com a teoria do
conhecimento de Kant, o conhecimento deixa de ser puro reflexo da realidade. Além
disso, o criticismo abre a possibilidade da existéncia de uma forma de pensamento
que ndo se submete a realidade empirica, qual seja, o pensamexito 6gico. Todos
esses fatos podem ter influenciado o surgimento das geometrias nfo-euclidianas.

A: A teoria de conhecimento de Kant? Ela afirma que o espago € uma intui¢do a qual

necessariamente segue a geometria euclidiana. ..

108 STRUIK, D. J., op. cit., p. 271.
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B: 4 tem razdo. Na Critica da Razdo Pura, Kant afirma que “a geometria percorre o
seu seguro caminho mediante meros conhecimentos @ priori, sem precisar pedir a
Filosofia um atestado concernente a descendéncia pura e Iegitima do seu conceito
fundamental de espago. No entanto, o uso do conceito refere-se, nesta ciéncia,
apenas ao mundo sensivel externo, do qual o espago é a forma pura de sua intuigio e
no qual, portanto, todo o conhecimento geométrico, por fundar-se sobre intuicdo a
priori, possui evidéncia imediata, sendo os objetos dados a priori (segundo a forma),
pelo proprio conhecimento, na intuicdo.”19 Nio vejo evidéncia nenhuma nessas
possiveis paralelas 4 uma reta dada, as quais passam, todas, por um mesmo ponto
ndo pertencente a essa reta.

Prof: Depende do que vocé estd entendendo por “evidente”: se algo passivel de
visdo, como era entendido pelos antigos gregos, ou se algo logicamente dado. Parece
que os matematicos do final do século XVIII e inicio do XIX, concebiam a
“evidéncia” no primeiro sentido. Essa concepgo foi, sem divida, um dos motivos
da dificuldade de aceitagéio das novas geometrias pela comunidade matematica, e
também o motivo o qual levou Gauss a ndo publicar suas descobertas acerca dessas
geometrias, pois ele tinha consciéncia de que a filosofia dominante entre os
matematicos era a kantiana. Como Gauss havia previsto, quando os matematicos
souberam da invengdo das geometrias nfo-euclidianas, opuseram-s¢ a elas.
“Comegaram por dizer ndo ser possivel que a geometria euclidiana fosse somente
uma de muitas geometrias, e ndo a geometria do universo, nem que uma geometria
matematicamente valida se baseasse num postulado que ndo era uma verdade
evidente. Principalmente o segundo ponto custava a aceitar, porque, se um Bolyai,
um Gauss, um Lobatschewski podiam inventar um postulado que nada tinha que ver
com a realidade nem com o senso comum e derivar dele um sistema matemético

logicamente valido, forgoso era concluir ser a matematica, também, uma invengéo.

109 KANT , I, op. cit., p. 77.
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Em particular, a geometria de Euclides era uma invengfio, embora mais conforme o
senso comum do que a de Lobatschewski. 110

C: Ou seja, mesmo depois do surgimento das geometrias ndo-euclidianas, ndo foi
facil derrocar a concepgfio de que a geometria euclidiana era uma verdade tnica e
inabalavel, e o criticismo teve uma participagio nessa dificuldade. Mas, por outro
lado, a teoria do conhecimento de Kant afirma: “primeiro, que as coisas fisicas ndo
sdo demasiado coisas, ndo tém esséncia rigida, mas que se deixam elaborar em
formas que ndo s3o as que tém por nascimento. Segundo, que o homem possui uma
intimidade criadora capaz de inventar um mundo para si com formas novas para os
objetos, imprevisiveis por qualquer lei fisica, de maneira semelhante se di na vida
mental. E assim se realiza a possibilidade de constuir diversas geometrias.” 11!

Prof: Ha uma passagem nos Prolegomenos na qual podemos interpretar a
impossibilidade da invengfio de uma geometria diferente da euclidiana. Nela, Kant
escreve: “as proposigdes da geometria ndo podem ser relacionadas com as
determinagdes de uma simples criagdo de nossa fantasia poética e nem seguramente
com objetos reais (...). A sensibilidade, cuja forma a geometria toma para
fundamento, ¢ a condigdo de possibilidade dos fenémentos externos, nio podendo,
portanto, estes conter outra coisa sendo o que a geometria lhes prescreve”112.

D: O que ele quer dizer com fantasia poética?

Prof.: Vocés estdo lembrados do que significa atividade poética para Tetens?

A: Toda a atividade criadora, inclusive a cientifica.

Prof.: Apesar da interpretagdo da teoria do conhecimento de Kant, realizada pelos
matematicos da época, dificultar a aceitagdo das novas geometrias, podemos
perceber a influéncia dessa mesma teoria na formagdo das geometrias ndo-
euclidianas, por uma afirmagdo de Lobatschewski: “na realidade, na natureza, nds

conhecemos apenas o movimento, ¢ ele que possibilita a percepgdo através dos

110 GUILLEN, M., 1987, p. 119
HIBACCA, D. I, op. cit., p. XLIX.

112 K ANT, L, “Prolegbmenos” in Os Pensadores, Ed. Abril Cultural, SP, 1974 . p. 123 ¢ 124.
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sentidos. Todos os outros conceitos, por exemplo aqueles da geometria, sdo
produzidos artificialmente por nosso espirito e tirados das propriedades do
movimento, € por esta razdo, o espago ele mesmo, ndo existe para nos.”1* Ou seja,
Lobatschewski entendia o conhecimento geométrico como algo produzido pelo
sujeito ¢ dependente deste, uma concepgdo de conhecimento tipicamente kantiana,
apesar de negar explicitamente a nogfio kantiana de espago.

C: Entdo, a filosofia kantiana, a0 mesmo tempo, favoreceu e dificultou o surgimento
das geometrias nio-euclidianas?

Prof.: Parece que fol isso mesmo o que ocorreulls,

A: Nio sei se concordo com toda essa interferéncia externa na produgio da
matematica.

D: Como vocé explica a invengdo das geometrias ndo-euclidianas na mesma época,
em lugares tdo diversos e por pessoas que produziram seus trabalhos
independentemente umas das outras?

A: “Em mateméatica ¢ bem conhecida a situagdo na qual alguns pesquisadores,
trabalhando independentemente e desconhecendo-se uns aos outros, acabam
envolvendo-se na discussdo referente a prioridade de suas descobertas. Para o
historiador da ciéncia esse fato ¢ interpretado com base na convicgdo de que a
matematica ndo ¢ resultado do acaso de manipulagSes incertas que, de modo cadtico
¢ imprevisivel, conduz i emergéncia do novo conhecimento matematico. A

matematica desenvolve-se de modo harmonioso e comensuravel”!5,

13 LOBATCHEVSKI, N. 1. apud BKOUCHE, R., 1982, p. 35.

114 FANG, J. ¢ TAKAYAMA, K. P (1975 - pp 261 - 282) expdem um ponto de vista complementar a este.
Estes autores apontam para uma relagfio entre a primeira concepgdo subjetivista de espago proposta por Kant
em seus primeiros trabalbos, na qual ndo ¢ pressupostol nenhum apriorismo e a criagio das geometrias ndo-
euclidianas. No incorporamos este ponto de vista ao texto, devido ao fato de nfio termos conseguido ter
acesso a estes primeiros trabalhos de Kant.

115 BARABASHEYV, A. - “O empirismo como wm fendmeno historico da filosofia da matematica” - Revue
Internationale de Philosophie - Vol. 42 - n® 167 - abril/88 - traducfio de Antonio Miguel. O autor desse
artigo considera que: “talvez | a existéncia de descobertas independéntes e simultdneas seja  apenas uma
premissa da historia da matematica, ¢ sua rejeicdo teria gerado uma histéria da matemdtica completamente
distinta da que possuimos atualmente”,
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D: Entdo responda-me: a transformagio da matematica de um saber prescritivo para
um conhecimento que se utiliza do método dedutivo é explicado somente pela
histonia interna da matematica? Lambert e Saccheri repudiaram as conclusdes de
seus trabalhos. A maneira internalista de reconstitui¢do histérica nos oferece algum
indicio do porgué de tal atitude?

A: Pensando dessa maneira, fatores externos também foram importantes no
surgimento dessas novas geometrias, mas néo devemos ignorar os fatores internos...
Prof.: Muito bem colocado, 4. Ndo podemos, por exemplo, negar que o estagio de
desenvolvimento da trigonometria esférica, na é€poca, teve uma importincia
primordial nos trabalhos de Lobatschewski e Bolyai, pois tanto um como o outro
ficaram parcialmente persuadidos da consisténcia de suas teoria quando perceberam
que a trigonometria desenvolvida por meio delas era igual as fungdes de
trigonometria hiperbolica esférica desenvolvida por Lambert em 1766.

B: O qué? Lambert desenvolveu uma trigonometria hiperbolica esférica em 1766 e
nfo percebeu a conexdo entre ela e seus trabathos de tentativa para a demonstragio
do quinto postulado euclidiano?!?

Prof.: Parece que ndo. “Embora tenha utilizado essas fungdes em seus trabalhos de
astronomia, aparentemente, Lambert nunca se perguntou qual espécie de tridngulo
obedeceria as leis da trigonometria hiperbdlica esférica”''s. Porém, Bolyai e
Lobatschewski perceberam essa conexfo. Tal percepcéio levou esses matematicos a
aceitarem os resultados que outros estudiosos, antes deles, rejeitaram, Além disso, a
seguinte afirmagfio de Lobatschewski “é bem conhecido que até esta data a teoria
das paralelas permaneceu incompleta. Os esforgos infrutiferos realizados desde os
tempos de Euclides ao longo de dois mil anos, tém me conduzido a supor que a
verdade a estabelecer [0 quinto postulado] ndo estd implicada nas nogdes

anteriores”!!’, demonstra que ele estava convencido da a inexisténcia de uma

116 GRAY, 1., 1987, p. 46, 47.

117 LOBATCHEVSKI , N. apud BKOUCHE, R. , op. cit., p. 33.
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demonstragio para o quinto postulado de Euclides. Ndo ha dividas de que as
tentativas de demonstragdo do postulado das paralelas, realizadas no periodo anterior
a Lobatschewski, foram importantes para seus trabathos.

C: Lobatschewski conhecia os trabalhos de Kligel?

Prof.: Segundo Trudeau, os trabalhos de Kliigel eram conhecidos pelos matematicos
inventores das novas geometrias ¢ propiciaram o surgimento dessas. Porém, segundo
Bonola, nio podemos inferir se Lobatschewski teve um contato direto com os
trabalhos de Saccheri e de Lambert, ou mesmo se conheceu os trabalhos de Kliigel.
D: Professora, vocé disse algo sobre Gauss ndo ter publicado suas descobertas?
Conte-nos mais sobre 1ss0.

Prof.: “Gauss, matematico alemdo considerado por Felix Klein como o maior
gedbmetra do século XVIIL, consagrou ao problema das paralelas trinta e cinco anos
de sua existéncia. Tudo leva a crer que Gauss tenha chegado a conclusdio de que
seria possivel construir-se uma nova geometria - que ele denominara ‘ndo-
euclidiana’- baseada num postulado diferente do de Euclides. ‘O postulado das
paralelas’ - afirmava Gauss - ‘¢ indemonstravel, isto €, ndo pode ser deduzido dos
fundamentos do espago, exatamente porque adiciona um elemento novo a seus
fundamentos: logo, negando-se aquele postulado, ¢ possivel construir uma nova
geometria tdo logica e coerente quanto a geometria de Euclides.” A essa geometria
possivel deu Gauss o qualificativo de anti-euclidiana, depois de astral, por fim o de
ndo-euclidiana. (...) Por um singular excesso de prudéncia e receando a “gritaria dos
bedcios’ Gauss ndo publicou os resultados a que havia chegado.”!1#

C: Se ele ndo publicou seus trabalhos, como podemos saber se realmente chegou a
conclusio da impossibilidade de demonstragéio do quinto postulado de Euclides?
Prof-: Por suas correspondéncias, principalmente com Bolyai.

B: Mas vocé niio disse que eles trabalharam separadamente?

Prof.: “Gauss mantinha correspondéncia com Farkas Bolyai, pai de Janos Bolyai.

Este nitimo é que foi um dos inventores da geometria ndo-euclidiana. Farkas era

U SQUZA, J. C. M, op. cit.,, p. 38-41,
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professor de matematica em uma cidade de provincia da Hungria, “tinha estudado
em Gotinga ao mesmo tempo que Gauss. Ambos mantinham uma correspondéncia
ocasional. Farkas passou muito tempo tentando provar o quinto postulado de
Euclides, mas nfo chegou a qualquer conclusdo. O seu filho herdou esta paixio e
também comegou a frabalhar numa prova, apesar dos apelos do seu pai para fazer
outra coisa. (...) Janos Bolyai entrou no Exército e adquiriu a reputagio de um
oficial arrojado. Comegou a aceitar o quinto postulado como um axioma
independente e descobriu que era possivel construir uma geometria, baseada noutro
axioma, na qual, através de um ponto no plano, se pudesse tragar uma infinidade de
retas que ndo interceptassem uma linha nesse plano.”'® Em 1832, publicou seus
resultados em forma de apéndice em um livro de seu pai. Bolyai terminou seu
Apéndice construindo um circulo de éarea equivalente a de um quadrado e
enunciando o seguinte dilema: ou o axioma de Euclides é verdadeiro, ou a
quadratura do circulo ¢ possivel'?? Farkas escreveu a Gauss para que este ultimo
opinasse sobre as idéias arrojadas de Janos. Gauss respondeu entusiasticamente ao
trabalho de Janos, afirmando, porém, que nfo poderia aplaudi-lo, pois, se o fizesse,
estaria aplaudindo a si proprio, ja que havia chegado aqueles resultados ha alguns
anos. “O jovem Janos ficou profundamente desapontado com esta carta que o
elevava a dignidade de grande cientista, mas que lhe roubava a prioridade. O
desapontamento aumentou em razdo do pouco reconhecimento posterior, embora ele
continuasse a escrever sobre matematica, por exemplo sobre uma representagio
geométrica dos imaginarios. Ficou ainda mais irritado quando tomou conhecimento
do livro de Lobatschewskt através de uma traducio alemi de 1840; continuou uma
vida retirada até morrer, em 1860.7121

C: Em que ano Lobatschewski publicou sua obra?

19 STRUIK, D. J., op. cit., p. 269, 270.
120 Cf. BABARIN, P, 1928, p. 12.

121 thidem, p. 270.
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Prof.: Lobatschewski, com 33 anos de idade, tormou pablicos seus estudos sobre a
nova geometria em fevereiro de 1826, em sua comunicagio a Sociedade de Fisica e
Matematica de Kazan, de cuja universidade era professor. Porém, pode-se inferir
pelo manuscrito de seus livros sobre Geometria Elementar, que em 1823 ele ja sabia
da mexisténcia de uma prova para o quinto postulado. Lobatchevski nasceu em 1793
e foi o segundo filho de um modesto funcionario que morreu quando ele tinha sete
anos de idade. Depois da morte do pai, a familia mudou-se para Kazan, onde as
criangas poderiam ter instrucdo escolar. Com nove anos de idade, Lobatschewski
iniciou seus estudos secundarios gragas a uma bolsa conseguida por seus préprios
méritos. Em 1807 ingressou na universidade e cultivou com verdadeira paixio a
Matematica. Seus professores, percebendo que ele era um matematico em estado
potencial, dedicaram-lhe uma atencio especial. Entre esses professores estava J. M.
Bartels, antigo professor ¢ amigo fiel de Gauss. Em 1811, Lobatschewski obteve o
titulo de mestre, dois anos depois foi nomeado professor adjunto e rés anos mais
tarde, ou seja, com vinte e dois anos, catedratico titular de Matematica. Além de
professor titular de Matematica, era também administrador da biblioteca
universitaria. Em 1825 substituiu o administrador da universidade e em 1827 o
nomearam reitor. Francisco Vera, em seu livro Veinte matemdticos célebres, conta
que a universidade era a casa e a vida de Lobtschewski. Esse autor relata um fato
curioso em seu livro. “Uma manhd apareceu no vestibulo da universidade um
estrangeiro, que, dirigindo-se a um criado em mangas de camisa que varria o chio,
manifestou seu desejo de visitar o edificio. O criado ofereceu-se para servir de guia,
deixando o visitante assombrado pela precisdo com que respondia a suas perguntas,
o que o fez acreditar que o atraso do povo russo era fantasia inventada pelos jornais
ocidentais. Facil € imaginar a estupefagio do estrangeiro - que era um representante
diplomatico de passagem por Kazan - quando naquela noite, em um banquete oficial
dado em sua honra, reconheceu ao ser apresentado ao reitor da universidade, o mogo

da limpeza que pela manhd lhe havia servido de cicerone.”?2 Porém, por razdes

122 yERA, F., 1961, p. 137.
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ainda ndo esclarecidas, em 1846, Lobatschewski foi destituido de seu cargo de reitor
e também de professor da universidade. Em 1855 apresentou o original de sua
Pangeometria, manuscrito em russo e em francés por outra pessoa, porque na época
estava quase cego. No ano seguinte morreu esse que foi um dos primeiros homens a
desafiar os dogmas da geometria euclidiana.

C: Entdo “existiu um elo em tudo 1sso: Gauss, em Gotinga, era colega de estudo do
velho Bolyai e o professor de Lobatschewski em Kazan fora J. M. Bartels, que tinha
sido um dos professores de Gauss.”!?? Lobatchevski ndo teria tomado contato com os
trabathos de Gauss através de seu professor?

Prof.: Segundo Morris Kline!?4, tanto Lobatschewski como Bolyai devem muito de
seus frabalhos a Gauss. Conforme Kline, Bartels deve ter comunicado a
Lobatschewski o avango nos trabalhos sobre as geometrias nfo-euclidianas
desenvolvido por Gauss, enquanto Bolyai teria tido noticias desse trabalho por meio
de suas correspondéncias com Gauss. Portanto, na visdo de Kline, foi Gauss o nico
inventor das geometrias ndo-euclidianas. Bonola discorda dessa visdo. Segundo ele,
“antes de 1807, Gauss tentou resolver o problema das paralelas e, de seus esforgos
até esta data, nada tinha nascido além do desejo de superar os obstaculos aos quais
suas pesquisas o conduziram. Desse modo, qualquer coisa que Bartels pudesse ter
aprendido de Gauss antes de 1807, seria de uma caracteristica negativa. Sobre a
opinido posterior de Gauss, parece completamente certo que Bartels ndo teve
noticias dela, assim nos podemos ter certeza que Lobatchevski criou sua geometria
completamente independentemente de qualquer influéncia de Gauss.”'?* Bonola
afirma também que Gauss ndo pode ser considerado um dos inventores da geometria
nio-euclidiana, uma vez que ndo publicou seus resultados sobre essa nova
geometria. Mas Gauss manteve contato com outros pensadores que também

analisaram o postulado das paralelas. “Schweikart, que era jurista e cultivava a

123 STRUIK, D. 1, op. cit,, p. 271

124 KTINE, M., 1972.
125 BONOLA, R., op. cit.,, p. 91,92
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Geometria, fez chegar is mios de Gauss uma teoria { que ndo se animou a publicar)
na qual mostra, com notavel e invulgar clareza, a possibilidade de ser construido um
novo edificio desligado em seus fundamentos da proposigéo euclidiana. Um segundo
analista, Taurinus, sobrinho de Schweikart, embora convencido da verdade absoluta
do V postulado, pregava a possibilidade l6gica de serem aceitas as hipéteses ja
contidas nos estudos de Saccheri ¢ Lambert.”12¢

A: Toda essa conversa estd muito inferessante, mas qual a garantia de que esse novo
sistema axiomatico é consistente, ou seja, ©O que nos garante que um sistema
axiomatico estruturado sobre as definigbes, os axiomas, os postulados 1 a 4 ¢ a
negacéo do quinto postulado de Euclides ndo nos leva a teoremas contraditorios?
Prof.: Otima pergunta! Podemos ter certeza dessa consisténcia?

B: Professora, nosso tempo de hoje esta acabando. Poderiamos discutir essa questdo
no préoximo encontro?

Prof.: Pode ser. Até 14, pensem sobre esse assunto para que possamos conduzir esta

discussio.

126 SOUZA, J. C. M., op. cit., p. 39.
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AULA VI

C: Caros colegas, creio que consegui uma prova logica da consisténcia das
geometrias nfo-euclidianas.

Prof.: Uma prova l6gica? Em quais leis da 16gica ela esta embasada?

C: Na lei do terceiro excluido e na lei da contradigio.

A: O qué? Novamente demonstragdo por absurdo?

C: Novamente...Como todos devem estar lembrados, essa demonstragio ¢ feita pela
negacdo da tese, 0 que conduz a uma contradi¢gdo e a conclusio de que a tese ¢
verdadeira. Bem, a geometria ndo-euclidiana estd assentada sobre as defini¢es,
axiomas, 0s quatro primeiros postulados e a negagdo do quinto. Se alguma
contradi¢do for deduzida dessas premissas, entdio tal dedugfio pode ser vista por um
outro angulo, como a prova por absurdo do quinto postulado! Logo, se a geometria
ndo-euclidiana for inconsistente, a geometria euclidiana também o sera. Estio vendo,
eu tinha razdo, o quinto postulado € realmente independente dos demais.

Prof.: Magnifico C !

B: Professora, vocé realmente sabia da inexisténcia de uma demonstacfio para o
quinto postulado de Euclides e nos fez perder todo esse tempo procurando algo
inexistente!

Prof.: Todos concordam que foi perda de tempo?

B: Claro que foi. Poderiamos ter visto muito mais conteiido, mais teoremas...

D: Desculpe-me B, mas essa sua visfo de educagio € muito estreita. Neste processo
de problematizagdo histdrica do quinto postulado, tivemos a oportunidade de refletir
sobre nossas concepg¢des filosoficas de mundo, discutirmos e, muitas vezes,
reformularmos essas concepgdes frente a problemas que nos eram colocados. Vocé

mesmo, no inicio deste curso era um kantiano convicto, agora...
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C: Além de haver uma diferenga qualitativa entre este processo € as disciplinas que
normalmente fazemos no curso de licenciatura em matematica. Nas outras, ficamos
o tempo todo decorando teoremas e demonstragSes. Nessa, devido ao problema
levantado por voc€, tivemos a necessidade de procurar nossos proprios caminhos
para demonstragdes e, conseqiientemente, a fundamentagfo destes caminhos o que
nos levou a pesquisar muito ¢ descobrir varios fatos da geometria, tanto nos livros,
como em nossas proprias tentativas de demonstragio.

A: Isso sem falar de toda a discussio filosofica e historica inerente a este processo.
Normalmente, no ensino de matematica, ndo temos a oportunidade de discutir as
relagdes da matematica com outros campos do saber, desenvolvendo, assim, uma
percepgdo erronea de que a matematica paira acima de qualquer atividade humana.
Dewvido a essa concepgdo desenvolvida, acostumamo-nos a ndo pensar criticamente a
matematica e muito menos em suas utilizagBes sociais. Toda esta discussio me fez
perceber o dinamismo interno da matematica e os modos como ela se relaciona com

os outros campos do saber.
1

Prof.: Concordo com seus colegas, a educagio nfo deve ser entendida como uma
mera transmissdo de conteidos meticulosamente separados em diversas disciplinas e
em diferentes séries. Tal transmissfo pressupde um sujeito passivo no ato de
conhecer. Ndo estamos mais na época de Aristételes, nem na dos empiristas da Idade
Modema. Acredito que as pessoas tenham acesso ao conhecimento de forma ativa.
Toda a educagio, inclusive a matemética, deve proporcionar situagdes nas quais o
individuo possa refletir sobre suas crengas, perceber as origens destas, e poder optar
de forma consciente entre supera-las ou n#o. Isso ndo é possivel se acessarmos o
legado cultural, do qual a matematica faz parte, de maneira fragmentada, acritica e a-
historica. Além deste objetivo maior, estamos buscando, aqui, ndo aprender a usar a
matematica de maneira mecénica, mas fazer, criar, inventar caminhos para a
matematica. Com estes novos caminhos, poderemos alterar a realidade, tanto a

externa quanto a interna a matematica. Por sua vez, a realidade alterada exigira de
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nos outras formas de conceber a matematica e, outra vez, buscaremos novos
caminhos, num processo dindmico e infinito.

B: Desculpem-me, fui precipitado em minhas conclusdes. Pensando bem, o desafio
colocado pela problematizag8o historica da possibilidade, ou nfo, de provar o quinto
postulado criou em mim um envolvimento no processo de aprendizagem raro em
nosso curso de licenciatura e tudo isto me deixou muito ansioso.

Prof.: Nio precisa se desculpar B. Vocé colocou 0 que estava sentindo em relagio
a0 nosso curso e, assim, todos nos pudemos pensar sobre nossos proprios
sentimentos. Isso também faz parte do processo de aprendizagem.

A: E por falar em sentimentos, estou com um sério problema. N#o consigo
visualizar, nem mesmo intuir este quinto postulado da geometria de Lobatchevski.
Como seria a figura de duas retas paralelas a uma reta dada passando por um ponto
fora desta reta dada?

Prof: Ah, E evidente A. (risos). Seria algo assim:

(lousa)

C: Como alguém pode pensar numa coisa dessa como sendo duas retas paralelas?

D: “Lobatschewski, obviamente, ndo construiu seus argumentos a partir da figura:
desenvolveu logicamente uma feoria que contradiz o que estamos acostumados a ver
em desenhos. Esta contradi¢o entre as possibilidades 16gicas e a representacfio
~visual ¢ um grande obsticulo que devemos superar para compreender o

desenvolvimento da geometria.”127

127 MORENO, L. E BROMBERG, S, op. cit., p. 39.
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Prof.: Lobatschewski ndo se ateve ao conceito grego de evidéncia - o que se pode
ver com o0s olhos ou com a intuigdo - e utilizou o conceito de evidéncia lgica - o
que se pode concluir com o raciocinio 16gico.

B: Isso sem falar da intuigfio geométrica...

Prof.: “A descoberta da possibilidade de uma geometria ndo-euclidiana teve por
efeito colocar em questdio a intuiglio geométrica como a fundadora do rigor. Até o
inicio do século XIX, a construg@io euclidiana se mostrou como o lugar exclusivo do
Tigor matematico € tornou-se o modelo, talvez Gnico, de uma teoria solidamente
fundamentada.”128

C: E estranho... “A possibilidade de uma geometria ndo-euclidiana colocou em
questdo o raciocicio fundamentado sobre a intuigdo geométrica. Ao mesmo temypo,
seus fundadores Gauss, Lobatschewski e Bolyai utilizavaram-se de um método do
tipo euclidiano para desenvolver suas geometrias”12°

Prof.: Muito bem observado C. Esse fato colocou o problema de se determinar novas
regras de raciocinio que assegurassem a validade das demonstragdes.

A: E como sdo as demonstragdes das geometrias ndo-euclidianas?

Prof.: Como disse C, elas seguem o modelo euclidiano. No entanto, nelas n#o
podemos utilizar o método de visualizagio, nem da intuigio geométrica como
validagdo das conclusdes. Vamos estudar alguns fatos da geometria de
Lobatschewski para compreendermos melhor o significado de nfo utilizar a
visualizagfo € a intuigdo. Primeiro vamos definir dngulo de paralelismo. Seja b uma
reta dada e A um ponto fora dela. “ Podemos tragar por A a reta perpendicular a b.
Seja D o ponto de intersegdo entre a perpendicular e a reta b. Agora tracemos a

perpendicular ao segmento AD pelo ponto A. Seja AE o segmento perpendicular a
AD.

128 BKOUCHE, R., 1982 - p. 41.

129 Thidem, p. 42.
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Na regidio do angulo reto EAD estio todas as linhas retas as quais passam pelo
ponto A ¢ encontram a linha b, como por exemplo E, ou mesmo outras, como a
perpendicular AE que nfo interceptam a reta dada. Assumiremos que podem existir
outras retas, como por exemplo fia as quais ndo cortam b, mesmo quando
prolongadas. Entre as linhas que cortam a reta dada e as que néio cortam, deve haver
uma reta limite AHH, paralela a b, de forma que todas as retas que estiverem de um
dos lados de AH serio paralelas a b e todas as que estiverem do outro lado
interceptardo b. O angulo HAD entre a paralela Aflea perpendicular AD ¢ chamado
de angulo de paralelismo, o qual designaremos por I1(p) para AD =p.

Se Ii{p) € um dngulo reto, entdo o prolongamento de AE sera paralelo  reta b.

Se Il(p) for menor que um angulo reto, entdo, do outro lado de AD, fazendo um
mesmo dngulo DAK = I'l(p) estara a reta AR paralela a reta b.

Sobre essa hipétese nos devemos fazer uma distingdo entre lados em
paralelismo.”13¢

D: Em sua exposigdo, pude perceber trés tipos de posigdo de retas em relagfio a uma
reta dada: as que iterceptam-na; as que ndo a encontram e a que ¢ o limite entre
estes dois tipos.

Prof.: Ao primeiro tipo chamamos de retas secantes, ao segundo hiperparalelas. As

retas limite sdo as paralelas & reta dada.

130 LOBATSCHEWSKI, N. , p. 13 in BONOLA, R, 1955
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B: Essas sdo as paralelas que se encontram no infinito?

Prof.: Exatamente.

C: Esses fatos da geometria de Lobatschewski que acabamos de estudar, levam-me a
concluir que as geometrias ndo-euclidianas derrubaram a nogdo kantiana de
geometria. Segundo Kant, o espago euclidiano de trés dimensfes ¢ uma intuigfio
pura, um dado incontornavel da representagdo humana. Porém, as geometrias ndo-
euclidianas sdo, a0 mesmo tempo, incontestivels € no entanto irrepresentaveis, o que
contradiz a teoria de Kant.

Prof.: As geometrias ndo-euclidianas ndo sdo urepresentaveis.

B: A representagdo a qual Kant se refere ndo é necessariamente visual, mas uma
representacdo que estd presente toda vez que chegamos a qualquer tipo de
entendimento. Uma passagem da Critica tlustra bem esse fato: “o entendimento é,
falando de modo geral, o poder de conhecimentos. Estes consistem na relagfo
determinada de representagdes dadas a um objeto™ 3!,

C: Pois bem, vamos considerar de outra maneira. A meu ver, com o evento das
geometrias ndo-euclidianas, a geometria, em geral, deixou de ser um conhecimento
que reflete a realidade do espago fisico ¢ passou a ser uma construgio logica
organizado em forma de sistema axiomatico. JA vimos que podemos estudar os
sistemas axiomaticos de duas maneiras, quais sejam, o estudo seméntico de suas
sentengas, isto €, dos axiomas e teoremas, ou o estudo sintatico das mesmas. Se
considerarmos a geometria como sendo um comstructo logico destituido de
significados, estaremos fazendo uma analise sintatica de suas proposi¢des e estas,
por referirem-se apenas a leis da légica, serfo analiticas e nio sintéticas como
afirmava Kant. Se, por outro lado, trabalharmos semanticamente com as proposi¢des
das diferentes geometrias, elas passarfio a ter um cariter empirico e, assim, a
geometria nfo serd um conhecimento a priori.

B: Se estivermos no referencial tedrico kantiano, suas argumentagbes ndo tém

sustentag@o. Vejamos primeiramente o problema das proposigdes serem analiticas ou

BIKANT, L, op. cit,, p. 84
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sintéticas. Segundo Kant, sintese é toda conjungiio - entendida como um ato de
espontaneidade da capacidade de representagdo - dos multiplos que formam um
conceito. Toda a andlise - pressupde uma sintese’32. Logo, mesmo que fagamos um
estudo unicamente sintatico das proposi¢des da geometria, estas continuardo a ser
sintéticas, j4 que sem uma sintese inicial nfio ¢ possivel fazer-se analise alguma.
Vejamos, agora, sua fala sobre a geometria se transformar em um conhecimento
empirico. Essa sua fala demonstra completo desconhecimento do criticismo. Vou
citar um trecho da Critica da Razdo Pura para vermos se vocé compreende o
disparate de seu argumento: “Todos os conceitos matematicos ndo sdo por si
conhecimentos, a menos que se pressuponha a existéncia de coisas que possam
apresentar-se somente segundo a forma daquela intuigdo sensivel pura. Coisas no
espago € no tempo s3o, porém, dadas somente enquanto sdo percepgles
(representagdes acompanhadas de sensagdo), por conseguinte, através de
representagdo empirica. Consegiientemente, os conceitos puros do entendimento,
mesmo quando aplicados a intuigdes a priori (como na Matematica), produzem um
conhecimento somente enquanto tais intui¢les - €, por conseguinte, através delas,
também os conceitos puros do entendimento - puderem ser aplicadas a intuigdes
empiricas”!33. Portanto, meu caro C, tanto sua primeira conclusdo, como a segunda
ndo possuem o menor fundamento.

C: E o que vocé me diz daquela histéria de que a sensibilidade dos fendmenos
externos, nfio pode conter outra coisa sendo o que a geometria lhes prescreve?

B: Foi um equivoco ocasionado pelo desconhecimento das geometrias néo-
euclidianas, as quais, diga-se de passagem, néo tinham ainda sido inventadas quando
Kant escreveu essas idéias.

C: Entdo, vocé tem que concordar que as geometrias ndo-euclidianas derrubaram o

apriorismo kantiano de espago.

132 ¢f KANT, 1, op. cit,p8l e82.

133 hidem, p, 88 ¢ 89.
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D: Desculpe-me C, mas acho que vocé estd sendo simplista demais nessas suas
coloca¢Bes. Vimos, na aula passada - e vocé mesmo fez esta observagio - que a
elaboragio de um novo discurso, por mais coerente que possa ser, ¢ insuficiente para
suplantar uma verdade estabelecida. Discutimos como as geometrias ndo-euclidianas
ficaram olvidadas durante muito tempo, porque a euclidiana era considerada uma
verdade incontestavel e o criticismo, de alguma maneira corroborou essa
incontestabilidade. Nio vejo como o surgimento das geometrias ndo-euclidianas
pode, sozinho, derrubar o apriorismo kantiano, posto que o consideremos uma
verdade estabalecida na época do surgimento dessas geometrias.

Prof.: D tem razdo. A aceitagfo pela comunidade matematica das geometrias nio-
euchidianas e a utilizagio de seu discurso para refutar o apriorismo kantiano inserem-
se em um contexto maior do que somente uma disputa entre matematicos kantianos ¢
ndo kantianos. Até aproximadamente 1870, as geometrias ndo-euclidianas eram
consideradas uma aberragio do conhecimento matematico. Por essa época, os ideais
do Liberalismo econdmico, o naturalismo cientifico e as teorias da evolugio de
Darwin comegaram a colocar em questdo tudo o que fosse a priori - os direitos
naturais; a autoridade de algumas leis cientificas; as leis que pregam a ética
humanitaria. A {nica lei que passou a ser aceita era a da luta pela sobrevivéncia,
sobrevivéncia do mais forte. E nesse contexto que as geometrias ndo-euclidianas
ganharam status de saber cientifico e foram utilizadas para rebater as teses
aprioristicas colocadas por Kant na Estética Transcedental.

A: O que foi o naturalismo cientifico?

Prof.: Um movimento cientifico o qual pregava que principios racionais ndo
explicam o universo; que ndo ha verdades a priori; que a metafisica é um esconderijo
para a ignordncia; e que somente a experimentagio € a investigagiio cientificas
concretas produzem um conhecimento verdadeiro.

B: No final do século XIX, tanto a geometria euclidiana, como a nfo-euclidiana
eram consideradas verdadeiras? Como podem dois sistemas contraditorios serem

ambos verdadeiros?
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C: Com o desenvolvimento das geometrias alternativas, o problema de verdade
fisica se transforma no problema de coeréncia légica. E essa transformagio de
enfoque que torna possivel a coexisténcia de varias geometrias diferentes.

Prof.: Por outro lado, o problema de qual das geometrias corresponderia a verdade
fisica colocou-se na génese das geometrias ndo-euclidianas. Bolyai, Lobatschewski e
Gauss consideraram que a determinagio de qual das geometria seria a mais
adequada a explicagdo de fendmenos fisicos, s6 poderia ser realizada de maneira
empirica.

B: Esta forma de considerar a verdade ¢ tipicamente kantiana. Como ja vimos, para
Kant a razdo pode criar pensamentos, porém, somente com a validagdo empirica
estes pensamentos tornam-se verdades.

A: Sendo assim, o problema da verdade que se coloca com as geometrias ndo-
euclidianas ndo ¢ mais a da triplice unidade entre ser, verdade Ontica e verdade
ontoldgica. Alias, pelo estudado aqui, essa correspondéncia biunivoca ja deixara de
existir ha muito tempo em outros campos do conhecimento, devido as filosofias
empirista ¢ kantiana. Com essa Gltima, a verdade Ontica fica submetida a verdade
ontoldgica. O altimo reduto do determinismo racionalista era mesmo a matematica.
As geometrias ndo-euclidianas vém corroborar a nogdo kantiana de verdade.

Prof.: Lobatschewski tentou verificar qual das geometrias deveria ser utilizada
como modelo do mundo fisico. Utilizando-se de dados astrondmicos, calculou a
soma das medidas dos dngulos internos de um triingulo formado pela estrela Sirius e
outras duas, determinando que a diferenga entre esta soma e 180° era de 0,000372
segundos. Rosenfeld’>* informa-nos que, com os instrumentos da época,
Lobatschewski ndo pode calcular com maior precisiio essa diferenga que ¢ cerca de
cem vezes menor do que o matematico russo supunha. De qualquer maneira,
Lobatschewski concluiu que em tridngulos muito pequenos, tal diferenga devia ser
diminuta o suficiente para fundamentar a atitude que considerava os principios da

geomentria euclidiana como rigorosamente estabalecidos. Lobatschewski percebeu a

134 ROSENFELD , B. A., op. cit., p. 208.
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impossibilidade de uma determinagio empirica de qual geometria era a “verdadeira”,
ou seja, de qual pode ser usada, mais apropriadamente, para descrever o mundo
fisico.

A: Entdo, fica a nosso critério escolher qual geometria vamos utilizar como modelo
para o mundo fisico? E evidente que a geometria escolhida sera a que fornecer
mator simplicidade de céalculos.

Prof.: O matematico francés Henri Poincaré (1854-1912) sustentava uma posigio
analoga a sua, 4. Segundo ele, “a razdo tem suas preferéncias, porém estas _
preferéncias ndo tém um carater imperativo. Tem suas preferéncias pelo mais
simples, porque entre todas as coisas equivalentes, a mais simples é a mais cémoda,
Assim, nossas experiéncias seriam igualmente compativeis com a geometria de
Euclides e com a geometria de Lobatschewski, que supunha a curvatura do espaco
muito pequena. Escolhemos a geometria de Euclides, porque é a mais simples”13s

A: Podemos concluir que a impossibilidade de verificagdo empirica impde como
critérios de verdade o da coeréncia logica ¢ o da simplicidade?

Prof.: Néo podemos pensar na simplicidade como um critério de verdade, pois ele é
completamente subjetivo. O que ¢é simples para mim pode ndo ser para vocé. Além
disso, ha diferenga entre coeréncia légica e verdade em matematica. Coeréncia
refere-se somente a logica, enquanto, partir das geometrias nio-euclidianas, a
verdade em matematica comegou a ser entendida como a correspondéncia entre os
conceitos abstratos e a realidade empirica.

B: A teoria de Lobatschewski “foi aliada ao sensualismo e ao empirismo corrente,
compelindo a geometria a tomar seu lugar entre as ciéncias experimentais.”13¢ Mas
isso ndo significa que, novamente, tentou-se estabelecer uma correspondéncia direta
entre os objetos matematicos e a verdade dntica?

Prof.: Ndo, a nog¢do de modelo permitiu a interconexdo entre os conceitos e a

realidade sem que aqueles pretendessem expressar a verdade absoluta dessa.

135 POINCARE, E. ¢ EINSTEIN, A. (s. d.), p. 99.

136 BONOLA , R., op. cit., p. 92, 93,
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B: Qual o conceito de modelo?

Prof.: Um modelo para um sistema axiomatico formal é uma interpretagio dos
termos primitivos, sobre a qual os axiomas tornam-se afirmagoes verdadeiras.

D: Sintetisando, podemos dizer que “a geometria euclidiana, durante muito tempo,
permaneceu como exemplo de um tipo de conhecimento absoluto e verdadeiro.
Poderiamos encontrar, especialmente nos trabalhos britinicos, afirma¢des como: ‘é
tdo certo que Deus existe, assim como ¢ certo que a soma dos angulos de um
tridngulo € 1807, Esse conhecimento ndo era apenas matematicamente consistente,
mas era matematicamente verdadeiro e descritivo da realidade. Bem, esse tipo de
conhecimento se caracterizava pelo fato de seu oposto ser inconcebivel. Se vocé
compreendesse realmente o que era um tridngulo, entdo este fato, que ndo parecia
essencial a respeito do tridngulo, se tornava um fato necessario. Um congceito
humano, um conceito subjetivo, neste caso um tridngulo, se adaptam perfeitamente
a uma realidade que todos nés experimentamos. A geometria nio-euclidiana pode
ser vista como a nogdo de que a soma dos angulos de um tridngulo poderia ndo ser
180°. Repentinamente, a superestrutura inteira da ética, da religido, e a esperanca de
se encontrar um conhecimento verdadeiro nas ciéncias entrou em colapso. Essa
esperanga se apoiava na crenga de que ja existia pelo menos uma parte de tal
conhecimento, mas, agora que j& ndo mais havia aquela certeza de que a soma dos
angulos de um tnangulo era 180°, entdo nio havia mais a certeza da existéncia de
Deus”%7. A reagdo mmediata foi a rejeicdo dessas novas geometrias. Porém, no
momento em que o discurso das geometrias ndo-euclidianas foi ao encontro dos
novos discursos produzidos pela sociedade capitalista (o naturalismo cientifico,
liberalismo econdmico, teoria da evolugdo de Darwin), tal discurso foi apropriado
por essa e utilizado para refutar o apriorismo kantiano. A partir dai, o universo, ja
reduzido, das verdades absolutas e incontestaveis perdeu seu baluarte: a geometria
cuclidiana.

C: As geometrias n3o-euclidianas revolucionaram a matematica. ..

137 DAVIS, P. J, e HERSH, R., 1988, p. 219
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Prof.: No livro O escdndalo da Geometria, Julio Cesar de Mello e Souza afirma que
Lobatschewski foi um verdadeiro Copérnico da geometria. Alids, as geometrias ndo-
euclidianas parecem adequar-se muito bem ao modelo das revolugBes cientificas
criado por Khun. Mas voltemos um pouco atras em nossa discussio. Quando C
afirmou a impossibilidade de representacio das geometrias nido-euclidianas, eu
neguei tal impossibilidade.

C: Eu achel muito estranha aquela sua colocagfo. Ja vimos como os criadores das
novas geometrias dispensaram a visualiza¢fo. Depois da fala do B, sobre o que seria
a representagdo para Kant, entendi que vocé ndo estava se referindo a uma
representagdo visual, mas a outro tipo de representagio.

Prof: Vocé estd enganado. Minha asser¢do dizia respeito a representacdo visual.
Lobatschewski e Bolyat reduziram a questio da consisténcia de suas geometrias a da
Analise Real. Porém, depois deles varios matematicos criaram modelos para a
geometria nio-euclidiana. Tais modelos permitem uma visualizagdo dos fatos da
geometria hiperbolica.

A: Geometria hiperbolica?

Prof:: E o outro nome dado & geometria desenvolvida por Lobatschewski e Bolyai,
Esse nome deve-se ao modelo criado por Eugenio Beltrami (1835-1900), matematico
italiano. Beltrami, em seu livio Saggio di interpretazione della geometria non
euclidea, de 1868, propds o primeiro modelo para essa geometria, denominado
pseudo-esfera.

B: Pseudo-esfera?

Prof.: Vocés sabem o que € uma tractriz?

C: A tractriz foi imaginada por um médico francés, Claudio Perrault (1613-1688),
que a apresentou sob forma de um problema: qual seria a curva descrita por um
ponto pesado preso ao extremo de um fio, supondo que o outro extremo desse fio
percorresse uma reta fixa? Essa curva nfio pode ser construida com régua e
compasso, mas Huyghens descobriu varias formas mecénicas para desenha-la.

Leibniz reconheceu uma propriedade notavel dessa curva: “a porgio da tangente,
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num ponto M, compreendida entre esse ponto ¢ a reta fixa é de comprimento

constante”.

Prof.: Farel na lousa o esbogo de uma tractriz.

S rz — HMHL =

Y
-
A
-~
-

Pois bem, imaginem esta curva girando ao redor de suas assintotas. No fim da

rotagdo completa ela vai gerar uma Superﬁcie de revolugio, ilimitada, conhecida

pelo nome de pseudo-esfera.

D: Qual a relagio entre esta superficie esquisita e a esfera?

Prof.: Elas possuem varias propriedades em comum. Por exemplo, vamos chamar de
raio da pseudo-esfera, ao raio do circulo de Beltrami da superficic. A area da
pseudo-esfera € igual a area de uma esfera que tenha o mesmo raio.

A: Uma superficie infinita de area finita?!? A cada momento, isso esta ficando mais
parecido com um mundo fantastico.

C: O volume da pseudo-esfera também ¢é igual ao da esfera?
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Prof.: Ndo. Se o volume da esfera for V, o volume da pseudo-esfera sera '2F. Outro
modelo interessante foi o proposto por Poincaré, em 1882.

A: Esse Poincaré € o mesmo que sustentava como critério de verdade a
simplicidade?

Prof: E ele mesmo. Poincaré reduz a consisténcia da geometria hiperbolica ao da
euclidiana. Dessa maneira, Poincaré reduz o problema da consisténcia da geometria
nio-euclidiana a da euclidiana. E um modelo bastante simples de compreender.
Vamos examina-lo. Segundo ele, o plano de Lobatschewski consiste dos pontos que
estio de um mesmo lado de uma reta, ou seja, o plano de Lobatschewski é um semi-
plano euchidiano. O semi-plano de Poincaré ¢ a regiio do plano euclidiano-
cartesiano determinado pelos pontos de ordenada positiva, Os objetos geométricos
dentro dessa regido aos quais chamaremos de L-retas sdo:

(D) a intersecédo de retas (euclidianas) perpendiculares ao eixo das abscissas com o
semi-plano.

(it) a intersegdo de circunferéncias cujos centros pertencem ao €ixo das abscissas
com o semi-plano.

Observemos que os pontos da abscissa nfo estio no semi-plano. Segundo esse
modelo, esses pontos estdo no infinito ou sdo imaginarios. Como podemos mostrar
que por dois pontos do plano de Lobatschewski passa uma e somente uma L-reta?

C: No caso das abscissas serem iguais, teremos uma reta euclidiana que une os dois
pontos da L-reta. Formaremos uma L-reta do primeiro tipo exposto por vocé.

B: Se as abscissas ndo forem iguais, podemos liga-las com um segmento de reta
euclidiano e determinar a mediatriz desse segmento. A intersec¢@io da mediatriz com
o eixo das abscissas serd o centro da semi-circunferéncia, ou seja, da L-reta do
segundo tipo.

Prof-: Otimo! Vamos fazer um esbogo do plano de Lobatschewski na lousa.

{lousa)
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Percebam que dada uma L-reta @, e um ponto P niio pertencente a ela, podemos

construir um feixe de retas que passam por esse ponto. Distinguimos trés tipos de
posigio das retas desse feixe em relaglio a reta @: as retas secantes, como por
exemplo b; as hiperparalelas, neste nosso desenho, a reta ¢; e as paralelas, no caso, L
B: Por meio do modelo de Poincaré, fica facil visualizar as retas paralelas se
encontrando no infinito, ja que os pontos pertencentes ao eixo das abscissas estfio no
infinito.

A: Sé6 assim mesmo para conseguir visualizar uma coisa dessas. Nem o modelo de
Beltrami nos fornece tal visualizacdo.

C: Eu consigo visualizar retas paralelas se encontrando no infinito pelo modelo de
Beltrami. E s6 imaginar retas assintoticas.

A: Retas assintdticas vdo se aproximando infinitamente, mas dai a dizer que vocé
consegue visualizar a intersecgo entre elas, hd uma grande distincia, C. Diria, até,
uma distancia infinita...

D: Concordo com 4. O modelo de Poincaré € a inica maneira que temos para
visualizar retas paralelas se encontrando no infinito.

Prof: Ha outras formas interessantes de visualizarmos duas retas paralelas se
encontrando no infinito. Uma delas é fornecida pelo modelo de Felix Klein (1849-
1925). Klein, como Poincar¢, propde uma convengdo para interpretar a geometria
hiperbéﬁca no plano euclidiano. O modelo ¢é o seguinte: tracemos um circulo de rato
R.

(lousa)
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Admitimos as seguintes definigGes para plano, ponto e reta, no sentido de
Lobatschewski:

Plano ¢ o conjunto dos pontos do circulo de raio R, isto €, a porgdo do plano
ocupada pelo circulo sera um plano.

Ponto é todo ponto interior ao circulo. Por exemplo, o ponto S.

Ponto do infinito € qualquer ponto da circunferéncia. Por exemplo, o ponto A,

Reta é qualquer corda do circulo. Por exemplo, AB.

Paralelas sdo aquelas cuja intersecgdio estd sobre a circunferéncia. AB ¢ EB sfo
paralelas.

Retas secantes sfo aquelas que se cortam no interior do circulo. Neste nosso
exemplo, MP e EB sfo retas secantes.

Retas hiperparalelas sdo as que nfo se encontram, nem no interior do circulo, nem
sobre a circunferéncia. No nosso desenho, MP e AB sio hiperparalelas.

B: Realmente, esse modelo também nos fornece uma interpretagio simples da
geometria ndo-euclidiana, além de uma facil visnalizagdo. Mas, professora, vocé
falou de outras formas de visualizag3o. Qual seria uma outra?

Prof.: Aquela utilizada pelos artistas plasticos e arquitetos do século XV.

_m

D: Desculpe-me, professora, mas acho que vocé estd enganada. Ndo seriam os
artistas do século XIX ou XX?

Prof.: Ndo, D, ndo estou enganada. Os artistas aos quais me refiro viveram nos
séculos XV e XVI. Alias, para ser mais precisa, esses artistas foram buscar nos

arquitetos do século 1d.C., por exemplo em Vitrivius, tal modelo.
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A: Cara professora, vocé estd afirmando que os artistas pldsticos e os arquitetos do
século XV j4 possuiam um modelo para a geometria nfo-euclidiana, mesmo antes
dela ser inventada?

Prof: N#o apenas tinham um modelo para essa geometria, como, também, se
utilizavam dela em suas obrasi?s.

B: Professora, voc€ quer nos fazer acreditar que nos quadros renascentistas, como
por exemplo, na Ultima Ceia de Da Vinei, ha geometria ndo-euclidiana? Sem querer
ser indelicado, acho que vocé esta precisando de férias.

Prof.: Sabia que vocés reagiriam assim, por isso frouxe uma fotografia de um quadro
renascentista e o estudo sobre as paralelas que aparecem neste guadro. Trata-se de A
anuncia¢do, com Santo Emidius (1486) de Carlo Crivelli. Aqui esta ela, o que vocés

tém a dizer?

Esse é o estudo das paralelas

do quadro

138 Njo estamos afirmando, agqui. que os ariistas renascentistas tinham consciéncia de que a geometria

ntifizada por eles pars represeniar a perspectiva era nfio-cuchicdiana, Voltaremos a esse assunio alguns
parédgrafos adiante.
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E esta ¢ a fotografia do quadro:

33!
(: Todas as paralelas do quadro as quais est8o na dire¢do que representa a
profundidade se encontram num mesmo ponfo!
A: Realmente, todas se encontram no ponto de fuga.
Prof.: Os artistas chamavam esse ponto de ponto no infinito.
73: Entdo, os artistas do Renascimento sfo os verdadeiros inventores das geometrias
nfc-euclidianas?
Prof.: Ndo podemos afirmar isto. N&o ha divida de que eles utilizavam-se de uma

geometria na qual as retas paralelas se encontram no infinito, porém, para eles,




144

tratava-se da geometria euclidiana. Além disso, as geometrias ndo-euclidianas
enquanto sistema axiomatico s6 surgiram com Gauss, Lobatschewski e Bolyai.

B: Como os artistas renascentistas tiveram esta idéia genial para representarem retas
paralelas?

A: Pelo que entendi, eles ndio tiveram a idéia genial, mas buscaram-na nos trabalhos
dos gregos da Antiguidade.

C: Nio acredito que os trabalhos de Leonardo da Vinci, ou de Rafael possam
reduzir-se a copias dos trabalhos de arquitetos gregos. Os artistas dos séculos XV ¢
XVI possuiam uma formagdo unmiversal. Eram contratados por principes,
comerciantes € papas para realizarem todo tipo de tarefa, desde a criagdo de
pinturas até palacios, igrejas e maquinas de guerra. “Como conseqiiéncia, viam-se
obrigados a aprender matematica, fisica, arquitetura, engenharia, escultura em pedra,
trabalho com metais, anatomia, trabalho em madeira, Optica, estatica e hidraulica.
Realizaram trabalhos manuais, porém também se ocuparam com problemas
abstratos”13%. Ja vimos a importdncia que os trabalhos técnicos € manuais adquiriram
nesta época, a ponto dos cientistas buscarem conhecimentos que pudessem ser
utilizados por artifices e navegadores.

D: O Renascimento significou, para os italianos, um verdadeiro nascer de novo,
apés um periodo de estagnagdo econdmica e social. “Os italianos tinham plena
consciéncia de que, no passado distante, a Italia, tendo Roma por capital, fora o
centro do mundo civilizado, ¢ de que seu poder e gloria se dissiparam quando as
tribos germanicas, os godos e os véndalos invadiram o pais ¢ desmantelaram o
Império. A idéia de um renascimento associava-se, na mente dos romanos, 3 idéia
de uma ressurreigdo da ‘grandeza de Roma’. O periodo entre a Idade Classica, para a
qual voltaram os olhos com orgulho, € a nova era de renascenga, que aguardavam
com esperan¢a, era meramente um melancélico interregno, ‘O Periodo do

Intermédio’. Assim, a idéia de uma renascenca foi responsavel pela concepgiio de

139 KLINE, M., 1972, p. 312.
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que o periodo interveniente era uma Idade Média - e ainda usamos esta
denominagéo.”14¢

Prof.: Florenga, prospera cidade mercantil, foi o local onde essa esperanga mostrava-
se mais intensamente. Nas primeiras décadas do século XV, surgiu nessa urbe um
grupo de artistas dispostos a romper com os padrdes artisticos da Idade Média.
Foram inspirar-se na arte classica dos gregos e romanos, porém o objetivo era ir
muito além: criar uma nova arte. O escultor e arquiteto florentino Filippo
Brunelleschi (1377 - 1446) foi o pioneiro desse grupo de artistas. Ao ser chamado
para projetar igrejas e outras construges, Brunelleschi “decidiu descartar
inteiramente o estilo tradicional e adotar o programa daqueles que ansiavam por um
renascimento da grandeza romana. Consta que viajou para Roma com o objetivo de
estudar as ruinas de templos e palacios, e de fazer esbogos de suas formas e
ornamentos. Jamais foi sua inten¢do copiar literalmente esses antigos edificios. Seria
muito dificil adapta-los as necessidades da Florenga quatrocentista. O que
Brunelleschi tinha em mente era um novo processo de construgdo, em que as formas
da arquitetura classica fossem livremente usadas para criar novos modos de
harmonia e beleza”!#!. Para realizar seus intentos, estudou a perspectiva utilizada
pelos arquitetos da Antiguidade, a geometria de Euclides e Optica. Qutro grande
nome da utilizagdo da geometria para o desenho de perspectivas foi o arquiteto,
artista, antiquario ¢ homem de letras, Leone Battista Alberti (1404-1472). Alberti
apresentou suas idéias nos livros Della Pittura (1435), obra de caracteristica
profundamente matemaética, na qual também ¢ incluido algo de Optica e Ludi
Mathematici (1450), que contém estudos sobre langamento de projéteis em
artilharia. Concebeu o principio matematico que se converteria na base do sistema
matematico de perspectiva adotado e aperfeigcoado por seus sucessores. A idéia
basica do sistema de perspectiva ¢ o principio de projecdo e se¢do. “Uma cena real é

vista por um olho, considerado como um ponto. As licha de fuga desde varios

140 GOMBRICH, E. H,, 1993, p. 167, 168.

141 Tbhidem, p. 169.
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pontos da cena até o olho constitiem uma proje¢io. Segundo este principio, a
pintura deve conter uma segdo de tal projegfo, formada pelo que apareceria no plano
que passasse através da projegfo” 42 Seria algo como este desenho:

(lousa)

o
Podemos notar que a partir de O ¢ de O’ temos duas possiveis pinturas de uma
mesma cena.
A: Nao consigo perceber em qué o estudo de geometria pdde ajudar esses pintores
do Renascimento. Ha relagdes entre o retdngulo original ¢ a se¢do? Quais
propriedades geométricas as duas se¢des tém em comum?
Prof.: Excelentes problemas, 4. Essas questdes, colocadas pela técnica da
perspectiva levou muitos artistas do século XVII a estudarem geometria para tentar
respondé-las e ao fazé-lo, inventaram um novo tipo de geometria: a projetiva.
A: Sdo essas relagdes as estudadas pela geometria projetiva? Nio sabia. Para ser
sincero, nunca consegui entender muito bem qual a diferenga entre geometria
projetiva e euclidiana.
Prof.: Segundo Bkouche!®3, podemos dizer que a geometria projetiva tem dois
objetivos:o primeiro ¢ dar métodos para representar sobre um plano todos os corpos
de natureza tridimensional. O segundo ¢ fornecer métodos para reconhecer, apos

uma descrigdo exata, as formas, e deduzir as propriedades e posicdes destas formas.

142 K1INE, M., 1972, p. 382.

143 BKOUCHE, 1982, p.21.
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Os gedmetras da Renascenga, como vocé, 4, consideraram os resultados obtidos pela
geometria projetiva como sendo parte da geometria euclidiana. Alias, a denominagio
- geometria projetiva - surgiu somente no século XIX, quando percebeu-se que estes
estudos faziam parte de um novo ramo da matematica. A primeira grande obra de
geometria projetiva foi o Tratrado das propriedades projetivas das figuras, escrito
por Poncelet em 1822,

C: Parece que 34 ouvi essa historia antes. ..

Prof.: Segundo Momis Kline'*, Girard Desargues (1591-1661) foi o primeiro a
estudar os problemas colocados pela técnica de desenhar em perspectiva. Desargues
era oficial do exército, engenheiro ¢ arquiteto. A grande preocupagio desse grande
matematico era melhorar a formagdo e as técnicas dos artistas, arquitetos e
escultores. A teoria pura interessava-lhe pouco. Foi ele quem inventou a
terminologia - ponto no infinito - para indicar o ponto onde duas retas a e b,
paralelas, se encontram. Segundo Desargues, dadas duas retas paralelas, esse ponto
no infinito devia ser considerado como um ponto a mais, além dos pontos usuais no
qual elas se encontram. Além disso, qualquer paralela a a e b devia conté-lo e cortar,
nele, 2 ¢ b. Contudo, apesar dos estudos de Desargues, os trabalthos definitivos sobre
perspectiva foram escritos muito mais tarde por Brook Taylor ¢ J. H. Lambert.

C: O estudo da geometria tinha, no Renascimento, uma outra razdo de ser. Os
artistas, assim como os fisicos deste periodo, acreditavam em uma geometria perfeita
subjacente na criagio de Deus. Para eles a arte podia levar ao conhecimento dessa
criagdio. Dai, toda a preocupagiio com uma arte que se aproximasse cada vez mais da
realidade. A perspectiva teve um papel crucial nessa busca por uma representagio
fiel da natureza.

D: Nio podemos generalizar dessa maneira a arte do Renascimento, Apesar de
utilizarem os mesmos métodos, as obras dos artistas italianos e a dos setentrionais

ndo tinham o mesmo objetivo. Os italianos procuravam expressar a perfeigio do belo

144 K1.INE, M., op. cit., p. 384-392.
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existente na natureza e, para isso, utilizavam-se da perspectiva e de propor¢des
precisas. Ja, os arfistas ao norte dos Alpes utilizavam-se das grandes descobertas
italianas somente na medida em que essas auxiliavam na concretizagio de uma
grande arte religiosa. A beleza, para eles, ndo era entendida no mesmo sentido dado
a ela pelos italianos. Para compreender melhor o que estou dizendo, comparem a
obra de Leonardo da Vinci com a de Hieronymus Bosch. Ambas sido grandiosas, da
mesma época. Porém enquanto Leonardo procurava uma representagio plausivel do
que podemos ver na natureza, Bosch mostrou que as técnicas de pintura descobertas
pelos italianos “podiam ser invertidas para nos darem uma imagem igualmente
plausivel de figuras que nenhum olho humano jamais vira. Bosch ficou famoso por
suas assustadoras representagdes das forgas do mal”145. De qualquer maneira, fosse
para exibir uma cena vista pelos olhos da raziio, ou uma percebida pelos olhos do
delirio, o espago representado nas obras renascentistas era matematicamente
controlado. Somente a partir do século XVIII, os artistas comegaram a questionar a
necessidade do aparato geométrico nas obras de arte. O poeta ¢ pintor William Blake
(1757-1827) foi um dos primeiros a se rebelar contra a fimgdo limitadora da
matematica e da ciéncia, entendendo essas disciplinas como inimigas da inspiragdo
religiosa e poctica.

C: Agora compreendo a citagdo de Frege com a qual vocé, professora, iniciou nosso
CUrSO.

B: E notavel que a revolta de Blake tenha ocorrido exatamente na época que tanto o
rigor como as verdades matematicas estavam sendo questionados.

Prof.: Otima observagdo, B. Gostaria de voltar um pouco aos trabathos de Alberti.
Alison Cole em seu livro Perspective’#s observa que os métodos desenvolvidos por
Alberti podem ter sido baseados particularmente sobre as técnicas utilizadas pelos

elaboradores de mapas e pelos agrimensores. E interessante notarmos que a

145 GOMBRICH, E. H., 1993, p. 275, 276.

146 COLE, A., 1992, p. 13.
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elaboragdo de mapas também serviu para estimular investigagdes sobre as projegdes
geométricas. “As exploragbes geograficas haviam revelado a inadequagio dos
mapas existentes. Ao mesmo tempo, eram desvelados novos conhecimentos
geograficos. A nova confecgdo e impressdo de mapas haviam comegado na segunda
metade do século XV em centros como Amberes e Amsterdam. O problema da
confec¢do de mapas surge do fato de que uma esfera ndo pode ser cortada, aberta e
estendida sobre um plano sem distorcer as distdncias. Ademais, as diregSes (Angulos)
ou areas, ou ambos, podem distorcer-se também. O método novo mais significativo
de confecgdio de mapas se deve a Gerard Kremer, conhecido também como Mercator
(1512-1594), que dedicou sua vida a ciéncia. Em 1569 publicou um mapa utilizando
a famosa projecdo de Mercator. (...) Apesar de nenhuma grande idéia matematica ter
surgido dos trabalhos de elaboragdo de mapas no século XVI, o problema voltou a
ser considerado mais tarde por outros matematicos, levando-os a trabalhar em
geometria diferencial”'¥”. Alguns séculos mais tarde, ao estudar a geometria
diferencial, Gauss reestruturou-a a partir da idéia de curvatura de superficie. Em seu
livro Disquisitiones generales circa superficies curvas, publicado em 1827, concluia
que a esfera tem curvatura constante igual a 1/r*, onde 1 é o raio da esfera. O cilindro
e o plano tém curvatura zero. A superficie encontrada por ele como exemplo de
curvatura negativa foi uma obtida pela rotagdo da tractriz ao redor de seu eixo.

A: A pseudo-esfera!

Prof.: Isso mesmo. A importincia da pseudo-esfera para as geometrias néo-
euclidianas € de fornecer-thes um modelo de superficie na qual ndo ha pontos
singulares. A descoberta de uma superficie homogénea na qual é valida a geometria
hiperbdlica acabou com todas as possiveis obje¢des matematicas 4 essa nova
geometria. Mas, como vimos, a pseudo-esfera foi pensada, primeiramente, nfo em
conexdo com a geometria de Lobatschewski, mas nos estudos de geometria
diferencial realizados por Gauss. Alguns anos mais tarde Beltrami utilizou-a como

modelo para a nova geometria.

147 KLINE, M., 1972, p. 316-318.
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D: Se entendi direito sua explicagdo sobre curvatura, podemos concluir que a
geometria realizada sobre a pseudo-esfera ¢ diferente da realizada sobre o plano ou
sobre o cilindro, € ambas diferem daquela realizada sobre a esfera. Entdo eu tinha
razdo! Pode-se inventar uma geometria sobre a esfera e esta sera diversa da
euclidiana!

A: Grande coisa! No meio de todas as geometrias que, hoje, vimos serem possiveis,
uma a mais ndo faz a menor diferenca.

Prof.: Claro que uma a mais faz diferencga! Perceber que podemos ter geometrias
construidas em superficies de trés tipos diferentes de curvatura possibilita uma
sintese importante. E a partir dessa sintese que podemos falar em geometrias nio-
euclidianas. O matematico alemdo Bernhard Riemann ( 1826-1866), discipulo de
Gauss, foi o primeiro a realizar tal sintese.

C: Bem, se na geometria euclidiana, por um ponto fora de uma reta podemos tragar
somente uma reta que ndo intercepta a reta dada; se na hiperbdlica, por um ponto
fora de uma reta pode-se tragar infinitas retas que nfio cortam a reta dada; entdio
nesta geometria sobre a esfera, ndo existe nenhuma reta que passe por um ponto fora
de uma reta dada que nio a encontre.

B: Mas nfio pode haver uma geometria sobre a esfera. Tal geometria equivale 2
hipétese do dngulo obtuso, ja estudada por nés. Vimos que tal hipotese contradiz o
segundo postulado de Euclides.

Prof.: Riemann também pensou nisso. Na geometria sobre a esfera, as retas ndo sio
infinitas e o segundo postulado ndo ¢ valido. Riemann parte do primeiro, do terceiro
e do quarto postulados de Euclides, além de um outro que afirma que “por um ponto
tomado fora de uma reta nfio se pode tirar nenhuma paralela a essa reta” e constréi
uma geometria mteiramente logica, concluindo, por exemplo, que a soma dos
angulos internos de um tridngulo é maior que dois retos.

A: Pelo que entendi, com essa sintese realizada por Riemann, nio faz o menor

sentido colocarmos o problema da realidade do espago dentro da matematica.
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Prof.: Exatamente. Com as geometrias nfo-euclidianas tem-se a rejeigdo do
problema sobre a realidade do espago. Vimos a dificuldade encontrada por
Lobatschewski para determinar, empiricamente, qual dos espagos corresponderia a
estrutura fisica do mundo: o euclidiano ou o hiperbélico. A partir das investigagdes
de Riemann, precisou-se reconhecer que o espago nio ¢ nem real, nem irreal,
embora possa, em algumas determinagdes métricas, ser empregado na descrigdo da
realidade.

C: Que 6timo! Acabou nosso problema com relagdo a realidade do espago! Que tal
se agora estudassemos alguns teoremas das geometrias nio-euclidianas?

B: Nio vai dar tempo. Nossa aula esta acabando.

D: E hoje € nosso altimo encontro. ..

Prof.: Ora, ndio se preocupem. Vocés tém autonomia suficiente para estudarem,
sozinhos, os fatos das geometrias ndo-euclidianas.

A: Isso € verdade. Qual sera o tema de nosso proximo curso?

Prof.: Proximo curso?!? Qual préximo curso?

D: Vocé ainda nfio planejou um curso para o préximo semestre?

Prof.: N#o. O que vocés sugerem como tema?

B: Geometria analitica

A: Geometria projetiva.

.C: Geometria diferencial.

D: Calculo diferencial.

Prof.: Temas muito interessantes, esses propostos por vocés. Vou pensar. Bem, até

qualquer dia destes...
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CAPITULO IV
ALGUMAS CONSIDERACOES FINAIS

“A questdo politica para o intelectual
ndo é o ervo, a ilusdo, a consciéncia alienada,

ou a ideologia; é a propria verdade.”

Michel Foucault, 1984,
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Algumas consideragdes podem ser tecidas a partir da leitura do texto
precedente, ja que ela coloca, ao leitor, questdes de diferentes naturezas.

Um primeiro tipo de questio, refere-se ao carater historico desse estudo.
Podemos perguntar, por exemplo: qual o método de reconstituigdo historica foi
gscolhido para elaborar aquele texto? Quais tipos de documentos foram utilizados
nessa reconstituigio?

Um segundo tipo de indagag@o, de natureza pedagodgica, diz respeito ao
sentido a dar a um empreendimento que visa a reconstitui¢do historica de um tema -
no caso, o surgimento das geometrias ndo-euclidianas - com fins pedagogicos, ou
seja, o que significa uma reconstitui¢do histérica com fins pedagoégicos?

Pode-se fazer uma pergunta que ndo esteja contemplada pelas duas
anteriores: a quem se destina essa dissertagdo?

A seguir, faremos uma rapida exposi¢do com o intuito de responder essas
possiveis perguntas.

Teceremos, primeiramente, algumas consideragdes sobre o carater historico
desse trabalho, para, em seguida, fazer uma discussiio sobre sua natureza
pedagogica. Finalizaremos essa discussdo fazendo algumas referéncias a respeito do

publico alvo dessa dissertagéo.

1. Sobre o histérico

1. As reconstituicdes racionais da histéria
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No livro La metodologia de los programas de investigacion cientifica,
Lakatos!4¢ analisa o que chama de recontituicdes racionais da histéria da ciéncia
e suas relagdes com as diferentes posturas filosoficas dos investigadores.

Uma reconstituigdo racional da historia da ciéncia € uma histéria interna da
mesma. Para esta maneira de reconstitui¢Zo, a historia externa ¢ secundana. As
reconstituicdes racionais da histéria da ciéncia, analisadas por Lakatos, trazem
implicitos os pontos de vista filosoficos do indutivismo, do convencionalismo, do
falsacionismo metodolégico e da metodologia dos programas de investigacdo
cientifica.

Exporemos, aqui, de modo abreviado algumas caracteristicas destas
reconstituicdes € as criticas mais usuais feitas a elas por alguns autores, dentre eles,
o proprio Lakatos.

A reconstitui¢io indutivista baseia-se numa postura fundamentalmente
céptica perante a ciéncia, que consiste na cren¢a que uma proposigéo cientifica que
ndo foi provada é pseudo-cientifica. O historiador indutivista s6 aceita duas classes
de descobrimentos cientificos genuinos: as proposigdes factuais solidas e as
generalizagOes indutivas. Somente estas constituem a espinha dorsal da histéria
interna da ciéncia. Neste modo de reconstituicdo historica, ¢ negado o carater
cientifico aos sistemas ja abandonados.

Um exemplo de explicagdo indutivista na historia da matematica aparece no
modo pelo qual o matematico russo Smogorzhevski'# explica o surgimento da nogéo
abstrata de retangulo:

“A pétria da geometria sdo os paises do Antigo Oriente de onde, ha varios
milénios e devido as necessidades de agrimensura, arquitetura e astronomia, foram
elaborados importantes principios de aspecto pratico para a medigdo de angulos,
areas de algumas figuras ¢ volumes dos corpos mais simples. Estes principios se

elaboraram empiricamente por vias praticas e, pelo visto, se transmitiram oralmente:

148 L AKATOS, I ., 1989.
142 SMOGORZHEVSKI A. 8.,1978 , p. 43
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nos textos matematicos que chegaram até nos achamos frequentemente aplicagdes
dos principios geométricos, mas nio encontramos tentativas de formula-los.

Com o tempo, quando se ampliou o circulo dos objetos aos quais se
aplicavam os conhecimentos geométricos adquiridos, tornou-se clara a necessidade
de formular os principios geométricos em sua forma mais geral, fato esse que
determinou a passagem da geometria de conceitos concretos a geometria de
conceitos abstratos. Assim, por exemplo, o principio elaborado para medir a area de
uma parcela retangular de terra mostrou ser apto para medir a area da superficie de
uma parede, etc... e, como resultado, surgiu a nogio abstrata de retdngulo.” (1978,
p. 43)

Outra explicagdo indutivista na histéria da matematica, agora no que diz
respeito aos conceitos geométricos elementares, é fornecida por H. Eves, no Tomo
I de seu livro Estudios de la geometria'®. Segundo este autor, a observagio pura e
simples por parte do Homem primitivo do contorno do Sol, da Lua, do arco-iris, das
corolas de muitas flores conduziu a concepglio de circulo. Ou seja, a partir da
observacio de muitas formas parecidas, o homem foi induzido a criar o conceito de
circulo.

Esta explicag@o baseia-se na crenca que o Homem teria sido dotado de uma
capacidade inata de perceber ordem, regularidades e semelhangas num universo
fisico de formas caoticas.

Segundo Gerdes!s!, poderiamos enderegar as seguintes perguntas a forma de
visdo apresentada por H. Eves: “Como ¢ que o Homem sabe quais sdo as formas que
possuem um carater ordenado? Ou melhor, por que e como o Homem aprende,
necessariamente, a descobrir ordem na natureza? Por que certas formas simétricas
(como o circulo, o quadrado, o pentigono regular, etc) teriam tido o poder de
chamar a atencdo do Homem mais do que outras? A nogdo de simetria foi

apreendida pelo Homem pela mera observagdo das formas simétricas presentes na

150 RVES, H., 1963 p. 2.

131 GERDES, P, 1987, p. 15.
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natureza ou, ao contrario, somente apés formas siméiricas terem sido elevadas ao
status de ‘boas formas’e de ‘belas for-mas’ nas tarefas cotidianas de se produzir
um artefato, € que o Homem aprendeu a ver a simetria de certas formas naturais?”.

Parece-nos muito dificil responder a estas questdes sem recorrer & historia
externa da ciéncia.

A dificuldade apontada no paragrafo anterior vai ao encontro das criticas
feitas por Lakatos ao indutivismo como teoria interna da racionalidade da histéria
da ciéncia. Segundo este autor, para explicar a elei¢fio de fatos cientificos, a
reconstituigdo historica indutivista recorre a histéria externa. Por isso, segundo
Lakatos, o indutivismo € compativel com muitas teorias externas ou empiricas
complementares, ndo podendo, portanto, ser considerada uma reconstituigio
racional da historia.

Uma segunda forma de reconstituigdo racional da histéria do conhecimento
cientifico baseia-se no ponto de vista filosofico do convencionalismo. O historiador
convencionalista permite a constru¢do de qualquer sistema que organize os fatos em
algum todo coerente. Porém, o convencionalista ndo considera nenhum sistema
cientifico como verdadeiro por ter sido provado, mas somente verdadeiro por
convengcéio (ou possivelmente nem verdadeiro, nem falso). Segundo esta corrente,
o progresso teorico é somente uma questdo de conveniéncia (simplicidade) ¢ nio de
contenrdo de verdade.

A escolha do historiador convencionalista recai, fundamentalmente, sobre
os sistemas cientificos mais simples. O eixo central de sua historia interna esta nas
complicagdes dos sistemas e em suas substituicdes por outros mais simples. A
historia racional convencionalista ndo nega o carater cientifico a sistemas ja
abandonados.

Na historia da matematica podemos perceber a postura convencionalista

através de Poincaré. Para exemplificar, citaremos um trecho do livro Los
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fundamentos de la geometria’?, - ja citado no corpo da dissertagdo - no qual
Poincaré faz a exaltagdo a simplicidade dos sistemas. Diz ele:

“Sem duvida, a razdo tem suas preferéncias, porém estas preferéncias nio
tém um carater imperativo. Tem suas preferéncias pelo mais simples, porque entre
todas as coisas equivalentes, a mais simples ¢ a mais comoda. Assim, nossas
experiéncias seriam igualmente compativeis com a geometria de Euclides ¢ com a
geometria de Lobatchewski, que supunha a curvatura do espago muito pequena.
Escolhemos a geometria de Euclides, porque ¢ a mais simples.” (p. 99)

QOutro exemplo de explicagdio convencionalista na historia da matematica
pode ser encontrado na seguinte passagem do livio Conceitos fundamentais da
matemdtica!’3, de Bento Jesus Caraca, na qual o autor discute a “formula’ de
resolugdo de uma equagdo de terceiro grau encontrada pelos algebristas italianos do
inicio do século XVI:

“Como o leitor vé, a questiio complica-se porque as formulas de resolugio se
tornam, 3 medida que o grau aumenta, cada vez menos manejaveis. Esta
complicagiio atinge porém, em graus diferentes, um matematico teérico € um pratico
- 0 primeiro procura, antes de tudo, as possibilidades e, dentro delas, por um critério
de estética, ama a simplicidade; o segundo, por um critério de economia de
trabalho, procura processos expeditos de calculo.” (Caraga, 1978, p. 160, grifos do
autor € que seriam nossos se ndo fossem dele).

Este modo dicotémico, subjetivo e arbitrario de associar e universalizar o
critério estético da simplicidade ao trabalho do matematico teérico ¢ o critério
pragmatico de economia e esforgo a atividade do matematico pratico €, além de
discutivel, surpreendente por ter sido utilizado - ainda que localmente - por um dos
raros matematicos historiadores que tentou escrever a histéria da matematica
adotando, conscientemente, o ponto de vista filosofico do materialismo histérico
dialético.

152 pOINCARE, H. ¢ EINSTEIN, A. (s/d)

133 CARACA, B. 1.,1978.
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A principal critica feita por Lakatos aos hitoriadores convencionalistas
refere-se, exatamente, ao modo como estes elevam o critério  estético da
simplicidade a um grau de universalidade, a fim de utilizd-lo como uma explicagio
historica dotada de cientificidade. Segundo ele, as comparagdes em termos de
simplicidade intuitiva seriam ilegitimas para uma reconstitui¢#o racional da historia
da ciéncia, ja que dependem de gostos subjetivos.

Na década de trinta de nosso século, Popper mostrou que ndo era possivel,
nem necessario, justificar as leis da ciéncia por meio do raciocinio indutivo. A tese
defendida por ele era a de que as teorias cientificas ndo sdo construidas
indutivamente a partir de fatos concretos observaveis. Ao contrario, sdo inventadas
como hipoteses, conjecturas e s6 apos isto sio submetidas a testes experimentais
com os quais se tenta refuta-las. Se sobreviverem, adquirem um certo grau de
credibilidade ¢ sio consideradas experimentalmente estabelecidas, mas nunca sdo
demonstradas.

Deste modo, Popper desenvolveu o falsacionismo contemporineo, uma
critica logica e epistemologica ao indutivismo e ao convencionalismo, e a essa nova
postura filosofica perante a ciéncia associa-se uma terceira forma de reconstituigio
racional da mesma. Como seria de se esperar, o historiador falsacionista, ao reduzir
o empreendimento cientifico a um conjunto de teorias falsaveis, acabara realizando
uma reconstituicdo histérica da ciéncia que enfatizard a descrigdo e analise dos
chamados “experimentos cruciais”, isto €, experimentos nos quais fica demonstrado
a falsabilidade de uma determinada teoria cientifica. A historia interna popperiana
pode ser complementada com teorias externas da historia.

Néo conseguimos um exemplo de uma reconstitui¢do falsacionista da
historia da matematica.

Segundo Lakatos, uma pergunta que pode ser feita ao falsacionismo é: por
que os cientistas entendem que o0s experimentos cruciais sfo positivos ¢

verificadores ao invés de negativos? Além disto, segundo ele, esta forma de
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reconstituigio historica ndo pode ser considerada racional, ja que pode ser
complementada com teorias externas da historia.

A rteconstituicdo racional da ciéncia realizada pela metodologia  dos
programas de investigacio cientifica foi a alternativa de Lakatos frentes as trés
anteriormente caracterizadas. Segundo ela, as grandes conquistas cientificas sdo
programas de investigagio que podem ser avaliados em termos de transformagoes
progressivas e regressivas de um problema, as revolugdes cientificas consistem em
como um programa de investigagdo supera outro. O historiador que aceita esta
metodologia como guia, busca na historia da ciéncia programas de investigagdo
rivais e mudangas progressivas € regressivas de problematicas. Esta metodologia
deve ser acompanhada pela histéria empirico-externa. Lakatos afirma que “uma
forma de indicar as discrepancias entre a historia ¢ sua reconstituigdo racional €
relatar em notas de rodapé os ‘desajustes’ da histéria real em relagdo a sua
reconstitui¢do racional”154,

Lakatos utiliza-se de sua metodologia dos programas de investigagdo
cientifica no livro 4 ldgica do descobrimento matemdtico: provas e refutacdes!>,
onde analisa o desenvolvimento da formula de Euler-Descartes. Neste livro, o texto
contém o que o autor chama de “historia destilada”, ou seja, uma reconstitui¢do
racional da historia, enquanto a historia real aparece, segundo Lakatos,
completamente confinada as notas de rodapeé.

Uma passagem da introduglo de Provas e refutagdes € especialmente
interessante para explicitar a diferenciacdo feita por Lakatos entre “histéria
destilada” e “historia real”: “a forma dialogada (do estudo de caso) deve refletir a
dialética do caso; significa conter uma espécie de racionalidade reconstruida ou

historia ‘destilada’. A verdadeira histéria aparecera nas notas de rodapé de pagina, a

154 LAKATOS, 1, op. cit. p. 156

135 LAKATOS, I, 1978,




160

maioria das quais, portanto, deve ser tomada como parte orgénica deste
ensaio” (1978, p. 18)

Miguel'*¢ analisa a concepgdo da historia destilada de Lakatos e afirma que
ela “tem por propdsito a énfase pedagbgica nas idéias, nos processos € nos métodos
matematicos, desligados voluntariamente do contexto de sua produgdo, ainda que tal
contexto desempenhe um papel de fundamental importincia para a constituigdo da
destilagdo.”( 1993, p. 101)

Ainda, segundo Miguel, “uma outra passagem ¢ significativa para ilustrar
ndo apenas essa dicotomia como também a crenga positivista de estar realmente
reconstruindo, nas notas de rodapé de pagina, a historia verdadeira. Trata-se da nota
de rodapé 141 referente a uma manifestagio feita pelo aluno Pi a respeito de
poliedros no-simples ou poliedros com faces circundantes.”(1993, p. 101)

A nota de rodapé a qual Miguel se refere é a seguinte: “assim, a declaragio
de Pi, embora correta heuristicamente (isto €, verdadeira numa histéria racional da
matematica), ¢ historicamente falsa. (Isto nfo nos deve preocupar: a historia real ¢
frequentemente uma caricatura de suas reconstru¢des racionais)”(Lakatos, 1978, p.
115).

A “historia real” encontrada nas notas de rodapé do livio Provas e
refuta¢bes é basicamente composta por uma jungdo de fatos nfo interpretados.
Como exemplo, podemos utilizar a nota de rodapé 191 na qual Lakatos refere-se a
invengdo do termo “politopos” para designar vértices, arestas, faces e poliedros. Diz
ela: “Schlifli descobriu que esses termos podem ser abrangidos sob um dnico termo
abstrato (1852). Chamou-os de ‘poli-esquemas’. Listing (1861) chama-os de
‘curtan’. Mas foi Schldfli que estendeu a generalizagio a mais de trés
dimensdes.”(1978, p. 145).

Entendemos que a reconstituicdo racional da histéria desenvolvida por
Lakatos, ao sugerir que a histéria € um juntar de fatos, sem interpreta-los, e ao

retender que algo como uma “historia real” possa existir, vem corroborar com a
P

156 MIGUEL, A.,1993.
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tradigdo positivista arraigada no ensino de matematica. Lakatos esquece-se que
qualquer reconstituigdo historica pressupde um sujeito. Este sujeito possui um
arcabougo tedrico-cientifico e valores sociais que determinam as escothas dos fatos
historicos a serem estudados e a interpretagio dos mesmos.

Adam Schaff, em seu livro Historia e verdade , faz uma analise das
diferentes correntes filosoficas que pretendem explicar 0 que € e como se deve
realizar uma reconstituigdo historica. Segundo Schaff (1974, p. 216) “ndo ha algo
como ‘fatos brutos’. Estes, por definicfio, ndo podem existir. Os fatos com que
lidamos na ciéncia [histéria] trazem sempre a marca do sujeito.”'s? E conclui,
“portanto, nenhum acontecimento se destaca por si dos outros acon-tecimentos. A
importancia, o significado de um acontecimento € uma quali-ficag@io valorizante que
precisa da existéncia do objeto valorizado e do sujeito valorizante”(1974, p. 221).

Além dos dois fatores apontados acima, quais sejam, o paradigmalss
cientifico adotado pelo historiador da ciéncia ¢ todos os valores sociais que fazem
parte da formacio deste individuo, outro vem interferir na produgdo do
conhecimento historico: a atualidade do saber.

Foucault, em seu livio 4 arqueologia do saber'®®, discorre sobre a
importancia da atualidade do saber cientifico nas alteragfes no discurso histdrico.
Chama de redistribuigles recorrentes, as diferentes possibilidades de reescrever a
historia das ciéncias a partir de seu conhecimento atual. “Redistribuigbes recorrentes
que fazem aparecer vérios passados, varias formas de encadeamento, vérias
hierarquias de importincia, varias redes de determinagdes, varias teleologias, para
uma (nica e mesma ciéncia a medida que seu presente se modifica: de maneira que
as descrigdes histéricas se ordenam necessariamente pela atualidade do saber,

multiplicam-se com suas transformagdes e ndo deixam, por sua vez, de romper com

157 SCHAFF, A, 1974

158 Egtamos utilizando o termo paradigma como definido por KHUN, T. no livro A Estrutura das
Revolugles Cientificas - Ed. Perspectiva - SP - 1992 - p. 218: “paradigma indica toda a constelagfo de
crengas, valores, técnicas, eic..., partilhadas pelos membros de uma comunidade determinada”.

139 FOUCAULT, M. | 1972
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elas proprias (M. Serres acaba de dar a teoria deste fendmeno no dominio das
matematicas)” (Foucault, 1972, p.11).

Podemos encontrar um exemplo dessas redistribuigdes recorrentes na
histéria do surgimento das geometrias ndo-euclidianas. A produgfio dessas
geometrias, no século XIX, coloca uma primordial importincia histérica nos -até
entdo quase esquecidos - trabalhos de Saccheri, os quais passam a ser um estudo
obrigatério para todo o historiador que pretenda realizar uma reconstituigio histérica
de tal surgimento.

O filosofo Michel Serres analisa diferentes maneiras, por ele encontradas,
de reconstituigdes historicas da Matematica. No texto “Anamneses matemadticas™%°,
desenvolve a teoria a qual se refere Foucault na citagio precedente. Para determinar
essas possiveis maneiras de reconstituigfio historica, Serres inicia o texto realizando
um produto cartesiano entre os modelos que ele denomina de direte ¢ recorrente
com 0S ¢oBexo ¢ nio conexo.

Segundo Serres, “os meodelos conexos diretes sio ao mesmo tempo, os
modelos tradicionais e os da tradigfo. Eles tém o interesse de exprimir bastante bem
a temporalidade da dedu¢8o ou o encadeamento rigoroso 4 maneira de Descartes. No
caminho linear, sem corte, € impossivel passar por sobre um elo.(...) Nos modelos
conexos de recorréncia, a edificagdo de uma nova linguagem para uma nova
comunicagio perfeita, a constitui¢do de novas idealidades, o assumir a totalidade do
edificio levam o cientista a retomar na integra o caminho percorrido nas épocas de
grandes empreendimentos sisteméticos.E por isso que o juizo de recorréncia nio é
apenas de pratica histérica, mas sobretudo de pratica epistemoldgica.”(1990, p. 17 a
20)

Os modelos ndo cenexos determinam cortes horizontais segundo os padrdes
de rigor e o refinamento analitico das diferentes épocas. Conforme Serres, “isso
designa duas arqueologias distintas: a relativa a0 movimento matematico como tal,

que ndo cessa de reativar as suas origens e de aprofundar os seus alicerces, pela

160 SERRES, M. , 1990.
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iteragdo da sua recorréncia interior, a que separa idealidades primitivas, que nfo
eram matemdaticas e que se tornam matematicas, a que, pouco a pouco, historiciza a
pré-historia e da uma linguagem ao que estava desprovido dela (...). Por outro lado
fem-se aquela que consiste em ler a pré-historia em conceitos abandonados que
foram matematicos, mas ja ndo o sio, em ler a pré-histéria morta sobre os fosseis
arrastados pela historia e abandonados por ela. A primeira € a arqueologia intrinseca
a ciéncia.” (1990, p. 24)

Podemos reconhecer no segundo tipo de arqueologia derivada do modelo
ndo conexo, a reconstituigdo historica indutivista que recusa o status de cientifico a
conhecimentos outros que ndo os atuais.

Em todos os modelos citados por Serres, a reconstituigdo historica limita-se
ao estudo da histéonia intema da matematica, o que nos conduz, novamente, a
reconstituigio racional da historia.

Retomando o objetivo histérico de nosso trabalho, qual seja, o estudo da
possibilidade do surgimento das geometrias nfo-euclidianas, entendemos que, para
atingi-lo, uma reconstitui¢do racional da historia mostra-se algo um tanto limitador.
Ja discutimos, brevemente no corpo da dissertacdo, uma das limita¢Ses impostas por
uma reconstituicdo histérica que privilegie os aspectos internos aos externos no
estudo do surgimento das geomentrias ndo-cuclidianas. Naquele momento do texto,
fizemos uma reflexdo sobre a impossibilidade de compreendermos integralmente os
trabalhos de Saccheri e Lambert, se considerassemos somente os aspectos internos a
Matematica. Mas, além dessa lmmitagdo, ha outro motivo pelo qual optamos por
considerar como importantes, nesse estudo, aspectos externos (socio-politico-
econdmico-culturais) a ciéncia, ndo adotando, assim, nenhuma das reconstitui¢des
racionais da histéria expostas anteriormente.

Esse motivo € ndo aceitarmos a visdo segundo a qual a matematica é um
conhecimento que independe da producio social humana. Para nds, a matematica faz

parte desta produgdo e, assim, vincula-se a outros campos do saber e as

necessidades socio-politico-econdmicas nos diferentes contextos sociais.
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Desta forma, consideramos que as reconstituigdes racionais da historia, nio
eram convenientes para alcangarmos nossos objetivos, ndo s6 pelas criticas a elas
enderecadas pelos autores aqui citados, mas também por colocarem em segundo

plano os fatores externos no processo de produgiio do conhecimento matematico.

2. Nossa opgdo:. 0 método arqueolégico de pesquisa historica
proposto por Foucault

Quando resolvemos considerar os aspectos externos em uma reconstituicio
histérica da Matematica, podemos incorrer em dois erros.

O primeiro ¢ desconsiderar a importincia dos aspectos internos na
reconstituicio histérica da Matematica. Tal postura, dificulta a compreensio da
dindmica interna da Matematica, como por exemplo, das mudancas histéricas nos
padrdes matemédticos de rigor, as quais podemos perceber pela leitura dessa
dissertagdo. Além disso, a matematica pode desenvolver-se, também, a partir de
necessidades estritamente internas, pois, como afirma Fernandes!¢!, as necessidades
internas a4 mateméatica sdo parte das necessidades sociais.

O segundo erro ¢ transformar os ¢los de ligagiio entre os fatores externos e
internos em relagdes de causa e efeito.

Para nfo incorrer nesses erros, pareceu-nos que o caminho a ser seguido era
o de superacgdo dessa dualidade interno/externo. Apesar de, na fala de um dos alunos
(p. 124), essa separacdo de aspectos ter sido citada na dissertagdo, buscamos, na
totalidade do texto, supera-la.

O referencial tedrico que se mostrou mais fecundo para ultrapassar essa

dualidade foi o método arqueoldgico de pesquisa, desenvolvido por Foucault em A

161 FERNANDES, C. S. - “Glosas de una concepcion humanista, materialista de la Historia dialéctica y de
la Matemitica” - in BOLEMA - especial mitmero 2 - UNESP Rio Claro - SP - 1992 - p. 93 a 103.
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arqueologia do saber's’. Essa dissertagdio mostra uma tentativa de utilizar o método
arqueologico de pesquisa em Histéria da Matematica.

Segundo Foucault, “a descrigdo arqueologica dos discursos procura
descobrir todo o dominio das institui¢des, dos processos econdmicos, das relagles
sociais com 0s quais pode-se articular uma formacfo discursiva.”(1972 - p. 202)

Conforme ele, o método arqueologico de pesquisa é diferente da historia
das idéias, pois enquanto esta busca no discurso oculto dos documentos o fim das
contradigdes, aquele analisa o que diz o discurso, sendo que as contradi¢gdes ndo sdo
problemas a se transpor

A mudancga de enfoque, historia das idéias - arqueologia, acarreta, logo de
inicio, duas alteragdes basicas no método de pesquisa historica.

A primeira diz respeito a analise do documento. O documento, para a
arqueologia, nio vem corroborar as teorias historicas ja prontas, ao invés disto, as
teorias sdo elaboradas através da analise dos documentos.

Segundo Foucault (1972, p. 13) “¢ claro que desde que uma disciplina como
a Historia existe, temo-nos servido de documentos, interrogamo-los, interrogamo-
nos a respeito deles; indagamo-lhes nfio apenas o que eles queriam dizer, mas se
diziam a verdade, ¢ a que titulo podiam prendé-lo. (...) Ora, por uma mutagdo que
ndo data de hoje, mas que sem duvida ainda ndo acabou, a histéria mudou sua
posigio acerca do documento: ela se da por tarefa primeira, nem tanto interpreta-lo,
nem tanto determinar se ele diz a verdade e qual € seu valor expressivo, mas sim
trabalha-lo no interior e elabora-lo: ela o organiza, recorta-o, distribui-o, ordena-o,
reparte-0 em niveis, estabelece séries, distingue o que ¢é pertinente do que nio ¢,
delimita elementos, define unidades, descreve relagdes.”

Nesse trabalho consideramos como documentos os discursos dos textos
escritos até as primeiras publicagdes sobre das geometrias nfo-euclidianas - séc.
XIX - e dos quadros de alguns artistas que viveram no periodo anterior a tal

surgimento.

162 FOUCAULT, M. , 1972.
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Uma dificuldade encontrada para realizar essa pesquisa sobre o surgimento
das geometrias ndo-euclidianas foi a pouca disponibilidade de fontes primarias. Ha
muitos comentarios sobre os trabalhos de Saccheri, Lambert, Legendre, Da Vinci -
a0s quais tivemos acesso - e pouquissimos textos disponiveis, escritos por eles
mesmos. Por exemplo, conseguimos achar somente uma cépia, em alemfio, dos
trabalhos integrais de Saccheri ¢ Lambert sobre o postulado das paralelas (depois
que fizemos a traduc@o desse texto para o portugués, descobrimos que os trabalhos
de Saccheri foram traduzidos para o inglés por G. B. Halsted e publicados pela
revista Math. Monthly, 1 1894 ¢ seguintes). Além desses tivemos acesso a outros
documentos, quais sejam, pequenos textos encontrados como citagdes em outros
livros € fotografias de quadros produzidos durante a Idade Média e Idade Moderna.

A segunda alteragdo colocada por esse método de pesquisa histdrica é, de
certa forma, decorrente da primeira, pois a organizagio, pelo método arqueoldgico,
dos documentos disponiveis confere destaque as descontinuidades que eram
suprimidas pela historia em sua forma cléssica.

Conforme Foucault (1972, p. 16), “para a historia em sua forma classica, o
descontinuo era, a0 mesmo tempo, o dado e o impensavel; o que se oferecia sob a
capa dos acontecimentos dispersos - decisdes, acidentes, iniciativas, descobertas - e
o que devia ser, pela analise, contornado, reduzido, apagado para que aparecesse a
continuidade dos acontecimentos.(...) Ela (a descontinuidade) se tornou agora um
dos elementos fundadores da analise historica. Ela aparece em um triplo papel.
Constitui, de 1nicio, uma operagdo deliberada do historiador(...): pois ele deve, pelo
menos a titulo de hipdtese sistematica, distinguir os niveis possiveis da anéalise, os
métodos que sdo proprios a cada um e as periodizagdes que lhes convém. Ela é o
resultado de sua descrigdio: pois o que ele empreende descobrir sdo os limites de um
processo, o ponto de inflexdo de uma curva, a inversio de um movimento regulador.
(...) Ela €, enfim, o conceito que o trabalho nio deixa de especificar.”

Foucault, na obra referida, argumenta que “na analise dos documentos nio

devemos utilizar textos, livros ou obras, mas formagbes discursivas que s#o
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definidas quando hi uma regularidade entre os objetos, tipos de enunciagio,
conceitos e escolhas tematicas.”(1972, p. 64)

Mas, o que seriam formagdes discursivas?

Para responder esta questdio, precisamos definir 0 que Foucault classifica
como enunciado.

Segundo este autor, enunciado “¢é uma fungéo de existéncia que pertence, em
particular, aos signos, € a partir da qual pode-se decidir, em seguida, pela analise ou
pela intuicdo, se ‘fazem sentido’ ou ndo, segundo que regra se sucedem ou se
justapdem, de que sdo signo, e que espécie de ato se encontra efetivado por sua
formulagdo (oral ou escrita)” (1972, p. 108, 109).

Ou seja, frases sdo enunciados, proposigdes sdo enunciados, graficos sfo
enunciados, pinturas também sfio enunciados. Uma sequéncia de niimeros escrita a
partir, por exemplo, de um sorteio é um enunciado ja que expde a relagio de
probabilidade.

Agora, podemos explicitar as definicdes de formagdo discusiva e de
discurso encontradas no livro 4 arqueologia do saber. Quando, em um conjunto de
enunciados, podemos definir uma regularidade temos uma formacdo discursiva.
Entenderemos por discurse “um conjunto de enunciados que provém de um mesmo
sistema de formagdo” (Foucault, 1972, p. 135).

De posse dos documentos anteriormente citados, procuramos organiza-los
segundo as regularidades que apresentavam. Assim, pudemos perceber como
fazendo parte de uma mesma série de enunciados, os dos trabalhos de Lambert,
Saccheri, Legendre, Espinosa, Newton, Kepler, Galileu, os dos racionalistas do
século XVII e os de todos os artistas renascentistas italianos. A regularidade em
questdo ¢ considerar a geométria euclidiana como uma verdade Gnica, inquestionavel
e, até mesmo, metafisica.

Em oufra série de enunciados, encontramos todos os dos criticos desde os
dos fildsofos gregos da Antiguidade até os dos empiristas ingleses dos séculos XVII
e XVII ¢ os dos artistas plasticos do século XVIII, por exemplo W. Blake. tais
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enunciados altercavam tanto o Tgor, quanto a natureza das verdades dessa
geometria.

Em outra ainda, sdo colocados os discursos que se relacionam a Teoria do
Conhecimento de Kant.

Feita essa organizagio de enunciados, terminamos por perceber as relagdes
que explicitamos no texto da dissertagio.

Talvez, seja interessante notar que essas séries possuem pontos de relagdo.
Por exemplo, o discurso dos racionalistas e dos empiristas, do século XVII, apesar
de incompativeis - em relagdo as regularidades expostas acima - constituem-se a
partir de uma mesma motivagio, qual seja, as mudancas socio-politico-econdmico-
culturais ocorridas no periodo de transigdo entre o Feudalismo e a Idade Modema.
Esses discursos podem ser um exemplo do que Foucault denomina de pontos de
difragdo.

Segundo ele, “tais pontos se caracterizam inicialmente como pontos de
incompatibilidade: dois objetos ou dois tipos de enunciagdo, ou dois conceitos
podem aparecer, na mesma formagdo discursiva, sem poder entrar - sob pena de
contradicio manifesta ou inconsisténcia - em uma tnica e mesma série de
enunciados. Caracterizam -se em seguida como pontos de equivaléncia: os dois
elementos incompativeis sdo formados da mesma maneira ¢ a partir das mesmas
regras.” (1972, p. 82)

As geometrias euclidiana e ndo-euclidianas também podem ser entendidas
como pontos de difragdo, pois como Ja observamos no texto, sio enunciados que se
contradizem, no que se refere & curvatura do €Spago, € no entanto, sdo formados
pelas mesmas regras.

Definidas todas as séries de enunciados e observadas as relacdes existentes
entre elas, ficam duas quetdes: o que vamos analisar? Qual o método utilizado na
andlise?

Segundo Foucault, “o que se analisa aqui (na arqueologia) ndo sdo,

certamente, os estados terminais do discurso, mas os sistemas que tornaram
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possiveis as formas sistematicas (ltimas, sdo regularidades pré-terminais em
relagdo as quais o estado Gltimo, longe de constitwir o lugar de nascimento do
sistema, se define, antes, por suas variantes. Atras do sistema acabado, o que se
descobre (...) € um conjunto cerrado de relagdes multiplas. E, além disso, essas
relagdes, apesar de ndo serem a propria trama do texto, elas ndo sio por natureza
estranhas ao discurso” ( 1972, p. 94, grifos do autor)

Adotando o método arqueoldgico, o que buscamos nesta reconstitui¢do
historica do surgimento nfio ¢ somente o momento da invengio das geometrias nio-
euclidianas, ou seja, o momento no qual foram realizadas as primeiras publicagdes
sobre elas, mas as “multiplas relagSes”, as “regularidades pré-terminais” que
possibilitaram tal surgimento. Portanto, a anélise realizada busca tornar claro como
as relagOes determinadas a partir da organizagio dos enunciados podem ter
influenciado o surgimento dessas geometrias.

Esse método de pesquisa nos pareceu extremamente interessante por
considerar, ndo apenas os jogos de enunciados que foram historicamente aceitos,
mas também os que ndo foram.

Segundo Foucautlt, “todos os jogos possiveis ndo estio efetivamente
realizados: ha muitos conjuntos parciais, compatibilidades regionais, arquiteturas
coerentes que teriam podido aparecer e que nio estio manifestas. Para dar conta
somente das escolhas que foram realizadas, dentre todas as que o poderiam ter sido,
€ preciso descrever instancias especificas de decisdo. Em primeiro lugar entre elas, o
papel que desempenha o discurso estudado em relagio aos que Ihe sdo
contemporaneos ¢ que he sdo vizinhos.(...) O discurso estudado pode estar também
em uma relagio de analogia, de oposi¢do, ou de complementaridade com alguns
outros discursos.(...) Pode-se, finalmente, descrever, entre diversos discursos,
relagdes de delimitagdo reciproca, cada um deles apresentando as marcas distintivas

de sua singularidade pela diferenciagfio de seu dominio, de seus métodos, de seus

instrumentos, de seu dominio de aplica¢do.(...) Todo este jogo de relagdes constitui
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um principio de determinagio que admite ou exclui, no interior de um discurso dado,
um certo numero de enunciados.” (1972, p. 83)

Esta “direcdo de pesquisa”, como define Foucault, pareceu-nos
particularmente Util para buscarmos explica¢des de questdes como: por que Saccheri
ou Lambert ndo perceberam que estavam, em seus respectivos trabalhos, lidando
com um tipo completamente novo de geometria? Por que excluiram hipéteses
consistentes de seus trabalhos? Por que o titulo do trabalho de Saccheri ¢ “Euclides
salvo de qualquer faltha™?

Ao tentarmos compreender as escolhas feitas por Saccheri ¢ Lambert, dentre
todas as outras que eram possiveis, deparamo-nos com a questio da verdade
estabelecida na época sobre a geometria euclidiana, ou seja, que essa geometria era o
conhecimento pelo qual poderiam ser desvendados os mistérios da realidade fisica.

As conclusBes as quais chegamos, no final do texto de reconstitui¢o
histérica, sobre as relagBes entre a aceitagdo das geometrias ndo-euclidianas pela
comunidade cientifica, os novos discursos cientificos ( por exemplo, a Teoria da
Evolugdio) e as praticas politico-econémicas (praticas ndo-discursivas), foram
possiveis a partir de uma das diregdes de pesquisa definida no método arqueoldgico,
qual seja, “a determinagdo das escolhas tedricas realmente efetuadas depende
também de uma outra instincia. Essa instincia se caracteriza, de inicio, pela funcdo
que deve exercer o discurso estudado em wm campo de prdticas ndo discursivas”.
(Foucaut, 1972, p. 84, grifos do autor)

Assim, a reconstituigdo histérica, aqui realizada, buscou as relagdes entre o
discurso matematico € os de outros campos do saber e entre esses discursos e o
campo de praticas ndo discursivas. O método arqueoldgico supera a dualidade
existente entre aspectos internos € externos, ja que os enunciados sio classificados,

néo segundo o campo do saber ao qual pertencem, mas segundo as regularidades que

possuem em comum,

II. Sobre 0 pedagdgico
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Nesse estudo a historia € utilizada como fonte de poblematizagio
pedagogica.
Precisamos, agora, especificar o que entendemos por problematizacio e o

que estamos chamando de pedagégico.
1. Historia: fonte de problematizacéo

Em sua tese de doutorado, Problematizacdo: um caminho a ser percorrido
em Fducacdo Matemdtical03, Maria do Carmo D. Mendonga analisa alguns
propositos pedagdgicos da problematizagio.

Esta autora, na obra referida, afirma que a problematizagio pode ser
utilizada com o propésito psicoldgico de desinibir os poderes cognitivos; ou como
um meio para conferir significado a uma experiéncia de vida; ou como um meio para
0 desenvolvimento de uma atitude artistica, a arte de formular perguntas; ou como
um método, um caminho para alcangar o conhecimento; ou ainda como motivagio
que impele o individuo & busca de solugdes.

Dario Fiorentini, no seu trabalho de doutoramento Rumos da pesquisa
brasileira em Educa¢do Matemdtica: o caso da produgdo cientifica em cursos de
péswgraduagﬁo] 64, analisa varias pesquisas realizadas em nivel de pds-graduacio.
Dentre elas, muitas tratam da questio resolucde de problemas, enquanto método
pedagogico. Analisando-as, conclui:

“Os quatorze estudos, aqui analisados, mostram varios significados do que
seja a resolugdo de problemas. Alguns a concebem como método de ensino que
pressupde a abordagem de todo e qualquer conteido no contexto de situagdes-

~problema. Outros como uma habilidade cognitiva estreitamente relacionada 2

natureza e ao significado dos conceitos envolvidos cuja aprendizagem pode ser

163 MENDONCA, M. C. D.., 1993.
164 FIORENTINIL, D.., 1994
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otimizada mediante estratégias e modelos especiais de ensino. Qutros, ainda, como
uma estratégia ou habilidade cognitiva estreita-mente relacionada ao contexto sécio-
cultural de significagdo do problema. E, finalmente, ha aqueles que a concebem
como um processo especial constituido de etapas com estratégias e heuristicas
proprias, as quais devem ser exploradas, ensinadas ¢ desenvolvidas em sala de
aula.”(1994, p. 239)

Brousseau (1983, p. 179) define situagdo problema como sendo “uma
situagdo que seja suscetivel de evoluir e de fazer evoluir o aluno segundo uma
dialética conveniente. Trata-se, nfio de comunicar os conhecimentos que se deseja
ensinar, mas de encontrar uma situacdo na qual estes conhecimentos sejam a
estratégia otima - dentre as possiveis - para obter o resultado buscado pelo aluno”.

Higueras ¢ Femandes, no artigo Los obstaculos en la ensefianza de la
matematical 63 afirmam que o objetivo de uma situagdo-problema é permitir que o
aluno adquira novos conhecimentos tomando, em primeiro lugar, a consciéncia da
mnsuficiéncia de seus antigos conhecimentos.” (p. 130)

Antonio Miguel, em sua tese de doutorado, analisa, especificamente, a
problematizagio historico-pedagogica e afirma que essa deve ser logica, psicolégica,
socioldgica, epistemolégica, teleolégica ¢ axiolégica. Segundo ele, tal
problematizagdo visa & formagdo politica do cidado, isto ¢, do individuo que sabe-
se historica e socialmente condicionado, mas que é capaz de desenvolver um
pensamento independente e critico. Podemos perceber tal postura pela seguinte
passagem:

“Por outro lado, a perspectiva aberta pela abordagem histérica e construtiva
dos contetidos matematicos no sentido de restituir-thes a sua dimensio axioldgico-
teleoldgica, acena com a possibilidade de retirar a matematica de seu isolamento

escolar, imposto por wma ja habitual abordagem estritamente técnica, tornando-a

165 HIGUERAS, L. R. e FERNANDES, J. L. R. - “Los obstaculos en la ensefianza de la matematica” in v
Jornada Andaluzas de Educacion Matematica “Thales” - Benalmadena (M4laga) - set. 1989 - p. 12523 132.
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uma colaboradora a mais no atingimento das metas colocadas por um projeto
educativo mais amplo que vise a formagio do cidaddo.” ( Miguel, 1993, p. 197)

Desta forma, Miguel aproxima-se de Paulo Freire, quando este wltimo
afirma: “a educagio que se impde aos que verdadeiramente s¢ comprometem com a
libertagdo nfo pode fundar-se numa compreensio dos homens como seres “vazios’ a
quem 0 mundo ‘encha’ de conteidos; nd3o pode basear-se numa consciéncia
especializada, mecanicistamente compartimentada, mas nos homens como ‘corpos
conscientes’ e na consciéncia como consciéncia intencionada ao mundo. Nio pode
ser a do deposito de contetdos, mas a problematizagio dos homens em suas relacGes
com o mundo”(Freire, 1970, p. 68 apud Mendonga, 1993, p. 24)

Colocadas as diferentes maneiras de se perceber a fungdio pedagogica da
problematiza¢do, entenderemos a expressio “situagdo problema” do modo como a
define Brousseau e com as finalidades a ela atribuidas por Antonio Miguel e Paulo
Freire.

Assim, aproximamo-nos da segunda pergunta colocada por esta pesquisa,

qual seja, o que significa uma reconstitui¢o histérica com fins pedagégicos?
2. Estudo histérico pedagoégico

Miguel, na obra citada, afirma que “para poderem ser pedagogicamente
uteis, € necessario que historias da matematica sejam escritas sob o ponto de vista do
educador matematico. Tais historias, no meu modo de entender, tentariam e
tenderiam a privilegiar certos temas e ndo outros, determinados problemas e métodos
€ ndo outros, a enfatizar a reconstitui¢do, ndo tanto dos resultados matematicos, mas
dos contextos epistemologicos, psicoldgicos, sdcio-politico e culturais de sua
produgdo, contribuindo, desse modo, para a explicagio das relagbes que a

matemdtica estabelece com a sociedade em geral e com as diversas atividades

teoricas especificas e praticas produtivas setorizadas.”(Miguel, 1993, p. 109)
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Sobre o objetivo a ser perseguido por um estudo histérico-pedagdgico
comenta:

“Mas uma didatica construtiva da matematica, de cunho histérico-social,
ndo estaria cumprindo integralmente a sua fungdo educativa se se restringisse a
explicitar uma fundamentacdio psico-pedagdgica e historico-epistemologica relativa
ao como se trabathar deteminados conteiidos especificos. Isso porque, se ela se
detivesse ai, estaria marginalizando uma dimensdo de fundamental importincia do
processo educativo: a dimensdo axiologico-teleoldgica.” (Miguel, 1993, p. 196)

Podemos caracterizar a concepcdo de reconstitui¢io histérica com fins
pedagogicos, adotada aqui, como sendo uma reconstituigdo historica realizada por
meio do método arqueoldgico de pesquisa. Nela, investigamos e organizamos os
discursos que podem ter influenciado a produgdo histérica do conhecimento, com o
intuitc de tornd-los problematiza¢bes 16gica, epistemologica, psicologica,
sociologica, teleoldgica, axiologica e, é claro, matematica.

A finalidade Gltima desta arqueologia é propiciar um ambiente onde o
educando perceba a si proprio e ao conhecimento cientifico como sendo histérica e
culturalmente condicionados; compartilhe com os demais elementos do grupo suas
posturas filosOficas frente ao mundo; pense criticamente suas concepgdes
matematicas e valorativas em geral com o propésito de supera-las.

Porém, nfio entendemos que o processo pedagogico se dé somente em sala
de aula ou mesmo na Escola. Acreditamos que ao ler a presente dissertagio, o leitor
estara passando por um processo pedagdgico.

Mendonga, na obra acima referida, ao citar Pernambuco (1992), afirma a
importincia da relagdo dialdgica no processo que busca a construgio do
conhecimento pela problematizagdo: “o didlogo , a interlocugiio sobre o mundo, uma
realidade partilhada embora vista sobre diferentes 4ngulos, é o principal motor, o
que desencadeia e mantém o movimento do grupo. Paulo Freire, a0 mostrar que o

aluno ¢ um educando que em par com ¢ educador retoma em sala de aula um

processo de produgdo de conhecimento, nos aponta o didlogo como instrumento por
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exceléncia pelo qual este conhecimento se produz. Iniciando sempre do universo do
aluno, do que para ele ¢ significativo, da sua maneira de pensar, do conhecimento
que traz do seu grupo social, cabe a escola possibilitar-lhe a superagido dessa visdo
inicial dando-lhe acesso a novas formas de pensar que constituem a base do
conhecimento sistematizado contemporineo.”(p. 41)

A importincia, ressaltada por Mendonga, da relagiio dialégica no processo
de construcdo do conhecimento foi um dos motivos que nos levou a optar pelo
dialogo como o articulador entre os carateres historico € pedagdgico desse trabalho,
ou seja, pela forma de apresentagiio - ndo original - desta dissertag3o.

A afirmacgdo da nfo originalidade desta forma de se escrever um trabalho
académico, deve-se ao fato de Lakatos, em sua tese de doutorado (transformada
posteriormente no livro 4 légica do descobrimento matemdtico: provas e refutacdes)
Jja té-la utilizado. Segundo este autor, a forma dialogada reflete a dialética da
produgio do conhecimento cientifico.

Outro motivo que nos levou a adotar o didlogo como forma de apresentagio
¢ que ele nos permite expor concomitantemente diferentes posturas filosoficas
frente aos problemas que vio sendo colocados ¢ analisar quais as consequéncias
destas posturas no processo pedagégico rumo a produgio do conhecimento
erudito. 160

Assim, o dialogo ideal, aqui apresentado, desenvolve-se com um grupo de
alunos de um curso de licenciatura em Matematica. Isso permite que sejam
explicitadas, por meio das posturas dos alunos 4, B, C e D, as diferentes maneiras
de posicionamento frente a produgdo do conhecimento matematico.

A escolha do grupo recaiu sobre um curso de licenciatura, ndo porque
acreditemos que as geometrias ndo-euclidianas ndo possam ser ensinadas em

primeiro e segundo graus, mas devido ao nivel de aprofundamento que quisemos dar

166 FERNANDEZ ¢ HIGUERAS no artigo “La epistemologia historica, base de una teoria constructivista del
aprendizage en matematicas” referem-se a diferenciacfio que deve ser feita entre saber “erudito”c saber
“ensinado”. Segundo eles, “para que um conhecimento matemadtico passe a ser objeto de ensino, deve sofrer
uma séric de alteragfes, deformacfes ou restrigBes que tornam possivel seu ensino.”
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as discussOes apresentadas. Tal aprofundamento nfo seria possivel em uma classe de
primeiro ou segundo graus.

O dialogo desenvolvido nessa dissertagdo deve ser compreendido ideal no
mesmo sentido dos objetivos os quais tracamos em nossas agdes pedagdgicas. Os
didlogos reais com 0s quais nos deparamos nessa agdo dependem dos diferentes
contextos socio-culturais dos alunos. Porém, buscamos sempre superd-los tendo
como referéncia nossos objetivos ideais, ou nossos dialogos ideais.

E interessante notar que Martin Buber, o grande estudioso do dialogo,
observa que a relagd@o dialogica prescinde das palavras. Ela pode se efetivar a partir
de olhares, gestos e siléncios.

Nesse estudo historico-pedagodgico, a palavra foi privilegiada. Poucos foram
os momentos de siléncio. Esses sfio explicitados no texto por meio de interrupgdes
de assuntos, ou de respostas laconicas que demonstram que algo deveria ter sido dito
e ndo foi.

Longe de indicar o fim de uma discussfio, essas suspensdes de assuntos
colocam perguntas ao leitor, 0 qual pode buscar respostas para elas, fornecendo ao
dialogo uma continuidade em um outro nivel que nio o do texto da dissertacdo.
Talvez seja nesses momentos de siléncio que o didlogo atinja, mais plenamente, sua

dimensdo pedagogica.
3. A quem se destina essa dissertacdo

E evidente que essa dissertagdio se destina a todos os que se interessem em
[é-la. Porém, ela foi pensada, especificamente, para futuros professores de
Matematica.

A formagéo de professores de Matematica, quase sempre tem se limitado a
um estudo exclusivamente formalista dos campos que compdem a Matemadtica,
desvinculando-os, deliberadamente, de todo o processo social de produgdo do

conhecimento.
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A idéia subjacente a esse tipo de formagio de professores é que para ser um
bom professor, deve-se “conhecer profundamente” a 4rea a qual ird ensinar.

Al se coloca a discussdo sobre o que significa “saber profundamente”. Para
a grande maioria dos professores desses cursos, saber Matematica profundamente
significa saber demonstrar teoremas, lidar com a linguagem matematica e, talvez,
conhecer alguns fatos da Historia da Matematica, tais como, quem, em que época,
descobriu tal teorema.

Qutra maneira de se entender “saber profundamente” seria, além de
conhecer teoremas € de saber lidar com a linguagem matematica, conseguir
relacionar conceitos de diferentes campos desse conhecimento; refletir sobre os
fundamentos da Matemdtica, perceber seu dinamismo interno; perceber suas
relagdes com outros campos do saber e com as praticas ndo~discursivas.

Se o objetivo da formacgio de professores de Matematica for um “saber
profundamente” nesse segundo sentido, um estudo histérico-pedagdgico sobre as
geometrias ndo-euclidianas pode se mostrar bastante interessante.

Essas geometrias trazem no bojo de seu desenvolvimento discussdes
importantes sobre concepgdo de verdade, de rigor, de consisténcia, de sistema
axiomdtico e outras trabalhadas no corpo dessa dissertagdo; reflexdes sobre os
pontos de intersec¢fio entre o discurso matematico e discursos de outros campos do
conhecimento; analise dos momentos de continuidade e ruptura dentro da
Matematica (ha uma controvérsia, na Matematica, se ha ou nfo essas rupturas dentro
desse campo do saber. Ndo temos como objetivo desenvolver, aqui, essas
discussdes). Esses debates, além de colocarem um questionamento sobre os
fundamentos da Matematica, ainda proporcionam uma percepgio do dinamismo
interno no qual se constréi esse saber.

Além disso, o estudo dessas geometrias pode proporcionar a superagio do
senso comum do que seja a geometria, possibilitando que o futuro professor tega

relagdes, ndo somente entre figuras-figuras, figuras-propriedades, propriedades-
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propriedades, mas também entre sistemas axiomatizados-sistemas axiomatizados,
alcangando, assim, um estudo de Metageometria.

A discussio sobre a correspondéncia entre a geometria euclidiana e as leis
do mundo empirico ¢ interessante em um curso voltado para futuros professores de
Matematica, pois até hoje, muitos licenciandos consideram que esse saber existe no
Universo independentemente do ser humano. Para eles, a fungio do ser humano no
que se refere 8 Matematica € o de descobrir as leis matematicas pré-existentes na
natureza.

Esse estudo histérico-pedagogico possibilita perceber e avaliar a origem e o
desenvolvimento historico de tal concepgdo, tornando  possivel uma opgdo
consciente entre superar ou ndo esse modo de encarar a Matematica.

Finalizando, gostariamos de reafirmar que esse estudo histérico-pedagogico
ndo pretende ser um modelo a ser seguido, mas um texto sobre o qual, futuramente,

as pessoas possam se debrugar, analisar, contestar, utilizar trechos, enfim, recriar.
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