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Resumo

Neste trabalho, sao propostas condcees su cientes pasaestabilidade assinbtica de
sistemas lineares, contnuos no tempo, com comutecao gusseguram um custo garantido
de desempenho. Estas condcees dependem da solwcao meconjunto de desigualdades
de Lyapunov-Metzler, de nidas em [Geromel & Colaneri, 2006que possuem nhatureza nao-
convexa, sendo portanto, de difcil solucao. Para contoar este problema, apresentamos
condcees de estabilidade mais conservadoras baseadasuwa subclasse de matrizes de
Metzler com elementos iguais na diagonal principal, que pem ser resolvidas atrawes de
desigualdades matriciais lineares e busca unidimensianas resultados apresentados em
[Geromel & Colaneri, 2006], que fornecem condcees parasabilidade de sistemas dinamicos
lineares com comutecao, sao generalizados para lidamcsistemas mais gerais, a saber,
sistemas dinamicos sujeitos a perturbacees impulsivasA proposta elaborada assegura a
estabilidade assinbtica inclusive na preserca de posgis modos deslizantes.

Palavras chave : Sistemas com comutacao, Sistemas a tempo contnuo, Dgsaldades
de Lyapunov-Metzler, Desigualdades matriciais lineares.

Abstract

In this work, su cient conditions are proposed for the study of asymptotic stability of
continuous time linear systems with commutation, which asse a guaranteed cost of perfor-
mance. These conditions depend on the solution of a set of lpymov-Metzler inequalities,
de ned in [Geromel & Colaneri, 2006], which are di cult to sdve due to their non-convex
nature. However, to circumvent this di culty, we present more conservative stability con-
ditions based on a subclass of Metzler matrices charactetz by having equal elements on
the main diagonal. Although these conditions are more consetive, they can be solved by
Linear Matrix Inequalities (LMIs) and unidimensional seach. The analysis done in [Geromel
& Colaneri, 2006], which provides the stability conditiondor linear dynamic systems with
commutation is expanded to cover a more general class of gmst with commutation and
subject to impulsive disturbances. The conditions preseadl in this work assure the stability
even in the presence of possible sliding modes.

Keywords : Systems with commutation, Continuous time systems, Lyapmov-Metzler
inequalities, Linear matrix inequality (LMI).
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Captulo 1

Introdwcao

Atualmente, e crescente o interesse no estudo de sistemasegapresentam comutacao.
Isto ocorre pois estes sistemas sao comumente encontratigrtica, onde foi percebido
gue a comutacao pode melhorar o desempenho global dos mesnaem de permitir o surgi-
mento de propriedades importantes que nao sao encontradsoladamente. Por exemplo, em
[Narendra & Balakrishnan, 1997], [Morse, 1996] e [Kulkarni &amadge, 1996]e mostrado
gue a comutecao entre diferentes controladores melhoraesposta transibria e, em [Broc-
kett, 1983] e [Hespanha & Morse, 1999],e mostrado que o carir com comutecao permite
estabilizar sistemas que nao podem ser assintoticamengtabilizaveis utilizando-se apenas
um controle com realimentecao Xxo.

Para dar incio ao estudo do temae recomendavel consulta[Liberzon & Morse, 1999],
[Liberzon, 2003] e [DeCarlo et al., 2000], que sao uns dosgorsores neste estudo e oferecem
uma revisao completa sobre o assunto em questao. O artigedpanha, 2004] utiliza extensees
do Princpio da Invariancia de LaSalle e fornece uma dissgsao interessante sobre um conjunto
de resultados referentea estabilidade uniforme de sistas com comutacao.

A princpio, estes sistemas podem ser divididos em dois gras. Em um deles a regra de
comutacao (t)e independente dos estados e corresponde a uma incertezago, as condcoees

guantidade de subsistemas. Trata-se, portanto, de um pra@rha de estabilidade robusta p
resolvido na literatura, veja [Hespanha & Morse, 2002] paraaiores detalhes. No outro
grupo, (t)e um sinal de controle dependente dos estados e que seleaia cada instante de

0 projeto consiste na determinacao de uma regra de como# (t) = g(x(t)) e de condcees
Su cientes para a estabilidade assinbtica global.
Dentro do contexto em que (t)e um sinal de controle, esta dissertacao tem como ob-

1



1.1. Apresentecao da Dissertacao 2

jetivo principal obter as condcees para a estabilidadeedsistemas dinamicos lineares com
comutacao, bem como a determinacao de um limitante super para um custo funcional de-
nido a partir de perturbacees impulsivas. Em casos espkds, as varaveis de controle sao a
regra de comutecao (t) e um conjunto de ganhos de realimentacao de estati;;::: KyQ.
Mostramos que as condcoees de estabilidade dependem dacsm de um conjunto de desi-
gualdades de Lyapunov-Metzler que foram de nidas em [Ger@n& Colaneri, 2006]. Estas
desigualdades possuem natureza nao-convexa devido adpto de varaveis, um conjunto de

. Assim sendo, naoe possvel resolve-las utilizando asframentas disponveis na literatura
para a solucao de LMIs. No entanto, apresentamos uma veosalternativa mais simples,
embora mais conservadora, que e baseada nos resultados @erpmel & Colaneri, 2006] e
consiste na utilizacao de uma subclasse de matrizes de ket caracterizada por apresentar
elementos iguais na diagonal principal. Utilizando esta &80, a solucao de desigualdades
nao-convexase substituda pela solucao de LMIs e umaukca unidimensional.

Como g foi dito, o crierio de desempenho e um custo funanal, que na auséncia de
comutacao se confunde com a norntd, do sistema. Este custoe muito difcil de ser expresso
analiticamente devido a natureza complexa dos sistemas caomutacao. Assim, para ns
de otimizacao, minimizamos um limitante superior do meso de tal forma que as condcees
de estabilidade sao obtidas assegurando um custo garaotae desempenho. Uma maneira
de analisar a qualidade do resultado obtidoe determinar aistancia entre o custo garantido
e o custo real. No entanto, como esteultimoe muito difcil de ser calculado, determinamos
condcees para o @lculo de limitantes inferiores para mesmo. Ou seja, quanto menor a
distancia entre os limitantes, menore a folga existentengére o custo real e o garantido e
melhore a qualidade do resultado obtido. Vale ressaltar guas condcees apresentadas nesta
dissertacao garantem a estabilidade inclusive na presande possveis modos deslizantes e

que de nem os subsistemas. A teoria desenvolvidae aplicadha solucao de problemas de
controle H, multi-objetivo. E mostrado que a solucao destes problemas, utilizando e@tado
proposto nesta dissertacao, oferece resultados mellsoogie os obtidos utilizando os nmetodos
de [Khargonekar & Rotea, 1991] e de [Eker & Malmborg, 1999]esonados da literatura.

1.1 Apresentaao da Dissertacao

Esta dissertacao est dividida em cinco captulos. Est primeiro captulo apresenta uma
introducao ao estudo do tema e expoe a forma como foi orgaato o texto desta dissertacao.

2.



1.1. Apresentecao da Dissertacao 3

O segundo captulo apresenta alguns conceitos importarg&omo por exemplo o conceito
de estabilidade segundo Lyapunov, o estudo da nornil, e o teorema de Danskin, muito
utilizado no @alculo de derivadas direcionais. Como a furao de Lyapunov escolhida para o
estudo da estabilidade naoe diferencavel para toda 2 R", em quex representa o estado
do sistema en representa a sua ordem, e importante a utilizacao de deadas direcionais, 0
gue justi ca a importancia do bpico referente ao teoremade Danskin.

O terceiro captuloe dividido em trés secees e trata destudo da estabilidade de sistemas
lineares, contnuos no tempo, com comutacao de tal forma assegurar um custo garantido
de desempenho. Toda a teoria apresentada no captulo e digida e ilustrada atrawes de
exemplos. Os assuntos discutidos em cada secao sao asirgeg:

Na primeira secao, sao apresentados alguns resultadog@eromel & Colaneri, 2006]
voltados para o estudo de sistemas lineares com comutecdg realizada uma com-
parecao entre as condcees de estabilidade obtidas lisando a furcao de Lyapunov
proposta em [Geromel & Colaneri, 2006] e a comumente utilda na literatura. A
funcao de Lyapunov proposta garante a estabilidade do w@sa inclusive na preserca
de modos deslizantes, propriedade nao assegurada pelasout

A segunda secao trata do estudo da estabilidade de sistesneom perturbacees im-
pulsivas. Nessa secao,e de nido um custo funcional, querauséncia de comutacao se
confunde com a normad, do sistema. Para a aralise da qualidade do resultado obtido
sao0 propostas condcees para o @lculo de um limitanteferior para o custo funcional.

A terceira secao apresenta o estudo da estabilidade detesisas com controle via rea-
limentacao de estado sujeitosa perturbacees impulgs. Para estes sistemas existem
duas varaveis de controle, a saber, a regra de comutacat) e um conjunto de ganhos

sistemas que nao podem ser estabilizaveis utilizando ay@s uma das varaveis isola-

damente. Por outro lado, se o sistema for estabilizavel coapenas uma das regras, o
custo obtido utilizando a interacao de ambase, geralmé®a, bem menor que o obtido

utilizando uma delas isoladamente. Essa secao apresedtas formas de obtercao das
condcees de estabilidade do sistema, obten#g, i 2 N, atrawes da resolucao de um

problema de otimizacao, ou alternativamente, atrawes d solucao de uma equacao de
Riccati.

No quarto captulo, utilizamos a teoria desenvolvida no caplo anterior para resolver
problemas de controléd , multi-objetivo. Os resultados obtidos sao melhores que@sdstentes

-3-



1.2. Notacao 4

na literatura. Nesse captulo, provamos a superioridade daetodo proposto em relacao aos
nmetodos de [Khargonekar & Rotea, 1991] e de [Eker & Malmbor999] comumente utilizados
na literatura e, ilustramos esta superioridade resolvendoproblema de controle de um triplo
integrador com dois crierios con itantes.

Por m, o quinto captulo apresenta as conclusees e as peexctivas para trabalhos futuros.

1.2 Notacao

A notecao usadae padrao. Letras mausculas represean matrizes ou conjuntos e letras
mirusculas representam vetores ou escalares. Neste trai@mls denota o rumero complexo
j! , sendo qué e afreqe&ncia emrad=sel, denota a matriz identidaden n. Para matrizes
reais ou vetores, @ indica o seu transposto. Para matrizes quadradas, X() denota a furcao
traco da matriz X. Matrizes sinmetricas de nidas positivas (semide nidas psitivas) sao
denotadas porP > 0 (P 0). Para facilitar a notacao de matrizes sinetricas paitionadas,
o smbolo ( ) denota genericamente cada bloco sinetrico, ou seja

2 3 2 3
A B C A B C
8 pEb=%B°D ES (1.1)
F C° E° F

O smbolo (t) representa o impulso upjario, e a normaH, ao quadrado de uma trajebria
g(t) de nida parat Oe igual a kgks := 01 g()%(t)dt. O conjuntofl; ;Nge denotado
por N. A convolucao de dois sinais de nidos parda Oe indicada porg; Q.



Captulo 2

Conceltos Fundamentais

O objetivo deste captuloe apresentar alguns conceitosuhdamentais que sao utilizados
nesta dissertacao. Inicialmente, discutimos o cried de Lyapunov para o estudo da esta-
bilidade de sistemas lineares invariantes no tempo e o @lo da normaH,. Em seguida,
apresentamos o Teorema de Danskin, que e uma ferramentasiea para o @lculo de deri-
vadas direcionais. Por m, fazemos uma breve discussao 10bs sistemas dindmicos com
comutacao, cujo estudo corresponde ao Nosso objetivormipal.

2.1 Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Um sistema linear invariante no tempo pode ser representadelps seguintes equacees no
espaco de estados

Ax(t) + Bw(t); x(0)=0 (2.1)
Cx(t) + Dw(t) (2.2)

x(t)
z(t)

em quex(t) 2 R"e o vetor de estado,w(t) 2 R" e a entrada externa ez(t) 2 RPe a sada.
A furcao de transferéncia deste sistemae dada por

Hwz(s)= C(sl A) B+ D (2.3)

em gue as matrize#\, B, C e D possuem dimensees apropriadas de acordo com as regras que
de nem o produto matricial. SeD = 0, o sistemae classi cado como estritamente pioprio,
sendo chamado de poprio caso contario.



2.2. Estabilidade 6

2.2 Estabilidade

Esta secao tem como objetivo apresentar o crierio de Lyainov para o estudo da estabili-
dade de sistemas dinAmicos contnuos no tempo e determires condcees para a estabilidade
do sistema (2.1) comw(t) = 0 para todot 0. Antes, no entanto, vamos de nir 0 con-
ceito de estabilidade assinbtica global, apresentandarimeiramente o conceito de ponto de
equilbrio, [Slotine & Li, 1991].

De ncao 2.1 (Ponto de Equilbrio) O vetor de estadox = 0 e um ponto de equilbrio do
sistema, sex(t) =0 para algumt = to O implicar em x(t) = 0 para todot tg.

De ncao 2.2 (Estabilidade Assinbtica Global) O ponto de equilbriox = 0 e globalmente
assintoticamente estvel se:

ele for estavel;
para toda condcao inicial x(tg) 2 R" implicar em x(t) ! Oparat! +1 .

De acordo com Lyapunov, uma maneira de estudar a estabilidade um sistemae analisar
0 comportamento de uma furcaw(x(t)) que pode ser interpretada como a distancia entre a
trajebria x(t) e o ponto de equilbriox = 0. Esta furcaoe chamada de furcao de Lyapunov
e possui as seguintes propriedades, [Franklin et al., 1993lotine & Li, 1991]:

1.v(0)=0ev(x)> 0 parax 6 0;
2 . v(x)e contnua em relecao a todas as componentes de2 R";
3. v(x)e ilimitada para todo x 2 R" ilimitado.

Sev(x(t)) decrescer monotonicamente e tender a 0, entaft) se aproxima cada vez mais
do ponto de equilbrio x = 0 ak alcama-lo, fazendo com que o sistema seja globalemte
assintoticamente estavel, de acordo com a De ncao 2.20 teorema a seguir apresenta o
crierio de Lyapunov para o estudo da estabilidade de sisteas dinamicos.

Teorema 2.3 Seja uma furcao de Lyapunov(x) associada a um sistema dinAmico. Se
V(X) < O para todox 6 0 e
v(x) =0 parax =0

entao o ponto de equilbriox = 0 e globalmente assintoticamente estavel.

-6 -



2.3. NormaH, 7

Desejamos utilizar o Teorema 2.3 e determinar as condisgeara a estabilidade do sistema
(2.1). Para atingir este objetivo, e necessario escolharma furcao de Lyapunov adequada.
Uma candidataa funcao de Lyapunov muito utilizada no estdo da estabilidade de sistemas
linearese a seguinte

v(x) = xPx (2.4)

em queP 2 R" "e uma matriz sinetrica de nida positiva. Utilizando a funcao (2.4) e
considerando qu = Ax, a derivada dev(x)e dada por

XPx+ xPx
XYAP + PA)X (2.5)

V()

Logo, para atender as condcees do Teorema 2.3e necessjue
XYAP + PA)X< 08x602R" (2.6)

Podemos observar que a solucao da desigualdade (2.6) e@oica. Para a obtercao de
umaunica soluwcao, podemos resolver a equacao matatiinear AP + PA = Q, sendoQ
uma matriz sinetrica de nida positiva dada. O seguinte lena expressa uma maneira chssica
de estudar a estabilidade de sistemas lineares invariantes tempo segundo o crierio de
Lyapunov, [Slotine & Li, 1991], [Vidyasagar, 2002].

Lema 2.4 O sistemax = Ax e globalmente assintoticamente estivel se e somente saapa
uma matriz Q, sinetrica de nida positiva dada, existir umaunica matriz P, sinetrica de -
nida positiva, solicao da equacad®P + PA+ Q =0.

Assim, o Lema 2.4 apresenta as condcees para a estabilidadio sistema (2.1), com
w(t) =0 paratodot 0. A equacacA®P + PA + Q = Oe chamada equacao de Lyapunov
para sistemas contnuos.

2.3 Norma H»,

A norma H, e um dos crierios mais usados na aralise do desempenho dgstemas
dinAmicos. Nesta secao, 0 seu @lculoe apresentado a¥es de gramianos e, no contexto
de programacao convexa, atrawes de desigualdades matais lineares.

Esta normae de nida para todas as furcees de transfereéra H (s) racionais, estritamente
poprias, analticas no semi-plano complexo direito, iluindo o eixo imagirario, e pode ser

-7-



2.3. NormaH, 8

calculada resolvendo a seguinte integral
1 41

kH (s)k3 = > tr(H( j')YHG ) a (2.7)
1

Para calcub-la no domnio do tempo, podemos utilizar o terema de Parseval em (2.7),
obtendo Z,
kH (s)k3 = tr (h(t)%h(t)) dt (2.8)
0

onde h(t) e a transformada de Laplace inversa deéH(s). A seguir, apresentamos \arias
formas de calcular esta norma para o sistema (2.1)-(2.2),iligando apenas gramianos e,
posteriormente, utilizando LMIs.

2.3.1 Qlculo Atraes de Gramianos

A resposta ao impulso do sistema (2.1)-(2.2)e dada por
hw,(t)= CEMB+ D (t); 8t 0 (2.9)

De acordo com (2.8) e utilizando (2.9), temos
Z 1
tr (huz (1) ez (1)) dt
ZO1
tr (B%"C%+ DO (t))(CEMB + D (t))
0 7 L
tr BY e'cceMdt)B +tr(BLD)+
0 7 1
+tr( DCB) +tr( DD) (t)2dt (2.10)
0

kH . (s)k3

Na equacao (2.10), uma vez qulgol (t)2dt!'1 |, para que a norma seja nita, a matrizD
deve ser nula e, adicionalmente, todos os autovalores da natA devem estar localizados
no semiplano esquerdo aberto do plano complexo. De fato, apmle nido anteriormente,
a furcao H,;(s) deve ser estritamente popria e analtica no semiplano @mplexo direito
fechado.

Assim, utilizando a equacao (2.10) e levando em conta que @wdao H,,,(s) satisfaz as
condcoees apresentadas, sua nornid, e dada por

kH .2 (S)k3 = tr ( B®PoB) (2.11)

-8-



2.3. NormaH, 9

R
em quePgp = 01 efrtcicetMdte o gramiano de observabilidade ee obtido resolvendo-se a
seguinte equacao de Lyapunov

APy + PbA+ CC =0 (2.12)

Utilizando a propriedade de circularidade do operador tra?, tamkem podemos calcular
a normaH, da seguinte forma

z
kH 2 (S)k3 = 1 tr (w2 (1) hwz (1)9 dt (2.13)
0

Neste caso, seguindo 0s mesmos passos descritos anteridemebtemos
kHyw,(S)k3 = tr ( CPcC9 (2.14)

R, 0 _ . .
em quePc = eA'BB %" 'dte o gramiano de controlabilidade ee obtido resolvendo-sa
seguinte equacao de Lyapunov

APc + PcA%+ BB?=0 (2.15)

Desta forma, existem duas maneiras de calcular a norrily, do sistema utilizando gra-
mianos, a saber:

Utilizando o gramiano de observabilidade:

kH..(s)k3 = fir(B®PoB) : (2:12)g (2.16)

Utilizando o gramiano de controlabilidade:

kH2(s)k5 = ftr(CPcCY : (2:15) (2.17)

E importante ressaltar que os gramianos de observabilidagede controlabilidade sao ma-
trizes sinmetricas de nidas positivas, desde que os pares;(C) e (A; B) sejam obsenaveis e
controhveis, respectivamente.

A seguir, vamos apresentar o @lculo da normé , do sistema (2.1)-(2.2) atrawes de LMiIs.

lpropriedade em que tr(AB)=tr(BA)
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2.3.2 @lculo Utilizando LMlIs

Para o alculo utilizando LMIs, podemos explorar uma propedade importante da equacao
de Lyapunov que nos permite converter as equacoes (2.16R€l7) em desigualdades matri-
ciais lineares. Esta propriedade est enunciada no LemabZapresentado a seguir

Lema 2.5 [de Oliveira, 1999] SejaA uma matriz Hurwitz 2. Se (P1, Q1) e (P,, Q,) satisfa-
zem a equacadA®P + PA+ Q =0, entaoQ; > Q, > 0 implica P, >P, > 0.

Como toda solwcao de nida positiva da desigualdadd® + PA + CC < 0 satisfaz a
equacao de LyapunoA®P + PA+ CIC = R para alguma matrizR > 0, utilizando o Lema
2.5, podemos concluir qu® > P e, conseqeentemente

kHy,(S)k3 < tr(BPB) (2.18)

Assim, a normaH , pode ser calculada resolvendo-se o0 seguinte problema degpamacao

convexa
kH 2 (S)k3 = iPnfOftr(B‘PB) jA®P + PA+ CTC < 0g (2.19)

Uma outra forma de calcular a normaH, e obtida a partir da desigualdade matricial
A%X + XA + CC > 0 a qual, paraX > 0 implica, segundo o Lema 2.5, quieH,,(s)k3 >
tr(B% B ). Assim, a normaH , do sistema pode ser calculada, alternativamente, pelo sade
problema de programacao convexa

kH2(s)k3 = supftr(BXB) j A% + XA + C'C > 0g (2.20)
X>0

Note que as duas formas de calcular a nornté, apresentadas em (2.19) e (2.20) levam
em conta o @lculo atraves do gramiano de observabilidadéde forma equivalente, podemos
calcular esta norma levando em conta o gramiano de controiidlade. Para isto, basta subs-
tituir respectivamente (A; B;C) nas desigualdades (2.19) e (2.20) poA? C% B9, obtendo,
as seguintes LMIs

KH 2 (S)K5 = iPnfOftr(CPCO) jAP + PA°+ BB°< Og (2.21)

kHz(S)k3 = supftr(CXC9 j AX + XA°+ BB?> Og (2.22)
X>0

2matrizes cujos autovalores apresentam parte real negativa

-10 -
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Assim, no contexto de programacao convexa, as LMIs (2.192.20), (2.21) e (2.22) apre-
sentam as quatro formas de calcular a normd, de um sistema dinamico assintoticamente
eshvel, com furcao de transferéncia estritamente ppria.

Vale ressaltar que todos os problemas envolvendo LMIs s#pressos atrawes de conjuntos
abertos. Assim, poderamos utilizar os operadores \min" néugar de \inf" e \max" no lugar
de \sup", se entendermos que, geralmente, os metodos norimente utilizados para a solucao
de LMIs permitem fechar o conjunto de restrcoees utilizasho um escalar > 0 arbitrariamente
pequeno a ser de nido pelo usuario.

2.4 Derivada Direcional

Nesta secao, vamos apresentar o Teorema de Danskin [Lasdb®70], muito utilizado no
@lculo de derivadas direcionais. Seja(x;i) de nida para todo x 2 R" e para todoi 2 Z,
com derivadas parciaig@f=@>xcontnuas, sendo queZ e um conjunto compacto de ndices.
Neste contexto, podemos de nir a funcao

V(X) = n|12|£1 f(xi) (2.23)

guee contnua, poem naoe diferencavel para todox 2 R". De fato, esta furcao deixa de
ser diferencavel para todox 2 Z(x), onde

Z(x)=fi2Z :v(x)=1(x;i)g (2.24)

e composto por mais de um elemento. A derivada direcional direita da furcao (2.23) no
ponto x e na direcaode de nida da seguinte forma

D*v(xd) = fim YD) vx)

lIm h (2.25)

O Teorema de Danskin [Lasdon, 1970], enunciado a seguir, eggnta uma forma simples
de calcular derivadas direcionais como a de nida em (2.25).

Teorema 2.6 Para uma furcao v(x) de nida em (2.23), com o conjuntoZ(x) dado por
(2.24), a derivada direcional dev(x) existe em qualquer direcaa, para qualquer pontax 2
R", ee dada por
D*v(x;d) = min r f(x;i)% (2.26)
i2Z(x)

-11 -
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A prova deste teorema pode ser encontrada em detalhes em flaag 1970]. Nesta dis-
sertacao, vamos utilizar este teorema para o @lculo deedvadas em relacao ao tempo de
furcees de Lyapunov associadas a sistemas lineares comutecao. Entretanto, no presente
momento, vamos considerar um caso mais simples, que trata dieterminacao da derivada
temporal da furcaov(x(t)), onde

v(Xx) = n|12|£1 f(x;1) (2.27)

comf (x;i) = x%P;x, sendo quex(t)e uma trajebria gererica do sistema linear x(t) = Ax(t),
para todot 0. Parah! 07, temosx(t+ h) = x(t) + hx(t) = x(t) + hAx(t) e portanto

v(x + hAXx) v(x)
h

D" v(x;Ax) = r|]i|mo+ (2.28)

ConsiderandoZ (x) de nido em (2.24) e aplicando o Teorema de Danskin, obtemos

D* v(x; Ax) min r f(x;i)%x

i2Z (x)

ig'zi?x) X()YAP; + P;A)X(t) (2.29)

Logo, a equacao (2.29) representa a derivada direcioraldireita de v(x), sobre uma
trajetria qualquer do sistema linearx = AX.

O exemplo a seguir ilustra a aplicecao do Teorema de Danskem um caso bastante
simples que permite uma interpretacao geonetrica.

Exemplo 2.1 Para as furceed (x; 1) = x? ef (x;2) = 2(x 3=2)?+1=2, de nidas para todo
X 2 R! e para todoi 2 Z = f1;2g, deseja-se utilizar o Teorema de Danskin e calcular a
derivada direcional dev(x) na direcaod > 0, nos pontosx =0:5 ex = 1.

A Figura 2.1 apresenta o ga co da furcaov(x). Note que no pontox = 1, onde desejamos
calcular a derivada,v(x) naoe diferencavel. Assim, utilizando o conjuntoZ (x) de nido em
(2.24), temos queZ (0:5) = flge Z(1) = f1;2g. De fato, como comentado anteriormente, no
ponto x = 1 onde a furcao naoe diferencavel, o conjunt (1) conem mais de um elemento.
Aplicando o Teorema de Danskin, temos quB* (0:5;d) = minizz 5" f(x;i)d = d e de
maneira similar, temos queD* (1;d) = minjzqy r f(x;i)d=min f2d; 2dg= 2d.

Como pode ser observado neste exemplo, o Teorema de Dangkmuitoutil no @lculo
de derivadas direcionais, principalmente em pontos onde wdao naoe diferencavel.

-12 -
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25l N0 N e f(x;2

15

v(x)

05F S

Figura 2.1: llustracao do Teorema de Danskin.

2.5 Sistemas com comutacao

Os sistemas dinamicos, contnuos no tempo, com comu&o-~sao caracterizados pela in-
teracao entre subsistemas contnuos e eventos isoladifiscretos, de tal forma que estesultimos
determinam a dinamica do sistema global, uma vez que, a camstante de tempo, posici-
onam a chave de comutacao em um dos subsistemas. Um exemplssco de sistema com
comutacaoe apresentado a seguir.

Exemplo 2.2 Este exemplo foi extrado de [Brockett, 1993]. O modelo sipfi cado do mo-
vimento de um autonovele dado por

= X

f(u;0)

ta
|

K
I

em quex;e a poscao, x,e a velocidade,q2 f 1;2;3;4;5; 1;0ge uma varavel discreta que
indica a marcha do autonovel nas poscees de 1 a 5, e e gommorto, respectivamente. A
varavel de entradau Oe a aceleracao. Assim, quandg= 1 a furcaof e negativa e seu
nodulo cresce em furcao dei; quandoqge 0 a furcao f e decrescente e independente de
Para cada valor deq de 1 a 5, a furcad e positiva, cresce em furcao del, mas decrescea
medida queq aumenta.

Observe que os eventos discretos determinam a dinamica dac@ovel em cada instante
de tempo, caracterizando um sistema com comutecao. Estegentos podem ser controlados

- 13-
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automaticamente, comoe 0 caso de autonoveis com cambiatanatico em que a varavel
de controle depende da velocidade,, caso contario, sao determinadas manualmente pelo
motorista.

Como pode ser observado por este simples exemplo, 0s sisteamen comutecao sao bas-
tante complexos cujos modelos envolvem equeacees difeiars e controle discreto. Assim, as
equacoes de estabilidade deduzidas para o sistema (Z2.2), e as equacoes para o @lculo da
norma H, obtidas para o0 mesmo sistema, nao podem ser utilizadas eesaso. No entanto,
para o estudo da estabilidade, podemos propor uma furncae dyapunov que seja monotonica-
mente decrescente para qualquer possvel trajebria daggema, incluindo transcees discretas
e, posteriormente, utiliza-la para encontrar condceg su cientes que garantam a estabilidade
do sistema global. Este procedimento e utilizado nesta disrtacao, sendo apresentado no
captulo seguinte.

Uma outra di culdade encontrada no estudo de sistemas com catecao consiste no
@lculo da norma H,. Devidoa sua natureza, e bastante complicado calcular eamente
esta norma tanto analiticamente quanto utilizando LMIs. Pem se (t) for uma resposta
eshvel do sistema para uma condcao inicial dada, poderg_calcular a referida norma utili-
zando uma rotina nunerica de simulacao. Ao calcularmosé ()°()d para um tempot
su cientemente grande de tal forma que a integral convirjap valor obtido representa uma
boa aproximacao para a normaH, do sistema. Devidoa di culdade no alculo analtico
desta norma, para ns de otimizecao, utilizamos um limitate superior de tal forma que o
sistema seja levado para a estabilidade assinbtica gldbassegurando um custo garantido
de desempenho. Estes aspectos sao apresentados com a@stalb captulo seguinte.

2.6 Consideraoes Finais

Neste captulo foram apresentados alguns conceitos fundantais utilizados no estudo de
sistemas dinamicos. Primeiramente, apresentamos o enb de estabilidade de Lyapunov e
deduzimos as condcoees de estabilidade para um sistemaedr invariante no tempo. Em
seguida, de nimos a normaH,, que corresponde a um dos crierios de desempenho mais
importantes no projeto de sistemas dinamicos, e apresemtas \arias formas de calcub-la
para sistemas lineares invariantes no tempo, utilizando s@amente duas versees, a saber,
a partir de gramianos e, alternativamente, atrawes de prdemas de programacao convexa
expressos por desigualdades matriciais lineares. O cafu tamkem apresentou o Teorema
de Danskin, que corresponde a uma ferramenta muitoutil n@alculo de derivadas direcionais.

Por ultimo, foi apresentada uma pequena introdwcao soler sistemas com comutecao,

-14 -
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apontando basicamente, algumas di culdades encontradagwido a sua complexidade. A
escolha de uma furcao de Lyapunov adequada, bem como a obé® de condcees para o
estudo da estabilidade e a determinacao de um crierio dlesempenho foram considerados. O
captulo encerra com uma breve discussao a respeito de umaneira alternativa de obter uma
boa aproximacao para a normad, de sistemas com comutacao, utilizando um procedimento
numnrerico de simulacao.

-15-



Captulo 3

Controle de Sistemas com Comutacao

Neste captulo sao apresentadas condcees su cientearp a estabilidade de sistemas li-
neares, contnuos no tempo, com comutacao de tal forma a&segurar um custo garantido de
desempenho. Este captuloe dividido em trés secoes,mimeira delas da incio ao tratamento
do tema, apresentando a classe de sistemas com comutacaeraestudada e expondo alguns
dos resultados de [Geromel & Colaneri, 2006]. Este traballi@ta do estudo da estabili-
dade de sistemas lineares com comutacao. Na segunda sss#&0 propostas condcoees para a
estabilidade de sistemas lineares sujeitos a perturbasimpulsivas. A terceira secaoe dedi-
cada ao estudo de sistemas lineares com controle via reahitaeao de estado e comutacao,
tambem sujeitos a perturbacees impulsivas. A teoria agsentada em cada secaoe ilustrada
atrawes de exemplos. Alguns dos resultados aqui obtidos &n submetidos para a publicacao
em [Deaecto & Geromel, 2007].

3.1 Sistemas Lineares com Comutaao

Nesta secao, sao apresentados alguns dos resultadoahizidos em [Geromel & Cola-
neri, 2006], referentes ao controle com comutecao depentk dos estados. Estes resultados
representam a base para a metodologia utilizada nesta didaeao. Considere o sistema

X(t) = A mX(t) ; x(0) = Xo (3.1)

de nido para todo t 0, em quex(t) 2 R" e o estado e e suposto disponvel para a
realimentacao, (t)e a regra de comutacao exge a condcao inicial. Em cada instante de
tempo a regra de comutacao (t) 2 N seleciona uma matrizA ) 2 R" " dentre aquelas
pertencentes ao conjuntd Aq;:::;; An Q.

16



3.1. Sistemas Lineares com Comutacao 17

Podemos de nir a seguinte furcao de Lyapunov quadaticgor partes
!
X
v(x) = min XPx = min ixP;x (3.2)
|
i=1
em queP; > 02 R" "e sinetrica e pertence ao conjuntofP;;::;;Pyge 2 RN e um
elemento do conjunto convexo

( )
= 2 RN : i=1: i O (3.3)

Um aspecto relevante a ser considerado na de ncao da fuao (3.2)e o fato de que ela nao
e diferencavel para todo x 2 R". De nindo o seguinte conjuntol (x) = fi : v(x) = xP;xg,
podemos observar que 0 mesmo conem mais de um elemento nostps onde a furcao (3.2)
naoe diferencavel, f que nestes pontos a minimizaae indicada em (3.2) naoeunica.

O objetivo principal deste captulo consiste em encontrag(x(t)) : R" ! N, e as condcees
para que a regra de comutacao dada por

() = g(x(1) (3.4)

faca com que a origem do sistema (3.1) seja um ponto de eduilo globalmente assintotica-
mente estavel. O teorema seguinte utiliza a furcao (3.2 uma classe de matrizes de Metzler
denotada porM , consistindo de todas as matrizes 2 RN N | tais que

- - w -
i 0,8i6] j =0; 8j (3.5)
i=1
de forma a encontrar condcees su cientes para a establidide assinptica de (3.1) que asse-
gurem um custo garantido de desempenho. Observe que paralquar matriz de Metzler
M , todos os elementos da diagonal principal sao nao posiy

Teorema 3.1 Dado um conjunto de matrizes sinetricas semide nidas pasvasf Q;:::; Qn g,
se existir um conjunto de matrizes sinetricas de nidas pasvas fP;;::;;Pynge 2 M
satisfazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-kietzl

X
AP + PA; + iPp+Qi<0;i2N (3.6)
j=1

-17 -



3.1. Sistemas Lineares com Comutacao 18

entao a lei de controle (3.4) com
g(x(1)) = arg min X () Pix(t) (3.7)

faz com que a origem do sistema (3.1) seja um ponto de equibbglobalmente assintotica-
mente esavel e Z,

X(t)OQ (t)X(t)dt < n;llgl X8PiX0 (3.8)
0 [

Prova: A prova esta apresentada em [Geromel & Colaneri, 2006]. Cana furcao (3.2) nao
e diferencavel para todo x 2 R", utilizamos a derivada de Dini [Garg, 1998]a direita. Por
de ncao, a derivada de Dinia direita da furcao (3.2) e dada por

v(x(t+ h))  v(x(t))

D" v(x(t)) = Li!mw sup H (3.9)
Emt O arbitario, com (t) =i 2 I (x(t)), o Teorema de Danskin fornece
Drvix() = fm KO MAXD) VX
= Izrln(ixr(lt» x(DYAP, + PA)X(1)
x(DYAP; + P A)X(t) (3.10)
Por outro lado, lembrando quex(t)®P;x(t)  x(t)®Pix(t) = v(x(t)) e que ; 0 para
todoi 6 | 2 N, utilizando (3.6), obtemos
N !
D v(x(t)) < x(t)° iPQox(t)
i
2 .
< i XOPx(®)  x©Qix(t)
i=1
< x()Qix(t)
< 0 (3.11)

Logo (3.11) prova que a origem do sistema (3.1)e globalmenassintoticamente esavel.

A determinacao do limitante superior apresentado em (3)&egue da desigualdade (3.11)
lembrando que (t) = i, ou seja,

D V(x(®) < X(DR X(1) (3.12)

- 18-



3.1. Sistemas Lineares com Comutacao 19

Integrando ambos os lados de (3.12) de Ota depois fazendd ! 1 , obtemos (3.8), a que
a estabilidade assinbtica do sistema indica que(x(t)) tende a zero quanda tende para o
in nito.

A validade da desigualdade (3.8) nos permite encontrar um wa limitante superior para
0 custo quadatico de nido no Teorema 3.1, que embora sejaais conservador, pode ser mais
vantajoso computacionalmente. Assim, se

PP 1,<0;i2N (3.13)

entao
Z 1
X(t)OQ (I)X(t)dt < r_gi’\t;lngixo
i

< X 9Xo (3.14)

Portanto, acrescentando as desigualdades (3.13) nas coads do Teorema 3.1, podemos
utilizar o limitante (3.14) ao inwes de (3.8). A utilizacao do limitante (3.14), embora pior,
pode ser mais vantajosa computacionalmente, p que as LMépresentadas no Teorema 3.1
junto com (3.13) sao calculadas apenas uma vez para cadadmao inicial. Utilizando

o limitante (3.8), o @lculo das desigualdades (3.6) deveersrealizadoN vezes para cada
condcao inicial. Este aspecto esh ilustrado atrawesdos dois exemplos a serem discutidos
em seguida nesta secao. Nestes exemplos, aplicamos asivaesi do Teorema 3.1 junto com
as desigualdades (3.13) para \arias condcees inicidixalizadas sobre uma circunferéncia de
raio 3 com centro na origem. Para qualquer condcao initisobre esta circunfer&nciaxdx, =

9 corresponde ao quadrado do raio e, portanto, o @lculo ddssigualdades apresentadas no
Teorema 3.1 junto com (3.13) e realizado apenas uma vez pa@das as condcees iniciais
consideradas. Se, entretanto, utilizssemos o limitan{@.8) teramos que realizar este @lculo
N vezes para cada condcao inicial dada. Desta forma, a igdcao do limitante superior
(3.14) representa uma grande vantagem em tempo de processata quando comparadaa
utilizacao do limitante (3.8), embora seja importante skentar que, em geral, mifpy X3P;Xo

X Xo.

Um ponto relevante a ser levado em consideracao no Teoremd & que as condcees
de nidas em [Geromel & Colaneri, 2006] asseguram a estatldide do sistema inclusive na
preserca de possveis modos deslizantes, p que para @ad 0, | (x(t)) pode conter mais
de um elemento. Neste caso(t) utiliza apenas um deles selecionado arbitrariamente deat
os elementos dd (x(t)). Entretanto, quando o sistema opera em um modo deslizante
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3.1. Sistemas Lineares com Comutacao 20

resultado chssico de Filippov estabelece que elee gomado pela equacao diferenciat =
( i21x) iAi)X para algum vetor 2 ( x) sendo que o conjuntlg (x)e composto por todos
os vetores com componentes 0 para todoi 2 1 (x) tais que ;,,, i =1. Adotando o
mesmo procedimento de (3.10), para 0 arbitario e denotando x(t) = x para simpli car
a notecao, obtemos

v = i vV x+h( g4 iADX V(X)
() = hi oty h
= E’"{l) XYAP, + PA;)X
i21(x)
max Igrlﬂn XYAP, + P A)X (3.15)
( x)121(x) 21 )

onde a maximizacao indicada acima permite determinar a noa derivada direcional segundo
o vetor 2 ( x). Portanto, invertendo a ordem dos operadores max e min, ters

X
D* v(x) Imi(g) max xYAP, + PA)X
i21(x)
min max x{A°P, + P/A;)x
121 (x) i21 ()
max X{AP;, + P;A;)x 3.16
i21'(x) i
| X

Finalmente, como na prova do teorema anterior, o fato de2 | (x) faz com queD " v(x) < 0
paratodo 2 ( x). E interessante notar que o pior caso, de todos os modelos pess pre-
conizados por Filippov, ocorre para algum?2 1 (x), istoe para algum vetor correspondente
a algum \ertice do simplex (x).

Outro ponto relevantee que as condcoees apresentadas feorema 3.1 nao exigem ne-

fato, podemos escrever as desigualdades (3.6) da seguiotené

0 . X
Ai+%ln P+ P, Aﬁ%ln + iPb+Qi<0 (3.17)
i6j=1

para todoi 2 N. ComoP; > 0, Q; 0 para todoi 2 N e 0 para todoi 6 | 2
N, veri camos que uma condcao necessria para a factiilade de (3.17) e a estabilidade
assinbtica das matrizes @A; +( =2)I,). Levando em conta que = jNgi i 012N,

Vale ressaltar que a escolha da furcao de Lyapunov naasica. As condcoees para
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a estabilidade do sistema (3.1) podem ser obtidas atraves ditilizacao de uma furcao de
Lyapunov diferente. Uma furcao bastante utilizada na liteatura [Liberzon, 2003]e

!
X

V(x) = max xPix = max ixPix (3.18)
i=1
em queP; e uma matriz sinetrica de nida positiva pertencente ao cajunto fPq;::;;Pyg e
2 RN corresponde a um elemento do conjunto de nido em (3.3). Nestcaso, podemos
denir 1 (x)= fi : V(x)= xPixg.

Utilizando a furcao (3.18), uma condcao necessaria pa a estabilidade assinbtica do
sistema (3.1) (a ser discutida a seguir)e que nao ocorra oas deslizantes. Sob esta hiptese,
as condcees para a estabilidade do sistema (3.1) saoiga$ substituindo as desigualdades
(3.6) do Teorema 3.1 por

X
AP + PA; iP+Q<0;i2N (3.19)
j=1

e utilizando a regra de comutacao (3.4) com
g(x(1)) = arg max x(t)Pix(t) (3.20)
|

ao inwes de (3.7). Para este caso, o limitante superior pa@custo quadiaticoe dado por
YA 1

i x(H)Q px(t)dt < max XSPiXo (3.21)

ao inwes de (3.8).

De fato, para assegurar a estabilidade assinbtica do sésha (3.1) utilizando a funcao
(3.18) e necessario supor que o conjuntd (x(t)) contenha apenas um elemento para todo
t 0, ou seja, o resultado da maximizeacao indicada em (3.18gw serunico. Assumindo
esta hiptese, temos que a derivada de Dini da furcao (R)e

D*V(x(1) = IQW?>(<I))X(t)O(A?P| + PIA)X(1) (3.22)

e como (t) = i 2 Ne ounico elemento del (x(t)), entao

D*V(x(1)) = x()YAP: + PIA)X(1) (3.23)

1do ingles \sliding modes"
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Por outro lado, lembrando que neste casw(t)®P;x(t) x()Pix(t) = V(x(t)) e que
i O paratodoi 6 j 2 N, utilizando (3.19), obtemos

h\
X (t)° P Qi x(t)

D*V(x(t) <
s
< i XOPix(t)  x(1)Qix(t)
j=1
< x(H)Qix(t)
< 0 (3.24)

0 que comprova a estabilidade assinbtica global do sistearem estudo. A determinacao do
limitante superior para o custo quadatico segue de (3.24Nesta desigualdade, para(t) = i
temosD*V(x(t)) < x(t)Q @X(t), cuja integracao de O at, parat ! 1 , uma vez que
V(x(1)) =0, leva a (3.21).

Note que, a utilizacao da furcao de Lyapunov (3.18), nagarante a estabilidade diante
da eventual existéncia de modos deslizantes. De fato, sevygmtura | (x(t)) tiver mais de um
elemento, mas for assegurada a inexisténcia de modos @aslies, entao a estabilidade ainda
e garantida mesmo que a derivada (3.22) seja positiva no taste da comutacao. Isto ocorre
pois esta derivada torna-se negativa no instante imediatante posterior e assim permanece
por um determinado intervalo de tempo. Assim sendo, conclge que a estabilidade as-
sinbtica ainda pode ser garantida desde que testes suplentares garantam a nao ocorréncia
de modos deslizantes [Ishii et al., 2005]. Infelizmentetestestes sao muito difceis de serem
realizados sobretudo quando o rumero de subsistemase mado que dois. Finalmente, note
que a existéncia de modos deslizantes faz com due&(t)) necessariamente contenha mais de
um elemento, nao sendo possvel, portanto, assegurar didade de (3.24).

De acordo com o Teorema 3.1, as condcees para a estabdielaassinbtica do sistema
(3.1) dependem da solwcao das desigualdades de LyapuiMetzler. Estas desigualdades
possuem natureza nao-convexa devido ao produto das veess ( ;fP;;::;;Pyg) e naoe
possvel resolve-las atrawes de softwares disponveina literatura para a solucao de LMls.
No entanto, em [Geromel & Colaneri, 2006] foi proposta uma \&&0 alternativa que pode
ser resolvida utilizando LMIs e uma busca unidimensional.ska condcao, embora seja mais
conservadora,e mais fcil de ser resolvida pois permite w@ilizacao de softwares disponveis
na literatura. A condcao baseia-se em uma subclasse detrimes de Metzler com elementos
iguais na diagonal principal.

Para sistemas com apenas dois modos de comutacdb £ 2), as condcoees do Teorema
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3.1 podem ser resolvidas sem um grande esforrco computaelorealizando-se uma busca
bidimensional envolvendo duas varaveis independentegue correspondem aos elementos
fora da diagonal principal da matriz 2 M . Este ponto sea ilustrado atraves do Exemplo
3.1. Se, entretanto, o sistema tiver mais de dois modos de ataao, sua solucao atrawes das
condcees do Teorema 3.1 torna-se bastante complicadando oportuno utilizar as condcees
apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 3.2 Dado um conjunto de matrizes sinmetricas semide nidas pa$vas f Qq;:::; Qn G,
se existir um conjunto de matrizes sinetricas de nidas pasvas fPy;::;;Pyg € um escalar
positivo  satisfazendo as desigualdades modi cadas de Lyapunov-Néstz

AP +PA+ (P, P)+Q<0;j68i2N (3.25)

entao a lei de controle de nida por (3.4) e (3.7) faz com que @igem do sistema (3.1) seja
globalmente assintoticamente esavel e

Z, 3
X()Q px(t)dt<  x3Pixg (3.26)

i=1

Prova: A prova esh apresentada em [Geromel & Colaneri, 2006]. Uttkmos uma subclasse
de matrizes de Metzler com os mesmos elementos na diagonah@pal, istoe, ;i = ,

I 2 N. Logo
X
! i=1 (3.27)
i6i=1
Levando em conta que j O para todoi 6 j 2 N, multiplicando (3.25) por ;, somando
para todos os elementog 6 i 2 N e nalmente multiplicando por !, obtemos

X
AP+ PA + Q < i(P Pi)
jsi=1
X
< ji Pj (328)

para todoi 2 N. Note que as desigualdades (3.28) sao as mesmas que as ajpaelss em
(3.6), 0 que prova o teorema proposto.

A desigualdade (3.26)e satisfeita uma vez que representana condcao pior que a apre-
sentada no Teorema 3.1. Ou seja, como (3.26) e um limitanteugerior de (3.8), entao se
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(3.8) e satisfeita, (3.26) tamkeme \alida.

De forma semelhante, se assegurarmos a inexisténcia de asodeslizantes e utilizarmos a
funcao de Lyapunov (3.18), podemos obter condicees reaionservadoras que as desigualdades
(3.19). Estas condcees sao encontradas substituind&Z5) por

A%P +PA+ (P, P)+Q<0;i6j2N (3.29)

e utilizando a regra de comutacao (3.4) com (3.20). O linante superior para 0 custo
quadaticoe (3.21). Os exemplos a seguir ilustram a teoai discutida nesta secao.

Exemplo 3.1 Este exemplo foi extrado de [Bacciotti, 2004]. Considere sistema (3.1) com
N =2 e matrizesf A;; A,g, ambas insaveis, dadas por
n # n #
10 1 0
A= ; Ap = 3.30
1 0 1 2 0o 7 (3.30)

Para condicees iniciais em torno da circunfer&ncia deioa3, xo = [3cog#) 3sin(#)]° com
#2 (0;2 ), eQy = Q= Iy, utilizamos as condcees do Teorema 3.1 para fazer com cue
origem do sistema seja globalmente assintoticamente ash. Como se trata de sistemas de
segunda ordem, as propriedades das matrizes de Metzler nesnpitem escrever que 1; =

1 0e = 12 0, de forma que as desigualdades (3.6) tornam-se
APi+ PiAi+ (P, P)+Qp < O (3.31)
AP, + PoAs+ 1p(P1 P)+Q < O (3.32)

Neste exemplo, acrescentamos as desigualdades (3.13) nasim@es do Teorema 3.1 e
utilizamos a furcao objetivo (3.14) ao inwes de (3.8). Aps uma busca bidimensional, en-
contramos ,; =5 e 1, =10. Utilizando estes valores de ,; e 1, as LMIs (3.31), (3.32),
ofereceram como resultado as seguintes matrizes simeiscde nidas positivas

" # ! #
2:1667 00000 2:8333 00000

P, = ; Po= (3.33)
0:0000 21072 0:0000 09575

Utilizando as matrizesP; e P,, a regra de comutecao (3.4) com (3.7) foi implementada. A
Figura 3.1 representa o plano de fase do sistema com as supesfde comutacao destacadas.
Estas superfcies foram obtidas lembrando que no instantga comutacaoxPix = XP.,x.
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Desta forma, considerando queqP; P,)x = xU° Ux =0, em que representa a matriz
dos autovalores deR; P,) e Ue uma matriz unitiria formada pelos autovetores correspio-
dentes, temos que uma condcao necessria para que ha@anmutacaoe que os autovalores
de possuam sinais opostos. De fato, se a matriz for de nidapositiva, entao (t) = 2,
uma vez quex®P;x > x P,x para qualquerx(t); t 0, caso contario, (t) = 1 para todo
x(t); t 0, e em ambos os casos nao haveria comutecao.

41 plano de fase
sup. comutaao

X2
o

Figura 3.1: Plano de fase (Exemplo 3.1).

Neste contexto, podemos considergr= Ux e desta forma escrever a equaca8J® Ux =

y? y =0 como o #" #
Ty 0% o (3.34)
1 2 0 y2 .
Resolvendo (3.34) obtemoyg; = P =Yy ., emque = e um rumero real, p que
e possuem sinais opostos, portanto
" # " p #
oo - (3.35)
Y2 1

para 2 R. Lembrando quey = Ux, temos que as retas de comutacao sao as seguintes

P #
x = UO° 1_ (3.36)
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X1(t)

25

custo funcional
201
-- custo garantido

15r

custo

10

Figura 3.3: Custos para o sistema do Exemplo 3.1.

e " p #

x = U° . (3.37)

Para o caso deste exemplo= 0:6667 e =1:1497. A Figura 3.2 representa as trajebrias
dos estadox(t) e x,(t) e a Figura 3.3 representa o custo funcional para cada cocdo inicial,
bem como o custo garantido do sistema. Como pode ser obseovass condcees impostas
pelo Teorema 3.1, utilizando (3.14) ao inwes de (3.8), agg&ram que a origem do sistema
seja um ponto de equilbrio globalmente assintoticamentestivel, com custo garantido igual
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a 235.

Para o Exemplo 3.1, se utilimssemos as condcees aprsegas no Teorema 3.2, nao
seria possvel encontrar um valor de que garanta a factibilidade das LMIs (3.25). De fato,
as condcees apresentadas no Teorema 3.2 sa0 mais ceaderas que as apresentadas no
Teorema 3.1. No entanto, como a foi ressaltado, quando o rmero de modos de comutacao
e maior do que dois, a utilizacao do Teorema 3.1 torna-seabtante difcil e o Teorema 3.2
representa uma boa opcao. Para efeito de comparacao,x@mplo a seguir ilustra a aplicacao
das condcoees do Teorema 3.2 para um sistema com dois modeoperacao.

Exemplo 3.2 Este exemplo foi extrado de [Geromel & Colaneri, 2006]. Nss objetivo con-
siste em veri car as condcees de estabilidade propostpslo Teorema 3.2 e, posteriormente,
as condcoes obtidas atrawes da utilizacao da funmade Lyapunov (3.18).

4+ —— plano de fase
“““ sup. de comut

X2
o

Figura 3.4: Plano de fase (Exemplo 3.2).

Considere o sistema (3.1) corN = 2 e matrizesf A;; A,g dadas por
! " ! #
A, = o C A, = (3.38)

Por simples inspecao nota-se que ambas as matrizes s&hweis. Para condicees iniciais

sobre a circunferéncia de raio 3, col®; = Q, = I, e =11:8, aplicamos as condcees do
Teorema 3.2, acrescentando as desigualdades (3.13) eaaitido como furcao objetivo (3.14),
obtendo como resultado as seguintes matrizes sinetricae didas positivas
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x1(t)
Xo(t)

Figura 3.5: Trajebria dos estadosx;(t) e x,(t) (Exemplo 3.2).

1 # n #
6:7196 16293 6:0826 21293

P, = . p, = (3.39)
1:6293 10222 2:1293 22206

Utilizando as matrizes acima, a regra de comutacao (3.4) mo(3.7) foi implementada. A
Figura 3.4 apresenta o plano de fase do sistema com as supes$ de comutacao destacadas.
Estas superfcies foram calculadas da mesma forma que n@ewplo anterior, sendo que neste
caso = 1:3258 e =0:7644. A Figura 3.5 representa as trajebrias dos estadas(t) e
X2(t). A Figura 3.6 apresenta o custo funcional do sistema paradacondicao inicial e os
custos garantidos obtidos utilizando as condcees dosdremas 3.1 e 3.2 com (3.14) ao inwes de
(3.8) e (3.26), respectivamente. Podemos notar que, de faas condicees do Teorema 3.2, com
(3.14), zeram com que a origem seja um ponto de equilbriolgbalmente assintoticamente
eshvel assegurando um custo garantido de &¥39. Para ns de comparacao, podemos
observar na Figura 3.6, que o custo garantido obtido pelo Tiesmna 3.1 com a furncao objetivo
(3.14) e com ,; =110 e 1, = 49,e igual a 19:1831. Como esperado, este custoe menor
gue o obtido utilizando as condcees mais conservadorasrfecidas pelo Teorema 3.2 com 0
mesmo limitante (3.14).

Estudamos o mesmo sistema, utilizando as condcoees deabsidade obtidas atrawes da
furcao de Lyapunov (3.18). Podemos veri car que, para nsle estabilidade, as seguintes
matrizes simetricas de nidas positivas

" # " #
0:0573  0:5792 0:0177 01362

Pl = : P2 = (340)
0:5792 59542 0:1362 43650
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70

60

cust.func.
““““““ cust.gar.Teor. 3.1 mod.
----- = cust.gar.Teor. 3.2 mod.

50

401

custo

30

20 1 14 K

10 /'""*m ., J
., .,
., .

Figura 3.6: Custos para o sistema do Exemplo 3.2.

a4t —— plano de fase

-+ sup. de comut.
3l
2t
N
\
1r \ \ \
o~ 0f l ¢ 1 m\
X \ \ \
At LAY
2L
-3+
4 F
4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 3.7: Plano de fase (Exemplo 3.2).

satisfazem as desigualdade,lsoPi +PA+ (PP Pj)<08i2N.

Assim, com as mesmas condcees iniciais e 0 mesmo valor detilizado anteriormente,
aplicamos a regra de comutacao (3.20), obtendo o plano desé apresentado na Figura 3.7.
Nesta gura tamiem estao destacadas as superfcies de cotecao do sistema, sendo que
para este caso = 0:2402 e =1:8690.

A Figura 3.8 representa as trajebriasx;(t) e x,(t). Note que, assim como no caso anterior
0 sistema apresentou modos deslizantes, mas neste casoogaiioi discutido anteriormente,
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X1(t)
Xo(t)

Figura 3.8: Trajebria dos estadosx;(t) e x,(t) (Exemplo 3.2).

nao foi possvel garantir a estabilidade assinbtica darigem.

Os Exemplos 3.1 e 3.2 ilustram os mais diversos aspectositos abordados at aqui.
Na pioxima secao, estes conceitos sao generalizadosapldar com sistemas sujeitos a per-
turbacees impulsivas, onde sela de nido um custo funcital e condcees para o @lculo de
um limitante inferior para este crierio.

3.2 Perturbacees Impulsivas

Nesta secao, desejamos estudar sistemas descritos pejaisge equacao de estado

A pX(t)+ G mw(t) ; x(0)=0 (3.41)
C (t)X(t) (3.42)

x(t)
(V)

em gque a cada instante de tempo a regra de comutaca¢t) 2 N determina um elemento
Anp2R""GpH2R"M™eC )2 RP " de cada conjuntof As; 'ANG, TGy ;Gng e
fCy; ;Cng, respectivamente. Paracada=1; ;m, uma entrada externaw(t) = e (t),
come representando a €sima coluna da matriz identidadel ,,,e aplicada e a correspondente
sada controlada (t)e obtida, de acordo com uma poltica de comutacao (t) considerada.

de nir o custo funcional do sistema (341)-(3:42), associado a uma regra de comuteacadgt),
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como a soma das contribucees dos custos de todos 0s caraisseja,
()= i i3 (3.43)

E importante salientar que na auséncia de comutacao, () coincide com o quadrado
da normaH, da furcao de transferéncia entre a entrada(t) e a sada (t). O teorema a
seguir apresenta as condcoees para a estabilidade asgichd global do sistema (3.41)-(3.42)
de forma a assegurar um custo garantido de desempenho.

Teorema 3.3 Para o sistema (3.41)-(3.42), se existir um conjunto de mates sinetricas de-
nidas positivas fPy;::;;Pyge 2 M satisfazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-

Metzler W
AP + PA; + iPb+CXi<0;i2N (3.44)
j=1
entao a lei de controle de nida por (3.4) e (3.7) faz com que @rigem seja um ponto de
equilbrio globalmente assintoticamente esavel e

( )< rirm tr(G°PiG () (3.45)

Prova: Podemos observar que o sistema (3.41)-(3.42)e equivalerto sistema (3.1), se forem
feitas as seguintes modi cacoes/(t) = 0 e x(0) = G (e, sendo que corresponde a um dos
canais =1; ;m. Esta equivaléncia pode ser comprovada integrando ambas lados de

3.41), ou seja,

( ) J Z, Z,

O)&()d: A()X()+G()e()d (346)

0
Considerando que a condcao inicial antes da aplicaca@o impulsoe representada pox(0) e
gue x(0*) representa a condcao inicial imediatamente aps a sugplicacao, temos
Z t
x(t) x(0) = A (x()d +G ge (3.47)
0
Como x(0) = 0, o sistema (3.41)-(3.42) pode ser representado, ait@tivamente, pelas se-
guintes equacees no espaco de estados

A (t)X(t) , X(0+) =G € (3.48)
C (t)X(t) (349)

(1)
(t)
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A equivaléncia entre a equacao (3.48) e o sistema (3.1)rpute utilizar as condcees de
estabilidade propostas no Teorema 3.1, substituind@; por CXC; para todoi 2 N, para
assegurar a estabilidade do sistema (3.41)-(3.42). Para bt@cao do limitante superior
(3.45) podemos fazer as seguintes consideracoes. Uma ez @ derivada de Dini (derivada
direcional) satisfaz

D*(v(x(®) < (1° (1) (3.50)
podemos representar o sistema (3.41)-(3.42) por (3.48)48), comxo = G e 2 R", para
algum =1; ;m. Assim procedendo, temos que a sada correspondente satisk k3 <

V(Xg) = min i,y x8Pixo. Consegeentemente,

() < mine°G% PG (e
i X 00
< mn € G PG oe
=1
< f;rzlllgl tr( GO(O) PG (0)) (351)

0 que prova o teorema proposto.
Note que, assim como no caso da secao anterior,e bastanitcil encontrar uma solucao

tornar esta di culdade, podemos utilizar condcees maisonservadoras que as obtidas no
Teorema 3.3. O teorema a seguir apresenta estas condceese baseia na utilizacao da
subclasse de matrizes de Metzler com elementos iguais nagdizal principal.

Teorema 3.4 Para o sistema (3.41)-(3.42), se existir um conjunto de matres sinetricas
de nidas positivasf Py; :::; Py g € um escalar positivo satisfazendo as seguintes desigualdades
modi cadas de Lyapunov-Metzler

AP+ PA+ (P, P)+CCi<0;j6i2N (3.52)

entao a lei de controle de nida por (3.4) e (3.7) faz com que @rigem seja um ponto de
equilbrio globalmente assintoticamente esavel e

( )< rir;iNn tr(G°oPiG (o) (3.53)
Prova: A demonstracao deste teorema segue o mesmo procedimerdotado na prova do
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Teorema 3.2, ou seja, considerandq, = e levando em conta que i 0 para todo
I & ] 2 N, multiplicando (3.52) por ;, somando para todos os elementgs6 i 2 N e
nalmente multiplicando por 1, obtemos (3.44), o que prova o teorema proposto.

Uma discussao relevante refere-sea determinacao dooratle (0). Note que no instante
t = 0, imediatamente anteriora aplicacao do impulso, a rea de comutacao (3.4) com (3.7)
e igual a
(0) = g(x(0)) = arg min x(0)P;x(0) (3.54)

Como x(0) = 0 em (3.41)-(3.42), entao (0) pode assumir qualquer valor arbitarioi 2 N.
Ou seja, podemos escolher(0) 2 N de forma conveniente para reduzir o custo garantido
gue aparece no lado direito de (3.53). Assim procedendo, pouss limitar () da seguinte
maneira

( )< mininf inf : tr(GYPG;) (3.55)

ij 2N > 0P;>02 (

em que ( ) representa o conjunto de solcees factveis de (3.52pm > 0 xado.

Uma vez que determinamos condcees su cientes para a estalade assinbtica da ori-
gem, precisamos analisar a qualidade do resultado obtido. dmémaneira de fazer isto, e
determinando a distancia entre ambos os lados da desigusdé (3.53). No entanto, esta
determinacao nao e uma tarefa fcil, dada a natureza coplexa do sistema dinamico em
questao. Assim, propomos condcees para o @lculo de umitante inferior para o custo
(), de tal forma que utilizando este limitante podemos ter umakia da proximidade entre
0 custo garantido e o valor real do custo funcional (), sem a necessidade de calcular ()
explicitamente. Em [Spinelli et al., 2006] e apresentado @lculo de um limitante inferior
para o custo que aparece do lado esquerdo de (3.8) refereriesistema (3.1).

Os pioximos teoremas apresentam condcees para o @loude um limitante inferior para
() utilizando uma estrakgia mais simples que a apresentadam [Spinelli et al., 2006].

Teorema 3.5 Para o sistema (3.41)-(3.42), se existir um conjunto de maizes sinetricas de-
nidas positivasfPy;:::;Pyge 2 M satisfazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-

Metzler W
AP + PiAG+ jiP+CXq>0;0;g2N (3.56)
j=1

entao para qualquer lei de comutacao estabilizante, gsmte desigualdadee verdadeira

() > max tr( G’ PiG () (3.57)
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Prova: Utilizando a furcao de Lyapunov (3.18), lembrando quée(x) = fi : V(x) = xPixg
e considerando (t) = g2 N estabilizante, temos

D*V(x(t)) = max x(t)YAJP + PIAGX(t) (3.58)
121 (x(1))
a qual permite concluir que sé 2 | (x(t)), entao D"V (x(t))  x(t)XAGP: + PiAg)x(t). Por
outro lado, levando em conta qué/(x(t)) = x()Pix(t)  x(t)P;x(t) e que ; 0 para
todoi 6 | 2 N, utilizando (3.56), obtemos
!

X
DY V(X(t) > x(1)° PP C%Cy (1)
j=1
> X(1)CILx(t)

> (1)° (1) (3.59)

que ams integracao em ambos os lados fornewdx(0)) V(x(1 )) < k k3. Considerando
(3.41)-(3.42), representado alternativamente por (3.448.49), comxo = G (€, para algum

=1; ;m, elevando em conta que a regra de comutacadt) estabiliza o sistema, temos
que a correspondente sada satisfak k3 > V (Xg) = max,nX3PiXg, pois V(x(1)) = 0.
Consequentemente,

xn
() > rg%xeoGo(o)PiG(o)e

> max tr( G’ PiG () (3.60)

0 que prova o teorema proposto.

Assim como foi observado nos teoremas anteriores,e muitdddi realizar o alculo das de-

seguinte propee o @lculo de um limitante inferior utiliando uma versao mais conservadora
das desigualdades de Lyapunov-Metzler apresentadas noréoa anterior.

Teorema 3.6 Para o sistema (3.41)-(3.42), se existir um conjunto de maizes sinetricas de-
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modi cadas de Lyapunov-Metzler
AP + PAG+ (P P)+ CCq>0;i6)q2N (3.61)
entao para qualquer lei de comutacao estabilizante, aysmte desigualdadee verdadeira
()>max t(G°,PG @) (3.62)

Prova: A demonstracao deste teorema segue o mesmo procedimerdotado na prova do
Teorema 3.2. Ou seja, considerando qug = e levando em conta quej; 0 para
todoi 6 j 2 N, multiplicando (3.61) por j, somando para todos os elementgsé i 2 N e
nalmente multiplicando por 1, obtemos (3.56), 0 que prova o teorema proposto.

Note quee possvel maximizar o limitante inferior apresetado do lado direito de (3.62)
atrawes da seguinte desigualdade

( )>maxsup sup tr(G%,PiG () (3.63)
2N >0p>02( )

em que ( ) representa o conjunto de solwcees factveis de (3.56pm > 0 xado. Para o

@lculo do limitante inferior, o valor de G (o e tomado igualaquele utilizado na determinacao

do limitante superior, por exemplo, o valor dé&5; que ofereceu o menor custo do lado direito

de (3.55). O exemplo seguinte ilustra a teoria apresentadasta secao.

Exemplo 3.3 Este exemplo foi extrado de [Geromel et al., 2007]. Desejs aplicar as
condcees apresentadas no Teorema 3.4 e fazer com que ot@ate equilbrio x = 0 de
(3.41)-(3.42), com

2 3 2 3 2 3
0 10 0O 1 0 1 0
A1=2 0 0 1% ;A2=20 0 1%;G1:G2:G:9 1 lg
2 20 0o 2 2 0 1

2 3 2 p_ 3

10 O 2 00

c1:901 o%;cfﬁ 01og

oopé 001

seja globalmente assintoticamente estvel, bem como uti&r as condcees apresentadas no
Teorema 3.6 para obter um limitante inferior para o custo furional (3.43). Note que cada
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subsistema isoladoe instvel. Para = 200, o seguinte problema de otimizacao foi resolvido

min_ olzng‘zoo) f tr(GP;G) : (3:52)g (3.64)

resultando nas seguintes matrizes sinetricas de nidas piivas

® 35511 35765 07500
P, = 4 35765 68926 204585
0:7500 20458 28212
) . (3.65)
3:5611 35867 07603
P,= 4 35867 68927 203585
0:7603 20358 27908

A partir das matrizes P, e P,, a regra de comutacao (3.4) com (3.7) foi implementada.
As trajeprias das varaveis de estadox(t) 2 R® em furcao do tempo considerando uma
perturbacao impulsiva no primeiro canal, ou sejaw(t) = e; (t), com e; sendo a primeira
coluna da matriz identidade, estao apresentadas na Figus®®. As condcoees do Teorema 3.4
zeram com que a origem seja um ponto de equilbrio globalnmge assintoticamente esavel
e 0 custo garantido foi de 8B925.

Utilizando as condcees do Teorema 3.6 obtivemos um limitge inferior para o custo
funcional ( ) igual a 42503. Assim, a origem do sistema foi globalmente estabilizadom
o custo funcional na faixa de 2503 ( ) 8:8925.

Nesta secao, determinamos condcees su cientes parasiiglo da estabilidade de sistemas
dinamicos lineares com comutacao, sujeitos a perturbaes impulsivas e de nimos um crierio
de desempenho () para estes sistemas. Com a nalidade de analisar a qualidadio
resultado obtido, propomos condcees para 0 @lculo dewlimitante inferior para (), de
tal forma que seja possvel estimar a distancia entre o val real do custo funcional e o custo
garantido, sem que seja necessario realizar explicitanteno @lculo de ( ). Na poxima
secao, utilizamos o mesmo procedimento para o estudo daesnas dindmicos com comutacao
e com uma entrada de controle via realimentacao de estada tbrmau = K (;)x(t), tamkem
sujeitos a perturbacees impulsivas. Portanto, para esdesistemas existem duas varaveis de
controle, a saber, a regra de comutacad(t) e a entradau = K )x(t). Em cada instante de

cadaK; parai 2 N, representa um ganho de realimentacao a ser determinado.
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0.8
06r Y, =~ —ng
041 <\, N

0.2H \ N

x(t)

""""""""

02t
0.4
-0.6

-0.8

Figura 3.9: Estados do sistema (Exemplo 3.3).

3.3 Controle e Perturbacees Impulsivas

Nesta secao, desejamos estudar sistemas descritos pedgsliates equacoes no espaco de
estados

x(1)
(t)

A (t)X(t) + B (t)U(t) + G (t)W(t) (366)
C wx(t)+ D pu(t) (3.67)

com condcees iniciais nulas, em que a cada instante de f@ma regra de comutacao (t) 2
N determina um elementoA ) 2 R" ", B (h) 2 R"", GH 2 R"™, C 2 RP " e
D ) 2 RP " de cada conjuntof A;; ;AnG, TBy; 'Bng, TGy ;Gng, FCy; 'CnO
efD;; ;Dng, respectivamente. Para cada = 1; ;m uma entrada externaw(t) =
e (t)e aplicada e a correspondente sada controlada (t)e obtida segundo uma poltica de
comutecao (t) considerada. A entrada de controlel(t)e descrita por

u(t) = K ox(t) (3.68)

em que o ganh&K (), a cada instante de tempd 0O, representa um elemento do conjunto
K=fKy; ;KN g, sendo que cad&; 2 R" "e uma varavel de controle a ser determinada.
A utilizacao da entrada de controle (3.68) junto com a regr de comutacao (t) permitem
estabilizar sistemas que nao sao estabiliaveis utdizdo apenas uma das varaveis individu-
almente. O Exemplo 3.4 apresentado no nal desta secaoshma bem este aspecto, uma vez
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gue a regra de comutacao (t), sem a utilizacao da entrada de controlel(t) naoe su ciente
para levar a origem do sistema para a estabilidade assiriba global.

Considerando a entrada de controle (3.68), o sistema (3.68)67) pode ser representado
pelas seguintes equacees no espaco de estados

X(t) = (A @n+B K p)x(t)+ G mw(t) (3.69)
() = (C @+ D K @)Xt (3.70)

com condcees iniciais nulas. O teorema a seguir apreseis condcees para a estabilidade
assinbtica do sistema (3.66)-(3.67) de forma a asseguram custo garantido de desempenho
para o custo funcional de nido em (3.43).

Teorema 3.7 Para o sistema (3.66)-(3.67), se existirem conjuntos de maes sinetricas
de nidas positivasf X q;::;; Xng e fWq; i Wy g, 2 M, matrizesZ; 8] 6 i 2 Neum
conjunto de matrizesfLq;:::; Ly g, tais que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas

2 3
X
g L + i Zji XiCo+ I—iODioé -
o1 <0;i2N (3.71)
I
em queL; = AiX; + BiL; + X;A%+ LBY,
" #
Z; + X X,
i ' >0:i6)2N (3.72)
X
e " #
W, G°
'O >0:i2N (3.73)

i
entao considerandd® = X, !, a lei de controle de nida por (3.4) com (3.7) eK; = L;X; *
fazem com que a origem seja um ponto de equilbrio globalrteemssintoticamente esavel,
satisfazendo
()< rm tr(Wp) (3.74)

Prova: Admitindo que as desigualdades (3.71) sejam \alidas, levdn em conta queK; =
L;X; *, aplicando o Complemento de Schur em (3.71) e, posteriorneemmultiplicando ambos
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os lados porP; = X, *, obtemos

X
PLiP; + ji Pizji Pi+(Ci+ DiKi)O(Ci+ DiKi)< 0 (375)

jgi=1

para todoi 2 N. Adicionalmente, admitindo que as desigualdades (3.72) arj \alidas,
aplicando o Complemento de Schur e, posteriormente, mullipgando ambos os lados pde;,
obtemos

PiZiPi>Pj P (3.76)

UtiIizPando as desigualdades (3.75) e (3.76), lembrando qug 0 para todoi 6 ] 2 N e

N —
que jgi=1 i — i, temos

X
PiLiP; + iP +(Ci+ DiK)YCi+ DKi)< 0 (3.77)
j=1
para todoi 2 N. Note que as desigualdades (3.77), cofL;P; = (A; + B;K,)®P; + P;(A; +
BiK), representam a aplicacao do Teorema 3.3 no sistema (349.70). Logo, o sistema
(3.66)-(3.67) tamkem satisfaz o Teorema 3.3 levando a () < min jontr( GO(O) PiG () que
junto com (3.73) permite obter (3.74), o que prova o teorema@posto.

Uma outra forma de obter as condcees para a estabilidade dstema (3.66)-(3.67) esta
descrita no teorema seguinte e consiste no alculo dos gasHK,; ;Kyg atraes da
solucao de uma equacao de Riccati. Tratamos o0 caso maisgles caracterizado pelo fato de
assumirmos as condcees de ortogonalida@®D; = 0 e D’D; > 0 para todoi 2 N.

Teorema 3.8 Para o sistema (3.66)-(3.67) comC®D; = 0 e DD; > 0 para todoi 2 N,
admita que exista um conjunto de matrizes sinetricas de dias positivad Py;::;;Pyg, 2 M
tais que as seguintes equacees de Riccati sejam satisfeit

X
Aiopi + PiA; PiBi(DioDi) 1BiOPi + CiOCi + ji Pj =0;i2N (3.78)
j=1

entao, para os ganhos de realimentacao que minimizam cstaufuncional do sistema
Ki= (DDi) BPi;i2N (3.79)
a lei de controle de nida por (3.4) e (3.7) faz com que a origerseja um ponto de equilbrio
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globalmente assintoticamente esavel e
()< min 1(GGPG @) (3.80)

Prova: Utilizando as condcees do Teorema 3.3 em (3.69)-(3.70ptemos

X
J; + jin+(Ci+DiKi)o(Ci+DiKi)<0; i2N (381)
j=1
comJ; = (A + BiK;)®P; + Pi(A; + B;K;). Aplicando a propriedade distributiva em (3.81) e
rearranjando os termos, obtemos
X
AiOPi + PA; + ji Pj + {<0;i2N (3.82)
i=1
emque ; = KBP; + PBK; +(C; + D;iK;){C; + D;K;). Levando em conta queC™D; =0
e queDD; > 0 para todo i 2 N, pode-se fatorar ; da seguinte forma

= (K?+ PBi(DD;) )DDi)K;+(DD;) '‘BP)
PBi(DD;) 'BP + CX; (3.83)

Para que o custo do sistema seja mnimo, as matrizes;, i 2 N, devem ser as menores
possveis, 0 quee conseguido escolhendo-se os ganhoscdedm com (3.79) e convertendo em
igualdades as desigualdades dadas em (3.82). Desta fornt@#gmos as equacees de Riccati
(3.78).

Finalmente, a partir da aplicacao do Teorema 3.3, () <min i,y tr( GO(O) PiG (), 0 que
prova o teorema proposto.

Note que as desigualdades (3.71) apresentadas no Teoremasa&d muito complicadas de
serem resolvidas devidoa natureza nao-convexa imposta@produto de varaveis. Da mesma
forma, as equacees de Riccati (3.78) tamlem sao difisede serem resolvidas tendo em vista
o acoplamento das diversas varaveiB;, ] 2 N. No entanto, assim como foi feito nas secees
anteriores, podemos utilizar condcees mais conservadse que permitam resolver o problema,
utilizando LMIs e uma busca unidimensional ou, alternativaente, resolvendo-se as equacees
de Riccati e tamkeem uma busca unidimensional. Os teoremagglintes apresentam estas
versees mais conservadoras dos Teoremas 3.7 e 3.8, reispastnte.
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Teorema 3.9 Para o sistema (3.66)-(3.67), se existirem conjuntos de mées sinetricas de-

nidas positivas f X q;:::; Xn0, TWq;:::; Wy g, um conjunto de matrizesfLq;:::;Lyg e um
escalar positivo satisfazendo as seguintes desigualdades modi cadas de uyap-Metzler
2 3
L; X XiCiO+ LIODI0 X
2 I 0 g<0;i6j2N (3.84)
X

em queLi = AiX; + BijL; + XiAiO+ L,OB,Oe
! #

W, G° .
© >0:;i2N (3.85)

entao considerandd®; = X; !, a lei de controle (3.4) com (3.7) eK; = L;X, * fazem com
gue a origem seja um ponto de equilbrio globalmente assititamente estavel, satisfazendo

()< mintr(W) (3.86)

Prova: Assumindo que as desigualdades (3.84) sejam satisfeitadjcamdo o Complemento
de Schur duas vezes e multiplicando o resultado de ambos atokporX; *, comP; = X; !

e Ki = L;X,; ', vericamos que o sistema (3.69)-(3.70) satisfaz o Teoren®4, levando a
() < min jantr( GO(O) PiG (9), que junto com (3.85) permite obter (3.86), o que prova o
teorema proposto.

Note que o menor valor do custo garantido pode ser obtido da sege maneira

( )< min |>m:)x“Wi|;[1if2( )tr(Wi) (3.87)

em que ( )e o conjunto de solucoees factveis de (3.84) e (3.85) pa > 0 xado. O
poximo teorema apresenta a versao mais conservadora deofema 3.8.

Teorema 3.10 Para o sistema (3.66)-(3.67) comCD; = 0 e DD; > 0 para todoi 2 N,
admita que exista um conjunto de matrizes sinetricas de dias positivasf Py;:::;Pyg € um
escalar positivo tais que as seguintes equacees de Riccati sejam satisfeit

AP + PA; PBi(DD) 'BP +CCi+ (B P)=0;j6i2N (3.88)
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entao, para os ganhos de realimentacao que minimizam cstaufuncional do sistema
Ki= (DD '‘BPi;i2N (3.89)

a lei de controle (3.4) com a furcao (3.7) faz com que a origeseja um ponto de equilbrio
globalmente assintoticamente estvel, satisfazendo

()< min tr( G PiG () (3.90)

Prova: A demonstracao deste teorema segue o mesmo procedimerdotado na prova do
Teorema 3.2. Ou seja, considerando qug = e levando em conta que j; 0 para
todoi 6 j 2 N, multiplicando (3.88) por ji, somando para todos os element¢sé i 2 N e
nalmente multiplicando por 1, obtemos (3.78), 0 que prova o teorema proposto.

Para o caso do alculo d&K;, i 2 N, atrawes das equacees de Riccati, 0 custo garantido
mnimo pode ser obtido, alternativamente, da seguinte fona

( )< rigw ipfotr(GO(O)PiG ) (3.91)

(3.88).

Pelo mesmo motivo comentado nas secees anteriores, das@s calcular um limitante
inferior para o custo funcional do sistema de forma a estimar distAncia entre o custo
real e o custo garantido. Quanto maior a proximidade entre s dois limitantes, mais
poximoe o custo garantido do custo real. Neste caso, o @ulo de limitantes representa
uma boa estrakgia para a aralise da qualidade do resultadobtido. Para sistemas com
comutacao e controle via realimentacao de estado, olaulo do limitante inferior pode ser
feito utilizando diretamente as condcees dos Teoremasdu 3.6. Istoe, as matrizes\; e Cg
devem ser substitudas pelas matrized, + BoK4 e Cq+ DKy, f que aps a aplicacao dos
teoremas anteriores, os valores dos ganhids,; ;Kyg sao parametros conhecidos. Note
gue para este caso, a di culdade de sntese est concenti@ na determinacao de ( ) e nao
na determinacao dos ganhos de realimentacao que de nencontrole linearu(t) = K )X(t).

O exemplo a seguir ilustra os resultados apresentados nes¢aao.

Exemplo 3.4 Este exemplo foi inspirado no exemplo do artigo [Xie & Wang, 28]. Deseja-
mos aplicar as condcees apresentadas pelo Teorema 3.%@tema (3.66)-(3.67) de nido a
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partir das matrizes " # " 4
50 3 0
A= ; A=
0 8 0 2
n # n # n # n #
2 4 0
G, = ; Gy = ; By = ; By = ;
1 2 2 1 0 2 2
n # n # n #
20 0 4 D. = 0
1 0 0 ’ 2 0 0 ) 1 2 2

de tal forma a assegurar que a origem seja globalmente assiictmente estavel, bem como
determinar limitantes inferior e superior (custo garantid) para o custo funcional (3.43). Note
gque cada subsistema isoladoe instavel e nao controble

Utilizando =500 o problema de otimizacao

riganXi;Li;vlvrigc 500 fir(W;) : (3:84) (3:85)g (3.92)

foi resolvido considerando (0) =1 e (0) = 2. A solucaootima correspondente a (0) =2

e dada por " #
0:6232 0:0001

Pl =

0:0001 141500
" #

o . 0:6308 (0:0001
2 0:0001 136972
h i
Ky=  0:6232 00001
h i

K>= 0:0001 6:8486

Utilizando estas matrizes, a lei de controle (3.4) com (3.7¢Vou a origem do sistema para
a estabilidade assinbtica global assegurando um custorgatido de 143278. A Figura 3.10
apresenta as trajebrias dos estados(t) 2 R?.

Para os ganhos de realimentacao calculados, aplicamosethmente as condcees do Teo-
rema 3.6 e obtivemos um limitante inferior igual a 2892. Assim, as condcees do Teorema
3.9 zeram com que a origem seja globalmente assintoticanterestivel com o custo ( )
pertencentea faixa 72892 ( ) 14:3278.

Aplicando as condcees do Teorema 3.9 com os ganhos de meatitacao nulos e deixando
atuar apenas a regra de comutecao(t), notamos que naoe possvel fazer com que a origem
seja globalmente assintoticamente estavel. Portanto, sexemplo mostra a importancia da
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14

Py -X1(t)
! — X(t)

x(t)

‘<,
‘‘‘‘‘‘‘‘

Figura 3.10: Estados do sistema (Exemplo 3.4).

sntese conjunta de ambas as varaveis de controle,(t) e u(t) = K X(t).

Como observado neste exemplo, para 0os casos em que as condimpresentadas nas secoes
anteriores nao asseguram a estabilidade assinbtica degem, recomenda-se a utilizacao de
uma entrada de controle adicionalu(t) = K yx(t). Observe, entretanto, que todas as
varaveis de estado devem ser conhecidas para cada 0.

3.4 Consideraoees Finais

Neste captulo, foram apresentadas condcees su ciergepara o estudo da estabilidade
de sistemas com comutecao, contnuos no tempo, de formaagsegurar um custo garantido
de desempenho. Estas condcees dependem da solwcao meconjunto de desigualdades
de Lyapunov-Metzler, de nidas em [Geromel & Colaneri, 20Q6que possuem natureza nao-
convexa e, portanto, sao difceis de serem resolvidas lz@ndo as ferramentas disponveis
na literatura. Para contornar este problema, foram propoas condcees mais conservado-
ras, baseadas em uma subclasse de matrizes de Metzler coom@&i¢os iguais na diagonal
principal.

Na primeira secao, como introducao ao estudo do tema, #n reproduzidos alguns dos
resultados de [Geromel & Colaneri, 2006]. A furcao de Lyapov escolhida e a regra de
comutecao utilizada nesta dissertacao foram aqui exidas. Determinamos condcees su ci-
entes para o estudo da estabilidade de sistemas dinamicomccomutacao, baseadas na mini-
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mizacao de um limitante superior para o custo funcional,elnido em [Geromel & Colaneri,
2006] e aqui reapresentado. Vale ressaltar que as conds®@btidas garantem a estabilidade
inclusive na preserca de modos deslizantes e nao exigera ganhuma das matrizes do con-

condcees su cientes para a estabilidade utilizando aficrao de Lyapunov (3.18), comumente
utilizada na literatura. Foi colocado em evidéncia que utzando esta furcao, naoe possvel
garantir a estabilidade em caso de modos deslizantes. Esispectos foram ilustrados atrawes
de exemplos.

A segunda secao apresentou condcees para o estudo dgesnas dindmicos sujeitos a
perturbacees impulsivas, sendo que um novo crierio deedempenho, denotado por (), foi
de nido. Vale ressaltar que na auséncia de comutacao, nsto funcional ( )e iguala norma
H, do sistema dinamico em consideracao. Para analisar a ¢jdade do resultado obtido,
devido a diculdade de calcular a regra de comutecao otim, foram propostas condcees
para a determinacao de um limitante inferior para o crigio a ser minimizado. Assim,
guanto menor a folga entre os limitantes, menore a distam entre o custo garantido e ( ),
indicando melhor qualidade do resultado obtido.

Porultimo, a terceira secao apresentou o estudo de sistas lineares com comutecao e
sujeitos a perturbacees impulsivas. Para estes sistemasgistem duas varaveis de controle,
a saber, a regra de comutacao(t) e a entradau(t) = K yx(t). Foram apresentadas duas
maneiras alternativas de obter as condcees de estabdik para estes sistemas, a saber,
calculando os ganho&;; i 2 N, utilizando programacao convexa, ou obtendo-os atraseda
solucao de um conjunto de equacees de Riccati acopladd®ara estes sistemas a utilizacao
de duas varaveis de controle pode melhorar o desempenha, permitir que sistemas que
nao sao estabiliaveis utilizando apenas um dos coneslindividualmente, possam tornar-
se estabilizveis pela interacao de ambas as varavei®O exemplo apresentado nesta secao
ilustrou o caso de um sistema onde a regra de comutecao detmada isoladamente e atuando
sem a entrada de controlei(t) nao foi su ciente para garantir a estabilidade assintita do
mesmo.
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Captulo 4

Controle H» multi-objetivo

Neste captulo, desejamos utilizar a potencialidade ofec&la pela teoria de sistemas com
comutacao, apresentada no captulo anterior, para redeer problemas de controleH, multi-
objetivo. Primeiramente, apresentamos alguns metodos sfpionveis na literatura para a
solucao destes problemas, como por exemplo, o netodo #gd&@rgonekar & Rotea, 1991] e de
[Eker & Malmborg, 1999]. Em seguida, descrevemos o problen@acontexto de sistemas com
comutacao e apresentamos a nossa proposta de solucaor&odo propostoe comparado
com os netodos de [Khargonekar & Rotea, 1991] e de [Eker & Matborg, 1999]. A teoria
e ilustrada atrawes de um exemplo que consiste no projetoeduma regra de comutacao
e de ganhos de realimentacao para o controle de um triploteégrador com dois crierios
con itantes. Os resultados aqui obtidos foram submetidosgpa a publicacao em [Deaecto &
Geromel, 2007].

4.1 De ncao do Problema

Considere o sistema linear invariante no temp& com mnultiplas entradas e mnultiplas
sadas apresentado na Figura 4.1 e descrito pelas segugrjuacees no espaco de estados

X = Ax+ Hw + Bu (4.1)
z = Cx+ Du (4.2)
y = Ex+ Gw (4.3)

com condcees iniciais nulas. Os vetores, u, w, z ey representam o estado, a entrada
de controle, a entrada externa, a sada controlada e a sadmedida, respectivamente. As
matrizes H, C e D sao particionadas de acordo com a partcao do vetor de eda w° =
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wy —— 7N
u —— — Y

Figura 4.1: Estrutura do sistema multi-objetivo.

W  wd] e do vetor de sadaz®=[z{ z3 ] da seguinte forma

h i
H= H; Hn (4.4)
e 2
C1 D1
C=§ : ;D=§ : Z (4.5)
Cn D

A sada medidaye conectadaa entrada de controleu atraves de uma furcao de transferéncia
K (s). Para cadai 2 N existe uma furcao de transferéncid;(s) da entradaw; para a sadaz;.
O problemaH , multi-objetivo consiste na determinacao de umaunica ficao de transferéncia
K (s) de forma a estabilizar o sistema em malha fechada e minimizavetor J(K)
h [
J(K)=  KkT1k3 KTy k3 (4.6)

Esta minimizacao naoe fcil, uma vez que, geralmentea minimizacao dos crierioskT;k3,
parai 2 N, apresenta objetivos con itantes, ou seja, a furcao de dnsferénciaK (s) que
minimiza cada um deles naoe a mesma. A solwcao deste pmba foi estudada por \arios
autores, veja [Khargonekar & Rotea, 1991] e suas referéasi A estrakgia utilizada por
[Khargonekar & Rotea, 1991]e a parametrizacao de Youlaug permite expressar as quanti-
dadeskT,; kg como furcees a ns de uma varavelQ 2 RH, . Gracasa convexidade dekT; (Q)k%
com relacao aQ 2 RH; , o conjunto de todas as soluceesotimas de Paretoe obtida partir
do seguinte problema de otimizacao escalar

X

i 1T 2
QZ'QL ~ iKTi (Q)k5 (4.7)

sendo que 2 RN corresponde a um elemento arbitario do conjunto convexo de nido em
(3.3).
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Interpretando a solucao do problema no domnio do tempdemos que para cada valor de
= 02 dado, o problema (4.7) fornece uma das solwceesotimasedParetoQ° 2 RH;
e, por conseqe¢éncia, o controlador otimoK °, tal que a conexaau = K° 'y estabiliza o
sistema em malha fechada e minimiza a furcao objetivo ekra iNzl ’kz; k%, sendo quezje
a resposta ao impulso doesimo canal com entradaw; e sada z;, para todoi 2 N. O vetor

02 e escolhido de forma a selecionar umas das solwceesatias de Pareto.

A proposta deste captulo e resolver o problema especi @ acima em um contexto
diferente do abordado por [Khargonekar & Rotea, 1991]. Magspeci camente, pretendemos
escrever o0 problema sob o ponto de vista de sistemas com camab e aplicar a teoria
desenvolvida no captulo anterior para resolve-lo. Assimsupondo que o sistema (4.1)-(4.3)
possui apenas uma entrada externa e multiplas sadas, ppomos uma entrada de controle
u(t) = K ) y(t), emque (t) 2 Ne umaregra de comutacao que seleciona a cada instante de
tempo um controladorK ) 2K = fK4; ;Kyg. Diferente do nmetodo de [Khargonekar &
Rotea, 1991], em que o vetor 2 e invariante no tempo, para este caso, (t) 2 Ve variante
no tempo, sendo qué&/ representa o conjunto de todos os \ertices de , e correspda a uma
varavel de decisao a ser determinada de forma a minimizarfurcao objetivo [, kP izks.

Para cadat 0, associado ao vetor(t), de nimos a regra de comutecao (t) = i, sempre
que i(t)=ie ;(t)=0,paratodoi 6 ] 2 N, e anova sada controlada = C x+D u. Uma
vez que a igualdade szl i sz (0ji3 = ji (t)jj3e satisfeita, o problema multi-objetivo
pode ser rede nido como

H 2
(;T;QY k k5 (4.8)

sendo queY denota o conjunto de todas as informacees disponveis @aa realimentacao. O
problema (4.8) naoe simples de ser resolvido devidoa natza variante no tempo da regra
de comutacao (t). Assim, em [Eker & Malmborg, 1999] foi proposta uma estragga para

resolver (4.8) composta de duas etapas. A primeira consigti@ encontrar o valor de&K; para

cada (t)=i xoemt O, istoe

= . 2. — i . .
Ki arg(;rlp)lgY k K5 : i ;8i2N (4.9)

Note que o ganhoK;, para cadai 2 N, e obtido da solucao do problema chssico de con-
trole em normaH, que tamkem fornece a furcao custo;(x). A segunda etapa consiste na
determinacao da regra de comutacao

(t) = arg min ;(x()) (4.10)
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utilizando a furcao custo ;(x) obtida da solucao da primeira etapa. Note que a proposta de
[Eker & Malmborg, 1999] simpli ca consideravelmente o prdema de controle (4.8).

Nossa estrakgia consiste na substitucao do problema d#imizacao (4.8), pela mini-
mizacao de um limitante superior adequado para k3, denotadoJ(;u ) paratodo (;u)2Y,
levando a um problema de controle mais simples de ser restivi

Jo= (Tl)gv J(;u) (4.11)
Do que foi discutido no captulo anterior, temos que o custgarantido J( ;u ) deve veri car
aigualdaded(;u) = k k3, sempre que (t)=i 8t 0. Em outras palavras, se nao houver
comutacao, 0 custo garantidal (;u )e iguala norma H, do sistema.

O objetivoe de nir um custo funcional garantido adequadol( ;u ) de forma que o pro-
blema (4.11) seja expresso em termos de desigualdades mgis lineares (LMIs) e uma busca
unidimensional. Aem disso, vamos mostrar que a solwcaalsotima de (4.11)e melhor que
a solucao obtida utilizando as duas etapas propostas pdtker & Malmborg, 1999].

No presente contexto, as varaveis de decisao sao a faocde transferéncia de cada con-
trolador e a regra de comutacao expressa po(t), ou equivalentemente, pelo vetor variante
no tempo (t) 2V que, para cada 0, tem que ser de nido pelas informacees disponveis
no vetor de estado(t). Comparando com o problema de controld , multi-objetivo chssico,

o0 rumero de varaveis de decisaoe maior e, conseqeemente, uma melhoria no desempe-
nho do sistemae esperada. Mais especi camente, sea mamio teoricamente e ilustrado
atraves de um exemplo simples quee possvel determinamoa regra de comutacao (t) e um

malha fechadal® satisfaca

X
J0 inQL kT;(Q)k5; 8 2 (4.12)
i=1

A desigualdade (4.12) indica que a proposta aqui apresensgagara a solucao de problemas
de controleH, multi-objetivoe melhor que qualquer solucaootima de Rireto.

4.2 Solcao do Problema Multi-Objetivo

O objetivo desta secao consiste em apresentar alguns desultados do captulo anterior,
uma vez que 0s mesmos correspondema base para a metodolagiste captulo, e exibir
a nossa proposta para a solwcao do problema de contréde multi-objetivo. Considere o
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sistema (4.1)-(4.3) e admita que todos os estados estagdisveis para a realimentacao, o
gue implica emE; = I,, em quene a ordem do sistema, €; =0, paratodoi 2 N

X = (A+ BK )x+ Hw (4.13)
= (C +D K )x (4.14)
com condcees iniciais nulas. Para cada=1;:::;m, uma entrada externa da formaw(t) =

e (t), em quee e a esima coluna da matriz |dent|dade,e aplicada e uma corspondente
sada controlada e fornecida segundo uma poltica (x) considerada.

Note que este sistemae bastante parecido com o sistema I(D:) :62.70) apresentado na
secao anterior, para o qual foi de nido o custo funcional ( ) = ", k k3. Como f foi
discutido, este custoe bastante difcil de ser expressmaliticamente. Devido a semelharca,
entre os sistemas (4.13)-(4.14) e (3.69)-(3.70), podemadizar as condcees do Teorema
3.9 para estudar a estabilidade de (4.13)-(4.14). Assim, deocado com o resultado daquele

teorema, se existirem conjuntos de matrizes sinmetricas aédas positivas fXq;:::;XnG,
fWq;:::; Wy g, um conjunto de matrizesfLq;:::;Lnyg € um escalar positivo solucao das
desigualdades modi cadas de Lyapunov-Metzler
2
Li  X; X;C’+LD? X;
9 I 0 g<0;i6j2N (4.15)
X

em queL; = AjX; + BiL; + X;A’+ LBCe
" i ”
Wi H >0;i2N (4.16)
i
entao, considerandd®; = X, 1 a regra de comutacao (t) = arg min;,y XP;x e os ganhos
K; = L;X; ! fazem com que a origem do sistema seja um ponto de equilbgtobalmente
assintoticamente estavel e

()< mintr(W) (4.17)

Levando em conta que e um escalar, a determinacao nunerica da solucao aciapode ser
obtida utilizando LMIs e uma busca unidimensional, sendo gevel de nir o custo garantido
associadoa poltica (t), da seguinte forma

( ) J°=mininf inf )tr(Wi) (4.18)

2N > 0Xi;WisLi2 (
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onde ( ) denota o conjunto de todas as triplasX;; W;; L), i 2 N, satisfazendo as desigual-
dades (4.15) e (4.16) para> 0 xado. Note que J°e um custo garantido \alido, uma vez
que ( )<JO

O teorema a seguir mostra que a estraegia proposta nestasdertacaoe melhor que as
apresentadas em [Khargonekar & Rotea, 1991] e [Eker & Malnmigp 1999] disponveis na
literatura.

Teorema 4.1 As seguintes a rmacoees sao verdadeiras

a) A solwcao do problema multi-objetivo atraves da obteao de J° oferece resultados me-
Ihores que os obtidos em [Eker & Malmborg, 1999];

b) A solucao do problema multi-objetivo atraves da obteao de J°e melhor que qualquer
solicao de Pareto fornecida por [Khargonekar & Rotea, 12P

Prova: Para > 0 arbitrariamente pequeno, as restrcees (4.15) sao degpladas e temos

Je min _inf Tr(HPH) (4.19)

i2N Pij>0K;

em queP; > 0 eK; sao tais que
AP + PAq + CICi < 0 (4.20)
ondeAy = A+ BK; eCy = Cj + DiKj, paratodoi 2 N. Assim, de (4.19) obtemos

JO min ipif kCui(sl  Aw) HK3 (4.21)
0 que prova o itema), uma vez que a solicao de (4.21) em furcao d€ satisfaz (4.9)
e i(x) = xP;x. Para provar o item b) considereK um ganho estabilizante qualquer e
introduza no problema (4.18) as restrcees adicionaksX ; = L, para todoi 2 N. Para
positivo arbitrariamente pequeno, (4.19) e (4.20) sao hdas paraK = K; = = Ky €,
consequentemente, de (4.21), temos

X
J° IEf ikai (Sl Aki) 1H k% (422)

i=1

para todo 2 provando o Teorema 4.1.

E importante notar que os netodos propostos em [Khargonek& Rotea, 1991] e [Eker &
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Malmborg, 1999] sao comparados ao deste artigo considei@o parametro arbitrariamente
pequeno no Teorema 3.9. Logo, e de se esperar que com um grauiderdade adicional,
introduzido pelo parametro , o desempenho do sistema seja superior ao obtido utilizando
os nmetodos de [Khargonekar & Rotea, 1991] e [Eker & Malmbaor999]. O exemplo a seguir
ilustra os aspectos teoricos discutidos nesta secao.

Exemplo 4.1 Este exemplo foi extrado de [Geromel et al., 2007]. Congtk o sistema (4.13)-
(4.14), comH = Iz e

2 3 2 3
010 0
A:2001E;B:90g
0 0O 1
2 3 2 3

4 00 0
=90 4 05;D.=40%
0 0O 1
2 3 2 3

1 00 0
C22201OE;D2=QOE
00O 8

Este sistema representa um triplo integrador com dois cetios con itantes. Desejamos
resolver o problemaH , multi-objetivo utilizando cada um dos netodos de sntesaliscutidos
anteriormente, comparando-os em seguida.

Atrawes do netodo de [Khargonekar & Rotea, 1991] obtivem® 0 conjunto de todas as
solucoeesotimas de Pareto que estao apresentadas na go da Figura 4.2. Veri camos que
estas solucees tém custos entre 3B para =[1 0]°e 13949 para =[0:4 0.6]° sendo que
a segunda soluwcao fornece a matriz de ganhootimo corresplente ao pior caso e, pode ser
obtida resolvendo-se o seguinte problema

maxinf * KT (K)K3 (4.23)
i=1

Para a utilizacao do netodo de [Eker & Malmborg, 1999], vi¢ camos que a solucaootima
para o primeiro crierio apresentou um custo igual a 5B3, enquanto que 0 custo mnimo
para o segundo crierio foi de 9510. Assim, o netodo de [Eker & Malmborg, 1999] fornece
uma regra de controle (t) com um custo garantido igual a 5B3. Note que utilizando ambos
os netodos, e possvel garantir um custo mnimo de 5133.

A Tabela 4.1 apresenta o valor dos custos garantidd$, bem como dos limitantes inferi-
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Figura 4.2: Soluwcees de Pareto (Exemplo 4.1).

oresJiyy de ( ), obtidos a partir da utilizacao do netodo proposto nesh dissertacao para
\arios valores de .

RN
10 ° | 51.33 16.86
10 T | 56.39| 14.56
1 | 57.70| 15.12
2 | 51.89] 15.02
10 | 42.16] 13.56

Tabela 4.1: Limitantes do custo ( ).

Podemos notar que para muito pequeno, o0 custo garantidoe praticamente igual ao do
metodo de [Eker & Malmborg, 1999]. Para superior a 22 a regra de comutacao proposta
e sempre melhor, uma vez que 0s custos garantidos sao seampenores que os obtidos pelos
metodos de [Khargonekar & Rotea, 1991] e de [Eker & Malmbord999]. Isto indica que
0 grau de liberdade adicional, devido ao parametro resulta, de fato, em um sistema em
malha fechada com melhor desempenho.

O problema (4.18) tamkem foi resolvido para os mesmos va&s de , mas com as res-
trcees adicionaisK{X; = L; parai = 1;2, comK; sendo igual ao ganho otimo de cada
crierio isolado, ou seja

h [
Ki= 4:.0000 6:7351 36702
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----- - Eker
Met.Prop.

x3(t)

Figura 4.3: Simulacao dexs(t)(Exemplo 4.1).

h [
Ky = 0:1250 0:5202 1:0200

Para este caso, obtivemos os valores apresentados na Taldela

3 [ e
10 ° | 51.33] 16.96
10 1 | 58.87| 17.09
1 | 92.26] 17.07
2 | 93.37| 17.00
10 | 89.91| 16.97

Tabela 4.2: Limitantes do custo ( ) utilizando restrcees adicionais.

Como pode ser observado, o melhor resultado ocorre para 0, sendo que para valores
maiores de , 0s custos sao piores que 0s obtidos pelos nmetodos antesoindicando a
importancia de se projetar as duas varaveis de controlé ) e (t) conjuntamente.

A Figura 4.3 apresenta a trajebria da terceira varavel e estado,x3(t) com condicao
inicial x(0) = [1 1 1]° Os custos reais correspondentes sao 1@2e 19431 para a solwcao
otima do primeiro e segundo crierios, respectivamente] 10216 para o netodo de [Eker &
Malmborg, 1999] e ( ) = 57:25 para a soluwao de (4.18) coHl = I; e =10. A solwcao
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de (4.18) ofereceu como resultado as seguintes matrizes

2 3
169180 118374 40686

P = g 11:8374 191895 81105%
4:.0686 81105 60482

2 3
169733 134454 53457
P, = 2 134454 218000 106901%

5:3457 106901 80841
h i
Ki= 4.0688 81113 6:0486

h i
Ko = 0:0835 0:1670 0:1263

Se o problema fosse resolvido com=10 e H =[1 1 1]°, obteramos um custo garantido
de 9019 que tamkeme melhor que o obtido pelos netodos anteries. A solucao do problema
(4.18) para este novo casoe a seguinte

2 3
169179 118373 40686

Py = 2 11:8373 191894 81105%
4:0686 81105 60481

2 3
169733 134454 33456
P, = 9 134454 218000 1%900%

5:3456 106900 80841
h [
Ki= 4:.0686 81105 6:0482

h i
Ko = 0:0835 0:1670 0:1263

O limitante inferior de ( )e igual a 40:16. Utilizando um nmetodo nunerico de simulacao,
obtivemos ( ) =57:25. Logo 4016 ( ) 9019 mostra que, de fato, a utilizacao de
limitantes representa um bom crierio para aralise do resltado obtido.

Vale ressaltar que os valores d&° e J calculados para =10 ° con rmam o resultado
do Teorema 4.1. Na verdade, eles sao ligeiramente maiores §u33, pois 0 problema (4.18)
e resolvido por um netodo de pontos interiores que forneaegma solwcao factvel poxima da
solucaootima.
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4.3 Consideraoes Finais

Neste captulo, aplicamos a teoria desenvolvida no capto anterior para a solucao de
problemas de controleH, multi-objetivo. Primeiramente, foram apresentados doisetodos
comumente utilizados na literatura para a solucao destggoblemas, a saber, o netodo de
[Khargonekar & Rotea, 1991] e o netodo de [Eker & Malmborg,9P9]. Em seguida, descre-
vemos o problema multi-objetivo sob o contexto de sistemasmn comutacao e apresentamos
a nossa proposta de solwcao.

Esta proposta consiste na obtercao de condcees paraega regra de comutecao (t) =
arg mini;n XPix estabilize a origem do sistema realimentado, asseguranduo gusto garan-
tido de desempenho. Foi mostrado teoricamente e ilustraddéraaes de um exemplo, que a
proposta apresentadae melhor que as duas selecionadasit&dtura.

O exemplo ilustrativo, apresentado neste captulo, consie no controle de um triplo in-
tegrador com dois crierios con itantes. De acordo com osesultados obtidos, o netodo
proposto se apresentou melhor do que os netodos de [Khargkar & Rotea, 1991] e [Eker
& Malmborg, 1999] disponveis na literatura. Aem disso, @ra evidenciar a importancia da
atuacao conjunta das duas varaveis de controle, a sahea regra de comutacao (t) e os

cionaisKiX; = L;, em queK;e o ganhootimo do iesimo crierio isolado. Os resultados
encontrados foram piores que os apresentados pelos demeait®dos e, portanto, a melhoria
do desempenho do sistema multi-objetivo © foi conseguidgiecas a interacao conjunta de
ambas as varaveis de controle.
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Captulo 5

Conclusees e Perspectivas

Neste trabalho, determinamos as condcoees para a estatiélde de sistemas lineares com
comutacao sujeitos a perturbacees impulsivas. Parates sistemas, de nimos um custo fun-
cional quee bastante difcil de ser expresso analiticanmte devidoa preserca de comutacees
que ocorrem em instantes de tempo nao de nidos a priori. Ranto, para ns de otimizacao,
as condcoees de estabilidade foram obtidas minimizande-um limitante superior para o custo
citado.

A abordagem utilizadae o controle atrawes de uma regra deotnutacao (t) dependente
dos estados. Como foi observado, as condcees para a dafitinle destes sistemas depen-
dem da solucao de um conjunto de desigualdades de Lyapundetzler que possuem natureza
nao-convexa e, portanto, sao difceis de serem resobadutilizando as ferramentas disponveis
na literatura para a soluwcao de LMIs. No entanto, propomosm netodo alternativo base-
ado nos resultados apresentados em [Geromel & Colaneri, @0@ue substitui a solucao de
desigualdades nao-convexas, por uma busca unidimensiaa solicao de um conjunto de
LMls.

O netodo proposto faz com que a origem do sistema global sejibalmente assintoti-
camente eshvel, sem exigir que cada subsistema isoladgasestivel ou mesmo estabilizavel
e garante a estabilidade em malha fechada, mesmo diante deasgeel ocorréncia de modos
deslizantes.

Um ponto interessante deste trabalhoe o desenvolvimento dmndcees para o @lculo
de limitantes inferiores para o custo funcional do sistemaJtilizando limitantes superiores
e inferiorese possvel concluir, com certa precisao, ls@ a qualidade do resultado obtido,
p que agora tem-se uma nacao da folga existente entre osta garantido e o custo real do
sistema.

A teoria desenvolvida foi utilizada na solucao de probleas de controleH , multi-objetivo
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e os resultados obtidos apresentaram-se melhores que aggisklecionados da literatura para
comparacao. A superioridade do netodo proposto em retao aos netodos de [Khargonekar
& Rotea, 1991] e [Eker & Malmborg, 1999], foi comprovada e strada atrawes da soluwcao
de um exemplo que visa o controle de um triplo integrador. Eet resultados constam do
seguinte artigo cient co [Geromel et al., 2007]

J. C. Geromel, G. S. Deaecto and P. Colaneri, \Multiobjectig H, Control via Switched
Linear Systems”, 3rd IFAC Symposium on Systems, Structurena Control, Foz do
Iguacu, Brazil, 2007.

a ser apresentado no referido congresso internacional.

Um bpico interessante para pesquisas futuras do ponto desta patico e teorico consiste
na obtercao de resultados similares para sistemas com cbaao e realimentacao de sada.
Neste caso, 0 objetivoe determinar um conjunto de controlades dinAmicos e uma lei de
comutacao que sejam capazes de assegurar a estabilidasisindtica global da origem. A
di culdade central a ser superadae que, nao sendo o estad(t) disponvel, as regras de
comutacao anteriormente apresentadas nao podem ser @dias. Uma primeira abordagem
deste problema foi feita em [Geromel et al., 2006]. Um outrogico que pode ser abordado
com os resultados preliminares desta dissertacaoe o tabe LPV de sistemas dinamicos
sujeitos a incertezas paranetricas variantes no tempo.
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