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Resumo

O objetivo desta dissertagdo é a geragdo de amostras aleatdrias da tnica
distribuigao estaciondria associada ao modelo estocdstico para armazenagem
de graos em um silo finito e bi-dimensional. Uma vez que esta distribuigao
estaciondria ndo pode ser manipulada analiticamente, necessitamos de um
método de simulagdo estocastica para obtermos amostras desta distribuicéo.
O método de simulacdo estocéstica proposto foi o método “Acoplamento
do Passado”(“Coupling From The Past” (CFTP)), desenvolvido por Propp
e Wilson. Tal método permite obtermos amostras independentes e distri-
buidas exatamente da distribuicao estaciondria de interesse de uma cadeia
de Markov com espaco de estados finito ou limitado. Entretanto, no caso
do problema dos silos o espaco de estados € ilimitado superiormente, isto é,
nao existe um estado maximal. A fim de aplicarmos CFTP a este problema
fol necessario um truncamento do espago de estados inicial e, neste caso, a
amostra obtida ndo tem exatamente a distribuicdo desejada. Para testarmos
o desempenho do algoritmo considerando esta restri¢do, procuramos compa-
rar os resultados tedricos de alguns momentos do vetor aleatério associado
ao modelo em questao, tais como média e matriz de covariancias, com as

estimativas obtidas através dos dados gerados.
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Abstract

The goal of this paper is the generation of random samples of unique sta-
tionary distribution associated to the stochastic model for grain storage in
a finite and bi-dimentional silo. Once this stationary distribution can not
be manipulated analytically, a method of stochastic simulation is needed to
obtain samples from this distribution. The method of stochastic simula-
tion used was “Coupling From he Past” (CFTP), developed by Propp and
Wilson. This method allows to obtain independent and identical samples
exactly from the target stationary distribution of a Markov chain with finite
or bounded state spaces. However, in the case of the silos. the space of state
is unbounded on the upper-level, hence there is not a maximal state. As
for the application of CFTP to the problem of the silos, there was a need to
trunk the initial space of states and, in this case, the sample obtained did not
have the exact target distribution. To test the performance of the algorithm
considering the restriction of having trunked the initial space of states, we
compared the theoretical results of some moments of the random array of the
model being studied, such as mean and covariance matrix, to the estimates

obtained through the generated data.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Simulacao Perfeita e o problema dos silos

Desde a ultima década o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(Monte Carlo Markov Chain (MCMC)) vem sendo fortemente usado para
amostrar de distribuictes de probabilidade que sdo complexas ou dificeis de
serem lidadas analiticamente. A fim de gerar uma tnica amostra de 7 através
de MCMC, iniciamos a cadeia de Markov X, em um estado qualquer de uma
distribuicao 7y e evoluimos esta cadeia por M passos, a partir de ¢ = 0,
com M suficientemente grande, de maneira que a probabilidade de que esta
cadeia esteja no estado 7 no instante M convergird para 7(i). Este processo
pode ser chamado de simulacao para o futuro. Infelizmente pode ser dificil
determinarmos quao grande M deve ser de modo que a cadeia atinja, com
precisao pré-estabelecida. a estacionariedade.

Como solugdao deste problema, recentemente vém sendo desenvolvidas

técnicas que permitem produzirmos amostras exatamente da distribuigao in-



variante 7 de uma determinada cadeia de Markov. Este conjunto de técnicas
é chamado de Simula¢do Perfeita e ndo requer conhecimento prévio do valor
de M e nem quédo grande o mesmo deve ser.

Diversas técnicas de Simulacao Perfeita tém sido propostas na literatura.
Uma delas foi desenvolvida por Propp e Wilson (1996), os quais propuseram
um método através do qual é possivel amostrarmos da distribui¢do exata =,
de uma cadeia de Markov com espaco de estados finito. Tal método baseia-se
em acoplamento de trajetdrias com diferentes estados iniciais e permite ob-
termos amostras independentes e distribuidas exatamente da distribuicao de
interesse 7. Este método é comumente chamado de “Acoplamento do Pas-
sado” (CFTP - “Coupling from the Past”). Artigos sobre o0 método CFTP
podem ser encontrados na pagina http://www.dimacs.rutgers.edu/~ dbwil-
son.

O objetivo desta dissertacao foi utilizar o algoritmo CFTP para gerar-
mos amostras da unica medida invariante associada ao processo descrito no
problema dos silos.

O problema dos silos é uma formula¢ao matemadtica para armazenagem de
graos em um silo finito, bi-dimensional, onde a coordenada vertical assume
o sentido de tempo e a coordenada horizontal o sentido de espaco. Cada
grao suporta o peso dos graos das camadas mais altas e tem seu préprio peso
igual a 1. O peso de cada grao é distribuido entre dois graos vizinhos das
camadas mais baixas de maneira probabilistica através de uma distribuigao
uniforme. Este modelo € um sistema linear da forma daquele proposto por
Ligget(1985), com a restricdo de que, neste caso, o tempo é discreto.

A existéncia de uma tunica medida estaciondria foi provada por Ferrari,



Garcia e Martinez(2000). Apesar de sua forma analitica nao ser conhecida, é
possivel determinar alguns momentos do vetor aleatdrio associado ao modelo,
tais como média e matriz de covariancias.

No capitulo 2 sao detalhadas as provas da existéncia e unicidade da me-
dida invariante, bem como o cédlculo dos momentos desta distribui¢éo.

No capitulo 3 é descrito o algoritmo CFTP e como este permite obter-
mos amostras com distribuicdo exata da qual queremos amostrar no caso
de espago de estados finito e/ou quando a fungdo de transi¢ao da cadeia é
mondétona e o espago de estados tem um estado minimal e um estado maxi-
mal. Também descrevemos uma desvantagem do algoritmo, conhecida por
“o vicio causado pelo usudrio impaciente”.

No capitulo 4 apresentamos o algoritmo “CFTP Dominado”, que é um
algoritmo proposto por Kendall (1998) e é utilizado quando o espago de esta-
dos é ilimitado. Vdrios trabalhos sobre CFTP aplicado a espaco de estados
ilimitado tém sido publicados, dentre eles vale a pena citar Murdoch e Green
(1998a), Murdoch e Green (1998b) e Murdoch (1998). Ainda neste capitulo
descrevemos as adaptacoes feitas para a aplicagdo do algoritmo CFTP no
problema do silos; neste caso, mostrou-se como 0 modelo pode ser escrito na
forma matricial de forma a se obter maior otimizagao das simulagoes.

Por fim, o capitulo 5 traz os resultados obtidos através das simulacGes,
bem como os vetores das médias e matrizes de covariancias amostrais pa-
ra silos de diversos tamanhos (5, 15, 21). Além disso, verificamos o bom
desempenho do algoritmo modificado através da comparacao dos momentos

amostrais e tedricos.



Capitulo 2

O problema dos silos

2.1 Definicao do problema e suas proprieda-
des

Considere 0 modelo de estocagem de graos em um silo bi-dimensional, tal que
a coordenada vertical assume o sentido de tempo e a coordenada horizontal
o sentido de espago. Cada grdo suporta o peso dos graos das camadas mais
altas e tem seu peso igual a 1. Além disso, o peso de cada grao é distribuido
entre dois graos vizinhos das camadas mais baixas. Denotando-se Wj(z)
como o peso carregado pela particula locatizada na z-ésima posi¢ao no nivel

t, este satisfaz o seguinte sistema de equagoes:
IVQ(.‘I‘) =1+ M‘Tg_l(l’ i ].)Lrg_'l(.'l' o 1) "t M'rgﬁl(l’ = 1](1 - Ut_l(.'f = 1)) (21)

Wy(0) = Wy(N +1) =0,

para z € I := {1,...,N}, onde {Uy(z) : = € I} sao varidveis aleatdrias

independentes com distribuicdo comum U[0,1]. Além disso, Uiy (z) sao
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independentes de W,;(z), para todo z € I.
Denotando-se w¢(z) = E[W;(z)] e z € I U{0, N + 1}, temos

?.Ug(.'I‘) =1E[1 -+ H’fg_l ($ T l)trhl(l' i l) + Wt_l(.r == 1)(1 - rt_}_(.?} - 1))]
=1+ E[W,1 (z + 1)E[Us—: (z + 1)] + E[W, (z — D]E[(1 — Uy (z + 1))]
=1+ SEWes (o + 1] + 5E Wi (2~ 1)

1 1
=]+ §?.U5_1(.fr -+ 1) + §wt_1 (.’L' s 1), (22)

para z € I e w(0) = wy(N 4+ 1) =0.

O processo descrito por (2.1) é um processo Markoviano com tempo dis-
creto e espaco de estados continuo. Assuma que o processo (W, : ¢t > 1)
tem medida invariante 7, com primeiro momento finito, e seja W,(z) o vetor
aleatdrio com distribuicao de probabilidade segundo esta medida invariante.
A média do vetor aleatério W, (z) é denotada por w.(z) = E, [W,(z)] satisfaz

a equagao

oyl 1+%w,r(:c+ 1)+ %wﬂ(x— 1) (2.3)

paraz € U {0,N +1}.
Note que a solu¢ao da equagdo (2.3) é o tempo de saida da caixa {1, ..., N}

de um passeio aleatério simétrico simples e tem perfil quadrético dado por
we(z) =2(N +1—2z),

para z € I e w,(0) = wy(N +1) =0.



2.2 A prova da existéncia de uma tnica me-
dida invariante

Lema 2.4 Seja v qualquer distribuigdo inicial para Wy, ndo necessariamente

invariante, satisfazendo E,[Wy(z)] = 2(N +1 —z), entdo para todot > 0
E,[Wi(z)]= z(N+1-12),

onde z € 1 U{0, N + 1}.
Prova. Vale para t = 0 por hipétese. Suponha que E, [W,(z)] = z(N +1-z),
z € {0,1,..., N +1}. Entdo, por (2.2),
By [Wisn(2)] = 1+ 3B, [Wi(e + 1)] + 5B, [Wilz — 1)
=i %(x-l— 1)(N —2) + %(r-—- 1)(N +2 - z)
=z(N+1-—1z).

Teorema 2.5 Eriste uma inica medida invariante w para o processo com

média de perfil finito. Sob esta medida invariante, W, satisfaz
E.[W.(z)]=2(N +1-2z) (2.6)

paraz € I U {0, N +1}.

A prova do Teorema (2.3) é dada em duas partes. A Parte I contém a
prova da existéncia da medida invariante e a Parte II contém a prova da

unicidade desta medida invariante.



2.2.1 Parte I: Prova da existéncia

Para provar a existéncia de uma medida invariante do processo W;(z) pre-
cisamos dos seguintes resultados. Seja B(R?) a o-algebra dos Borelianos em
Re.

Teorema 2.7 Seja uma familia de medidas de probabilidade {u,,a € I}
em (R, B(R?)), onde I € um conjunto de indices arbitrdrios. Para que toda
sequéncia contenha uma subsegiéncia que converge em distribui¢do a uma
medida de probabilidade, é necessdrio e suficiente que a seguinte condi¢do
seja satisfeita: para qualgquer £ > 0 eziste um retdngulo finito I tal que

iIElgj.La(I) >1-—e¢. (2.8)

Uma familia de fungdes de probabilidade satisfazendo (2.8) é dita ser
“tight”. Além disso, podemos dizer que uma familia de medidas de probabi-
lidade é relativamente compacta - o limite pode ndo pertencer a familia - se,
e somente se, ela é “tight”.

Prova. Ver Chung(1992). B

Considere a familia de medidas de probabilidade M = {u,t > 0} em
(RV,B(RY)), tal que w; ¢ a distribuicio de probabilidade do vetor W, e

to = v, onde v satisfaz
E,[We(z)l =z(N +1-z). (2.9)
Seja

m(A) = P,(W,€A), AeB(RY).



Entao, tomando I = [0, M

wm(l) = P, (Wi(z) €l)
= Pv(uft 5 M.‘VI= 1"""‘\')

1-w(l) = P,(Wi(z) > M, para algum z =1, ..., N)
N
ZPP(W’ﬂ(x) > M)
o=
N
]Ev[Wt(I)]
2y

=1

IN

IA

& Z(N+1-12)
= Z —por (2.4).

=1

Assim, escolhendo M suficientemente grande tal que

<g,

2 :rN-l-l—I

temos que

para todo t.

Portanto, uma vez que M satisfaz as condi¢des do teorema (2.7), a familia
de medidas de probabilidade M é “tight”, e, assim, existe uma subsegiiéncia
que converge a uma medida de probabilidade. Seja ju, € M e YA C B(RV).
tal que

Bl = f we(dy)B(y, A). (2.11)

8



Uma vez que ndo podemos garantir que o limite de ;.; seja o0 mesmo limite
de y:, ndo podemos garantir que o limite seja uma medida invariante. Por

outro lado, tomando médias de Cezaro, isto é

¢
Z fuJ (A,):
=1

por (2.10), > I tal que m(I) > 1 — e, ¥ t. Portanto temos que {7, } também

m(A) =

o | =

é “tight”e é possivel garantir a existéncia de uma subseqiiéncia que converge
a uma medida de probabilidade, ou seja, existe {tn}nzl, t, — o0, quando

n — oo, tal que

Ty, —7 . (212)

Provemos que esta medida de probabilidade 7 é uma medida invariante.

Utilizando o resultado (2.11) temos que

1 tn 1 tn
=D Hin(4d) = — w;(dy)B(y, A)
e b j=1¥8

1 tat] | & ’
T Z ui(4) = ] v Z#J(dy)P(ya A)
L S o=

(o)~ i) + () = [ 3 )P, A).

Aplicando o limite em ambos os lados da iltima igualdade, para t, — oc, e

utilizando o resultado (2.12), temos que
"(4) = [ n(d)Ply, 4) 2.13)
s

Por (2.13), 7 é uma medida invariante. Resta provar que esta medida inva-

riante é unica.



2.2.2 Parte II. Prova da unicidade da medida invari-

ante

A fim de provar unicidade da medida invariante utilizamos acoplamento.
E facil ver que, acoplando os processos utilizando as mesmas varidveis ale-
atérias uniformes, o processo definido por (2.1) é atrativo, isto é, se Xo(z) >
Yo(z)(Xo(z) < Yo(z)) para z € I, entdo X;(z) > Yi(z)(Xi(z) < Yi(z)) para
z € I etodo ¢t > 1. Supondo Xy > Yj, temos

ﬂ]‘
d(t) = 3 EX.(2) - (o)
T oz=1

5
:% ZE{U:—I (Z+1)[Xp (24 1) - Yea(z+ 1)

z=1
+ [Xi-1(z — 1) = Yoz — 1)] = Up-r® — 1)[Xea(2 - 1) — Boa (2~ 1)]}
= X1 (1) ~ Yia (U] - 5 2Bl Xers (1) — ¥ira (0)] + (X (2) —~ Yi(2)
+ e

+ (Kea(V = 1) = Yia (N = 1))] + 5B(Xos (V) = Yia ()
=d(t—1) - E}—E[(Xt—l (1) = ¥-1(1)) + (Xea (N) = Yiea (V)]

Como X;(1) > Y;(1) e Xi(N) > Yi(N), temos d(t — 1) > d(1).
Desta forma, os nimeros d(1),d(2),... formam uma sequéncia nédo cres-

cente de numeros reais e a sequéncia tem limite. Portanto

d(t —1) —d(t) = EX,(1) = Yi(1) + X;,(N) — Yi(N)] = 0, (2.14)
quando t — oc. Isto é,

EX:1(1) = Y,-1(1)] 2 0e E[X;_ 1 (N) = Vi1 (N)] = 0, (2.15)

10



quando t — oo. Uma vez que temos as equagoes
E[X:-1(1) = Yeur (1)] = E[1 + X1 (2)Ui-1(2) — 1 = Y2-1(2)Up-1(2)]

= %E[Xg_:! (2) = }";_2(2)]

e

EXe1(N) = Yiea(N)] = Ell+ Xpea (N = DUea (N = 1) = 1= Yy (N = DV (N~ 1)]
= %]E[_Xg_z(N = 1) = Y-a(N - 1)},

¢ imediato ver que
E[X,-2(2) - Yi-2(2)] 5 0 e X,y (N = 1) = Yiey (N = 1)] 5 0, (2.16)
quando ¢t — oc. Usando o mesmo argumento, temos que

E{Xee1(2) ~ Yeea(2)] = 3EXi-2(3) ~ Yica(3)] + 5EIXe(1) = Yica(1)]

E[X (N = 1) =Y (N =1)] = 3EXea(N) = Yio(N)]

+ ZEXeg(N - 2) ~ Yieg(N - 2)]
Além disso, por (2.15) e (2.16) temos que
E[X,-2(3) — Yi-2(3)] = 0 € E[X;—2(N — 2) - Yi2(N - 2)] = 0,
quando ¢t = oc. Desta forma, podemos escrever

E[X, () ~ %(@)] = 3EXi (2 +1) = Yia(z + D] + 5B Xy (& = 1) = Yia(z — 1]
(2.17)

11



Calculando (2.17) a partir de z =1 e sabendo que
E[X, 1(z) = Yi1(2)] = 0 e E[Xoo1(z — 1) = Yioi(z — 1)] = 0
quando t — oo, entao
EXisi(z+1)=Yia(z+1)] =0,
quando t — oo, para (z+1) > &.
Calculando (2.17) a partir de z = N e sabendo que
E[X:-1(z) = Yi-1(z)] — 0 e E[X¢1(z + 1) — Yi-1(z + 1)] =0
quando t — o0, entao
E[X;-1(z - 1) = Yooy (2 — 1)] = 0,

quando t — oo, para (z — 1) < 3. Logo,

0|

E[X:(z) - Yi(z)] = 0, (2.18)

-

quando t — oc, para todo z € {1,...,N}.

Uma vez que as variaveis aleatorias X;(z) — Y:(z) sdo ndo-negativas, pela

Desigualdade de Markov, dado £ > 0

X,(z) - @)

B,[(Xu(s) - %ia)) 2 ] < 22 (2.19)

Assim, por (2.18), temos que (2.19) converge a zero, quando ¢ — oo, para

todo z =1, ..., N. Logo, para Xy > Y}

X(z) = Yi(z) = 0

12



em probabilidade, quando t — oc. Na realidade X;(z) — Yi(z) — 0 quase
certamente, quando ¢t — oo (Barros, Ferrari, Garcia e Martinez. Asymptotic
behavior of a stationary silo with absorbing walls (2001). Preprint subme-
tido.). Entretanto a convergéncia em probabilidade é suficiente para nossos
propositos.

Seja X; com distribuicdo inicial 7 e (Yo(z) : z € I) um vetor aleatério
néo negativo e arbitrario, tal que sua distribuicao tenha primeiro momento

e Yp(0) = Yp(N + 1) = 0. Né6s podemos definir
Yao(2) = Yo(z) v Xo(2) € Yo(z) = Yo(x) A Xo(z).
Acoplando os quatro processos usando a equagdo (2.1), temos que
Y, (z) € Xi(z) < Yi(2) e Y, (2) < Yi(z) < Vol2),
para todo ¢ > 0. Usando o argumento acima, temos que
Yy(z) - Yo(z) = 0
em probabilidade, quando ¢ — oc. Uma vez que
| Xi(z) = Ya(z) |< Vi(z) — Yy(a) , (2.20)
temos que
Xi(z) — Yi(z) = 0 (2.21)

em probabilidade, quando ¢ — co.
Portanto. na classe das distribui¢oes iniciais com primeiro momento finito,

existe uma unica medida invariante.
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2.3 Covariancias

Utilizando-se a existéncia de uma unica medida invariante para o vetor ale-
atorio definido por W, é possivel obtermos um sistema de equagodes linea-
res para as variancias e covaridncias da medida invariante. Denote 0, =
Cov(W,(z), W.(y)). Sabemos que se o processo tem como distribuicao inicial
a medida invariante 7, entdo para todo £ > 0 a distribuicdo do processo no

tempo ¢ é 7 e portanto
Cov(Wy(z), Wi(y)) = 02y

para todo z,y € I.

Considerando um silo de tamanho N e o fato de que
V(XY) =V(X)V(Y)+ EXX)V(Y) + B2 (Y)V(X),
para quaisquer varidveis aleatérias X e Y, independentes, temos

Cov(W()U(5), W (DUL(1)) = V(Weld)Ua(3))
= VW@V (UG) + EXW@)V U5) + BTGV (Wali)
= év(wt(m - %EQ(Wc (8) + %V(Wt(m
= V(W) + 7 EA(W(0), para quaisquer i e j

= T BRI
= 0+ B Wili))

Utilizando o resultado anterior para calcularmos 0., = Cov(W,(z), W.(y)).

14



temos que

1 1 1 e ; I 3
Tii = 3Tirlitl o+ 5Ti= L+ + 3%i-14-1 =+ EE“(H’t_l(z —1)) + ﬁEz(W’t_l(z +1)),
1 1 1 ) 1 1
Oiiv2 = Zcrz'+1‘i+3 e 60'2,-1—1,34-1 - EEQ(Wt—L(l + 1)) + Zo-'i*l,H—B i Z%—uﬂa
1 1 1 1 ;3
Ty = agi+l,3+1 s Zo}_,.l,j_l i 20','_1,5.;_1 + Zo.i_l’j_h para |l = ]’ 8. (222)
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Capitulo 3

Acoplamento do Passado -
“Coupling From The
Past” (CFTP)

3.1 Acoplamento do Passado

Seja X, t € Z, uma cadeia de Markov com tempo discreto (podendo assumir
valores negativos e positivos), definida no espaco de estados S (finito), com
matriz de transi¢do Fy, .., e distribuicao invariante 7.

Qualquer cadeia de Markov homogénea pode ser representada da maneira

como € simulada. isto é,
Xi = ¢0(Xi-1, Up),

onde {U;,t = ...,—1,0,1, ...} é uma sequéncia de variaveis aleatérias indepen-

dentes e identicamente distribuidas e ¢ é uma funcao deterministica chamada
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de fungdo de transigao, tal que sua relagdo com a matriz de transi¢ao P, é

dada por
P(zi41, 1) = P(X¢ = 24| Xy 1 = 341) = P(@(31-1, U) = 10).

O método de CFTP consiste em simularmos cadeias de Markov de tamanho
M, M > 0, iniciando as cadeias de todos os possiveis estados do espaco de
estados S. Iniciando as cadeias nos n possiveis estados de S e utilizando a
seqiiéncia de varidveis aleatérias U = {U_p,...,U_,}, conduzimos a simu-
lagéo de —M a 0, atualizando cada uma das n cadeias através da mesma
funcao de transi¢do o, e da mesma seqiliéncia de varidveis aleatérias U. Uma
vez que utilizamos a mesma seqiiéncia de varidveis aleatérias na atualizacdo
das cadeias, é posssivel que em algum tempo tempo f, —M < t < 0, as ca-
deias coalescam em um tunico estado. Caso isso aconteca, tomamos X, como
o ponto amostrado da distribui¢do de interesse 7. Caso contrdrio, fazemos
t=-M' M > M, e, reaproveitando a seqiiéncia de valores alatdrios gerada
anteriormente, isto €, gerando somente a seqiiéncia de variaveis aleatoérias
U ={U_np,...,U_ps-1}, reiniciamos o processo.

Com o intuito de representar formalmente o método CFTP, consideremos
a seqiiéncia de variaveis aleatérias U definida anteriormente e denominando

¢y(z,u) = ¢(z, uy), consideremos
F_Dt(i-: U) = Q-1 (é—?("-.@—t+l(¢—t(iv U—£)1 U’—t-—l_)1 wrie) U—z).- U—l)

o estado da cadeia no tempo 0, uma vez que a mesma foi iniciada em 2, no
tempo —¢. Particularmente, F0,, (i, u) representa a saida da simulagdo no

tempo ¢ = 0, tendo a cadeia sido iniciada em 7, no tempo t = —M. Note
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que nao ha necessidade de mantermos os valores individuais de ¢;; ao invés

disto, atualizamos F} segundo a regra Fp (i, U) = F2,(¢:(i,u), U).
Iniciando as cadeias em todos os possiveis estados de &, consideramos

que as cadeias coalesceram num tnico estado quando FY, (i, U) for constante

para todo 2 € S. Seja
= inf{M; F?,, (¢, U) = constante, V 1 € S}, (3.1)

onde I' é o tempo de coalescéncia das cadeias de Markov iniciadas em todos
0s possiveis estados de §. Note que se tomarmos M’ > I' e aplicarmos o
CFTP a partir de M’, considerando as mesma condicoes iniciais e as mesmas
seqiiéncias aleatdrias, o valor de F°,, serd igual ao valor de F%.. Desta
forma, nao ha necessidade de avangarmos num passado além de I'.

Como ilustragdo, suponha uma cadeia de Markov com matriz de proba-
bilidades P, ; e funcdo de transicdo ¢, tal que F°,, seja constante, para todo
1€ 8, em ' = —1000. Se simularmos em direcdo ao passado utilizando
M'" igual a um milhao, sob as mesma condigoes iniciais e utilizando as mes-
mas seqiiéncias aleatérias, consequentemente as amostras F°, ;oo e F? o000
serao iguais em ¢ = (. Notemos que a medida que ¢ tende & oo, a probabili-
dade de FY, tornar-se constante tende a 1.

Desta forma, percebemos que, descartando a necessidade de determinar-
mos um valor inicial grande o suficente para M, e, executando a simulacdo
do passado em direcao ao presente de forma que F?,, seja constante, temos
que a probabilidade limite ao simularmos do passado em dire¢do ao presente
seré igual a probabilidade limite quando simulamos do presente em diregao
ao futuro. Neste caso o limite é igual a w. Assim, sem definirmos um limite

para M, a simulacdo do passado em dire¢do ao presente gera uma amostra
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com distribuicdo de probabilidade igual a distribuigao estacionaria da cadeia
de Markov.
O problema do método CFTP é que se S é muito grande, ou infinito, o

algoritmo nao é aplicavel.

3.1.1 O algoritmo CFTP

Seja U = {....,u_3,u_g,u_1}. O algoritmo CFTP pode ser definido da se-

guinte forma:

t+0
F(i,U) = ¢_1(3,u_,), para todo i € S
Repita
te—=i1-1
gere uy
F (i, U) = FY,(é4(i,u), U), para todo i € S.

Até que F_ seja constante.

3.2 Monotonicidade

Suponha que o espago de estados S (possivelmente muito grande ou infinito)
da cadeia de Markov X, definida anteriormente, admita alguma ordenacao
parcial. Com respeito a esta ordenagao parcial, quando a fungao de transi¢ao
¢ é tal que, se z < y = ¢(z,u) < ¢(y,u) para todo u, dizemos que a funcao

de transicdo ¢ mondtona.
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Se mais ainda , S tem a propriedade de que existe um tnico estado
minimal e um tnico estado maximal, 0 e 1, respectivamente, o algoritmo de
CFTP pode ser implementado considerando-se apenas o estado minimal, 0 , e
o estado maximal, i , garantindo-se que, se todos os estados possiveis fossem
considerados para t = —M, 0s mesmos encontrariam-se no mesmo estado em
¢t = 0, uma vez que os caminhos iniciados em 0 e 1 tivessem acoplado em um

tnico estado em t = 0.

3.2.1 O algoritmo CFTP considerando-se monotonici-

dade

Seja U={....,u_3.u_5,u_}. Considerando o caso em que S tem a proprie-
dade de que existe um unico estado minimal e um unico estado maximal, 0 e

1, respectivamente, o algoritmo de CF'TP pode ser implementado da seguinte

forma

t«0
Fi=¢_:(3,u_), para i = 0,1
Repita

te—t—1

gere s

F%(i,U) = F%,(¢e(i,u), U), para i = 0, 1.

Até que F seja constante.
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3.3 O vicio causado pelo usuario impaciente

Através do algoritmo CFTP é possivel obtermos, exatamente, amostras de
uma distribuicao estacionaria 7. De qualquer maneira, para obtermos amos-
tras nao viciadas € crucial que a simulagdo execute suas interagoes até que
uma amostra seja retornada. Desta forma, devemos considerar o tempo de
acoplamento I', e o ponto amostrado, denotado por Fj, como variaveis ale-
atorias dependentes (veja Propp e Wilson(1996), Secdao 2.1). Assim, se por
exemplo, um usudrio impaciente abortar a simulacao do algoritmo CFTP
antes da amostra ter sido retornada. a amostra obtida serd viciada.

Considere o exemplo a seguir, apresentado por Fismen(1997).

Exemplo 3.2 Seja uma cadeta de Markov definida no espaco de estados

S ={0,1,2}, com a sequinte matriz de transi¢Go

0.5 0.5 0.0
FPey= | 05 00 05
0.0 05 0.5

A distribuicéo estaciondria encontrada foi 7(0) = 1/3, (1) = 1/3, n(2) =
1/3. A regra de transi¢do que assegura monotonicidade é dada por X; =
maxz(X;_1—1,0),se U < 0.5; e X; =min(X,—1 +1,2),se U > 0.5. Suponha
que o algoritmo CFTP tenha sido iniciado com uma cadeia no estado minimal
0= 0, e outra no estado maximal 1= 2, respectivamente.

Além disso, considere a situacdo em que um usuario impaciente aborte a

simulagao em Mj iteragoes, tal que My = 2. Assuma Z o valor obtido quando
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as cadeias coalesceram em um unico valor em ¢ = 0. As situagdes abaixo
configuram o cendrio da simulagao quando um usudrio aborta as simulagGes

em My = 2.
o U;£05elp£05: Z2=0
e U_;<05elU;>0.5: Z = nao definido
e U_;>05eU; £0.5: Z = nao definido
e U 1>05eU;>05:Z2Z=2

Observamos através do exemplo dado que os estados 0 e 2 sdo os tinicos
possiveis de serem amostrados e que, neste caso, o algoritmo CFTP produzira
uma amostra Z governada pela distribui¢do de probabilidade 7 (0) = 1/2,
7' (1) =0, 7 (2) = 1/2, a qual é viciada pois nao é igual a .

Uma maneira de diminuir este vicio seria aumentar o valor de M;, de
maneira que aumentasse a probabilidade do estado 1 ser amostrado. De

qualquer forma, a amostra sempre serd viciada.

3.4 Simulando perfeitamente num espaco de
estados ilimitado

Como vimos anteriormente, o algoritmo CFTP é aplicdvel somente para ca-
deias de Markov definidas em espaco de estados limitado. Desta forma, nao
é possivel aplicarmos algoritmo CFTP para amostrarmos da distribuicdo es-
tacionaria de cadeia de Markov definida no espago de estados ilimitado, uma

vez nao seria possivel definirmos um estado minimal e um estado maximal.
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Como solucao, Kendall(1998) propos um método que usa um truque na cons-
trucdo da funcéo de transicdo, de forma que, no espaco de estados ilimitado,
coalescéncia deixa de ser um problema. Este método é denominado “CFTP
dominado” (Dominated CFTP).

A 1déia deste do “CFTP dominado”é encontrar uma outra cadeia C; -
escolhida de forma que saibamos simular de sua distribuicao de equilibrio -
que domine a cadeia que possui distribuicao da qual desejamos amostrar.

Neste caso, a cadeia C; deve satisfazer as seguintes propriedades:

e As cadeias C; e X; devem ser atualizadas através das mesma varidveis

aleatorias. A regra de transicdo pode ser escrita como
(XH—l;CHl) = [ff)l (X:, Uz+1)>¢2(cm Ur+1)]-
e Se z < centdo ¢;(z,u) < ¢a(c, u) para todo wu.

e Para qualquer valor z e tempo ¢ < 0, quase certamente existe s < ¢ tal
que X; < C; se X, = z para u < s. Isto garante que, se rodarmos as
cadeias em direcdo a um passado distante o suficiente, eventualmente
teremos X; < C;, de forma que a apartir deste tempo ¢ a cadeia X,

estard dominada por C;.

e (; tem distribuigdo limite conhecida, através da qual podemos simular

diretamente.

e Dado C,, nés sabemos a distribui¢do condicional de (C;_1, U;) e pode-
mos amostrar desta distribui¢do. Isto significa que devemos estar aptos
a simular C; em direcdo ao passado. Neste caso € interessante que C;

seja uma cadeia reversivel.
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3.4.1 O algoritmo CFTP dominado

A seguir, encontra-se o algoritmo CFTP dominado.

1. Simule Cy da distribuigao de equilibrio de C;
2. Escolha M >0
3. Gere C_l;lcg, C_,2|C,.1, G g C_M|C_M+1

4. Use os valores U;, gerados de acordo com C;, para verificar se o sub-
conjunto X_p; € {& < C_pr} coalesce em ¢t = 0. Se sim, aceite Xg
como ponto amostrado. Caso contrario, escolha um valor maior para

M e repita o procedimento?

'Devemos lembrar que ao reiniciarmos o processo devemos reutilizar os valores C; e U,

simulados anteriormente.
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Capitulo 4

Aplicacao do algoritmo CFTP

ao problema dos silos

4.1 Impondo restricoes ao espaco de estados

Para o modelo proposto em (2.1), denotamos o espago de estados por S =
[0,00)", onde N é o tamanho do silo. O espaco de estados S ndo é limi-
tado superiormente e neste caso ndo existe um estado maximal que torne
possivel a aplicacdo do algoritmo CFTP para amostrarmos de 7. Uma vez
que este processo ¢ definido num espaco de estados ilimitado, poderiamos uti-
lizar o algoritmo “CFTP dominado”, descrito na Secao 3.4.1, para gerarmos
amostras aleatérias da distribuicdo w. No entanto, sobre esta distribuicio
estacionaria temos informacao somente sobre sua unicidade, média e matriz
de variancias e covariancias, de forma que nao foi possivel determinarmos
uma cadeia C; que dominasse o processo (W; : ¢ > 1). Desta forma, nao foi

ossivel utilizarmos o algoritmo “CFTP dominado” para obtermos amostras
p g
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da distribuicdo de interesse 7. Como solugdo definimos um valor K como
0 estado maximal em £ = —M e aplicamos o algoritmo CFTP. Entretanto,
ao truncarmos o espago de estados inicial ndo estamos mais amostrando da
distribuicao estacionéria 7 e sim de uma outra distribuicao de probabilidade.
Chame esta distribuicado de 7'.

O objetivo é tornar a diferenca || 7 — 7' || pequena o suficiente para
obtermos amostras com distribuicdo de probabilidade muito préxima daque-
la associada ao espaco de estados inicial sem restricdo. Para que isto seja
satisfeito, a idéia ¢é iniciarmos a simulagdo em ¢ = —M, com um valor K
que seja suficientemente grande de tal forma que em ¢t = —M, sob a medi-
da invariante, os estados maiores que K ocorram com probabilidade muito
pequena.

Esta tultima condicdo € essencial; se iniciarmos a cadeia em —M' <
—T(K), onde T(K) é o tempo de acoplamento. e reiniciarmos o algorit-
mo CFTP a partir de —M’, considerando-se as mesmas condic¢oes inicias e as
mesmas seqiiéncias de variaveis aleatérias, gostariamos que F_ .1 € [0, K]V
e FOhp = Flrpy-

Resta dizer que ao truncarmos o espago de estados inicial cometemos um
vivio da forma daquele praticado pelo usuario impaciente, como descrito na

Secao 3.3.
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4.1.1 Quantificando o erro causado pelo truncamento

do espaco de estados inicial
Considere o processo W, definido em (2.1). Seja

m(A)

= I+11,
tal que

I = P(Wp € AW_rx) € [0, KN, W_oo = 1) X B(W_p(k) € [0, K]N|W_oo = )
= mx(A4) x 1(W_rx € [0, K]Y).

Note que
1 —7(W_puo () € [0, K]Y) = P, (W_rx)(z) > K, para algum z = 1,..., N)

N
Z !P’,r(‘W_T(K)(x) > K)

%
=]
— Ex [Woris (2)]
< ; =
N 1-—
= Z + ),por (2.4).

Assim, para qualquer § > 0 podemos escolher K suficientemente grande tal

que

2 J:J\‘-i-l—..’c
ylelod)
r=1

e. consequentemente,

P(Wo € A, W_rx) & [0, K)|W_s = 1)

IA

P(W_rx) € [0, K]|W_ = 1)
0.

IA
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Desta forma, concluimos que a diferenca || 7(4)—7y (A) || (norma da variagao
total) torna-se arbitrariamente pequena quando K € suficientemente grande,

pois

I 7(A4) = 7 (4) |

sup I (A) [T (W_gxy € [0, K]Y) — 1]
P(I’Vg S A, W—T(K} é [0, K]H/V_oo = .17)]

N+

sup Imx (A1 = #(W_rx) € [0, K]Y)]|

_|_

sup |[P(Wy € A, W_rky € [0, K]|[W_ = )|
A

I

s [mx(A)] x |[L = 7(W_rx) € [0, K]™)]]

_I_

S‘ip |P(Wg €A, PV—T(K) §§ [0, KHW—"_W = 3;)'

A

26 (4.2)

4.2 Aplicagao

Considere o processo definido em (2.1). Seja ¢ : [0,00)" x My — [0,00)",

tal que My é o espaco de matrizes N x N com elementos em [0, 1], definida

por
o(W,U) =1 + UW,

onde 1 = (1,...,1)". Sejam as matrizes Wy« e Uy« n tais que

i Well) A\ 8] g2} o 0 (¥ Q
1-U(2) 0 Us(3) 33 (1]
Wi = iy = ( :
0 1] _— 1 —Ue(N =1} [\ Ue(N)

Wi (N} 0 0 0 0 L= Uy (N =1) 0

Considerando as matrizes W; e U, tal que {U;(7).,7 = 1,...,N} é uma

familia de varidveis aleatorias independentes cujas componentes sao variaveis
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aleatdrias independentes e identicamente distribuidas segundo uma U(0, 1),

temos que o modelo proposto em (2.1) pode ser definido como

W, = 1+U0 W,
— é(Wt_]_,Ut._[). (43)

Defina 0 = (0....0) e 1 = (K, ..., K)' os estados minimal e maximal, respec-
tivamente. Além disso, considere Wéﬂ a cadeia de Markov iniciada em i,
no tempo ¢t = 0. Vimos como parte da prova do Teorema 2.5 que acoplan-
do os processos utilizando ¢ e as mesmas varidveis aleatérias uniformes. o
processo definido por (2.1) é atrativo. Desta forma, se Wom (x) < Wéi}(x)
para z € {1,...,N}. entao I«I’fﬁ)(r) < Wfi)(z) para z € {1,...,N} e todo
t > 1. Assim, temos que ¢ € uma fungao de transicao monétona que satisfaz
as propriedades de monotonicidade definidas na Se¢éo 3.2.

Considere o tempo inicial t = =M. Seja M = —1 e Wff = 1. Entdo

o (WH U, = W
= ]1 -+ U_1 Wﬁ'

Seja M = —2 e W) = i. Entdo

6-1(0-2(WH, U),UL) = Wo
= 1+ U_l W—l
= ]1 -+ U—l I]l + U..g l{"'_zl

= 14+U,;1+U_,U_,WY.



Seja M = -3 e W) = i. Entdo

6-1(6-2(0-3(W3, Uo3),U), UL) = Wo
= 14+U,W_,
= 1+U,[1+U,W_,)
= 1+U_ 14U, U W,
= 1+U_;1+U_;U_o[1+U_3W_3]
= 1+U_; 14U, U1 +U_,U_U_ w4,

Desta forma, seja M = —L e Wﬂ = 1. Entao

61 (@-2(‘3-3(---,¢-L+1(¢—L(Wf1}.-U—L)fU—L“)""‘U‘s)‘U‘z)‘U'l) =
= 1+U,W,
= 1+U,[1+U_,W_,)]
= 1+U,[1+U,[1+U,W_4]

= 1+U_;1+ U_IU_Q]]. 4+ U, U031 4+ U_IU_QU_3...U_L+1 1+
U U_pUs.. U W,

4.2.1 O algoritmo CFTP aplicado ao problema dos si-
los

Consideremos Wiﬁ‘._}, e Wfin), duas cadeias de Markov sendo iniciadas nos es-
tados 0 = (0,...,0)' e 1 = (K, ..., K)', respectivamente, no tempo t = —M.

Desta forma, o algoritmo CFTP aplicado ao problema dos silos é dado por:
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t+0
A (0,....0) n
1+ (1,.41)1xn
V « Iy (Iy = matriz identidade de ordem N)
Repita
t—t—1
W 0
W 1
gere U,
VTV xT
Wéﬁ) +—1+A+V X Wt(ﬁ}
Wh 1+4+V x WY
A—A4+V x1
Até que || WV = W9 | o< e

A funcdo || . ||« é a norma infinita. O valor de € adotado na construgao

dos programas foi de 1072,
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Capitulo 5

Simulacoes

5.1 Consideracoes preliminares

As amostras aleatdrias foram geradas através do algoritmo CFTP descrito
na Secao 4.2.1. Uma vez que o espaco de estados inicial foi truncado em
K, procuramos avaliar o desempenho do algoritmo comparando a média e
matriz de covariancias teoricas do vetor aleatério com as estimativas obtidas

através dos dados gerados.
Foram simuladas m amostras de tamanho n para cada um dos silos de ta-

manho 5, 15 e 21, respectivamente. Representemos cada amostra de tamanho

n por
{H"“'?J, e pV[ﬂ-éj}’ para s sivep T (5'1)

As componentes de cada uma das amostras sao representadas por vetores
coluna. Além disso estas componentes sao variaveis aleatdrias independentes

e identicamente distribuidas segundo a distribuicio 7, com média y e matriz
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de covariancias ¥. Como as amostras sao independentes entre si, aplicando

o teorema central do limite multivariado, temos que

—@ W4 4 )

W , para todo i =1,...,m, (5.2)

n

converge a uma distribuicdo normal multivariada com média x e matriz de
covariancias % Devemos assumir n suficiente grande e maior do V.

Neste trabalho testaremos somente a igualdade de médias e covariancias.
Do ponto de vista do teste de hipdteses, este problema pode ser formulado

da seguinte forma:
Hyo:p=p x Hy:p# po, (5.3)
tal que po é a média tedrica descrita em (2.9), e
Hy: T =%g/n x H:T #y/n, (5.4)

tal que ¥, é a matriz de covariancias teérica obtida através da solugdo do
sistema linear descrito em (2.22).

Uma vez que Wm, ...,W(m) ¢ uma amostra aleatéria independente e
identicamente distribuida segundo uma Normal multivariada denotada por
Ny (ps %), o teste apropriado para igualdade de médias definida em (5.3) é

da forma

T =m(W — p)'STHW — po),

onde

i

WY 4+ W
m

W =
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(WUJ . W)(WU} _ W)r

%
I
)
l —

(m=1)N
(m—N)

A estatistica T2 tem distribuicdo Fxm-n, onde Fy,_n denota uma
varidvel aleatéria com distribuicdo F com N e (m — N) graus de liberdade.
No teste para igualdade de variancias definida em (5.4) temos que o teste
apropriado € o teste da razao de verossimilhanca, denotado por
o M (
sup,sL(u,X)’

ot
o
R

onde
L(p, T) = (detT) ™ %exp(trago(—1/25 "' 4))exp[—1/2m(W — pu)'=~Y(W — u)].

Nesta tltima expressao temos que A = mS?. O numerador em (5.5) é en-
contrado fazendo-se y = W e o denominador fazendo-se =W e £ = ;’%

A regido critica do teste é da forma —2 log A < ¢, e ¢, € escolhido de
tal forma que o tamanho do teste seja .. A distribuicao de —2 log A, sob a

hipdtese nula, estd descrita em Muirhead (1946).

5.2 Resultado das simulagoes

Para a amostra definida em (5.2), os valores de n e m sdo, respectivamente,
50 e 100. O nivel de significancia adotado foi a = 5%.

A Tabela 5.1 mostra o erro cometido ao truncarmos o espaco de estados.
Como ja mencionado, o erro é a razdo entre a soma das componentes do vetor

de média de um silo de tamanho N e o valor K adotado.
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Tabela 5.1: Erro cometido ac truncarmos o espaco de estados inicial para

silos de tamanho N

5 | 10.000 | 0.035
15 | 30.000 | 0.03
21 | 50.000 | 0.035

As Figuras 5.1 a 5.2 mostram que o vetor de média observada é muito
proximo do vetor de média tedrica. A Tabela 5.2 traz os resultados que

confirmam que a média tedrica do vetor aleatério WW; é um valor plausivel

para a populacao de média p.

Tabela 5.2: Resultado do teste de igualdade de médias, considerando-se silos

de tamanho N

N Lé:_”f;r 1)»' T? | valor-p | Rejeita H,
) 1.14 0.34 Nao
15 1.23 0.27 Nao
21 1.05 0.41 Nao

A Tabela 5.3 traz os resultados que confirmam que a matriz de covariancia
tedrica do vetor aleatorio W, é um valor plausivel para a populagao de matriz

de covariancia Xg/n.
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Tabela 5.3: Resultado do teste de igualdade de covariancias, considerando-se

silos de tamanho IV

N | —2 log A | valor-p | Rejeita Hj
5 21.05 0.876 Nao
15 137.6 0.877 Nao
21 235.6 0.584 Nao

Figura 5.1: Peso médio tedrico e observado de um silo de tamanho N = 5
10 T T T T

g
~&- observada
—— tedrica
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Figura 5.2: Peso médio tedrico e observado de um silo de tamanho N = 15
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Figura 5.3: Peso médio tedrico e observado de um silo de tamanho N = 21
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5.2.1 Tempos de acoplamento

Analisando-se as Figuras 5.4 a 5.6 é razodvel considerarmos, para cada um
dos silos de tamanho N = 5, 15, 21, que os tempos sao distribuidos aproxima-
damente segundo uma distribuigdo Normal. A Tabela 5.4 traz os intervalos

de confianca para a média dos tempos de acoplamento.

Tabela 5.4: Intervalo de confianca para o tempo médio de acoplamento

(T(K)), considerando-se silos de tamanho N e o valor K

N| K | IC(95%)

5 |10.000 | 140.2 | 12 | (139.89;140.55)
15 | 30.000 | 1160.4 | 54.5 | (1159.9;1161.9)
21 | 50.000 | 2268.7 | 87.5 | (2266.25; 2271.11)
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Figura 5.4: Histograma de freqiiéncia relativa dos tempos de acoplamento

para um silo de tamanho 5
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Figura 5.5: Histograma de freqiiéncia relativa dos tempos de acoplamento

para um silo de tamanho 15
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Figura 5.6: Histograma de freqiiéncia relativa dos tempos de acoplamento

para um silo de tamanho 21
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5.3 Investigando a distribuicao do tempo de

acoplamento (7(K)) como funcao do ta-

manho do silo (V)

Com o intuito de verificar empiricamente qual a distribuicdo do tempo de
acoplamento T(K) como funcao do tamanho do silo N geramos, para cada
silo de tamanho IV, uma observagao correspondente ao tempo de acoplamen-
to T(K). Esperamos que o tempo de acoplamento, observado em nimero
de interactes, aumente consideravelmnete & medida que o tamanho do si-
lo cresce; além disso, consideramos a hipétese de que T(K) = N?, para o

constante. Tomando o logaritmo, temos que
log(T(K)) = alog(N) + C, (5.6)

onde C' é constante.
Os tempos observados encontram-se na Tabela . Através da Tabela 5.6,
observamos que o valor da varidvel a e da constante C é aproximadamente

2, de tal forma que o tempo estimado (7 (X)) é dado por

log(T(K)) = 2 % log(N) + 2. (5.7)
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Tabela 5.5: Tempo de acoplamento (T(K)), considerando-se silos de tamanho

N

N | T(K) = ntimeros de passos | N | T(K) = nimeros de passos
) 132 115 82328
15 1233 125 95160
25 3524 135 112647
35 6978 145 135361
45 11353 155 152432
55 16760 165 172733
65 24382 175 196077
75 33157 185 221404
85 44529 195 246185
95 55541 205 271789
105 65801
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Source
Model
Error

Corrected Total

Root MSE
Dependent Mean

Coeff Var

Variable DF
C 1
alpha 1

Tabela 5.6: Andlise de Regressao

Sum of

DF  Squares

1 21153

14998 55.82244

14999 21209
0.06101
6.57371

0.92806

Mean
Square
21153
0.00372

R-Square

Adj R-Sq

F Value Pr > F
5683378 <.0001

0.9974
0.9974

Parameter Estimates

Parameter

Estimate
1.81809
1.93790

Standard
Error

0.00206
0.0008129 2383.98

t Value
884.25

Pr > |t
<.0001
<.0001



5.4 Conclusao

Através das Figuras 5.1 a 5.3 observamos que a média observada é bem
proxima da média tedrica. Além disso, através do teste para comparagao de
médias notamos que a hipdtese de igualdade das médias nao é rejeitada em
nenhum dos casos. No caso das matrizes de covariancia também obtivemos
bons resultados, uma vez a hipétese de igualdade de covariancias nao é rejei-
tada para os silos de diversos tamanhos. Estes resultados mostram que em
termos do primeiro e segundo momentos as observacoes satisfazem os resul-
tados tedricos associados a medida invariante. Portanto. podemos concluir
que ainda que o algoritmo CFTP seja construido segundo um truncamento,
0 mesmo permite obtermos bons resultados.

Apesar de termos obtido bons resultados, ndo podemos deixar de comen-
tar que para a adaptacao do algoritmo CFTP ao problema dos silos definimos
o acoplamento das cadeias segundo um erro a priori. Por este motivo, e, pelo
fato de truncarmos o espaco de estados inicial, seria interessante se futura-
mente conseguissemos propor um algoritmo através do qual fosse possivel

obtermos, de forma exata, amostras da distribui¢do invariante 7.
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Apéndice A

Matrizes de covariancia
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Matriz de covariancia tedrica para N = 5.

10.49
0.00

-4.05
0.00

~1.50

0.00
16.68

0.00
~6.02
0.00
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-4.05 0.00
0.00 -6.02
18.77 0.00
0.00 16.60
-4.05 0,00

-1.50
0.00

-4.05
*0.00

10.89



Matriz de covariancia estimada para N = 5.

10,24
0.10
-4.06
=0.07
=1.51

0.18
16.38
~0.64
-6.03

0.11

~1.06
-0.64
16.73
0.16
-4.11
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-0.07
-6.03
0.16
16.54
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Malriz de covariancia tedrica para N = 15.

217.12
0.00
1.46
0.00

~25.40
0.00

-32.50
0.00

=29.74
0.00

-22.51
0.00

-13:79
g.o0

~4.61

0.00
495.02
0.00
-37.31
0.00
-64.61
0.00
~65.37
0.00
-53.58
0.00
-36.72
0.00
=10, 40
0,00

1.46
0.00
712,51
0.00
-94.22
0.00
-106.24
0.00
=93.01
0.00
-60.97
0.00
=41.04
i, a0
=13, 74

0.00
=37.31
0.09
967.28
0.00
=153.)2
0.00
~-141.A5
0.00
=111.30
0.00
=14,29
.00
=32
0,00

=25.48
0.00
-94.22
0.00
1196.02
0.00
-202.61
0.00
=165.53
0.00
-117.617
0.00
=60. 07
(AT
=225

0.00
-64.61
0.00
=153.12
0.00
1316.79
0.00
=235.17
0.00
=1713.40
0.00
~111.30
0.00
=hul.he
.00

=32.5%0
0.00
=106.24
0.00
-202.61
0.00
1492.45
0.00
~246.40
0.00
=165.53
0.060
=93.03
.00
“29.14

0.00
~65.37
0.00
~141.85
0.00
-235.17
0.00
153z.23
0.00
-235.17
Q.00
=-141.85%
0.00
=65.27
0.n0

=~29.74
0.00
~93.03
0.00
~165.53
0.00
~246.40
0,00
1492.45
0.00
~-202.61
0,00
-106,24
0,00
~32,%0

0.00
-51.58
0.00
-111.30
.00
-173.00
0.00
-235.17
0.00
1316.79
0,00
-153.12
0.00
-4, 61
[H I {11

~-22.51
0,00
~608.97
0.00
=-117.67
0.00
~165.53
0.00
-202.61
0.00
L196.02
0.00
94,22
o, un
-d.ll - ‘ll

0.90
=16.72
0.00
-74.29
0.00
=111.30
0.00
=141.85
0.00
=153.12
0.00
967.20
0.00
1.0
0.00

-13.79
0.00
-41.54
0.00
~60.91
0.00
-93,03
0.00
-106.24
a.00
-94.22
0.00
B 48 |
g,
L.46

0.00
~18.43
0.00
-36.72
0.00
-53.58
0.00
=-65.37
0.00
-64.61
0.00
=31.31
0.00
N5 .0l
0.00

-4.61|
0,00
“13.79
0.00
-22.51
0,00
-29.14
0.00
~32.50
0.00
~25.48
0.00
1. 46
.00
21117




Matriz de covariancia estimada para N = 15.

207,68
1.9
-2.70
-0.94
=33.17
=3.61
=16.07
1.52
~22,58
~19.05
-23.41
-4.51
-=9.11
12.05
-5.6%

7.93
441,99
1.22
-54,32
-10.62
-40.46
5.10
-64.39
3.74
-63,06
0.97
-20.61
-1.11
-10.07
3,12

=2.70
1.22
114,23
=11.715
-89.72
4,00
~100. 65
22.70
-111.53
=41.25
-100.60
~24.31
=26.71
15,56
=3.9

-0,94
~54.,32
=11.75

1005.82
-14.27
=174,80

15.19

=145.15
71.46
-91.29

11.92
-81.90

22,93
=33.19

0.0

-33.77
-10.62
-89.12
=-14.27

1265.174

6.79
-205.34
22,13
~139.00
=16.10
=-153.44
15.02
~10.50
-12.79
-12.00

=3.67
-48.46
4.80
=174.08
6.79
1301.21
=271.60
~249.06
=36.10
=170.07
20.593
~100.95
-271.1%
-46.080
5.01

~16.87
5.70
=100.6%
15.19
=205.34
=27.68
1451.24
=-21.45%
=-261.76
26.07
=1%6.0%5
2.96
=120.99
~-2.10
-30.52

ol

1.52
~-64.39
22.70
-145.15
22.13
-249.06
=21.45
1541.,2%
~-26.40
-245.97
-2.92
=127.78
2,59
-63.63
-8.56

~22.58
3.4
=111.53
7.48
=-139.00
=36.180
-261.76
~26.40
1555.05
14,45
-175.24
42.09
=115,74
-1+21
-51.99

=19.85
=63.86
-41.25
=-91.29
-16.10
=170.07
26,07
-2“5._'11
14,45
1370.01
=23.11
-149.50
0.10
-66.062
=1.36

=23.48
8.97
=100, 60
13.93
-153.44
20.93
=156.05
-2.92
=115.24
=23:11
1205.36
-22.16
=85.39
=5.42
=-20.15

-4.51
~20.61
~24.31
-07.90

15.02

~108.95
2.96
=-127.78

42.89

=-159.50
-22.16
4955.32
~10.4/0
=-36.11
13.52

-9.11
=t.17
-2a.1
22.9]
-70.50
o B 5
~120.99
2.99
=115.74
o0.10
-85.39
-10.60
114.53
-25.50
i1.5@

12,0%
~18.87
15,56
-3l.18
-12.719
-46.08
~2.10
-63.6)
-1.21
=66, 62
=5.4)
=361
-25.58
470.41
1.7%

-5.65
3.2
=397
0.0}
=12.00
5.01
~30.52
=-0.%96
-51.99
~1.386
-20.1%
13.5%3
11.58
1.79
223.49




495,34
0.00
51.51
0.00
-16.24
0,00
-49.11
0.00
-61.52
0.00
-61.78
0.00
-55.06
0.00
=440l
0,00
=32.41
0. 00
-19.54
0.00
-6,52

0.00
1087.10
0.00
13.21
0.00
=-18.15
Q.00
-118.27
.00
=121.79
0.00
=119. 34
0.00
=-100.92
0, on
=-17.5)
0.00
-52,10
g.00
-26,08
0.00

51.51
0.00
11606.45%
0.00
-80.71
0.00
-166.49
0.00
-195.90
0.00
~191.89%
0.00
~168.62
0.00
=135 00
0,00
=-97.73
0.00
=58.70
0.00
~-19.54

0,00
13.21
0,00
2506.02
0.00
=204.15
0,00
-265.380
0.00
~272.48
0,00
=247.9)
0.00
=206.30
.00
=156.7%
0.00
~104,54
0.00
=52.10
0.00

Matriz
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0.00
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0.00
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.00
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0.00
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0.00
=229.91
0.00
=-164.00
0.00
-97.73
0.00
-32.41

de covaridncia tedrica para N = 21.
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-272.48
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-657.12
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0.00
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=512.57
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-339.92
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-61.78
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~247.93
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~553.89
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0.00
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0. 00
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0,00
=272.48
0.00
=-127.719
0,00

=5%.06
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0.00
-709.63
0.00
55083, 80
0.00
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0.00
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0. 00
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G.uw
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-14.61
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-135.37
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0. 00
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1978.59
0,00
-204.15
0.00
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Matriz de covariancia
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=110.21
-35.36
=21,51
8.77

-21.5%5%
-15.0%
-67.68
5.4
202,313
=1%.31
~260,31
1,63
-103.05
101,24
=313.17
=96.21
-3l18.60
=17.81
-168, 10
54,30
-190,67
17.90
=-136.00
-17,87
=-18,76

20,09
-61.09
16,22
-224.76
153
3070, 00
~49,26
-187.217
20.71
-409.12
30.20
=394,17
-26.39
-111.94
78.01
-224.82
-42.00
-197,58
80,01
=100, 90
16,52

-21.02

-4.087
=217.91
-15.19
~261, 31
-49.26
4614.40
=-11.91
-442.41
102,15
-490.20
=31.55%
-497.711
228.33
-250.90
-111.66
-272.80

12.72
-127.56

21.15
=13,69

estimada para N = 21.

G.49
-114,51
-12.68
-287.44
1.63
=307.27
=11.91
5166.91
117,00
-660.87
~4).48
-5i0.24
-0.77
-414.84
=-54.82
-300.93
-126.22
=227.83
13.28
=-136,18
=3.21

=91.11
38.73
-97.60
89.42
-303.05%
0.1
=z.4
117.00
5489.52
~52.23
-740.11
~508.61
-454.98
45.59
-i24.14
-39.12
~298.93
76.20
=132.29
=54.31
=52.54

6.33
~163.19
46.23
=214 .16
101.214
-109.12
102.1%
-660.87
~52.23
5626.92
-42.81
-602.16
71.51
~-530.42
-109.36
~185.76
16.68
-200.07
~55.73
-137.35%
-606.91

=T2.64
45.37
=-143.23
~62.91
-¥i13.11
10.20
-490.28
-431.40
-740.11
-42.81
5852.78
-§3.20
-804.09
-94.86
-417.54
59.70
=324.71
-79.%2
=-207.07
-10,07
=Ta.63

-61.91
=100,04
72.68
=289.11
=462
=394.17
-31.55%
-548.24
~58.61
-602.16
-43.26
5921.52
136.24
-814.00
51.7¢€
~465.03
39.40
-269.04
=20.50
-135.41
13,70

-15.23
-22.15
~117.39
19.05
-318. 60
-26,19
-497.7M1
-0.71
~454.90
71,51
-004.09
136.24
5505.33
61,62
~512.93
16,69
-314.35
-4.00
=141.869
26,47
-40,21

T.18
-135.81
=31.50
~140.41
-17.91
~311.9
228.33
-414.0
15.59
-538.42
-94.06
-614,09
Gh.62
5339.67
~46,34
-318.15
~56.47
-241.38
=22.73
~-108.,05
23.26

~10.44
22.78
-160.54
=6.00
=168, 30
.ol
-258.90
-54.02
-424. M4
-109.23%
-417.54
51.76
-512.91
-46.34
4613.80
59.94
=354.92
-107.45
=189.01
32,85
-42.13

10.62
~-01.51
-53.49

=205.71

S4.30

-224 .02
-111.66
-300.91
=39.12
-385.76
59.76
-465,03
16.69
-518.15%
59.914
4034 .00
2,96
-164.18
9.580
~-67. 7
12.57

-51.81
45.35
-96.02
10.29
=190.07
-42.00
~272.80
-126.22
=-290.93
16.68
=l2e.n
39.40
-314.35%
-56.47
-354.92
2.96,
3260, 34
-60.28
-07.62
-43.93
=~3.18

20.52
-67.66
-24.99

-110.21
47.90
-197.%9
12.72
-227.43
T6.20
~200.07
-79.92
-269.04
-4.09
-241.30
=107.45
-164.18
=60.28
2481.86
-la.80

3o.72

~3.08

=10.35
-21.68
~11.51
-35.36
-136.00
uu.ul
=-127.56
43.20
-132.29
~55.73
=207.07
=20.50
~141.089
=22.71
-189.01
9.58
-07.62
-18.80
1766.30
=-2.83
S9.47

5.70
-14.73
6.02
=21.%1
=178
=100, 90
21.1%
-136.18
-54.37
-137.3%
-10.07
-135.41
26.47
=-108.05
32.85
-67.74
-43.93
30,72
=2.81
1083,38
-G.69

1.4z
7.53
-39.13
2.7
-18.76
1.4
=73.69
-1.21
=52.54
-60.91
=70.63
13.70
-40.21
23.26
-42.13
12.57
-3.18
~1,08
59.47
-6.69
400,73




Apéndice B

Programas implementados no

MATLAB

A funcdo amostra executa a funcdo coupsilos, a qual recebe como parametros
o tamanho do silo (n), a semente, o valor de K (onde truncamos o espaco de

estados inicial) e o nimero de observacoes a serem geradas (nobs).

function valor=amostra(n,semente,maximo,nobs)
echo off; rand(’state’,semente); format long; tic;
x=[]; for i=1:nobs
x=coupsilosb(n,maximo) ;

end;

tfim = toc; disp(tfim); valor=0;



function [valor] = coupsilos(n,maximo)

e=10"(-5);

u=[];

u(1:n,1)=0;
fim=0;

t =05

nmat=2;

v=[];

v=eye(n) ;

i=1;
mati=zeros(n,1);
mat2=zeros(n,1);
vetl=zeros(n,1);
vet2=zeros(n,1);
veti(:,1)=0;
vet2(:,1)=maximo;
acumula=zeros(n,1);

m=[];

while (fim==0)

t = t-1;

for k=1:n



u(k,1) = rand;

end;

m = zeros(n,n);

x = zeros(n,1,nmat);
m(1,2)=u(2);

m(n,n-1)=1-(u(n-1));

for j=2:n-1
m(j,j-1)=1-u(j-1);
m(j,j+1)=u(j+1);

end;

i=i+1;

v = v*m;

matl = ones(n,1) + acumula + v*vetl;
mat2 = ones(n,1) + acumula + v*vet2;

acumula=acumula+v*ones(n,1);

if ((norm(mati-mat2,inf)) < e) & (fim==0)
matl = mat2;
tacoplou = 1i;
fim=1;

end;



end;

cabecalho=’ ’;
for i=1l:n

cabecalho = strcat(cabecalho,’ %12.10f’);
end;

cabecalho = strcat(cabecalho(2:1length(cabecalho)),’\n’);

strcat (’c:\users\mariana\novos\amostra’,num2str(n),’.dat’);

nomearql

nomearq2 = strcat(’c:\users\mariana\novos\tempos’,num2str(n),’.dat’);

fid=fopen(nomearql,’a’);
fprintf(fid,cabecalho,matl’);

fclose(fid);
fid=fopen(nomearq2,’a’);
fprintf(fid, *%12.1f\n?,(-1)*t) ;

fclose(fid);

valor = matl;

Tt
|



Referéncias Bibliograficas

(Chung, 1992] Chung, K. L. (1992). A course in probability theory.

[Ferrari et al., 2000] Ferrari, P. A., Garcia, N. L., and Martinez, S. (2000).
The problem of the silos. Technical Report 19/00, Unicamp.

[Fismen, 1997] Fismen, M. (1997). Exact simulation using Markov chains.

Master’s thesis.

[Kendall, 1998] Kendall, W. (1998). Perfect simulation for the area-
interaction point process. Preobability Towards 2000, pages 218-234.

[Ligget, 1985] Ligget, T. M. (1985). Interacting particle systems. Springer,
New York.

[Muirhead, 1946] Muirhead, R. J. (1946). Aspects of multivariate statistical
theory.

[Murdoch and Green, 1998a] Murdoch, D. and Green, P. J. (1998a). Exact
sampling from a continuous state space. Scandinavian Journal of Statistics,

25:483-502.

o8



[Murdoch, 2000] Murdoch, D. J. (2000). Exact sampling for baysian inferen-

ce: Unbonded state spaces. American Mathematical Society, 26.

[Murdoch and Green, 1998b] Murdoch, D. J. and Green, P. (1998b). Exact
sampling for bayesian inference: towards general purpose algorithms.

Bayesian Statistics, 6.

59



