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Resumo

Nesta tese, estudamos as propriedades estatisticas de processos dindmicos de in uéncia
em redes complexas sujeitas a perturbacdes externas. Consideramos redes cujos nos
admitem dois estados internos, digamdse 1. Os estados internos se alteram de acordo
com os estados dos nés vizinhos. Supomos qué\hands com estado interno xo em 1,
No elementos com estado interno xo enf e outrosN elementos com estado interno
livre. Os nGs com estado interno xo podem ser interpretados como perturbacdes
externas a subrede dbl elementos livres. Este sistema € uma generalizacdo do modelo
do eleitor [25] e pode descrever diversas situagdes interessantes, indo de sistemas sociais
[26] para a fisica e a genética. Neste trabalho, calcularemos analiticamente a evolucéo
de um sistema de rede totalmente conectada, obtendo expressdes para as distribuicdes
de equilibrio de uma rede qualquer e também de todas as probabilidades de transic¢ao.
Em seguida, generalizamos os resultados para o caso emMy@ N; SGo menores
do quel, representando um acoplamento fraco do sistema com um reservatorio ex-
terno. Mostramos que o0s resultados exatos sdo excelentes aproximacdes para varias
outras redes, incluindo redes aleatorias, reticuladas, livres de escala, estrela e mundo
pequeno, e estudamos a dinamica destas outras redes numericamente. Finalmente,
demonstramos que, se os dois parametros da solugcdo para redes totalmente conec-
tadas, Ny e N4, forem alterados para valores efetivos para cada tipo de rede especi co,
0 nosso resultado analitico explica satisfatoriamente todas as dinamicas e estados ass-
intticos de outras topologias. O nosso modelo é portanto bastante geral, se aplicado
cuidadosamente.



Abstract

We study the statistical properties of in uence networks subjected to external pertur-
bations. We consider networks whose nodes have internal states that can assume the
values 0 or 1. The internal states can change depending on the state of the neighbor-
ing nodes. We letN; nodes be frozen in the state 1INy be frozen in the state 0 and
the remaining N nodes be free to change their internal state. The frozen nodes are
interpreted as external perturbations to the sub-network oN free nodes. The system

is a generalization of the voter model [25] and can describe a variety of interesting
situations, from social systems [26] to physics and genetics. In this thesis, we calcu-
late analytically the equilibrium distribution and the transition probabilities between
any two states for arbitrary values ofN, N; and Ny for the case of fully connected
networks.

Next we generalize the results for the case whely, and N; are smaller than 1,
representing the weak coupling of the network to an external reservoir. We show
that our exact results are excellent approximations for several other topologies, in-
cluding random, regular lattices, scale-free, star and small world networks, and study
the dynamics of these other networks numerically. We then proceed to show that,
by appropriately tuning the two parameters from the solution from fully connected
networks, Noand N4, to e ective values when dealing with other, more sophisticated
network types, we can easily explain their asymptotic network behaviour. Our model
is therefore quite general in applicability, if used consciously.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducéo

A aplicagdo de métodos e técnicas de mecanica estatistica em problemas de Biologia
tem se tornado cada vez mais frequiente. No campo da Ecologia, em particular, proces-
sos do tipo predador-presa ou parasita-hospedeiro sdo modelados por meio de equagdes
diferenciais ou por equagdes a diferencas nitas [1], [2], [3]. InUmeras aplicacbes podem
também ser encontradas em genética de populagbes sexuadas ou assexuadas [4], [5],
61, [7].

Existem varias maneiras de modelar sistemas ecolédgicos, dependendo do que se
qguer observar e da situacdo especi ca que se tem em mente. Em modelos do tipo
campo médio consideram-se populagfes cujos individuos se misturam totalmente, de
tal forma que podem interagir uns com os outros de maneira uniforme. Esses modelos
sdo descritos por equacoes diferenciais simples cujas variaveis representam as quan-
tidades de individuos de cada tipo. Modelos espaciais ja levam em conta a posicéo
geogra ca dos individuos, possibilitando sua interacdo apenas com individuos mais
proximos. Neste caso, séo feitas descricbes por equacgdes parciais ou por equacoes a
diferenca nita, considerando o espacgo e o tempo discretos. Uma terceira forma de
modelagem trata de genética de populacdes e considera os individuos como nés de
uma rede abstrata. Conexdes entre estes nos representam a possibilidade de interacao
reprodutiva entre os individuos conectados. E entio possivel estudar a dinamica re-
produtiva e, mais especi camente, o fendémeno de deriva genética, no qual determinado
alelo acaba, efetivamente, sendo selecionado aleatoriamente para xacao genética.

O modelo para o estudo da deriva genética é construido da seguinte forma: con-
sideramos uma populacdo panmitica (i.e., onde os individuos podem se reproduzir
associando-se uns com os outros de maneira uniforme) chmndividuos hapléides
(com apenas uma cépia de cada cromossomo) que se reproduzem sexuadamente. Ol-



hamos para um Unico gene da populacdo, que assumimos existir em duas formas
(alelos), que chamamos de 0 e 1. A cada passo de tempo, um individuo da populacao
(a2 mée) é escolhido de forma aleatdria para reproduzir. No nal da reproducéo este
individuo morre e é substituido pelo lho. A mae escolhe aleatoriamente um par-
ceiro (0o pai) e o |ho tem probabilidade p de assumir o alelo da mae €. p) de
assumir o alelo do pai. Esse processo pode ser imediatamente mapeado na dinamica
de uma rede da seguinte forma: Seja uma rede genérica ddnmodos. A cada nodo

i associamos um estado interno; que pode assumir os valorédou 1. A cada passo

de tempo o estado do nodo é atualizado de acordo com a seguinte regra: ou o estado
ndao muda, o que ocorre com probabilidadg ou, com probabilidade(1 p), ele copia

o estado de um dos nodos aos quais esta conectado. Uma das vantagens de tratar o
problema de deriva genética como um problema dindmico sobre redes é que podemos
agora considerar populacfes estruturadas (ao invés de panmiticas). Nesse caso, 0S
individuos tém conexdes apenas com uma parcela nita da rede e pode-se estudar o
efeito da topologia dessas conexdes no processo.

Este modelo bastante simples de dinamica aparece ainda em varios outros contextos.
Em particular, nas Ciéncias Sociais essa intera¢do por in uéncia € chamadanuadelo
do eleitor. Neste caso, o0 estado interno do nodo representa a intencédo de voto no
candidato 0 ou no candidato 1. Mas o que ocorre se, neste modelo, ha alguns nos
cujo estado interno ndo pode ser alterado? Para o modelo do eleitor, esses nodos Xx0s
representam individuos com opinidées de nidas, que podem in uenciar 0s outros mas
nao podem ser in uenciados. No caso da deriva genética, a in uéncia dos nodos xos
far4 o papel de mutacbes. O estudo da dindmica de in uéncias sujeita a presenca de
nodos Xxos € a proposta inicial deste trabalho. Vamos considerar redes nas quais ha
N elementos com estado interno variavel 0 ou N, elementos cujo estado interno
€ xo em 0 e N; elementos cujo estado interno € xo em 1. Nesta nova rede, com
N + Ng + N; nés, consideraremos uma dinamica de in uéncias na qual apenas\bs
elementos com estado interno variavel podem ser selecionados para atualizacdo em um
dado passo da dinamica.

Como este modelo é geral, resta ainda a questdo de como vamos dispor as conexdes
da nossa rede. Em um esfor¢co para realizar um trabalho completo, vamos estudar
seis topologias de rede diferentes: redes totalmente conectadas, redes aleatérias, redes
reticuladas, redes mundo pequeno, redes livres de escala e redes estrela. O inicio deste
texto descreve em detalhes estas seis redes; entéo, discorreremos sobre os estudos das
dindmicas em cada uma destas redes.

E portanto um dos nossos objetivos entender o papel da topologia da rede nos resul-
tados da dindmica, particularmente nas escalas de tempo caracteristicas dos processos



de equilibrio, assim como nos estados assintéticos destas redes. Pretendemos ainda
generalizar a dinamica estudada em [8], que descreve processos de deriva genética em
populagbes homogéneas, ou panmiticas, para incluir mutacdes.

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma: no capitulo dois, veremos uma
introducéo as seis diferentes topologias de redes que estudaremos. No capitulo trés,
de niremos a dinamica com a qual trabalharemos, e procedermos a uma analise caso-
a-caso de cada uma das topologias e um subsequiiente estudo de suas caracteristicas
dindmicas. Ainda neste terceiro capitulo, realizaremos sempre analises numeéricas, e
deduziremos solug@es analiticas para a dindmica sempre que possivel. Todos os resulta-
dos deste capitulo séo, até onde sabemos, inéditos na literatura e foram desenvolvidos
ao longo do mestrado. Finalmente, as nossas observagdes nais estardo retratadas no
guarto capitulo, a concluséo.



Capitulo 2

Topologias de Rede

2.1 Caracterizacao

Uma analise da topologia de qualquer rede complexa requer conceitos e medidas que
sejam representativos das caracteristicas da rede e, se possivel, que sejam também
indicativos de principios de organizacdo. Varias formas de medir diferentes caracteris-
ticas foram propostas recentemente, mas ha trés idéias centrais bem-estabelecidas que
S80 cruciais e que representam quantidades prontamente mensuraveis de quaisquer
redes para as quais se tenha informacdes de conectividade.

Coe ciente de Agrupamento Em redes reais, € muito comum observar que exis-

tem grupos de elementos com grande namero de conexdes entre si. Este fendmeno foi
primeiramente observado por socidlogos em estudos de rela¢cdes humanas, que formam
redes nas quais 0s nos representam pessoas e as conexfdes estao presentes entre dois
nos se as duas pessoas correspondentes se conhecerem. Neste caso, € muito comum a
formacgdo de um conjunto de pessoas que se conhegam todas entre si, mas que tenham
consideravelmente menos conhecimento de pessoas fora deste conjunto. Estes indivi-
duos possivelmente séo, digamos, colegas de trabalho ou estudo, e diz-se dessas redes
sociais que ha um consideravel agrupamento.

Perfaz-se a necessidade de quanti car este principio de organizacao de uma forma
gue seja util em redes reais de muitos elementos. De nimos entdo o coe ciente de
agrupamento da -ésimo no da redeC;, como sendo a razao entre o nimero de conexdes
E; existentes entre o%; vizinhos conectados a este n6 e o nUmero maximo de elos
possiveisk; (ki 1)=2:

_ 2B
ki(ki 1)
De acordo com esta de nicdo, @-ésimo elemento tera coe ciente de agrupamento

C 2.1)



C, = 0 se nenhum de seus vizinhos estiver conectado entre §lies 1 se todos 0s seus
vizinhos estiverem interconectados, o que é razoavel.

Finalmente, para medir o agrupamento de uma rede por inteiro, de nimos o coe-
ciente de agrupamento da redeC, como sendo simplesmente a média d@ para
todos os nos da rede.

1 X
C= N . Ci: (2.2)
Desta forma, é possivel calcular o coe ciente de agrupamento de quaisquer redes
sobre as quais se tenha as informacdes topoldgicas de forma imediata.

Caminho Minimo Médio Na maioria das redes reais, € marcante que quaisquer
dois elementos da rede estdo conectados por um caminho minimo tipicamente curto
em comparagcdo com o numero de elementos que compdem a rede. A ocorréncia mais
famosa deste conceito € a do psicologo social Stanley Milgram (1967), que, ao estudar
redes de relacdes humanas, concluiu que entre quaisquer dois cidadados dos EUA havia
um caminho minimo de, na média, seis conhecidos, apesar do fato de se tratar de uma
rede com muitos milhdes de elementos constituintes.

A medida da grandeza de caminho minimo médio é, uma vez tidos os dados topologi-
cos de uma rede, um problema de multiplas otimizacdes para encontrar 0 menor cam-
inho e depois o calculo da média do numero de conexdes entre dois dados elementos.
Infelizmente, trata-se de problema custoso computacionalmente, uma vez que devem
ser realizadasN (N  1)=2 otimizacGes, uma para cada par de elementos da rede.
N&o entraremos em maiores detalhes a respeito destes calculos aqui; nossa intencao é
meramente ilustrativa. Além disso, a importancia desta grandeza nao deve ser super-
estimada, uma vez que ela ndo é realmente indicativa de um principio de organizacao
da rede.

Distribuicdo de Grau E evidente que, em uma rede real, nem todos os nés tém o
mesmo nimero de conexdes com o resto da rede. E portanto interessante investigar
a probabilidade de, selecionado um elemento aleatériala rede, este tenha um certo
numero de conexdes, ou graly;; para tanto, € Gtil estudar a distribuicdo de grawP (k)
da rede. Esta € uma funcdo que representa a probabilidade de selecionar um n6 ao
acaso que tenh& conexdes.

Por exemplo, em uma rede aleat6ria, na qual cada né tem uma certa probabilidade
de estar conectado com cada um dos outros elementos, a distribuicdo de grau sera uma
distribuicdo binomial, por de nigdo, uma vez que a existéncia ou ndo de uma conexao
€ independente da existéncia de qualquer outra e os nos da rede séo indistinguiveis.



Recentemente, analises da distribuicdo de grau de enormes redes reais mostrou
resultados bastante surpreendentes. Em particular, para redes como a Internet e para
outros sistemas reais, a distribuicdo de grau é consideravelmente diferente de uma
distribuicdo tipica de uma rede aleatéria de mesmas dimensdes e de mesmo numero
meédio de conexdes, mostrando que redes aleatérias ndo séo, apesar de sua praticidade,
Su cientemente representativas.

2.2 Categorias Usuais de Redes

2.2.1 Rede Totalmente Conectada

Uma das redes mais simples é a rede totalmente conectada, na qual cada um dos
elementos estéd conectado a todos os outros da mesma rede.

O coe ciente de agrupamento de redes totalmente conectadas €, naturalmente, 1,
uma vez que a rede inteira perfaz um grupo. As suas outras caracteristicas sao igual-
mente simples: a distribuicdo de grau é tal que todos os elementos tdm 1 conexdes
e, nalmente, a distancia entre quaisquer dois elementos € sempre de uma conexao. A
particularidade mais interessante desta rede é que, topologicamente, todos os elemen-
tos sdo indistinguiveis.

Apesar das caracteristicas aparentemente triviais destas redes e do fato de que
nao ha muitas ocorréncias reais delas, elas sdo bastante Uteis para realizar calculos
analiticos gerais que seriam impossibilitados por outras topologias mais complexas,
como cara evidente no capitulo 3. Além disto, estas redes sdo boas aproximacdes
para subconjuntos de alto agrupamento dentro de redes reais.

2.2.2 Rede Aleatoria

Em termos matematicos, uma rede pode ser representada como um grafo, que nada
mais € do que um par de conjuntos no qual um dos conjuntos contémMsnés da
rede e 0 outro conjunto contém todas as conexdes entre eles. Tradicionalmente, grafos
séo representados gra camente de forma intuitiva através de um conjunto de pontos
ligados por segmentos de reta.

Grafos aleatorios, nos quais as conexfes sao distribuidas de forma aleatoria, ja
foram extensivamente estudados. Isto porque muitas redes com topologias complexas
e de organizacdo desconhecida parecem ser aleatdrias em primeira aproximacéo, mas
veremos que essa pode ser uma simpli cagdo extrema e pouco util. De qualquer forma,
a teoria classica de grafos aleatorios foi desenvolvida por Erdés e Rényi ([9, 10, 11])
nos anos de 1959, 1960 e 1961 e teve alguns resultados bastante signi cativos para a
area de redes complexas. Aqui, cobriremos apenas alguns poucos topicos associados a



teoria de grafos aleatérios que sdo mais relevantes para o nosso estudo de dindmica de
redes complexas.

Estudo do Aparecimento de Propriedades Erdés e Rényi estudaram probabilis-
ticamente a presenca de propriedades em grafos para os qimis1l . O resultado
mais surpreendente de Erdos e Rényi foi que muitas propriedades relevantes apare-
cem repentinamente, se variada a probabilidade de conexdiadesta forma, em redes
grandes e nitas, para cada propriedad€) destas deve existir uma probabilidade
critica p; a partir da qual Q (ou ndo Q) quase sempre esta presente pe> p., € quase
nunca esta presente sp < pc.

Em particular, uma propriedade interessante é a presenca de subgrafos especi cos,
onde de nimos subgrafos de um graf& como sendo grafos de dimensao menor cujos
pontos e conexdes estdo contidos eB Os trés tipos mais imediatos de subgrafos
podem ser vistos na gura 2.1 e podem todos ser caracterizados simplesmente contando
0 numero de nés e o0 numero de conexdes presentes em cada um deles. Por exemplo, é
um (sub)grafo do tipo arvore qualquer gura que tenhdN ndés eN 1 conexdes; para
ciclos, hAN noés e tambémN conexdes e, nalmente, para subgrafos completos, Na
nés eN(N 1)=2 conexdes.

NN i
A <> Q O Ciclos
AP B oo

Figura 2.1: Tipos de Subgrafos

Nos estudos de grafos aleatorios, é interessante determinar a probabilidade critica
de conexaq, a partir da qual quase todos os grafos gerados tém um subgrafo de algum
tipo dado em sua estrutura. De fato, foi demonstrado (Bollobas, 1985,[12]) que esta
probabilidade critica pode ser calculada para qualquer subgrafo com, digamo$0s
e | conexbes. Para tanto, vamos inicialmente escrever o nimero médio de subgrafos
deste tipo (especi cado pok el apenas) em uma rede. Note que &xlementos podem
ser escolhidos dobl nés da rede deCy vezes diferentes, ond€f = N!=((N  k)!k!)
€ 0 numero de combinacdes conten#oelementos selecionados dentro dé possiveis,

e osl elos tém probabilidadep’ de serem formados. Além disso, dsnos podem ser
permutados dek!=a maneiras diferentes, onda representa o nUmero de permutacdes
isomorfas. Desta forma, o nimero médio de subgratosie tipo de nido pelos nimeros
k el pode ser dado como:



_ ko NEP

E=Cf EpI -~
Nesta expressao, a aproximacao feita considera subgrafos de dimensdes pequenas,

isto é, k el tipicamente muito menores do que o niumero de nds da rede, e entdo

CY  NKk=kl é uma aproximacéo razoavel. E claro que este € um valor médio, mas

€ provavel que os valores observados ndo sejam muito diferentes deste. Para tentar

chegar em um valor razoavel para a probabilidade critica, vamos supor que desejamos

que haja um nimero apreciavad’ de ocorréncias de um determinado subgrafo de nido

por k el. Entdo, pela dependéncia de 2.3, temos:

(2.3)

N;pl &

Nesta equacdo, vemos que a probabilidade critica depende crucialmente dos valores
de k el, o que de fato parece razoavel. Verica-se que, de fato, hd o aparecimento
de subgrafos de crescente complexidade quarplaresce para redes apreciavelmente
grandes, como podemos ver na gura 2.2. De imediato, nota-se que, inicialmente,
a rede apresenta apenas arvores cdin= 2 el = 1; entdo, a medida em que sdo
considerados valores de maiores, vao aparecendo arvores de maior dimensao. Entéo,
quandop N !, aparecem todos os ciclos, e é apenas para N 5 gue comecam a
surgir subgrafos completos cork > 3.

I pe N T (2.4)

p~N’
o -2 -3/2 -43 -5/4 -1 -2/3 -1/2
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Figura 2.2: Aparecimento de subgrafos em grafo aleatério de acordo cpmondez é o
expoente da dependéncia e . Veja quez = k=l.

Ha ainda uma transicdo muito marcante quando, sp NZ%, o expoentez se



aproxima de -1. Paraz < 1, o grafo é composto apenas de arvores desconectadas,
mas, quandaz 1, ha uma mudanca subita na estrutura do grafo. O maior subgrafo
totalmente conectado deixa de ser uma pequena arvore e passa a abranger quase a rede
inteira - trata-se de um bloco conectado de cerca 85 nés. Esta transicdo é bastante
similar com a transicdo de fase associada ao fendbmeno de percolagambém ja
bastante estudado, que ocorre em redes geogra cas com conectividade aleatéria.

Para o nosso estudo de dinamica de redes complexas, esta informacédo é particular-
mente Util ao gerar redes aleatdrias. Basicamente, o fato de que um grafo s6 passa a ter
elementos realmente conectados entre si de forma signi cativase N ' mostra que
apenas as redes geradas com egisssao representativas de problemas que existem na
realidade em topologias aleatérias. Desta forma, as redes analisadas aqui foram todas
geradas conp N !, uma suposicio razoavél.

As redes aleatérias tém caracteristicas especialmente marcantes. Primeiramente,
0 coe ciente de agrupamento destas redes é imediatamente dado @r= p, uma
vez que esta é, na média, a fracdo de conexdes que se estabelecera na rede inteira e,
portanto, também em quaisquer vizinhos de quaisquer elementos.

O caminho minimo médio de redes aleatdrias tem uma dependéncia logaritmica
com a dimensao da rede e pode ser aproximado por:

Ialeat w
In(<k>)
Nesta relacéo) eat € 0 proprio caminho minimo médioN € o niUmero de elementos
darede e< k > = p é o niumero médio de conexdes apresentado pelos nds da rede. Note
gue a dependéncia logaritmica de 2.5 faz com que sempre haja um caminho minimo
razoavelmente pequeno, mesmo em redes aleatorias de grandes dimensdes.
Finalmente, a distribuicdo de grau de redes aleatérias segue uma regra binomial
bastante simples:

(2.5)

P(ki= k)= Ci{p‘@ p" 'k (2.6)

Esta expresséo pode ser aproximada por uma distribuicdo de Poisson no limite de
N grande ep pequeno.

A equacdo 2.6 é caracteristica marcante de redes aleatérias e € mais representativa
desta topologia do que, digamos, o caminho minimo médio dado em 2.5. Em analises
empiricas de redes reais, conclui-se que ha consideraveis diferencas entre a distribuicao

1Trata-se da aparicdo de um grupo de elementos todos conectados que, no caso da percolagéo, abrangem a rede
inteira de uma forma extensa.

2poi feita uma tentativa de analisar redes aleatérias que ndo seguissem esta regra, mas os resultados indicam que
a dinamica de sistemas assim é totalmente imprevisivel. A rede pode apresentar aspecto distinto a cada vez que é
gerada novamente, tornando o problema desinteressante e pouco representativo, uma vez que nédo se chega em conclusédo
alguma olhando as dinamicas.



de grau de redes aleatérias e os dados reais, mostrando que de fato ha pouco que possa
ser adequadamente representado por uma rede deste tipo.

2.2.3 Rede Reticulada

Uma outra categoria de redes de simplicidade memoravel é a de redes reticuladas.
Estas, bastante intuitivas, sdo aquelas em que o0s nés se dispdem regularmente e peri-
odicamente no espaco, como em um cristal cubico tridimensional, e ha conexdes entre
0S vizinhos mais préximos ou que estejam a uma distancia inferioDa um parametro
caracteristico da red& Podemos considerar, por simplicidade, redes unidimensionais
ou redes bidimensionais também; a dimensdo do espaco do reticulado é qualquer.
Nestas redes, 0 coe ciente de agrupamento sempre pode ser calculado numerica-
mente pensando nos vizinhos com distancia inferioCade qualquer um dos elementos
do reticulado. A periodicidade desta topologia garante qué C;, e portanto s é
necessario calcular um do§;. Caso apenas 0s vizinhos mais proximos estejam conec-
tados, o coe ciente de agrupamento € nulo, uma vez que 0s nés vizinhos a um certo
ndé ndo possuem conexdes entre si; porém,Bdor consideravelmente maior do que
a distancia entre os vizinhos mais préximos, o coe ciente de agrupamento tende a ser
muito superior ao de redes aleatérias com nimero médio de conexdes comparavel.
De qualquer forma, a caracteristica fundamental destas redes é o fato de serem
extensas, o0 que afeta principalmente o caminho minimo médio entre dois elementos
guaisquer da rede. Este passa a depender, alémNiedo nimero de dimensdes do
reticulado no qual os nés estdo dispostos:

lreic N - (2.7)

Assim, em um reticulado tridimensional, o caminho minimo médio devera depender
de N 5. Este resultado é razoavel se pensarmos oNeé grandeza que mede o volume
da rede toda, uma vez que entdo o caminho minimo médio deve depender linearmente
das distancias lineares tipicas, ou, digamos, da aresta de um cubdimensional. Em
comparacdo com outras redes, as redes reticuladas tém caminhos minimos médios
bastante grandes.

Finalmente, a distribuicdo de grau destas redes é simples para redes com condi¢cdes
de contorno periédicas: devido a regra de conexao, todos os elementos da rede tém
0 mesmo numero de conexdes, e portar® k) = (k ko), ondeky € o nUmero de
noés que estdo a uma distancia inferior B de um dado elemento da rede. Para redes

sClaro que, seD for da ordem do tamanho da rede toda, teremos uma rede total-

mente conectada novamente. Para evitar isto, tomamos, em gedl, N ,onde é
0 nimero de dimensdes do espaco em que esta o reticulado.
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sem condi¢Bes de contorno periodicas, ha efeitos de borda que reduzeky des nés
préximos das extremidades da rede, e a distribuicdo de grau torna-se pouco trivial.

Nestes casos, € interessante calcular pelo merks para obter-se uma medida da
in uéncia do efeito de borda.

2.2.4 Rede Mundo Pequeno

Nas duas redes nédo-triviais que vimos até agora, temos algumas caracteristicas mar-
cantes. As redes aleatérias apresentam coe ciente de agrupamento baixo em redes
tipicas comp pequenos; além disso, exibem caminho minimo médio bastante curto.
Em contraste, as redes reticuladas tém tanto coe ciente de agrupamento quanto cam-
inho minimo médio bastante grandes.

Em um esforco para representar sistemas nos quais ha agrupamento consideravel,
mas 0s caminhos minimos séo tipicamente curtos, foi desenvolvida uma categoria nova
de redes chamada de Mundo Pequeno. Estas redes sdo de nidas pelo seu modelo
gerador, desenvolvido por Watts e Strogatz (1998, [13]), que € 0 seguinte:

1. Considere uma rede reticulada em uma dimensdo com condi¢Bes periddicas de
contorno, i.e. umarede em anel coid elementos. Estes nos estdo conectados com
os seudl vizinhos mais préximos =2 de cada lado). Para ter uma rede reticulada
de agrupamento consideravel, mas ainda extensa, tomands d In(N) 1.

2. Realoque agora cada uma das conexdes ja existentes com probabilidadé&e
realocada, uma dada conexdo passa a ligar um elemento da rede com qualquer
outro, independente da distancia geogra ca. Isto introduzirgN (d=2) conexdes
de longo alcance cujo objetivo é basicamente reduzir o caminho minimo médio,
COmMo veremos.

Figura 2.3: Exemplo Uma rede reticulada conN = 40 e d = 8 (esquerda) na qual foi
aplicada o algoritmo de Watts-Strogatz conp = 0:1 (meio) e comp = 1:0 (direita).
Note que este ultimo é equivalente a uma rede aleatéria.

Seguindo estas regras, uma rede gerada cpm 0 seria uma rede reticulada unidi-
mensional, e uma conp = 1 seria uma rede aleatéria. O processo gerador esta indicado
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na gura 2.3. De calculos numéricos com redes geradas assim, nota-se que, a medida
em que ha mais e mais realocacfes de conexdes existentes, o caminho minimo meédio
cai vertiginosamente (veja gura 2.4) sem que haja muita alteracdo no coe ciente de
agrupamento, o que seria de se esperar. Isso ocorre porque a topologia geral da rede
ainda é reticulada e portanto admite grande agrupamento, mas ha atalhos que per-
correm grandes distancias e que afetam muito os caminhos possiveis entre quaisquer
dois nos da rede.

o

Cp)/co) °
0,8 |- .

06 B

04} . 4

po) . 1
02| . ]

0
0,0001 0,001 0,01 0,1 1

Figura 2.4: O comportamento das grandezas caminho minimo médi@ coe ciente de
agrupamentoC como fungdes da probabilidade de realocagcéo de conexies modelo
de Watts-Strogatz. ( gura proveniente diretamente do artigo [13])

Ha como discutir de forma mais extensa o comportamento & C como fungbes
de p, mas ndo o faremos aqui. Para 0s nossos interesses, a gura 2.4 ja contém todos
os dados desejados. Notamos apenas que a distribuicdo de conectividade de uma
rede deste tipo se comporta de uma forma razoavelmente intuitiva: quang@o= 0,
a distribuicdo € uma funcaoP (k) = (k d), uma vez que todos tém um numero
d de vizinhos; entdo, a medida em qup cresce, vao se adicionando outros valores
dek d " de uma forma exponencial, fazendo com que, nalmente, quan@o=
1, recuperemos a distribuicdo binomial esperada para uma rede aleatéria, centrada
justamente emk = d.

2.2.5 Rede Estrela

Uma rede recorrente em Biologia € a rede estrela, na qual alguns poucos nés ocupam

uma posicao central e privilegiada e h&d muitos nos periféricos que copiam os estados

do centro. O modelo que adotamos para estas redes aqui € de redesNogtementos,

dos quaismg fazem parte de um nudcleo totalmente conectadod mg séo elementos

periféricos que estado conectados apenas a todos os nés do ndcleo, como na gura 2.5.
E aparente que redes criadas com este método tém coe ciente de agrupamento

4Posteriormente, os N elementos aqui citados vdo se mapear aos N + No + N1 do problema com nés com estado
interno xo. Para mais detalhes, consulte o capitulo 3.
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Figura 2.5: Exemplos de redes estrela colN = 8 e mg = 1 (esquerda) emp = 3
(direita).

calculavel. Semg > 1, os elementos centrais témmy 1 vizinhos com todas as
(mg 1)(my 2)=2 conexdes possiveis entre si,N mg vizinhos periféricos sem
nenhuma conexao entre si; logo, dg®N 1)(N 2)=2 conexdes possiveis para 0s
elementos centrais, temos apenas &, 1)(mp, 2)=2. Os elementos periféricos
tém mg vizinhos conectados entre si, 0 que resulta em um coe ciente de agrupamento
igual a 1. A média dos coe cientes de agrupamento pode ser calculada prontamente:

m N m
C= Wocnés centrais T (N—O)Cnés periféricos
_ mg (mp 1)(mg 2) N mg
=N (N 1N 2 " N (2.8)

No caso em que a rede tetrmg = 1, o fator de agrupamento 2.2 ndo deve ser
utilizado para o célculo. Neste caso, deve ser considerado @liee 0, pois nenhum
dos vizinhos de qualquer n6 admite qualquer conexao entre si.

Quanto ao caminho minimo médio, este pode ser calculado analiticamente. Para
dois elementos periféricos, o0 caminho € de duas conexdes; para quaisquer outros ele-
mentos, o caminho minimo é de uma conexdo apenas. Os elementos periféricos tém
(N mg)(N mg 1)=2 pares possiveis, e a rede inteira admité(N 1)=2 pares
para medida de caminho minimo. A média de caminho minimo entdo deve ser sim-
plesmente:

lestrela = 1 + (N Mo) (N__ Mo 1):
N(N 1)

Esta expressdo tem comportamento razoavel: s& = 1 e N = 8, o caminho
minimo meédio resulta emlesyela = 15=8 = 1;88; se entdo consideramos um nucleo
maior, demg = 3, temos umlegyela Menor, igual al9=14 = 1; 36. De qualquer forma,

a equacao 2.9 nos mostra quesyela < 2.

A distribuicdo de grau destas redes também € simples de calcular, uma vez que

todos os elementos do nucleo téi 1 conexfes com 0s outros elementos e 0s nos

(2.9)
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periféricos ttmmg conexdes, uma com cada n6 do centro da estrela. Temos entéo:

P(k) = w (K mo)+ % kK (N 1): (2.10)

2.2.6 Rede Livre de Escala

Recentemente, avangos em computacao permitiram que redes complexas fossem anal-
isadas de forma sem precedentes. Nestes estudos, talvez a mais importante descoberta
foi que a distribuicdo de grau de muitas redes reais de larga escala segue, de fato, uma
regra exponencial do tipo:

P(kk) k : (2.11)

com sendo um valor real positivo que foi medido para varias redes reais. Redes que
seguem regras como 2.11 sdo chamadas de redes livres de escala. O interesse cienti co
em redes deste tipo adquiriu muita forca depois de um estudo sobre a Internet, con-
siderando como ndés da rede cada um dsises e conexdes sendo dg/perlinks. Neste
estudo, (Broder et al, 2000 [14]) foi veri cado, com 0 uso de programas automatizados,
gue esta rede segue bastante bem uma regra exponencial como 2.11 ao longo de cinco
ordens de grandeza dk.

Foram ent&o procuradas explicacOes para a funcéo(k) admitir este comporta-
mento. Dois ingredientes séo cruciais para redes livre de escal@scimentq pois as
redes reais observadas que seguem 2.11 todas apresentam algum mecanismo de adi-
cionar nés a rede, eonexdo preferencigl o que quer dizer que novos nés da rede
tém uma tendéncia maior a associar-se aqueles elementos que ja apresentam grande
nimero de conexdes com outros elementos.

Inspirados nestes dois ingredientes, Albert-Laszlo Barabasi e Réka Albert ([15]) pro-
puseram um algoritmo para criar uma rede livre de escala que reproduz a distribuicao
de grau tao caracteristica. O algoritmo € bastante simples:

1. Crescimento: E criada uma rede conm, elementos totalmente conectadés En-
tdo, adicionamos nds novos individualmente, conectando estam §comm < m )
nos ja existentes.

2. Conexao Preferencial:Ao escolher agn conexdes de cada elemento novo da rede,
vamos assumir que a probabilidade de que um novo né se conecte com-@simo
no ja existente da rede depende do grdy deste n6 de forma tal que:

sN&o €é rigorosamente necessario que estes nos iniciais estejam totalmente conectados:
a rede apresentara aspecto livre de escala de qualquer forma.
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( ki) = Pk—k (2.12)

Desta forma, um né sendo adicionado tem uma probabilidade grande de se conectar
com um elemento que tenh&; apreciavelmente grande. Simulagcdes numeéricas deste
algoritmo de crescimento de rede mostram que redes produzidas desta forma seguem
2.11 com =3 xo e independente dem e my.

Para as outras propriedades de redes geradas desta forma, como coe ciente de
agrupamento e caminho minimo médio, ndo ha previsées analiticas. Neste momento,
h& apenas alguns trabalhos numéricos que procuram aproximar estas propriedades de
alguma forma.

Ao comparar o modelo de Barabasi-Albert com redes reais, para as quais em geral
2 < < 3, verica-se que este algoritmo ndo reproduz corretamente o%. Varias
correcBes foram propostas para reduzir este expoente, mas nenhum trabalho até o
momento foi realmente completo e decisivo em relacdo a este assunto. As princi-
pais correcdes propostas envolvem formas diferentes da funcéo de conexao preferencial
2.12. Neste trabalho, consideraremos apenas redes geradas com o algoritmo classico de
Barabasi-Albert, e portanto ndo discorreremos sobre as muitas outras possibilidades e
variacdes deste modelo.
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Capitulo 3
Dinamicas

3.1 Introducéao

Tendo de nido algumas topologias de redes que sdo do nosso interesse, vamos agora
introduzir um tipo de dindmica entre os elementos de uma rede que seja signi cativa
para a descricdo de alguns fenbmenos reais. Consideremos inicialmente uma rede
genérica comN + No + N; nodos. A cada nodd, comO0 i N+ No+ N; 1,
associaremos um estado interng que, paraN nés da rede, pode assumir os valores

0 ou 1, para Ng elementos da rede estd xo em; = 0 e paraN; elementos da rede
estd xo em ; = 1. Note que a necessidade de indices relevante e ressalta o
fato de que os nés da rede sao todos distinguiveis a partir de seu posicionamento na
topologia da rede. Escolhemos desde ja os indicele forma tal que os nés com estado

interno livre estdo rotuladoscomD i N 1, os nés com estado interno xo enl
tém indicesN i N + N; 1 e os nés com estado interno xo em 0 tém indices
N+N; i N+ Ng+N; 1

A cada passo de tempo o estado de um dbk nés de estado interno variavel é
atualizado de acordo com a seguinte regra: ou o estado ndo muda, 0 que ocorre com
probabilidade p, ou, com probabilidade(1 p), o né assume o estado de um dos vizin-
hos aos quais esta conectado. Esse processo descreve, por exemplo, o comportamento
de um grupo de pessoas tentando decidir se vota no candidato A ou no candidato B
em uma elei¢do, considerando que ha algumas pessoas que simplesmente ndo mudarao
de opinido. No caso d&Ny = N; =0 e p = 0, esse modelo é conhecido como mod-
elo do eleitor. A consideracdo de que uma parte da rede tem estado interno xo é
uma de nossas principais contribuicbes para um modelo abstrato que, se nhao por isso,
ja foi estudado anteriormente para algumas das topologias que abordaremos. Esta
consideragéo pode ser representativa de muitas situagdes, incluindo in uéncias pertur-
bativas externas a rede ou uma rede interagindo através de um vinculo limitado, mas
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de posicionamento aleatério dentro da topologia da rede, com outra rede de dimensdes
muito superiores, cuja dinamica ocorra muito mais lentamente. Este modelo também
pode ser de especial interesse para a representacédo de taxas de mutagcdo na descricéo
de genética de populacdes sexuadas, se considerarmos que existe a possibilidade de
tomar Ng € N1 néo inteiros.

A rede como um todo possu2N estados distintos que podem ser rotulados por uma
cadeia de zeros e uns descrevendo o estado de cada nodo em sequéngiay 1 10)-
Alternativamenlge, os estados podem ser mapeados de forma mais compacta por in-
teiros via x = J.Nzol 2, comx variando entre0 e 2N 1. Desta forma, a cadax
associa-se inequivocamente apenas um estado da rede como um todo, de forma in-
teiramente analoga a especi cacdo de um namero inteiro positivo no sistema binario.

A resolucdo de um problema deste tipo consiste em encontrar a probabilidade
P: (X;Xo) de que, dado um estado iniciaky, a rede esteja em um estadm depois
de t passos da dindmica. Supomos que a rede evolui de forma assincrona, onde um
unico nodo é selecionado de forma aleatdria para ser atualizado a cada passo de tempo.
Para encontrar como essa probabilidade varia com o tempo, de nimos um estado aux-
iliar ® que é igual ax em todos 0s nodos exceto no nodpque tem o estado interno
oposto. A probabilidade de encontrar a rede no estadono instantet + 1 pode entao
ser escrita como uma soma de trés termos: (a) a probabilidade de que a rede estava no
estadox no tempot e que o nodo selecionado ndo mudou de estado; (b) a probabili-
dade de que a rede estava no estadono tempot e que o nodo selecionado copiou o
estado de um vizinho idéntico (e portanto seu estado ndo mudou); (c) a probabilidade
de que a rede estava no estad® no tempot e que o nodo foi selecionado e seu
estadoeg; = 1 i mudou para ;:

P (X) = pP(X) +

@ P* o P 1+ PP o

N | \ il v (B il ilg: (3.1)

i

Veja que a somatoria em designa todas as atualizacdes possiveis, e a divisdo por
N remonta na probabilidade de escolher um dado elemeritoNeste ponto, torna-se
necessario conhecer algo mais a respeito da topologia da rede tratada. De nimos aqui
a matriz de conectividade , uma matriz simétrica(N + No+ N;) (N + Ng+ N,)
cujos elementos;; sdol se os nodos ej estiverem conectados 6 caso contrario. A
matriz de conectividade tem seus elementos diagonais nulos por de nigéo.

Com o auxilio da matriz de conectividade, podemos reescrever as probabilidades
acima de forma mais pratica. Por de ni¢do, a probabilidade [ ;! ;] é simplesmente
a razao entre o numero de vizinhos do nodmo estado ; e o nUmero total de vizinhos

17



deste nodok;:

N+Ng+Np 1
ki = ij - (3.2)
j=0
Note que a idéia dek; ja foi utilizada na caracterizacao de redes para a de ni¢ao
de distribuicdo de grau. Podemos agora escref ;! ;] como sendo a razdo entre
0 numero de vizinhos dé com o mesmo estado interno dee o niumero de vizinhos
conectados 4, k;:

1 N + 1\9(+ Np 1 . ‘
P[i! i]:E T B (3.3)
| j=0
Nesta Ultima expressao, note que cada par de nodasj contribui apenas se houver

conexao entre eles e se os seus estados forem iguais, como seria mesmo de se esperar.
Além disso, de forma bastante pratica, a expressdo 3.3 também pode ser usada para a
probabilidadeP [e; ! ], porque entdoe; =1 ;ee = ; parai 6 j. Neste caso, sO
havera contribuicdo se os dois sitidsej estiverem em estados opostos. Considerando
portanto as equacdes 3.1 e 3.3, podemos reescrever a equacao probabilistica recursiva:

(1 p)b(liN+|\b(+N1 1
0 ki

Pir1 (X) = pP(X) + fyJ1 0 5i[Pe(X)+ P (®)lg

(3.4)
Esta é a equacao mestra da dindmica de redes. Ela € de dificil solu¢ao para topolo-
gias arbitrarias, mas alguns casos podem eventualmente ser tratados analiticamente,
como o caso de uma rede totalmente conectada, que veremos a seguir.

j=0

3.2 Dinamica em Rede Totalmente Conectada

3.2.1 Introducéo

Um caso que apresenta uma matriz de conectividade simples é o caso de uma rede
na qual cada nodo esta conectado a todos os outros da rede, ou sgja= 1 j,
fazendo uso de uma delta de Kronecker. Neste caso, ocorrerdo muitas simpli cacbes
com a equacdo mestra da dinadmica 3.4. A consequUéncia mais evidente élkgue
N + No+ N; 1 (usando 3.2).

Além disso, temos agora a vantagem da indistinguibilidade dos nés, o que permite
gue um dado estado da rede seja totalmente caracterizado através da contagem do
namero de nodos de estado interno livre com determinado estado interno - digamos,
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0 estadol. Desta forma, podemos descrever inequivocamente o estado da rede toda
em um determinado instante de tempo com o0 numero(x):?

D( 1
n(x) = i (3.5)
i=0
Podemos relacionar a probabilidade de encontrar a rede no estafa) com a prob-
abilidade de encontra-la no estada através do coe ciente binomial correspondente
ao numero total de permutacdes de estados internos que mantém K@x):
|
POON=P() =P O)

NN ) (3.6)

Esta expressao assume que todos os estados de mass@D equiprovaveis e equiv-
alentes. Note que 3.5 e 3.6 podem ser usadas para reescrever a equacao mestra 3.4,
mas é necessario realizar uma analise caso-a-caso para evitar as expressdes de valor
absoluto. Apés um pouco de manipulacéo algébrica, tem-se:

Pra (N)= o(MPc(n+ +(MP(n 1)+ (NP (n+1) (3.7)

S e=pt L' _n(n L+ND+(N m(N n 1+No)

N(N+Np+N7p 1)

o+ ne (N n+L(n 1+ Ny . (3.8)

(N N 1+ No)(n+1)

Podemos pensar nas probabilidades de encontrar a rede aomds no estado =1,
P (n) , como sendo adl +1 componentes de um vetor no espa¢dl + 1) -dimensional,
umavezqued n N:

P: (0)
| Py (1)
Py = : : (3.9)
Pe(N 1)
Pc(N)

Desta forma, pode-se escrever a equacéo recursiva 3.7 na forma matricial. De nimos

INote que indexamos os elementos livres da rede ggm1l i N, como pode ser visto na pagina 16. Além disso,
poderiamos, naturalmente, ter escolhido n(x) = Njp + iN=1 i, 0 que representaria 0 nimero total de nds da rede com
estado interno 1, incluindo os Ni elementos da rede com estado interno xo. Optamos por de nir 3.5 porque desta
forma é possivel realizar comparagdes com teorias ja estabelecidas mais facilmente.
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aqui a matriz tridiagonal de evolucéo temporallJ, e escrevemos:

| I
P = UPy (3.10)

0 1
00) (0 O 0
LA 0@ @ '
u=f ° @ (3.12)
. (N 2 0
: LN 1) o(N 1) (N 1)
0 0 L(N) o(N)

Portanto, o problema de avaliar a dinamica da rede esta todo contido nas expressées
3.10 e 3.11. E nosso objetivo consegulir prever o comportamento do sistema proba-
bilisticamente, ou sleja, encontrar o vetorP ; para qualquert, dado um certo vetor
probabilidade inicial P,. Note quet serd chamado daqui em diante de "tempo",
sendo que na realidade é um namero inteiro correspondente ao nimero de passos de
din&mica realizados.

Na sequéncia, sera realizada uma analise numérica do problema, o que permitira
uma caracterizacdo imediata do comportamento da rede. Apos esta anélise numérica,
passaremos para uma resolucao analitica do problema de redes totalmente conectadas
conforme de nido até este ponto.

3.2.2 Abordagem Numérica

Embora so sticada do ponto de vista analitico, a dinamica geral de uma rede total-
mente conectada deste tipo pode ser prontamente simulada com métodos numéricos.
Inicialmente, resolveremos numericamente a evolucado temporal de uma rede total-
mente conectada, considerando apenas a dinamica mais basica e obtendo assim um
resultado simulado. Para calcular as probabilidades desejadas, por se tratar de pro-
cesso aleatdrio, vamos realizar varias repeticdes da simulacdo e depois analisar os
resultados estatisticamente.

De forma mais rigorosa, o calculo devera ocorrer da seguinte forma: digamos que
sejam efetuadas\sms Simulacdes. Entdo coletaremos como dado relevante o niumero
de vezes em que todo estado foi ocupado em certo tempa e chamaremos este
namero de freqléncia den no tempot, denotando-o porf (n;t). Portanto, serédo
tomados vetores de frequéncia que seguem a forma 3.12 :
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f (0;1)
fe(11)
fi= : : (3.12)
fe (N 15t)
fe(N;t)

Em nossas simulacdes, notamos que sao necessarios muitos passos da dinamica para
obter alteracdo signi cativa do estado da rede. Por isso, ndo seria pratico armazenar
um vetor de freqiiéncias como 3.12 a cada passo da dinamica e optamos por espacgar
os f  regularmente no tempo com intervallo t que corresponde a um namero inteiro
de passos a ser realizados entre amostras flg e serdo tomados até um certo limite
de tempot; = t n¢, ondet; € o tempo nal de interesse para nés B € 0 nUMero
de mdltiplos de t corresplond?nte zlatf. Desta| forma, serao tomados; + 1 vetores
de frequéncia em sequéncidf: o; f ; f o ;i f ¢, .

Ja que estes sao vetores de freqiiéncias, o calculo dos vetores de probabilidade é
simplesmente:

0 ft(05t) 1
N sims
I fe (Lt
! . f N sims
Pi= g L= : : (3.13)
sims fFUN 1t
N sims
fe (N3
N sims

Se tomarmos as duas grandezad et; apropriadas para cada caso, teremos entédo
uma sequéncia des +1 vetores de probabilidade espacados de forma tal que a dinamica
possa ser caracterizada. Consideraremos entdo como parametros do nosso problema
os valores da tabela 3.1.

Parametro | Descricdo

N Numero de elementos livres da Rede

No Numero de elementos da rede com estado interno xo em 0

N4 Numero de elementos da rede com estado interno xo em 1

No Numero de elementos livres da rede com estado interno 1 no
inicio da simulacao

p Probabilidade de ndo ocorrer nada em um passo da dinamica

N sims Numero de simulacdes a efetuar, cada uma com os dois
pardmetros abaixo
t Espacamento de tempo entre amostras do vetor de

probabilidade

N Multiplo de t nal; designa conclusdo de uma simulagéo

Tabela 3.1: Parametros de Simulagéo.
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Ressaltamos aqui que estes valores serao constantes usadas para gerar as simulagoes.
Vamos investigar o comportamento de uma quantidade representativa de casos com
diferentes parametros. As simulagcdes serédo efetuadas com um algoritmo muito simples
gue representa a dinamica adequadamente.

Algoritmo Para efetuar a dinamica, de nimos um vetor de estados, com1 |
N + No + Ny, contendo os estado® ou 1 de cada um dos elementos numerados pelo
indicei. A dindmica entdo deve realizar uma cépia de estado, selecionando um dos
indicesi dentre os indices dos elementos de estado interno variavel para atualizar e
outro indicej de algum vizinho conectado, necessariamente distinto depara copiar.
Enquanto a selecéo do indice para atualizar é aleatéria e simples, devemos escolher o
indice para copiar dentre uma lista de indices que inclui todos os vizinhos conectados
ao i-ésimo nd. Para cada elementb possivel, essa lista de indices € distinta; para o
Nosso programa, armazenaremos cada uma destas listas em uma matriz de vizinhos
v (i;j ), onde cada valor dev é o indice doj-ésimo vizinho do elemento indexado
Note aqui que nos vizinhos deestéo incluidos todos oBl, e N; elementos com estado
interno xo,ouseja,1 | N+ Ng+ N; 1 Além disso, armazenaremos também
os valoresk; de numeros de conexdes que cada elemento possui com os outros da rede.
Para evidenciar estas idéias, citaremos aqui um exemplo de matriz de vizinhos e
valores dek; para uma rede na quaN + Ng+ N; =5 e as conexfes sdo conforme a
gura 3.1:

Figura 3.1: Exemplo de rede utilizado para matriz de vizinhos.

|

ki=3; ko=4; ks=1,;
keg=2; k5:2:

(3.14)

P RN RN
NN O WA
O oo b~ O
O oo u o

(3.15)

Veja que as linhas da matrizv (i;j ) de 3.14 correspondem ao indiéedo elemento,
e contém os indices dos nés conectadosiaésimo elemento. Por exemplo, o né de
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indice 2 esta conectado aos nés 1, 3, 4 e 5; assim, a segunda linha da mattantém
os elementog1; 3;4;5) e seu grau &, = 4.

Em uma rede totalmente conectada, a matriz de vizinhanca é totalmente preenchida,
mas continua nao perfeitamente quadrada porque nenhum elemento pode ser vizinho
de simesmo. Além disso, em redes totalmente conectadas, o grau de todos os elementos
€ki= N+ Ng+ N; 1, xo. As deni¢cdes de 3.14 e 3.15 vao auxiliar tremenda-
mente mais tarde, pois serdo eventualmente necessarias no estudo de topologias mais
complexas do que a totalmente conectada.

Além das variaveisv (i;j ) e ki, faz-se necessario o uso de algumas outras variaveis
especi cadas na tabela 3.2.

Variavel Descricao
i Estado interno do i-ésimo elemento numerado da rede. Pode
serOoul,comO i N+ Ng+ N; 1L
v(i;j) indice correspondente ag -ésimo elemento numerado vizinho
(0 j N+ Np+N; 2 doi-ésimo elemento (com
0O i N 1
i at indice do elemento numerado a atualizar, usado como valor
temporério a cada passo da dinamica
i cop indice do elemento numerado a copiar, usado como valor
temporario a cada passo da dinamica
k Multiplo de t que indica quanto tempo passou, em multiplos
de t
f (n;t) Tabela de frequéncias para cada estado em cada tempot;
tamanho (N +1) (ns +1)

Tabela 3.2: Varidveis de Simulacao.

Assim, € nossa intencdo executdNgns simulacdes, cada uma comt t; passos da
dindmica, com cada passo modi cando apenas o nimeroO programa deve também
registrar o niumeron somando uma ocorréncia erh (n;t) sempre quda = k( t), com
k=0;1;2::::t.

O algoritmo utilizado para realizar esse procedimento ndo é muito extenso. Supon-
hamos que as variaveis tenham sido declaradas como mencionado até agora. Entao,
uma vez gerada a topologia e determinados os dada@;j ), executar uma simulacao
inteira é feito da seguinte forma:

1. Iniciando a simulagéo. Fazemon = ng:

2. Contagem inicial: adiciona-sel ao valor def (ng;0).

3. Coloquek =0.
4. Inicialize jcom j=1paral i ng, ;=0parang+l i N; ;=1 para
N+1 i N+ N;e, nalmente, =0 paraN + N;+1 i N+ Ng+ Ny,

de acordo com o indexamento proposto na pagina 16.
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5. Repetir as seguintes operacOes vezes:

(a) Adicione 1 ak.
(b) Repetir as seguintes operagdest vezes:
i. Sorteie valorz entre 0 e 1. Sez > p, entdo pule para o passo (c). Se
ocorrer quez < p, continue.

i. Sorteieiy, indice do nd a ser atualizado, inteiro entrd e N, inclusive
extremos.

ii. Sorteieicop, indice do n6 a ser copiado pelig;-€simo no, inteiro entrel e

ki, ,» inclusive extremos.
(V2 Fa(;a com que i, = y(ia icop)
P
(c) Efetue somatoria  ; para encontrarn.

(d) Adicione 1 ao valor def (n;k).

Neste algoritmo, veja que 0s passos contidos em b representam adequadamente um
passo da dinamica. Além disso, dividimos a dinamica em blocos, cada um com t
passos da dindmica. Os passos descritos aqui devem ser naturalmente repebidps
vezes para que seja possivel efetuar uma andlise estatistica com os valoréqlg),

gue serdo, por praticidade, salvados em disco.

A principal ocupacéo de memoria é feita pela matriz de variaveiqi;j ), que € uma
matriz de numeros inteiros e que deve inevitavelmente estar de nida se desejarmos
efetuar a dindmica sem condiciondis Ela depende apenas da topologia da rede e deve
ser pré-estabelecida antes das simulagdes ocorrerem.

Implementacdo  Assim que foi implementado o algoritmo basico descrito na secéo
anterior, notamos um problema fundamental. A convergéncia das simulacdes é bas-
tante lenta, e a analise estatistica requer um grande numero delas; torna-se entao
necessério obter a melhor performance possivel.

2Foi estudada a opcéo de realizar a dinamica sem utilizar a matriz de vizinhos, o que
requer menos memaria, mas mais expressdes condicionais, que sdo sempre comparati-
vamente lentas. Esta opcéo é mais rapida apenas em maquinas com acesso a memoria
central lento, nas quais a utilizacdo menor de memaria faz com que o programa que
todo contido no cache do processador, que é acessado muito mais rapidamente. En-
tdo, apenas nestes casos, apesar das condicionais, o programa ca mais rapido. Nestas
maquinas, 0 passo iv é substituido pela sequéncia:

1. Seig >N eigp N entdo adicionel an.
2. Seig N eigp N entdo subtraial den.
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Em um esfor¢o para obter grande performance, além da otimizacao do programa, foi
implementada uma versao em paralelo do algoritmo basico, ou seja, um computador
com dois processadores poderia realizar duas simulagdes simultaneamente e com o
dobro da performance, pelo menos na teoria.

Para que obtivessemos o dobro da performance de fato, utilizamos dois processos
distintos, cada um equipado com o seu proprio gerador de nimeros pseudo-aleatorios
(PRNG, de Pseudo-Random Number Generato}. Esse é um ponto importante: para
gue seja obtido o dobro da performance, ndo devem existir con itos pelos mesmos
enderecos de memoria, pois a resolucdo em hardware destes con itos é bastante de-
morada.

Cada um dos geradores de nimeros pseudo-aleatérios é local e é alimentado com
uma semente aleatdria gerada por um terceiro gerador de niameros aleatérios, sendo
gue este é sistémico e utiliza como sua propria semente aleatéria a data, o que garante
aleatoriedade su ciente. A execucdo do programa ocorre de acordo com a seguinte
gura:

N, N, N n, ot At #sims L
| |

PRNG Global (MT)

PRNG Local (MT) PRNG Local (MT)

Saida para Arquivo de Dados

Figura 3.2: Esquema para paralelizagao.

De fato, com esta idéia basica de paralelizacédo, n0s conseguimos obter uma perfor-
mance excelente: de 195-200% da performance tipica de um processo isolado. Desta-
camos que o sucesso foi grande devido a natureza de facil paralelizacdo da tarefa: esta-
mos apenas realizando estatistica entre milhdes de simulac¢des distintas. De qualquer
forma, além de aumentar a e cacia de nossos estudos, foi uma excelente oportunidade
para aprender uma ferramenta nova muito Util.

A implementacdo e acabamento do programa de simulagcbes paralelo, assim como
todos os detalhes a respeito, ndo serdo pormenorizados aqui. Utilizamos sempre um
compilador moderno C++, o0 GNU C++ 4.0.3. Notamos apenas que, com 0 uso bem-
sucedido das otimizacdes e do paralelismo, obtivemos um desempenho que, para um
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caso tipico, era de cerca d2 5ms para cada simulacdo, o que nos permite realizar
analises estatisticas bastante boas.

Visualizacdo dos Resultados Ha ainda uma outra questao bastante importante
para uma boa analise dos resultados obtidos das nossas simulagdes. Uma vez obtida a
tabela de frequéncia$ (n;t), que € salvada em disco rigido, vamos calcular as proba-
bilidades conforme explicitado em 3.13. Entédo, teremos algumas amostras de probabil-
idades de encontrar um estado futura para uma determinada rede com\ + Ng+ N;
elementos que comece sua dinamica cary elementos com estado intern@. Agora,
precisamos visualizar e interpretar os resultados de uma forma signi cativa.

Note que temos resultados de frequéncias para valoresrde t que perfazem uma
matriz de resultados de dimensa(N + 1) (n; +1), e seria desejavel que fosse possivel
visualizar todos os dados de probabilidade simultaneamente. Desta forma, queremos
basicamente visualizar uma funcéo escalBy (n), que € campo escalar de dominio bidi-
mensional e imagem unidimensional. Uma primeira op¢ao, mais Obvia, seria utilizar
gra cos tridimensionais, ja que estes sao tradicionalmente utilizados para a visual-
izacdo de funcdes que seguem o padridgx;y). Uma outra opcdo seria considerar
um gra co bidimensional que representa cada valor de probabilidade com uma cor
especica. A gura 3.3 mostra um exemplo de uma representacdo construida desta
formas.

t

Figura 3.3: Gra co bidimensional que utiliza cores para representar a terceira dimensao.

Em nossas andlises, optamos pela segunda opc¢éo, a correspondente a gura 3.3,
pois esta nos permitiu maior liberdade para representar os valores que apareceram.
Foi necessério realizar uma correspondéncia entre cores e valoreB,da) nao trivial,
pois os valores de probabilidade estavam distribuidos de uma forma bastante especi-
ca. Alguns poucos valores de probabilidade sdo sempre muito altos - principalmente,

é claro, o valor da probabilidade de encontrar a rede emg no tempo0, que €1 - mas
a maioria dos valores é da ordem die=N, 0 que torna o problema de escolher uma cor-

SEsta gura é apenas um exemplo feito manualmente e ndo corresponde a nenhum resultado real.
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respondéncia entre cores e valores Bg(n) crucial para que os gra cos bidimensionais
sejam de fato representativos.

Para discernir entre probabilidades muito baixas, optamos por diagramas de curvas
de nivel, ou seja, optamos por visualizar uma série de faixas com a mesma probabil-
idade. Escolhemos dividir o intervalo de probabilidadeB; (n) entre 0 e 1 emngys
intervalos, e posicionar faixas a cada intervalo de probabilidade dleny,s. Para tanto,
utilizamos uma funcdo de mapeamento de cores para probabilidades com o aspecto
gue pode ser visto na seguinte gura:

Branco +

Tom de Cinza

LA

Probabilidade

Preto

1Indivi56es

Figura 3.4: Aspecto de funcao de correlacéo cor-probabilidade para gerar diagramas de
curvas de nivel.

A idéia é que sera possivel visualizar faixas de cores fortes para representar faixas
distintas de probabilidades bem espacadas, assim como faixas de cores fracas para
representar faixas de probabilidades menos espacadas. E importante que cada curva
de nivel seja de fato uma faixa, possuindo uma certa largura, como pode ser visto
em 3.4. Isso porque a probabilidade é uma variavel que, para ns praticos, é continua,

e nao seria possivel ver nada se ndo houvesse uma largura apreciavel na associacao
probabilidade-cores. Assim, cada uma das faixas representara valores de probabilidade
muito semelhantes.

Uma funcdo que reproduza este aspecto pode ser arbitraria, desde que as faixas
sejam equiprovaveis e bem representativas do problema. A funcdo escolhida através
de experimentagéo foi:

202 (2 n gyvsPr(n)) ;sejP(n) kj> 51— 8k2Z

coS (2n gwsPi(n))  isejPi(n) ki< z—;8k2Z

2N givs

g (P (n)) = (3.16)
Esta deve ser interpretada da seguinte formay (P; (n))é a funcéo que atribui para
cadaP; (n) um valor continuo de 0 a 1 que representa a fracdo de branco correspon-

dente, sendo O preto e 1 branco.
Esta expresséo gera automaticamente uma funcéo com o aspecto de 3.4. A variavel
Ngivs, COMO ja sugere a gura 3.4, representa o espacamento entre divisdes. Os fatores
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de combinacao linear foram escolhidos através de experimentacédo e é desejavel que o
cosseno das subdivisbes tenha coe ciente de combinacdo maior do que o0 cosseno das
divisbes espacadas, para garantir que a imagem gerada tenha detalhes bem visiveis
mesmo para as subdivisbes menores. Além disso, a poténcia aplicada nos cossenos
garante que a largura das faixas de probabilidade semelhante tenha bom aspecto para
a visualizacao do problema; sem a poténcia, a largura seria grande demais e o diagrama
nao mostraria detalhes.

Como exemplo, a gura 3.5 retrata um exemplo de como este codigo de cores
funciona e de como deve ser interpretado. As faixas de probabilidade semelhantes estédo
marcadas e sao representativas da dinamica; note que ha ainda uma grande liberdade
adicional na escolha do nUmerngy,s. A menos que seja estipulado o contrario, sempre
utilizamos ngys = 1000, 0 que permite imediatamente uma correlacdo com milésimos
de probabilidade e multiplos de 0,5% de probabilidade, como mostra a gura:

A P=09%eot  P=0,T%eo0m
N| P=10%c0%  P=08%u0cm P=06%z00s P =0,5%00m
200

10013

25000 {

Figura 3.5: Exemplo de codigo de cores usado no diagrama de curvas de nivel e inter-
pretacdo. Desenho sem escalas e detalhes; apenas explicativo.

Com esse codigo de cores, € possivel representar todos os resultados das nossas
simulacdes de forma satisfatéria. Os diagramds(n) t sdo particularmente Uteis
para indicar a velocidade com a qual a rede atinge seu estado assintético; infelizmente,
estes diagramas nao sao claros no que concerne 0s estados assintoticos nais. Se houver
necessidade eventualmente de realizar uma anélise destes estados assintoticos com mais
detalhes, 0 que ocorrera em casos nos quais estes estados ndo sao triviais, podemos
sempre recorrer a cortes dimensionais, gra cand® (n) para um dado tempo especi co
bastante grande em um gra co bidimensional do tipdé (n). Gra cos assintéticos que
séo cortes do estado nal de diagramas como 3.5 serdo apresentados ao longo da tese
conforme necessario.

Resultados

Caso sem elementos xos  Em nossos estudos, cobrimos inicialmente redes para
as quaisNg = N; = 0 considerando redes de tamanhos diferentes e também estados
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iniciais distintos. Escolhemos mostrar aqui os resultados de uma rede chim= 200

e com trés situacgdes iniciaiso = 100, ng = 50 e ng = 25. Destes trés, vamos tirar
conclusfes que se aplicam a todos os casos, mesmo aqueles que nao foram relatados
aqui.

Os trés casos escolhidos estédo retratados nas guras 3.6, 3.7 e 3.8. Estas guras
foram geradas com os resultados de simulacdes realizadas conforme ja discutido e
utilizam os diagramas de curvas de nivel. Em todos os trés, escolhemas= 1000,

N =200, p=0 e Ngjms = 108.

A
n

200

100

[
n
200

100

[
n
200

100

Figura 3.8: Resultados parang = 25 e N = 200.

Estes trés diagramas de curvas de nivel sdo bem representativos de variacdes na
grandezan,, variagdes essas que causam os efeitos mais interessantes de modi cagéo
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da dindmica. Cobrimos também variacdes do valor d& que, parap proximo de 1,
atuam apenas como fator complementar a uma escala inversa do tempo. Por exemplo,
p=0;9, que tem probabilidade(1 p) =0;1de ocorrer mudancga por copia, apresenta
dindmica com a metade da velocidade ge= 0; 8, que tem probabilidade(1 p)=0;2

de ocorrer mudanca por copia. Isto acontece simplesmente porque ha o dobro de
probabilidade de ocorrer alguma interac&o signi cativa na rede no cago= 0;8 do

gue no cas@ = 0;9. Desta forma, parap grande, o tempo deve entdo ser modi cado
linearmente com a expressa@l p); infelizmente, esta mesma regra parece nao se
aplicar para qualquerp.

Além disso, cobrimos também variacGes d¢, que atuam basicamente como fator
de escala linear do espaco des e fator de escala aproximadamente quadratico do
tempo para estabilizacdo. Estes resultados adicionais foram omitidos devido a sua
modi cacdo mais simples na dinamica se comparado com modi cacdes devidaa

Nota-se nos resultados que todas as probabilidades de ocorrerem estados entre
n=1en=N 1tendem a zero para tempos bastante grandes. Ha um acumulo de
probabilidade nas extremidades, em =0 en = N, que segue exatamente a propor¢ao
trocada de elementos da rede com estado interdano inicio das simulagées. No caso
da gura 3.7, por exemplo, a proporcao inicial é d5% elementos com estado interno
1 e 75% com estadoO; na tendéncia assintotica, observamos qi5% das simulagcdes
encerravam sua dindmica em = N e 75% das simulagées emm = 0; 0 mesmo vale
para a gura 3.8, com sua proporc¢ao inicial day,=N de 12, 5%.

Do ponto de vista da dinamica, é imediato ver que, quando uma rede se encontra
em estadon =0 oun = N, 0s passos da dinamica ndo vao modi car mais o estado da
rede, pois qualquer cépia que seja porventura realizada nao tera efeito algum se todos
os elementos tiverem estado interno igual. Desta forma, € natural que as simulacdes
todas apresentem convergéncia inevitavel para estes estados extremos do espago de

Ainda um outro efeito, mais sutil, pode ser observado nas imagens. Depois de
passadas varias iteracées da dindmica, nao ha mais curvas de nivel horizontais, sempre
verticais. Isso sugere que, no limite de tempo su cientemente grande, a rede tem uma
probabilidade pequena e aproximadamente igual de se encontrar em qualquer estado
entreleN 1. Veremos mais para frente, em nossas andlises analiticas, que isto é
exatamente o que acontece.

Finalmente, observamos que os resultados obtidos nas simula¢des foram todos den-
tro do esperado e condizem com o modelo. De fato, € razoavel intuir que, dado o
modelo do eleitor visto na primeira secéo, todos os elementos da rede estardo apenas
em um estado ap0s um tempo su cientemente grande e sem interferéncia de agentes
externos. Resta agora veri car o que ocorre na presenca de elementos xos da rede,

30



que podem representar também estes mesmos agentes externos.

Caso com Elementos Fixos  Dividimos os problemas possiveis em trés categorias
para facilitar a tarefa de investigacdo. Séo elas:

1. Caso de Elementos Fixos Unilateralmentaos quais ocorre quélo =0 eN; 6 0
ou ocorre queNo 6 0 e N; = 0. Por simetria, exibiremos apenas um deles.

2. Caso de Elementos Fixos Simetricament@os quaisNy = N; 6 0.

3. Caso de Elementos Fixos Assimetricamentaos quaisNg 6 0, N; 6§ 0 eNy 6 Nj.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente Neste caso, a dinamica se comporta
de uma forma bastante previsivel: depois de passado su ciente tempo, toda rede
qgue possui elementos xos com um determinado estado interno tendera a imitar este
estado interno. Portanto, todos os elementos da rede terdo aquele estado interno,
independentemente do estado inicial desta rede.

Estes casos sao bastante simples e citaremos aqui dois exemplos. Para ambos,
escolhemo® =0, N =200, ng =25 e Ngims = 107; em um deles, escolhemds; = 1,
€ no outro, optamos poMN; = 5.

Para o primeiro casoN; = 1, optamos por t =250 en; =1000. Estas escolhas
permitem uma boa visualizacéo do problema:

n
200

100

Figura 3.9: Resultados do caso com elementos xos unilateralmente paxa = 1.

Nesta primeira gura, note que a convergéncia para o estaa= 200 é realmente
lenta. As dimensdes de tempo retratadas aqui séo 10 vezes superiores as dos casos 3.6,
3.7 e 3.8, e 0 aspecto das probabilidades é bastante disperso.

O segundo caso escolhido para retratar esta categoria de problemas € um com
valor de N; = 5, de convergéncia muito mais rapida e evidente, como na gura 3.10.
Optamos por t =80 ens = 1000 neste caso em particular, 0 que mostra a rapida
tendéncia de estabilizacdo do sistema em comparacdo com o anterior.

Neste caso, notamos que ha uma convergéncia ordenada para 200, que é
marcante se comparada com a relativa dispersdo antes da acumulagcdo no caso da
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Figura 3.10: Resultados do caso com elementos xos unilateralmente paxa = 5.

gura 3.9. Estes dois casos representam bem tudo o que pode acontecer se uniNgos
ou N; for nulo; aquele que ndo é nulo dita a situagdo nal do sistema e 0 seu valor
re ete diretamente na velocidade de convergéncia do sistema. Outros casos unilaterais
seguem também os padrdes vistos aqui, sem nenhuma excec¢ao encontrada.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente Neste caso, a dinamica se comporta
de uma forma ainda previsivel, mas nao tdo simples quanto no caso anterior. A
presenca de elementos com estado interno xo dos dois tipos possiveis e em igual
guantidade faz com que a rede nado estabilize nos extremos, mas sim assuma uma
distribuicdo de probabilidade simétrica ao redor d&l=2 e maxima justamente para
n = N=2. Aqui, hovamente, o estado inicial da rede € completamente irrelevante.
Escolhemos como representantes dos resultados quatro casos para os huai00,
p=0,n=25¢eNgns =2 10; nestes, temoN, = N; = 1 no primeiro caso, que é
um caso andmalo, como veremos em brew; = N; = 2 no segundoNg = N; =3
no terceiro e nalmenteNy = N; =5 no quarto caso.
O primeiro caso,Ng = N; = 1, tem como parametros de amostragemt = 120 e
n; = 1000 e pode ser visto na gura 3.11.

P
150000 {

Figura 3.11: Resultados para caso simétrico comdyg = N; = 1.

Na realidade, o que se vé nesta gura € um tanto inesperado. Esperavamos encon-
trar uma distribuicdo de probabilidades que fosse maior ao redor de seu centro, em
n = N=2, e ndo uma que aparentemente € uniforme, como se observa aqui, ja que o es-
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tado assint6tico nal é composto apenas de uma faixa de probabilidades. Na realidade,
por causa da escolha de curvas de nivel, esta curva € uma das mais fortes e corresponde
a uma probabilidade de aproximadament®; 5%, o que realmente corresponde a uma
distribuicdo uniforme ao longo do01 estados possiveis para a rede.

Veri camos que este resultado é realmente valido em qualquer situagdo inicial,
contanto que ocorra queNy = N; = 1. Nao se trata de problema dos nossos célculos;
este resultado foi independentemente veri cado de forma analitica, como veremos em
breve.

Para analisar este resultado em mais detalhe, foi feito o gra co bidimensional de
P120000(N) Na gura 3.12, e vemos que de fato trata-se de uma distribuicdo uniforme,
se desconsideradas as utuacdes aleatorias.

P(n)
00052
Ummmmwmwmwwwmwmww
00046

0.0042

n
25 50 75 100 125 150 175 200

Figura 3.12: Curva P, (n) comt =1;2 1CP.

O proximo caso que estudamos foi o d¢; = N; = 2, que realmente apresenta uma
distribuicdo assintética de probabilidades mais condizente com o esperado e centrada
no valor n = N=2. Os parametros de visualizacao escolhidos forant = 40 en; =
100Q note que a convergéncia para a situacdo de equilibrio € muito mais rapida neste
caso.

n
200

100

Figura 3.13: Resultados para caso simétrico comg = N; = 2.

De fato, como seria de se esperar, neste caso nota-se uma curva de distribuicéo
de probabilidade ap6s um grande nimero de iteragcbegjue é simétrica e maxima
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para n = N=2. A estabilizacdo da rede ocorre aproximadamente trés vezes mais
rapidamente do que no caso da gura 3.11, como indica a escala de tempo, uma vez que
em um casat; = 40000 e no outrot; = 120000 Ainda assim, ha uma probabilidade
apreciavel de encontrar a rede em um estado qualquer rle

Para o proximo caso,Ny, = N; = 3, vemos que a curva de probabilidade torna-
se mais estreita e continua simétrica. A rede tem uma probabilidade crescente de
interagir com os elementos Xx0s neste caso, e a proporcédo de elementos xos afeta o
sistema mais drasticamente. Para o desenho, tomamos = 25 e ny = 1000.

A
n

200

100

Figura 3.14: Resultados para o caso simétrico em qdy = N; = 3.

A convergéncia para o estado assintotico, como pode ser notado na escala de tempo,
€ também muito mais rapida neste caso em relagdo aos casos anteriores.
O quarto e ultimo caso escolhido é o d¥y = N; = 5, no qual a convergéncia
€ extremamente rapida e a rede estabiliza em um estado bastante estreito ao redor
de n = N=2. E interessante notar que a distribuicdo de probabilidade se estreitou
bastante com uma perturbacéo na forma de elementos xos que tem probabilidade de
cerca de5% de atuar em um dado passo da dinamica. Para a gura, optamos por
t =10 e ns = 1000; note que a escala de tempo é tal que foram efetuados 12 vezes
menos passos da dindmica do que no caso da gura 3.11. Note que alteramos pela
primeira vez ao longo deste trabalho os valores de curva de niveli,s = 250 neste
caso em particular. Desta forma, as curvas de nivel fracas distddlyd% umas das
outras, e as fortes distan2%.
Para uma comparacao rapida e imediata da situacdo de equilibrio dos casos visita-
dos, podemos gra car as probabilidadeB; (n) parat maximo de nossas simulacdes:
Nota-se imediatamente um estreitamento da distribuicdo de probabilidades quando
0 numero de elementos xos da rede € aumentado.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente No caso de haver elementos xo0s
dos dois tipos, mas em quantidades diferentes, as curvas vistas quaNtp= N; ap-
resentam distor¢gdes correspondentes a esta desigualdade. Investigaremos aqui alguns
casos conNg =5 xo ao longo destes casos e co; variavel, podendo ser 1, 3, 10
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Figura 3.16: Comparacédo de curvas de probabilidade assintéticag ! 1 ).

ou 20. Todos os casos téid = 200, p= 0, Nsims = 108 eng = 25, notando que, nova-
mente, ng € grandeza irrelevante para o estado assintético da rede. Valores diferentes
de ny causam distor¢cfes previsiveis na dinAmica, que se ajusta correspondentemente;
optamos por omiti-las aqui por ndo se tratar de nada de grande interesse.

No primeiro caso,Ng =5 e N; = 1, temos um acumulo de simula¢gbes tendendo
paran =0, como seria de se esperar. Ha uma curva de distribuicdo de probabilidades
crescente a medida em que's decrescem. Escolhemos aquit = 12 e n; = 1000, e
modi camos as curvas de nivel paragys = 250 (divisdes a cad&2% de probabilidade
e subdivisdes a cad; 4% de probabilidade).

A
n
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100

1=

12000 {

Figura 3.17: Resultados para caso assimétridd, =5 e N; = 1. Note quengys = 250
aqui.
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O acumulo de probabilidades na gura 3.17 é tal que o maximo de probabilidade,
gue estd em aproximadament@; 5%, esta localizado realmente em = 0. As simu-
lagbes mostraram portanto que a rede tende a copiar o estado mais presente; notamos
também que a propor¢cédo de elementos xos em cada estado, que é de 1 para 5, ndo
in uenciou o valor maximo da curva de probabilidades de uma maneira previsivel.
Originalmente, tinha sido cogitada a idéia de que tal maximo apresentasse regra de
proporcionalidade, assim como a proporcdo de simulacdes que convergia assintotica-
mente paran = 0 ou n = 200 no caso deNy; = N; = 0 dependia da proporcéo
de elementos com estado 1 no inicio das simula¢gdes, mas ndo ha nenhuma regra de
proporgdes que se apresenta nestes resultados.

O préximo casoNg =5 eN; = 3, jA mostra que o maximo da curva de distribuicao
de probabilidades ndo esta mais localizado em= 0. Para esta gura, escolhemos

t =15 e n; = 1000, e modi camos as curvas de nivel paragys = 750 (divisdes a
cada0; 67%de probabilidade e subdivisdes a cada13% de probabilidade).

A

n
200

Figura 3.18: Resultados para caso assimétrico coly =5 e N; = 3. Note quengys =
750aqui.

Nota-se que a rede admite, para tempo grande, um aspecto bastante préximo do
da gura 3.14, como seria de se esperar. Ha uma tendéncia de as simulacdes utuarem
em estados comm inferior a N=2, o que € natural e esperado, poldy > N ;. Os outros
dois casos nais estédo retratados nas guras 3.19 e 3.20, corh= 20 en; = 1000 em
ambos 0s casos.

Notavelmente, da mesma forma que a curva de distribuicdo de probabilidade ass-
intotica para tempos grandes torna-se mais estreita no caso simétrico, ha um estreita-
mento nas guras 3.19 e 3.20 que é bastante evidente. Na gura 3.20 em particular,
temos probabilidades excedend®% - as que correspondem as faixas em branco - o
gue nao aparece quando ha pequeno numero de elementos com estado interno Xxo.

Para comprovar todas as nossas observacfes e nalizar esta se¢cdo, apresentamos
as distribuicdes de probabilidade para ! 1  para cada um dos casos das guras
anteriores na gura 3.21 na préxima pagina.
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Figura 3.19: Resultados para caso assimétrico

Ngivs = 750 aqui.
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Figura 3.20: Resultados para caso assimétrico

Ngivs = 500 aqui.
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Concluindo, obtivemos algumas conclusfes bastante cruciais que distinguem o caso
de redes com elementos xos do caso estudado anteriormente. Inicialmente, notamos
gue o estado inicial da rede ndo é de nenhuma relevancia para o estado nal que
esta assume para tempos muito grandes. Vimos que o0s estados assintéticos para
tempos grande sao inteiramente governados pela quantidade de elementos com estado
interno xo da rede de uma forma bastante previsivel. Em qualquer circunstancia, a
rede livre acaba imitando grosseiramente os elementos xos de alguma forma, sendo
gue a imitacdo sera bastante vaga - i.e., de grande largura probabilistica - para uma
guantidade pequena de elementos xo0s e bastante precisa - i.e., de pequena largura
probabilistica - para uma quantidade grande de elementos xos da rede. Em nossas
simulacdes, constatamos que grande aqui é da ordem de alguns pontos percentuais
do tamanho total da rede para obter uma estreita distribuicdo de probabilidade nal.

Encerrada a analise numeérica do problema, vamos resolver analiticamente a dinamica
destes sistemas e realizar uma comparacao entre as duas abordagens.

3.2.3 Resolucao Analitica

Uma vez adquirida familiaridade com o problema e ja realizados os calculos numéricos,
vamos agora abordar a dindmica de uma rede totalmente conectada de uma forma
analitica, estendendo o que ja foi visto na introducéo.

Iniciaremos a nossa analise voltando as expressdes 3.10 e 3.11 na pagina 20, que
mostram a matriz de evolugdo temporal do \1etor de probabilidade. Da expresséo
3.10 é evidente que um vetor de probabilidad®; em um Itempo qualquert pode
sempre ser escrito em funcdo do vetor de probabilidade inicRly da seguinte forma:

'P= UPy: (3.17)

Ressaltamos que, nesta expressdd’ designa uma poténcia dé&J e ndo a matriz
transposta. Desta expressao, torna-se evidente que os autovalores e autovetords$ de
sdo de grande importancia; porém, devemos salientar desde ja que a mdtrindo é
simétrica e, portanto, 0s seus autovetores ndo seguem as regras tradicionais da algebra
mais basica. Embora exista apenas um conjunto de autovalores pd&fasendo este
(N + 1) -dimensional, ha dois conjuntos distintos de autovetores desta matriz: os pela
direita e os pela esquerda.

Deste ponto em diante, vamos numerar 0os autovalores tle , com um indice
inteiro r entre 0 e N denotando-os de ;. Além disso, denotaremos 0s autovetores
pela direita deU por a r, com o indicer correspondendo ao autovalor de cada autovetor
especi co; note que oa séo vetores coluna e se assemelham com a expressaB de
dada em 3.9. Denotaremos o0s autovetores pela esquerda ber lembrando que estes
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sdo vetores linha. Temos entao:

l!J a,= ,a, (3.18)

| !
"b,U= | b (3.19)
Para lidar com a &lgebra deste espagdN + 1)-dimensional e cientemente, vamos
agora escrever a sua regra de identidade e de produto interno, ambas um pouco dis-
tintas do que o usual para uma matriz simétrica.

Aoy
2a b =1 (3.20)
r=0 r
|
b, an= oo (3.21)
X

r= am bm (3.22)

m
Na expressdo 3.20l € a matriz identidade(N +1) (N +1) -dimensionall, &m
designa om-ésimo componente élear e b, designa om-ésimo componente deb,.
Levando em conta esta algebra, podemos projetar um vetor de pr'obabilidades no es-
paco de autovetores. Em particular, utilizando 3.20, podemos escrewey da seguinte
forma:

! D
Po= — b, Po’ a;: (323)
r=0 r
|
Agora, podemos simplesmente propagdt, multiplicando 3.23 porU! e utilizando

3.18:

P =U'Py= b, Po a: (3.24)

! | X\'till |
r=0 r

O problema entédo se resume a encontrar os dois conjuntos de autove'tosnese!z b,
e 0s seus autovalores; correspondentes. Uma vez encontrados estes, pode-se sempre
utilizar 3.24 para encontrar qualquer probabilidade futura. Quando é do interesse
saber uma probabilidade de transicdo especi ca dado um estado iniaig) precisamos
realizar a seguinte operacao de reconstrugcdo de um componemeEsimo especi co do
vetor de probabilidades:
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X :
Poon ()= —Dbm,am (3.25)
r=0 '
Manipulando a Matriz de Evolucdo Temporal A matriz de evolucéao temporal
U, conforme de nida em 3.11 na pagina 20, pode ser escrita de uma forma mais pratica
se consideradas as simetrias das expressoes de 3.7. Veja, em particular, que podemos
reescrever o (n) da seguinte forma:

[n(n 1+Ny)+(N n)(N n 1+ Ny

1 : (3.26
N(N+No+ N; 1) (3.26)

o(N=1+(1 p

Nesta equacao, ja € possivel veri car que sera pratico rede nir 0 nosso problema
mapeandoU em uma outra matrizW de acordo com:

1 p
N(N+Ng+N; 1)

ondel é a matriz identidade eW é dada por:

u=1+

W; (3.27)

00 (0) ©

0 1
0
+(1) @ @ :
+(2) : . (3.28)
(N 2) 0
LN D o(N 1) (N1

0 + (N) o(N)

com os encontrados apds manipulacao algébrica:

8
2 o= 2n(N n) Ni(N n) nNg
+=(N  n+1)(n 1+Ny) : (3.29)

>
' =(N n 1+Ng)(n+1)

Estas expressfes sdo notavelmente mais simples do que as expressdes para 0s
pois com o uso d&V, evitamos completamente a dependéncia gm De acordo com o
mapeamento 3.27, 0os autovetores d&/, tanto pela esquerda quanto pela direita, séo
0s mesmos dé&J; porém, os autovalores devem ser corrigidos de acordo com:

1 p
=1+ 3.30
' N(N+Ng+N; 1)°' (3.30)

40



Aqui, , s&@o os autovalores da matridV associados ao autovalor, de mesmo
autovetor de U. Estas manipulacdes iniciais facilitardo signi cativamente a tarefa de
encontrar os autovalores e autovetores dé.

Autovalores da Evolucdo Temporal Para encontrar os autovalores d&V, uti-
lizamos o software Mathematica para alguns célculos em varios casofNdpara obter
varios conjuntos de autovalores d&/. Retratamos alguns destes conjuntos, ordenados
em forma decrescente de,, na tabela 3.3, naqual = Ng+ Nj.

| N [ Conjunto de Autovalores \

2 | 10, ; 2(+1) g

4 110, 5 2(+1) ; 3(+2) ; 4(+3) 9

6 110, ; 2(+1) ; 3(+2) ; 4(+3) ; 5(+4) ; 6(+5) ¢

110, 5 2(+1) 5 3(+2) 7 4(+3) ; 5(+4) ; 6(+5) ; 7(+6) g

Tabela 3.3: Alguns conjuntos de autovalores , para diversos valores d&. Note que
= No + Nl.

Nota-se imediatamente que os autovalores sdo gerados a partir de uma mesma
formula que independe deN, sendo queN sO especi ca quantos elementos gerados
pela mesma férmula s&o relevantes. Além disso, observando a tabela 3.3, a formula
para os autovalores torna-se evidente:

r = r(r + Ng+ N 1) (331)

Nesta expressado;, € um numero entre0 e N. Desta forma, podemos utilizar 3.31
em 3.30 e obter os autovalores, da matriz evolucéo temporalJ:

r(r+ No+ N; 1)
N(N+ Nog+N; 1)
Comprovamos esta férmula em muitos outros casos e optamos por nao relatar estes
aqui. Explicamos aqui a maneira pela qual os autovalores foram obtidos apenas. Uma
demonstracdo mais rigorosa usando 3.28 provavelmente € possivel, mas ainda nao cheg-

amos em tal demonstraco até este ponto do trabalho. E também possivel con rmar a

consisténcia deste resultado utilizando a invariancia do traco da matriz (ou mesmo

W), 0 que garante que o seu traco deve ser igual & somatoéria dos autovalores. A

expressao correspondente leva, depois de algumas manipulacdes, a um resultado com-

pativel com os , e | propostos; esta, € claro, ndo seria uma demonstracao rigorosa.
Neste ponto, ja é possivel demonstrar que o valor geleve introduzir uma correcao

linear na escala do tempo par@ proximo de 1. Para tanto, lembramos que nenhum

dos valores possiveis de; pode depender de, pois W independe dep. Agora veja

=1 (1 p (3.32)
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que a dependéncia temporal das probabilidades é dada, de acordo com 3.24, por
Assim, temos uma dependéncia temporal do tipo:

r(r+No+N; 1) °
N(N+ Nyg+N; 1)

Agora veja que, s esta proximo del, entdo esta expressdo pode ser aproximada
para 3.34, contanto que (r + No+ N; 1) sejada ordem deN(N + Ng+ N; 1) ou
menos, 0 que sabemos que é verdade, pbis r N. Portanto:

=1 1 p (3.33)

{ e WoveNgiwy o) ol (3.34)

Desta forma, comprovamos o que vimos nos resultados numéricos sobre a atuacao
do fator p: 0 seu complementar a um € um fator de escala linear no tempo, de fato.
Infelizmente, por causa da natureza da poténcia envolvida em 3.33, ndo podemos
dizer o mesmo para o intervalo todo de e qualquerN. Isto é razoavel e segue
a nossa intuicdo, pois a nal, para valores arbitrarios d@, a probabilidade de néo
acontecer nada em varias etapas da dinamica seguird uma distribuicdo de Poisson, e a
probabilidade de ocorrer algo sera sempre a complementar desta; assim, ndo obteremos
uma expressao tao simples quanto 3.34. No caso geral, a atuacap denda depende
do valor der, pois ndo ha como separa-los em 3.33.

Ha ainda uma outra forma interessante de observar 3.33. Cada fatdr esta asso-
ciado a um autovetdr a, e carrega signi cado a respeito do comportamento no tempo
de cada um do'sa,. Em particular, todos os , seguemp + 1. Os autovalores

+ =1 representam autovalores que sdo autoestados da dinamica e, desta forma, per-
manecerdo sempre presentes para tempos muito grandes. Portanto, a estes autovalores
estdo associados os autovetores assintoticos no tempo do nosso problema. Todos os
outros autovalores sdo transitérios, com! < | < 1, e sdo referentes a dinamica que
se observa no inicio de todas as simulagdes.

Podemos ainda realizar uma analise grosseira de tempo de estabilizacao da dindmica
baseando-se em algo parecido com o que zemos para a expressao 3.34. O autovalor
correspondente ao autovetor cuja presenca cai mais lentamente - aquele que perdurara
por mais tempo - é o de& pequeno; assim, se voltarmos a 3.33 e consideraros 1,
temos agora a relacgéo:

r(r+ No+ N; 1)
N(N+ Ny+N; 1)

Desta forma, vale a equacao: (note: por uma razao diferente de 3.34).

1; (3.35)
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r(r+Ng+Njp 1) t

Lo @ PNN+NgrNg DL (3.36)

Nesta equacédo, vemos agora que, independentemente do valompda dinamica
estabiliza-se com um tempo caracteristico seguindo:

—_
|~

2 € (3.37)
com

_N(N+No+N; 1)
©or(r+Ng+Np 1)
Esta relacdo nos diz que a rede estabilizara em um tempo da ordem de aproxi-
madamenteN 2 no caso livre em quéNg = N1 = 0, e que a in uéncia del p volta
a ser linear no tempo pard\ grande, se considerarmos apenas a grandeza tipica de
estabilizacdo da rede. Vale lembrar aqui que as observacdes de antes ainda valem:
1 p exerce fator de escala linear apenas para este calculo e considerando N;
para os outros autovalores, a expressao 3.33 nao € tao informativa.
Uma outra observacgao interessante de 3.38 é que, se um Ngsou N; forem nao
nulos, entdo o autovalor ; deixa de corresponder a um autovalor assintético e passa
a ser autovetor com maior tempo de vida da dinamica. Se os valoresNlg ou N,
forem muito inferiores aN e préximos de 1, teremos um maior até do que 0 maximo
no caso em queNg = N; = 0; porém, seNgy ou N; ndo forem préximos de 1, a
expressao 3.38 indica que a estabilizacdo da dindmica sera mais rapida do que no caso
No= N; =0.

1 p: (3.38)

Autovetores da Evolucdo Temporal Para encontrar os autovetores do Nnosso
problema, retornaremos a matriz auxiliatW de nida por 3.28 e 3.29. Em particu-

lar, veja que podemos escrever uma equacao mestra semelhante a 3.7 na pagina 19
com os de 3.29 e entdo, utilizando os,, chegar em uma relacdo de recursdo que
deve ser satisfeita pelos componentag, de cada um dos autovetor;asar. Note que

a expressao depende, naturalmente, degambém:

(N+1)(N+No n 1agm+ =[2n(N n)+ N1 (N n)+ Non  (Jan,
(N n+1)(Ni+n 1)as 1
(3.39)
Uma expressao inteiramente analoga pode ser encontrada utilizanfotransposta
para os autovetores pela esquerda, que satisfazem:
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(N n)(Np+ B =[(N n)(Na+n)+n(N+No n) ]hb

(3.40)
n(N + No n) b;n 1

A resolucdo destas relacbes de recursdo pode ser feita utilizando um raciocinio
inverso ao de Frobenius. Vamos converter 3.39 em uma equacgéao diferencial propondo
uma funcao geratriz:

X
Pr(x)=  anx" (3.41)

n=0
Agora, multiplicaremos 3.39 porx™ e somaremos sobren. Todas as expressdes
resultantes podem, apds alguma manipulacédo algébrica, ser escritas em termos de
P, (x) de 3.41; obtemos assim a seguinte equacéao diferencial:

d?P, (x)
dx?

x(1 x) H(T N No) (1+Ni N)x]

dp(;)gx)+ NN P (x)=0
(3.42)

E interessante notar aqui que a equacdo 3.39 foi convertida em 3.42 considerando
que foram aplicadas duas condi¢bes de contorne;y+; = 0 ea. ; = 0. Isto é
necessario para que a relacao de recursao 3.39 valha até mesmo nas extremidades do
nosso problema; note que teoricamente, estes componerggscomn < Ooun > N
nem sequer existem, mas foram criados para ns de calculo. As duas condicbes de
contorno nos dizem, a partir dos de 3.29, que qualquea,, comn< loun>N +1
também é nulo.

Se |, =0, entdo a equacao 3.42 torna-se uma equacédo hipergeométrica de solucao
conhecida. Nesta situacao, temos de considerar ainda dois casos distintos. Primeira-
mente, seN; 6 0 ouNg 6 0, entdo , = 0 implicar =0, e as duas solucdes linearmente
independentes sdo construidas com base na seérie hipergeomeétrica, que escreveremos
com simbolos de Pochhammer:

Po(x)= F( N;Ni;1 N Ng;x)

; 3.43
Po (x) = x(N*NOE (Ng; N + No+ Ny;N + No+1;x) (3:43)

com

s (a)fng (b)fng 2

F(abic;3= e

(3.44)

44



(a+n) _ (a+n 1)

(a) (a 1)
(3.45)

Das duas solucdes 3.43, aquela que é do interesse € apenas a primeira, uma vez que
a segunda tem expansdao cujas poténcias comecam necessariaments enlN, e ndo
podem portanto ser interpretadas como componentes dos Nnossos autovetores.

Por outro lado, seNg = N; =0, entdo , =0 implicar =0 our =1, e a equagéo
diferencial 3.42 torna-se:

(@' =a(a+1)(a+2):::(a+n 2)(a+n 1)=

XdZPr(x) N dP; (x) _
dx? dx

Esta equacdo admite as duas solucdBs(x) = 1 e P, (x) = xN, que representam
as duas situacOes da rede possiveis para redes livres: uma emnqaed, ou seja, a
rede toda encontra-se no estadd, e outra situacdo em quen = N, ou seja, todos
os elementos da rede encontram-se no estatlo Neste caso, as duas solugdes séo
relevantes.

Enquanto que as solu¢des com =0 carregam informacdes a respeito do compor-
tamento assintético do problema, pois, = ! = 1 neste caso, devemos considerar
3.42 para ; 6 0 para obter todos os autovetorésar. Passa a ser necessaria uma
mudanca de variaveis:

1 N)

0: (3.46)

1

Pr (X) = 1 X)(r+ No+ N1 1)fr (X) : (3-47)
Colocando 3.47 em 3.42, obtemos a seguinte equacao:
2
x@ 0O v T ® o =0 (aag)
8
2 ' =1 r Np
=1 r N Ng N;j: (3.49)

=1 N Ny

A equacado 3.48 é uma outra equacdo hipergeométrica e tem como solucdo duas
expressdes do tipo 3.43, mas com parametros modi cados. Consideramos novamente
gue uma delas nao faz sentido para o nosso caso, uma vez que ha uma poténcia do
tipo xN*Ne multiplicando a funcdo hipergeométrica, o que faz com que os coe cientes
da expansao excedam as nossas poténcias procuradas. A expressao adicional do tipo
(1 x) @ que aparece na frente ndo muda isto, pois a expanséo desta funcéo ao redor
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de 0 mostra que s6 ha poténciag’ comi 0. Desta forma, a funcéo geratriz para
60 é:
;

1
(1 X)(f+ No+Ni 1)

P (x) F( r Ngl r N Ng N1 N Ngx):

(3.50)
Cada uma destas funcdes pode ser expandida em série de poténcias, deque
resulta nos componentes dos autoveto'rear. Utilizaremos, sempre que possivel, a
notacéo de Pochhammer de 3.45:

_ X (No+ Ng+r1  1)n

am Dp; (3.51)
0=0 (n p!
com
D, = ( 1)9 (N0+ r p)fpg (N + N0+ Nl+ r p)fpg. (352)
Cop (N+No )" |
e
p=min [n;No+r 1]: (3.53)

Note que estas expressdes sao sempre validas e resolvem o problema de encontrar 0s
! ar; para que estes autovetores tenham utilidade, porém, ainda € necessario encontrar
os b,. Para tanto, voltaremos a equacédo 3.40 e de nimos uma outra funcéo geratriz

g (x), inteiramente andloga a de 3.41:

N-X\Io 1
Qr (x) = b X" (3.54)
n= Nj;+1
E importante notar que os limites da somatéria neste caso ndo s&o triviais. Isto
ocorre porque, para manter a equacao diferencial consistente com 0 nosso problema
e fazer com que a relagédo de recursédo 3.40 valha em todo lugar, escolhemos como
condi¢des de contorno qué. n;, = b.n+n, = 0. ISto, de acordo com os de 3.29,
garante que todob,, comn< Nj;en>N + Ng seja nulo.
Realizando agora a multiplicacdo de 3.40 pot” e somando emm, chegamos, apo6s
manipulacdo algébrica cuidadosa, na seguinte equacéo diferencial:

X(l )92 d2Qr (x) +(1 X) [(N N1+l) X(N +| NO 3)] derX(x)+

dx?2

(3.55)
w NN;+ +X(N+Ng 1) Q (x)=0:

+
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Esta equacdo diferencial ndo-homogénea é de dificil manipulacéo, e faz-se necessario
utilizar a mudanca de variaveis:

(1 Ni)

Q0= o (9 (3.56)

Esta mudanca de variaveis faz com que 3.55 se tranforme numa equacao diferencial
hipergeométrica do tipo 3.48, com parametrds, e dados por:

8

> ' =1 r N;

o =1 1 N N Np: (3.57)
" =1 N N

Desta forma, se desprezarmos novamente a segunda solucdo linearmente indepen-
dente devido a presenca de poténcias muito maiores do que as nossas, restritas entre
x' com0 i N, afuncéo geratriz 3.54 é:

¥ Ni1)
Q(X)= —F(@ r N ;1 r N No Npi1I N Npx): (3.58)
(1 X)(f"‘l)
Esta solucao pode, assim como|3.50, ser expandida em série de poténciaspdea
a obtencdo dos componentds, dos b,. Ha uma situacdo que deve ser tratada em
particular, que € a deNg = N; = 0; nesta, as duas solucdes, que devem ser tratadas

separadamente, séo:

0 1 0 1
1 N
1 N +2
| 1 | N +4
" bo= : b, = : (3.59)
1 N 4
1 N 2
1 N

No caso em queN; 6 0 ou Np 6 0, a expansdo em série de poténcias de 3.58
fornece:

_Xp (n p+ Ny
r!

Dyp; (3.60)
p=0
com
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_(DP(Ni+r '™ (N+No+ Ny+r p)™

D ; 3.61
S (N+ Ny p)'P oo

p=min[n+N; L N;+r 1] (3.62)

Todos os valores, incluinddy, e by, estdo sempre de acordo com a solugdo numérica
e até com diagonalizacdes algébricas diretas realizadasMethematica para matrizes
W pequenas.

Ainda é possivel normalizar o autovetor assintético (com = 1) para o caso em
gue Ng e N; séo diferentes de zero. Neste caso, obtemos:

X (No 1)' (N+Ng+N; 1)

LT NN D (No+ Ny 1)

(3.63)

Desta forma, assintoticamente, podemos de nir uma densidade de probabilidade
dada por:

(Nz+n I)I(N+Np n 1)

(n) = C(N;Nyo;Ny) (N myini (3.64)
com constante de normalizaca®@ (N;Ng; N,) dada por:
|
C(N:NoiNg) = C(N;N3; No) = NI+ No D) (3.65)

(N+ No+ N; DI (N; 1) (Ng 1

A formula 3.64 corresponde rigorosamente aos resultados numéricos obtidos através
de estatistica de simulacdes.

3.2.4 Generalizacédo para N e N; ndo-inteiros

Do ponto de vista da genética de populacdes, seria interessante considerar a possi-
bilidade de as taxas de mutacdo associadas com os nds de estado interno xo as-
sumirem valores quaisquer e ndo so os numeros raciongis No=(N + No+ N; 1)

e 1= N;=(N+ Ng+ N; 1). No nosso modelo, obtivemos uma solugéo para estes
casos automaticamente, uma vez que as nossas equacdes diferenciaipp@arpe g (x)

sdo perfeitamente validas para valores reais quaisquer g e N;. Além disso, para

as expressoes da, e b, podemos substituir diretamenteN, e N, por grandezas
reaisg e ¢, escrevendo as probabilidades em termos de funcbes gama. Para as dis-
tribuicdes de probabilidade de equilibrio (autovetores com = 1), obtemos, desta
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forma, a expressao:

N ! (w+n) (N+qgp n)
(N nm)tn! () (N + o)

Nesta expresséog, e ¢ podem ser quaisquer dois niameros reais que de nam as
taxas de mutacdo. O caso em gqup = ¢ representa mutacdes sem preferencialidade,
nas quais um estado pode ser alterado para 0 ou 1 com igual probabilidade. Se
o 6 1, as mutacdes tendem a um dos alelos (equivalente ao nosso estado interno) de
um gene, em um problema genético tipico. Podemos interpretar este caso como um
favorecimento por selecédo natural de um dos alelos. Uma das vantagens de mapear o
problema de genética de populacdes, no qual deriva genética e mutacbes competem,
€ gue podemos subseqlientemente considerar estruturas diferentes de redes. A gura
3.22 indica alguns exemplos da expresséo 3.66 para varios valores nao-inteirddde
e Nj.

P(n) = (3.66)

N=N=05 |

P(m)

Figura 3.22: Alguns exemplos deP (n) de 3.66 para varios valores ddg e Nj.

Podemos ainda aproximar a expressao 3.66 para o caso emigyge l1leN; 1
em dois limites: o primeiro, paran N, e 0 segundo, paran 1. Faremos uso das
seguintes aproximacoes:

1. (k+ ) (k)(@+ Ink) para 1=In(k) e k inteiro.
2. () 1lpara ! O
3. (1 x)= =[sin(x) (x)]
Utilizando as expressdes (1) e (2) em 3.66, temos, para N,

(N n 1

P () (N 1)

m (n 1IN;(1+ Nylnn)
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_ NN 1 Nl Nl
De forma analoga, paran 1 podemos obter:
Ny _
P(n) m[1+(Nl No)In NT: (3.68)

Estas duas expressfes ndo estdo simétricas devido ao fato de que a solugédo ainda
ndo foi adequadamente normalizada em nenhum dos dois casos. Podemos utilizar a
expressao 3.65 com fungcdes gamma no lugar de fatoriais e fazer uso da expresséao (3)
para chegar em uma normalizagéo:

(1)( No+ Ng)cos(N ) ( N)[1+(No+ N1)InN]

C(N;No;N1) N ocos(N ) (1) ( N)[I+ NoInN]

_ No + N7 [1+(No+ N]_)'I"IN]
~ No [1+ NgInN]

+
w (L+ N7InN): (3.69)
0

Note que esta constante € a mesma, independentemente do limite tomado ( N
oun 1). Dividindo as expressdes 3.67 e 3.68 por 3.69 obtemos:

N1No 1
(n) No + N; (I Nipln N)W para n N (3.70)
e
N:Ng 1 _

Uma vez obtidas estas duas solucdes, podemos soma-las e obter trivialmente uma
excelente aproximagéo para qualquer entre O eN dada por:

N1Ng
No + N;

ﬁ(l NoInN) 3.72)

(m) ¢

1
(@ NilnN)+

A gura 3.23 mostra uma comparacéao da solucao exata com esta aproximacao para
um caso em quéNy, = N; =0;01e N = 100; a correspondéncia € excelente.

3.2.5 Andlise de redes complexas através de valores efetivos de No e N

Se a dinamica de dois estados internos utilizada até este ponto for estendida para
redes mais complexas, teremos problemas sérios para repetir a analise feita até este
ponto, uma vez que a matriz de conectividade irregular destas redes torna uma for-
mulac&o analitica intratavel. Mas, sempre qudl, 6 0 e N; 6 0, ha uma distribuicédo

de probabilidade assintética (para ! 1 ) nao trivial, como no caso da rede total-
mente conectada, e € uma proposta interessante descrever esta curva assintética no
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Figura 3.23: Comparacao de distribuicoes assintoticas de probabilidade da dinamica
para rede totalmente conectada: em preto, curva obtida exatamente através da férmula
3.65 e em cinza, curva aproximada com 3.72 paly = N; =0;01eN = 100.

formalismo de uma rede totalmente conectada.

Isto pode ser conseguido de uma forma bastante imediata. Quando, em redes mais
complicadas, temos nos cujo estado interno esta xo, estes ndés exercem uma in uéncia

na rede que ndo € igual a exercida por um elemento de uma rede totalmente conec-
tada. Podemos entéo ajustar dois parametro8\o).; € (N1), que chamaremos de
valores efetivosde Ny e N, estes sendo niumeros nédo-inteiros tais que a distribuicéo
assintotica de 3.65 imite de uma forma bastante satisfatoria uma curva assintética de
probabilidade obtida para uma rede nao-totalmente conectada coly e N; inteiros
dispostos de uma forma complexa na rede. Ao longo de nossas proximas secdes, que
estudam a dindmica de outras redes mais elaboradas do que a totalmente conectada,
faremos esta andlise varias vezes e veremos que, para redes sem carater extenso, €
possivel ajustar(No) € (N1) tais que a distribuicéo assintotica de probabilidade

€ muito bem explicada pelo nosso modelo. Discutiremos as implicacdes destas com-

paracdes na conclusdo deste trabalho, apdés uma analise de todos os dados referentes
as outras topologias.

3.3 Dinamica em Rede Aleatéria
3.3.1 Criando a Rede

Redes aleatorias, ja explicadas no capitulo 2, sdo boas aproximacdes para um grande
namero de sistemas reais. Assim sendo, € de interesse investigarmos como se comporta
a dinamica de um sistema destes. Infelizmente, nenhuma tentativa de solucionar o
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problema analiticamente baseado na equacédo 3.4 na pagina 18 tera sucesso, uma vez
gue a matriz de conectividade € aleatoria.

Uma abordagem numérica é imediata e pode ser realizada com uma modi cacao
bastante simples do algoritmo utilizado para o problema totalmente conectado. De
fato, podemos utilizar exatamente as mesmas variaveis, adicionando uma série de
nameros inteirosvy (i), com1 i N, que designa o numero de vizinhos deésimo
no da rede. O algoritmo deve entdo ser modi cado de forma tal que a sele¢ad gg
0 elemento a ser copiado, deve ser feita considerardo icop Vi (ia), ONdeiy €,
como ja de nido anteriormente, o né que tera seu estado interno atualizado. Em uma
rede totalmente conectadays (i) = N + Ngo+ N; 1, em geral, como em uma rede
real, este ndo é o caso.

Uma vez modi cado o algoritmo para incluirvy (i), basta entdo gerar uma rede
aleatéria com uma probabilidade de conexdm. ~ 1=N e preencher a matriz de viz-
inhos v (i;j ) de uma forma representativa. Resumidamente, utilizaremos a seguinte
sequéncia para realizar esta tarefa:

1. Criaremos uma lista de pares de numeros inteiros que contenha os indices dos nés
ligados por todas as conexdes possiveis. A lista segue o formato

f(1,2);(1;3);:::5(2,3);(24) (N 2N (N L;N)g
onde para todo par(i;j ) valei <j , € hAngonexses= N (N 1)=2 pares de indices.

2. Inicializamos uma rede completamente sem conexdes, para a quafi) = 0 para
todoi.

3. Varremos a lista denggnexses UMa por uma e sorteamos, para cada pdr;j ),
um numero realz. Sez < p., entdo adicionamos uma conexao entre aquele par
particular de indices, adicionando 1 emy (i) e emvy (j) e fazendov (i; vy (i) = |
ev(j;vs (j)) = i. Sez > p., entdo ndo ocorre nada.

Esta sequéncia gera os dados necessarios para simular a dindmica de redes aleatorias
de acordo com os mesmos algoritmos ja explicados na secdo de dinamica de redes
totalmente conectadas.

3.3.2 Abordagem Numeérica

Podemos implementar o algoritmo utilizado para redes totalmente conectadas de uma
forma imediata. Voltando a pagina 23, temos de considerar a possibilidade de que o
estado inicializado seria um pouco viciado, uma vez que 0s n0s numeradod deN

séo inicializados de forma tal que os nés dea ng tém estado internol, e os numerados
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no+1 aN tém estado interno0. Na realidade, para uma simulacdo adequada, seria
necessario sortear quais dds$ elementos livres tém de fato estado internd; isso ndo
foi necessario antes devido a indistinguibilidade dos elementos da rede na topologia
totalmente conectada.

A partir de agora, faz-se necessafitnicializar os estados ; da rede com o seguinte
algoritmo de sorteio aleatério:

1. Zerar todos os ; comO i N.

2. Realizar os seguintes passog vezes:

(a) Sortear um nimerol entre 1 eN.
(b) Enquanto | =1, sortear um outro numerol entre 1 e N.

(c) Estipule | =1.

3. Inicialize ; com ; =1 paraN +1 [ N + N; e, nalmente, ; =0 para
N+N;+1 i N+ Ng+ Ny, de acordo ainda com o método de inicializacéo
proposto anteriormente.

Estes comandos bastante simples fardo com que o estado inicial seja embaralhado entre
0s nés com estados internos livres. Note que os elementos com estados internos xos
ainda continuam indexados da mesma forma.

Podemos entéo efetuar a dinamica de acordo com o algoritmo estipulado anteri-
ormente. Note que escrevemos o algoritmo ja pensando na possibilidade de simular
topologias diferentes, nas quais 6 N + Ng+ N; 1 como na rede totalmente conec-
tada.

Os resultados para redes aleatdrias se mostraram bastante interessantes: eles séo
idénticos as simulagdes realizadas para a rede totalmente conectada. Tipicamente, se
considerarmos uma rede dbdl = 200 e probabilidade de conexdo dp  0;005 de
acordo com a regra para formacao de supergrupo vista no capitulo 2, todas as guras
de simulacdes de redes totalmente conectadas sao reproduzidas para redes aleatorias,
independentemente se escolhemos, digamps; 0;750up=0;1.

Isto faz sentido: a rede aleatéria simplesmente condensa parte da aleatoriedade ao
selecionar um elemento para copiar em sua topologia, ndo afetando signi cativamente
0 processo de copia que acontece em uma rede totalmente conectadatanto que
haja nimero apreciavel de conexfes ainda presentes entre os elementos. Isto mostra
que as redes aleatérias sao muito bem representadas por redes totalmente conectadas,

~ *Na realidade, na rede aleatoria ainda poderiamos ter usado o método anterior para
inicializar a rede, uma vez que a topologia é aleatoria e a aleatoriedade nao traz consigo
nenhuma tendéncia para in uenciar a dinamica.
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0 gue da grande abrangéncia a todos os resultados discutidos até este ponto, seja
considerandoNg = N; = 0 ou ndo. Optamos por ndo reproduzir nenhum resultado
aqui justamente porque nao ha absolutamente nenhuma diferenca entre o que ja vimos
até este ponto e os resultados para redes aleatorias.

3.4 Dinamica em Rede Reticulada

3.4.1 Criando a Rede

Redes reticuladas sé&o bastante simples em sua esséncia e podem ser geradas de forma
bastante imediata. Na nossa analise, consideraremos redes de uma, duas ou até trés
dimensbes, e sempre com a simetria mais simples possivel, a clubica. Caracterizaremos
a rede por dois parametros: o nimera de elementos que perfaz uma aresta da rede e

a distancia minimad para que haja uma conexao entre dois elementos. Estipularemos
que a distancia entre os elementos da rede mais adjacentes € sempre unitaria. Alguns
exemplos de redes bidimensionais pequenas estéo retratados na Figura 3.24
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Figura 3.24: Exemplos de redes reticuﬁgaﬁ pidimensionaig com = 7, (49 elementos na rede). Da

esquerda para a direita, temos:l d< 2, 2 d<2e 5 d< 2p 2.

O algoritmo para gerar estas redes é simples:

1. Inicializamos uma rede completamente sem conexdes, para a g4afi) = 0 para
todoi.

2. Dispomos os elementos da rede espacialmente utilizando um, dois ou toéps
de programa, dependendo da dimenséo da rede reticulada.

3. Para cadai-ésimo elemento da rede, realizamos as seguintes operacoes:

(a) Consideramos todos og-ésimos elementos da rede, comé j, medindo a
distanciad; entre estes dois elementos.

(b) Sed; <d, entdo fazemossy (i) = vx (i)+1 ev(i;vy (1)) = j. Sed; >d,
entdo nado adicionaremos nenhuma conexao.
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Primeiramente, vamos analisar redes cofMly = N; = 0, nas quais s6 ha elementos
livres; depois, ha interesse no estudo de redes com elementos com estado interno xo.
Na rede totalmente conectada os elementos sao indistinguiveis, e ndo ha a duvida
sobre onde posicionar os nos de estado xo; na rede aleatoria, também h& uma indis-
tinguibilidade como consequéncia do efeito médio da aleatoriedade das conexdes, mas
na rede reticulada, o posicionamento dos elementos de estado interno xo é altamente
relevante.

Optamos por investigar o que ocorre em interfaces compostas de elementos com
estado interno livre que ligam um hiperplano com estado interno xo a um outro
hiperplano com estados xos no estado oposto. A gura (3.25) ilustra esta idéia e
mostra estas interfaces entre duas regides com estado interno xo. Nestas interfaces,
optamos por redes cona = 1.
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Figura 3.25: Exemplos ilustrativos de redes reticuladas livres com extremidades ligadas a regides de
estado interno xo. Para conveniéncia, optamos pord = 1; claro que estas interfaces podem existir
parad > 1 também.

No caso em quéNy, = N; = 0, ndo consideramos condi¢cdes periddicas de contorno
nas quais os elementos de uma extremidade da rede estdo conectados aos elementos da
outra extremidade da rede: era desejado observar justamente a in uéncia da extensao
da rede na dindmica. No caso das interfaces também h& a possibiliade de condictes
periddicas de contorno, mas esta nao foi explorada. Na realidade, o caso de interfaces
sempre recai, por simetria, sobre uma média de um problema unidimensional, e de-
cidimos, por esta razdo, realizar uma analise cuidadosa da interface unidimensional.
As outras interfaces foram exploradas numericamente, mas sem muitos detalhes.

3.4.2 Resolucéo analitica de redes reticuladas unidimensionais

Existe um caso especi co de redes reticuladas que ainda pode ser resolvido analiti-
camente de forma aproximada. Trata-se do caso em qde= 1, ou seja, apenas 0S
vizinhos mais proximos estdo conectados entre si, e ha apenas uma dimenséo. Desta
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forma, todos osN elementos livres estdo dispostos em sequéncia e ha apenas duas
possibilidades interessantes no que concerne 0os nés de estado interno xo. Primeiro,
pode nao haver elementos cujo estado interno é xo. Este caso néo é tao simples e nao
sera abordado analiticamente aqui. Na segunda possibilidade néo-trivial, ha um né
com estado interno xo em 0 em uma das extremidades da rede linear e um né com
estado interno xo em 1 na outra extremidade. Estas possibilidades estéo retratadas
na gura 3.26.

N elementos Livres

Figura 3.26: Possibilidades de redes reticuladas unidimensionais cah¥ 1: extremi-
dades xas ou néo.

Para especi car um estado de uma rede com este aspecto, basta informar até que
ponto da rede ha estados 1, o que na realidade é idéntico ao calculo proposto em 3.5.
Note que, ao utilizar esta especi cacdo de um estado, estamos considerando apenas
estados nos quais ndo ha "buracos", ou seja, 0s Unicos estados acessiveis para esta rede
sdo agueles em gque os nods até um certo ponto na cadeia linear estdo em um estado, e
deste ponto em diante em outro. Claro que, uma vez qde= 1, a rede sempre tendera
a um estado deste tipo. A gura retrata alguns estados possiveis, assim como um que
nao esta sendo considerado, que possui lacunas.

0....000005 n=5
n=238

=0
n=>5

u Falha indistinguibilidade!

‘eie 800 800 0 80 DESCONSIDERADO

Figura 3.27: Possiveis estados para redes reticuladas unidimensionais cors 1 e
N =10 com elementos xo0s nas extremidades.
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Agora, podemos escrever, para sistemas deste tipo, equacdes para as probabilidades
de encontrar um dado estada apOst passos da dinamica, de forma inteiramente
analoga ao que foi feito em 3.7.

A gura 3.28 mostra como € possivel obter, em principio, qualquer estado ap6s um
passo da dinamica, dadas as probabilidades dos estados antes desta atualizacao.

®* & @& & O O 0 0O

® o & & & O O 0 O

Figura 3.28: Maneiras de obter um estado ap6s um passo da dinamica.

Podemos entdo escrever:
Pir1 (N) = 1P(n+1)+ 1 L P (n) + 1P(n 1); 0<n<N (3.73)
t+1 - 2N t N t 2N t ’ .

1 1
Pt+l (0) = mpt (1) + 1 m Pt (O)

1 1
Per(N)= 1 N Pi(N)+ mPt(N 1)

Estas equacdes sdo consideravelmente mais simples do que as de 3.7, o que é de se
esperar dada a simplicidade do problema. A matriz de evolugdo temporal pode ser
escrita como

0 L 1
N I 0
: N 13
1 0 1
U= _ 2 1 (3.74)
1 0
: N1 3
1 1
0 o I N !

Neste caso, ao contrario do caso da rede totalmente conectada, autovetores e auto-
valores podem resolver o problema de uma forma mais facil: em uma matriz simetrica,
0s autovetores pela esquerda e os pela direita s&o iguais. Vamos considerar novamente
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gue temos um espectro, de N + 1 autovalores, indexados co® r N em ordem
decrescente.

O espectro ; em questdo pode ser obtido através de investigagdo com o soft-
ware Mathematica, da mesma forma que zemos anteriormente com o0s autovalores da
evolucdo temporal da rede totalmente conectada. Temos entéo:

= 1 L +1cos r
a N N (N +1)

A expressao 3.75 mostra que o espectro de autovalores esta contido eéngré  2=N.
Uma vez conhecidos os autovalores, podemos agora retornar a equacao 3.73 e escr-
ever a relagao:

(3.75)

1 1 1
mar;k 1+ 1 N ark t mar;k+l = rark: (3.76)

Esta equacéao € valida, de acordo com 3.73, apenas parentre L eN 1, porém,
podemos, sem perda de generalidade, tomar ; = a0 €an = an+1 € a equacgdo
3.76 reproduzird adequadamente as duas equacfes adicionais de 3.73. Podemos entdo
inserir em 3.76 os autovalores de 3.75 e multiplicar tudo p@N :

ark+1 2COS ak + &k 1=0: (3.77)

;
N+1

Multiplicamos agora esta expressdo potr<, somamos enk de 0 a 1 e de nimos a
funcéo geratriz:

X
fo(x)=  anx" (3.78)
k=0
ApOs um pouco de algebra, e considerando que ha uma simetria do tgQ =
( 1)ao, chegamos em uma funcéo geratriz que é razao de dois polindbmios:

1 ( 1)rXN+1
fr(x)= 1 X 3.79
(0= a0l X (3.79)
Esta fungéo geratriz pode ser reescrita como
1 x X
fr(x)=A ki 3.80
r(X) k:1>< sin. 57 (3.80)

A constante de normalizacad também pode ser encontrada e é:

5Veja Gradshtein, pg. XXX [16].
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1 r(2k +1)
= PRFT O 2N 1)

Assim, esta encerrado o calculo do caso em que ha elementos xos, uma vez que
temos a solugdo analitica completa para qualquisr. A dindmica tem um carater difu-
sivo que se assemelha a uma funcdo de onda de poco de potencial quadrado atenuada
de forma dependente da energia.

Em particular, as equacdes prevéem a existéncia de um autovetor assintotico con-
stante e uniforme que foi, de fato, veri cado. Ele é condizente também com a teoria
de rede totalmente conectada, na qual, 98¢, = N; = 1, temos uma distribuicdo de
probabilidade uniforme como estado assintético.

Além disso, notamos que 0s nossos calculos séo indicativos de que, mesmo em
redes reticuladas, processos discretos podem ser aproximados por equacgdes bastante
simples de difusdo. N&o nos demos ao trabalho de estender esta abordagem para
redes bidimensionais ou mesmo tridimensionais, uma vez que seria necessaria uma
metodologia inteiramente diferente da que estamos utilizando aqui, mas é concebivel
gue o aspecto difusivo da dindmica permanecesse inalterado, na média.

(3.81)

3.4.3 Abordagem Numeérica

As redes reticuladas podem ser simuladas com o mesmo algoritmo e com 0 mesmo
codigo paralelo utilizado para as redes totalmente conectadas. Vamos utilizar nova-
mente a mesma maneira de exibir resultados.

Iniciaremos a nossa andalise com um estudo em redes livrlg € N; = 0) sobre
a velocidade da dinamica diante de variacbes do numero de dimensdes, efetuando
simula¢cdes em redes unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Em seguida,
partiremos para o caso em gque ha elementos xos, e analisaremos o Unico caso que nos
NOS propusemos a veri car, 0 caso da interface entre duas regides com estado interno
X0, e veremos alguns resultados numéricos para a dinamica, veri cando que ha uma
perfeita correspondéncia entre o nosso modelo analitico e os resultados numéricos

Redes Unidimensionais Livres A gura 3.29 indica uma primeira simulag&o uti-
lizando um parametrod = 6. Claro que, sed > N=2, teremos uma rede totalmente
conectada; sal for inferior a N=2, esperamos que a dinAmica seja mais lenta, pois ha
um carater extenso da rede que proibe uma dinamica excessivamente rapida. E exata-
mente isto que a gura 3.29 indica: note que a gura representa tempos de d@é0000
passos da dinamica, enquanto que uma rede totalmente conectada teria um aspecto

6Este célculo é particularmente simples neste caso, uma vez que as expressdes para a solucdo exatando envolvem
fatoriais, e os autovetores pela esquerda e direita s&o os mesmos. A avaliagdo do nosso resultado analitico torna-se
muito mais facil aqui do que na solucao de rede totalmente conectada.
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ndo muito diferente de disperséo de estados se tivessemos desenhado até aps0@as
passos da dinamica.

n
200

10015

1=

] 10000 40000 100000 {

Figura 3.29: Din@mica de rede reticulada na quatl =6, N = 200, Ng = N; = 0; gerada
CcOm Ngiys = 1000 e Ngjms = 107.

E evidente que, parads maiores, temos uma dinamica mais rapida, uma vez que a
rede terd aspecto mais totalmente conectado e o caminho minimo meédio da rede sera
muito menor. A rede efetivamente perde o seu carater espacial, o que faz com que
mudancas de estado transitem mais livremente pela topologia. A gura 3.30 indica este
comportamento: nela, tomamos como tempo nab0000passos da dinamica, metade
da gura 3.29, e observamos uma dinamica muito mais rapida. E natural esperar que a
velocidade da dindmica varie de forma mondétona crescente com o crescimentd, @eé
a tendéncia assintotica quanda > N=2 de obtermos exatamente a dindmica de uma
rede totalmente conectada. Nenhum dos outros resultados encontrados numericamente
foge a esta regra bastante simples.

n
200

1007g

50000

Figura 3.30: Dindmica de rede reticulada na quatl = 50, N = 200, Ny = N; = 0;
gerada comngys = 1000 e Ngims = 107.

Redes Bidimensionais e Tridimensionais Livres As redes bi- e tridimensionais
analisadas possuem valores de aresta 14 no caso bidimensionall = 196) ea=6

no caso tridimensional N = 216). Estes séo os valores inteiros que resultam em um
namero total de elementos da rede o mais préximo possivele= 200, o que facilita

a comparacdo com a dinamica observada anteriormente para redes unidimensionais.
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Em ambos os casos, observou-se a mesma dependéncia da velocidade da dinamica
do parametrod. Quandod se torna su cientemente granded > a D=2), ondeD é
o numero de dimensdes da rede considerada), temos uma rede totalmente conectada;
a medida em qued decresce, a rede tem conectividade mais extensa e, portanto,
possui dindmica associada mais lenta. A gura 3.31 mostra o caso bidimensional
representativo de nossas analises, e a gura 3.32 representa 0s resultados numéricos
para uma rede tridimensional. Note que escolhemos os parametiada melhor forma
tal que chegassemos préximos ao valor Ke= 12 para a rede da gura 3.29; no caso de
d = 2 bidimensional, temogki = 10;5, e no caso tridimensional, temos, com=1;5;
ki = 18, com muitos elementos periféricos coly < 18tal que hki = 13; 3, um valor
razoavelmente proximo del2 que ainda permite comparacfes razoaveis.

n
200

10018

[

50000

Figura 3.31: Dindmica de rede reticulada bidimensional naqual=2,a= 14, N = 196,
No = N; = 0; gerada comngs = 1000 € Ngjms = 107.

n
200

100

. >
50000 !

Figura 3.32: Dindmica de rede reticulada tridimensional na quatl= 1;5, a=6, N =
216 No = N; = 0; gerada comngjys = 1000 e ngms = 107.

Observamos que a dinamica é consideravelmente mais rapida para redes em dimen-
sBes superiores. Note também que a diferenca entre rede bidimensional e tridimen-
sional em termos de velocidade da dinamica € inferior a diferenca de qualquer uma
destas duas com a rede unidimensional, que, de longe, é a mais lenta de todas. Isto
provavelmente deve-se ao fato de que estas redes tém caminhos minimos meédios dras-
ticamente reduzidos em relacéo as redes unidimensionais, o que é 6bvio a partir de sua
estrutura. E claro que o caso de dindmica em redes extensas, reticuladas em padr&o
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cubico ou ainda mais complexo, ja foi estudado com muitas ferramentas estatisticas
diferentes, mas realizar uma analise muito aprofundada aqui esta fora do escopo deste
trabalho. Nossas analises, bastante super ciais, apenas posicionam redes reticuladas
e redes extensas dentro do contexto de redes complexas.

Interfaces entre Regides de Estado Interno Fixo O caso de interfaces unidi-
mensionais foi estudado exclusivamente na situagédo em gbe 1, com estado inicial
n = N=2, de tal forma que ndo ha "buracos" constituidos por nés com estado interno
diferente de seus dois vizinhos, como indica a gura 3.27. Foi feito um modulo sim-
ulador capaz de considerar interfaces unidimensionais, bidimensionais e até tridimen-
sionais. Em todas as instancias, havia um estado assintético uniforme; em particular,
as interfaces unidimensionais apresentam de fato a dinamica analitica que foi demon-
strada anteriormente. Note que este caso € uma excecao na qui serd utilizada a
inicializacdo da rede por sorteio 0s ng nds com estado interno 1 serdo considerados
sequencialmente, e ndo escolhidos aleatoriamente, como explicado no processo de cri-
acao de redes aleatérias. Todas as outras inicializacdes de rede que ndo a da interface
podem utilizar a inicializacdo por sorteio livremente.

Inicialmente, vamos apresentar dois conjuntos de resultados para redes unidimen-
sionais comN = 60, sempre comNy = N; = 1 dispostos nas extremidades e iniciando
a rede comn = 30 contados a partir da extremidade comN; = 1. Os primeiros
dados, apresentados na gura 3.33, foram obtidos numericamente; esta gura deve ser
comparada com a da imagem 3.34, correspondentes a mesma dinamica avaliada com
a solucao exata de 3.81.

; »
] 7500 30000 75000 ;

Figura 3.33: Dindmica de interface reticulada unidimensional na qual = 1, N = 60,
No = N1 =1; gerada comngys = 500 € Ngjms = 107.

] 7500 30000 75000 {

Figura 3.34: Dinamica de interface reticulada unidimensional na qual = 1, N = 60,
No = N; = 1; gerada comngys = 500 e solucdo analitica exata.
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3.5 Dinamica em Rede Mundo Pequeno

3.5.1 Criando a Rede

Para criar uma rede mundo pequeno de acordo com o algoritmo de Watts-Strogatz
ja discutido anteriormente, bastam alguns poucos passos a mais do que uma rede
reticulada. Como temos uma probabilidadg. de realocacéo de cada uma das conexdes
existentes, precisaremos criar uma lista de todas as conexdes da rede, para entao varrer
esta lista e realocar aleatoriamente. Note que a rede de Watts-Strogatz é gerada a
partir de uma rede unidimensional com condi¢des periddicas de contorno.

O algoritmo para gerar uma rede de mundo pequeno utilizado foi este:

1. Inicializamos uma rede linear, para a qual reconhecidamenig (i) = 2d para
todo i; precisamos preencher apenas a matriz de vizinho§;j ).

2. Para cadai-ésimo elemento da rede, realizamos a seguinte operacao:

(a) Considerar todos og inteiros que satisfazeml | d. Sei+ j N,
entdov(i;j) =1+ j ev(j;i +d)=i; caso contrario,v(i;j)=i+] N e
v(;i+d=N .

3. Criamos uma lista de pares de nameros inteiros que contenha os indices dos noés
ligados por todas as conexdes possiveis. A lista segue o formato

f(1;2);(1;3);:::5(2:3);(24);:::;(N 2N 1)(N  1;N)g

onde para todo par(i;j ) valei>j , e hang,, = Nd pares de indices.

4. Varremos a lista den uma por uma e sorteamos, para cada péi;j ), um nimero
real z. Sez < p., entdo realocaremos a conexao entre aquele par particular de
indices, tomando o cuidado de criar uma conexdo que ainda nao exista. Para isso,
escolhemos realocar o indige sem perda de generalidade, para um outro indice
Jrealoc- ENquanto o par(i;j reainc) €Stiver contido na lista de conexdes existentes,
sortearemos outrg reqioc €ntre 0 eN.

Quando concluidos estes passos, teremos gerado uma rede mundo pequeno com, na
média, Ndp. conexdes realocadas. N&o consideraremos nenhum caso em\gu& 0

ou N; 6 0, por simplicidade; haveria bastante ambigtidade acerca de onde posicionar
0s elementos com estados xo0s, se optassemos por fazé-lo.

3.5.2 Abordagem Numeérica

Utilizaremos este algoritmo para realizar uma transicéo suave entre redes reticuladas e
redes aleatorias, sendo que estas Ultimas apresentam a dindmica tipica de uma rede to-
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talmente conectada. Esta transi¢do suave € controlada pela probabilidade de reconexao
pc: quanto p. = 0, temos uma rede reticulada unidimensional; quandmg = 1, temos
uma rede aleatdria. Vamos veri car como a dinamica se modi ca para 0s seguintes
valores dep.: 0; 0;0L 0;05; 0;1; 0;2; 0;5; 0; 75 e 1;0. Para possibilitar melhor com-
paracao, trabalharemos com uma rede unidimensional cdih= 200, No = N; =0,

No = 100 ed = 6 (com hki = 12), sendo que 09y estados 1 iniciais sdo dispostos
aleatoriamente na rede.

n
200

. " - ) -
] 10000 40000 100000 ['

Figura 3.35: Dinamica de rede mundo pequeno na quggk = 0, d = 6, N = 200,
No = N1 =0; gerada comngyys = 1000 € Ngjms = 5:1CP.

n
200

—
100000 i3

Figura 3.36: Dinamica de rede mundo pequeno na qual = 0;01, d = 6, N = 200,
No = N1 =0; gerada comngys = 1000 € Ngjms = 5:1CP.

n
200

- : - -
] 10000 40000 100000 [r

Figura 3.37: Dinamica de rede mundo pequeno na qual = 0;05 d = 6, N = 200,
No = N1 =0; gerada comngys = 1000 € Ngjms = 5:1CP.
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Vemos imediatamente a partir destas guras que a dindmica se torna mais rapida
mesmo para valores bastante pequenos pe Considerandop,s ainda maiores, temos
as guras:

n
200

. »
] 10000 40000 100000 tr

Figura 3.38: Dinamica de rede mundo pequeno na qual = 0;1, d = 6, N = 200,
No = N; = 0; gerada comngys = 1000 e ngjms = 5:1CF.

n
200

. ’ = -
] 10000 40000 100000 tr

Figura 3.39: Dindmica de rede mundo pequeno na quat = 0;5, d = 6, N = 200,
No = N1 =0; gerada comngys = 1000 € Ngjms = 5:1CP.

Nota-se que, com metade das conexdes realocadas, temos uma dinamica consider-
avelmente mais rapida do que a da gura 3.35. Além disso, a dindmica torna-se mais
e mais préxima da dindmica de uma rede totalmente conectada, para a qual valem
nossos resultados analiticos. Quand® = 1; recuperamos exatamente a gura 3.6,
como podemos ver na Figura 3.40, o que é perfeitamente consistente.

A
n
200

10015

Figura 3.40: Dinamica de rede mundo pequeno na quak = 1, d = 6, N = 200,
No = N1 =0; gerada comngys = 1000 € Ngjms = 5:1CP.
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Desta andlise, concluimos que a rede mundo pequeno de Watts-Strogatz tem dinamica
gue é consideravelmente mais rapida do que uma rede reticulada tradicional, apesar
de ter caracteristicas topoldgicas mais tipicas de redes reticuladas, como alto fator
de agrupamento. Isto ressalta novamente a importancia do caminho minimo médio
entre dois nés: para uma rede mundo pequeno, temos um caminho consideravemente
encurtado devido aos atalhos criados pelas conexdes realocadas.

3.6 Dinamica em Rede Estrela

3.6.1 Criando a Rede

Uma rede estrela, conforme j& de nido anteriormente, é composta de, elementos
centrais totalmente conectados Bl + No+ N;  mg elementos periféricos, se considerar-
mMos que os elementos com estado interno xo ocupam posi¢des periféricas. Estas redes
podem ser geradas de forma muito simples através do uso do mesmo codigo que gerou
a rede totalmente conectada de antes. Uma vez gerado o nucleontg elementos,
temos apenas de adiciona¥ + Ng+ N;  mg nés commg conexdes com 0 nucleo.

E aparente que, numa rede com esta topologia, a probabilidade de ocorrer uma
copia de um elemento xo é consideravelmente menor do que em uma rede totalmente
conectada com os mesmdsd, Nog e N;. Veremos que isto tem um efeito bastante
interessante na dinamica.

3.6.2 Abordagem Numeérica

Os resultados obtidos para a rede estrela mostraram que ha uma dindmica rapida
bastante particular. Investigamos redes livres cofl = 200 e Ng = N; = 0 com
diversos valores deng e constatamos que esta rede €, de fato, a que possui dinamica
mais rapida. Um exemplo tipico parany = 10, um vigésimo da rede, pode ser visto

na gura 3.41. Note, a partir das curvas de igual probabilidade, que mais de 95%
das simulacdes ja estdo praticamente estabilizadas nas extremidades apos apenas 5000
passos da dindmica. Uma outra observacdo bastante interessante € a proximidade da
dindmica com o caso totalmente conectado, como visto na gura 3.6.
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n
200

100

Figura 3.41: Dindmica de rede estrela na quahy = 10, N = 200, Ng = N; =0; gerada
CcOMm Ngivs = 1000 e Ngjms = 107.

Para valores maiores dang, a dinAmica torna-se consideravelmente mais lenta.
Isto ndo surpreende; a nal, nestes casos temos nucleos totalmente conectados maiores
gue trazem consigo uma dinamica muito mais lenta. O limite mais interessante de
fato € o em quemgy € um inteiro muito menor do que um décimo ddl. Neste caso, a
dindmica admite um nimero bem visivel de caminhos mais provaveis correspondente ao
nuamero de estados possiveis para o nucleo, e poucos passos da dinAmica sdo necessarios
para haver estabilizacdo. Vemos este comportamento nitidamente na gura 3.42, com
mo = 1: h& dois estados internos possiveis para o elemento central da estrela, e vemos
gue o sorteio inicial do estado interno deste elemento € determinante para qual caminho
a rede tomara. Se o elemento central tiver estado interno 0, a rede inteira seguira um
caminho exponencial para o estado = 0; se o0 elemento central tiver estado interno
1, a rede inteira tendera ao estadn = N. Claro que existe a pequena probabilidade
de que o no central da rede troque o seu estado, 0 que causaria um pulo para o0 outro
caminho e justi ca a pequena probabilidade observada entre os picos da gura 3.42.

n
200

10014y

[

2000 ‘ ‘ ‘ ' ' 5000

Figura 3.42: Dinamica de rede estrela na quahy =1, N =200, Ng = N; = 0; gerada
COM Ngiys = 1000 e Ngjms = 107.

Alguns outros exemplos, comong = 2, com trés caminhos mais provaveis para a
rede emy = 3, com quatro caminhos mais provaveis, podem ser vistos nas guras
3.43 e 3.44. Nestas guras, torna-se evidente o argumento de que o numero de estados
possiveis do nucleo da estrela é naturalmente, + 1.

67



n
200

1007

[

5000

Figura 3.43: Dindmica de rede estrela na quahy =2, N =200, Ng = N; = 0; gerada
CcOM Ngivs = 1000 e Ngjms = 107.
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Figura 3.44: Dinamica de rede estrela na quahg = 3, N = 200, Ng = N; = 0; gerada
CcOM Ngiys = 1000 e Ngjms = 107.

Estes caminhos s6 séo visiveisBe  mg, pois caso contrario ha uma superposicao
tal que obtemos uma imagem suave, como 0 que ocorre na gura 3.41. Além destes
caminhos equivalentes a um estado do nucleo da estrela, hd também transicbes que
aparecem entre estes caminhos. Durante a passagem de um para outro, temos, na
média, uma curva exponencial bem de nida, consequiéncia de que, se ndo ha alter-
acao no estado do nucleo da estrela, a dinamica da rede € semelhante a um processo
poissoniano com distribuicdo de probabilidade exponencial.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente A dindmica é alterada signi cativa-
mente quando sdo adicionados elementos xos. No caso de elementos x0s em apenas
um dos estados internos, a dindmica € trivial: todos os nds da rede eventualmente
assumem aquele estado interno. A gura 3.41 modi ca-se de forma muito semelhante
a dindmica de uma rede totalmente conectada, como podemos ver na Figura 3.45, se
tomarmos, digamosN; = 10.
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Figura 3.45: Dindmica de uma rede estrela cormg = 10, para N; = 20, No = 0, com

Analogamente, uma rede conm, = 2 também tende ao estado em que = 200,
mas 0s caminhos correspondentes aos trés estados do nucleo possiveis (0, 1 ou 2 noés
no estado 1 no nucleo) continuam tendo o mesmo aspecto de antes. Isto pode ser visto
na gura 3.46. Note, porém, que a estabilizacdo total da rede consome muito mais
tempo do que no caso em que nao ha elementos xos, uma vez que a probabilidade de
atuacao dos elementos xos é bastante baixa.

n
200

10073

Figura 3.46: Dindmica de uma rede estrela cormg = 2, comNg =0 e N; = 20, gura
CcOm Ngivs = 1000 € Ngjms = 107.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente Agora vejamos alguns casos simétri-
cos nos quaifNy = N; =5 e Ng = N; = 10, retratados nas guras 3.47 e 3.48,
respectivamente, considerando, por enquanto, um numero razoavelrdg = 10 para
evitar o aparecimento de dinamicas altamente especi cas, como as das guras 3.43 e
3.44.
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Figura 3.47: Dindmica de rede estrela na quahy = 10, N = 200, Ng = N; = 2; gerada
CcOMm Ngivs = 1000 e Ngjms = 107.
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Figura 3.48: Dindmica de rede estrela na quahy = 10, N =200, No = N; =5; gerada
com Ngivs = 1000 e Ngjms = 107.

Para interpretar adequadamente estas guras, € necessario voltar ao raciocinio de
gue a probabilidade de ocorrer uma cépia de um elemento xo nestas redes estrela é
muito menor do que no caso de uma rede totalmente conectada. Em particular, numa
rede totalmente conectada, a probabilidade de ocorrer uma copia de elemento com
estado interno xo é simplesmente dada pofNg+ N;{)=(N + Ng+ N; 1), mas na
rede estrela, esta probabilidade vai para:

_ Mg No + N
I:)cop:defixo - W N + NO+ Nl 1

(3.82)

Nos casos retratados nas guras 3.47 e 3.48, portanto, temos uma probabilidade de
atuacao dos nds com estado interno xo que € de20vezes o equivalente de uma rede
totalmente conectada. 1sso mostra que uma aproximacao para a dinamica assintotica
de uma rede estrela cormy = N=20 deste tipo é considerar quélo! No=20=0;1¢€
Ni! N=20=0;1nocasoNg= N;=2eNg! 0;25eN;! N;=20=0;25n0 caso
No = N; =5. De fato, a nossa solucdo analitica pode ser considerada valida psea
e N; ndo inteiros, se substituirmos as fatoriais por fungées gama. Uma comparagao
entre a curva obtida na gura 3.47 e a solucdo analitica coldg = N; = 0;1 mostra
gue esta idéia é razoavel, uma vez que 0 aspecto da curva € exatamente 0 mesmo,
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como podemos ver na gura 3.49.

P(n)
0.006
0.005
0.004
0.003

0.002 :
Simulado

0.001 N,=N,=0.16
N=N,=0.1

50 100 150 200 n

Figura 3.49: Comparacao de estados assintoticos da dinamica para rede estrela com
No = N; = 2 (linha sdlida grossa), para rede totalmente conectada cddy = N; =0; 1
(linha cinza solida) e comNy = N; = 0; 16 (linha cinza hachurada)

Enquanto que a aparéncia da curva é razoavel, a investigacéo das duas curvas indica
gue haveria maior proximidade se tomassembdk = N; = 0;16, e ndo0; 10.

De qualquer forma, a mesma comparacdo pode, em termos gerais, ser realizada
para o caso em quélp = N; =5 narede estrela &g = N; = 0; 25 na rede totalmente
conectada.

Pn)

0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004

Simulado
0.003

N,=N,=0.35
50 100 N oN=025 150 200

n

Figura 3.50: Comparacdo de estados assintoticos da dindmica para rede estrela com
No = N; =5 (linha soélida) e para rede totalmente conectada cofg = N; = 0;25
(linha pontilhada).

Estas guras mostram que o resultado analitico tem utilidade mesmo em redes
mais complexas do que as totalmente conectadas e aleatérias, pelo menos ao prever
grosseiramente o comportamento da rede. A equacédo 3.82 sugere também que a chance
de atuacdo dos elementos xos € bastante relevante para a rede como um todo, e 0
namero de conexdes que 0s nds com estado interno X0 possuem com o resto da rede
€ crucial para a determinacdo do aspecto do estado assintatico.
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Se, por outro lado, considerdssemaos, N, ou seja, houvesse o0 aparecimento de
dindmicas especi cas como as de 3.42, 3.43 e 3.44, haveria a possibilidade de a nossa
previsao falhar consideravelmente. Isto porque a rede tendera a um estado assintético
bastante particular e havera pequenos picos de probabilidade correspondentes a cada
um dos estados possiveis do nucleo da estrela. Isto pode ser visto na gura 3.51, onde
optamos pormg = 2 € Ng = N; = 50, um nimero comparativamente grande de ele-
mentos Xo0s, tendo como objetivo mostrar picos mais pronunciados de probabilidade.

A gura 3.52 mostra o estado assintotico da rede de uma forma mais enfatica em um
gré co.

n
200

100

2000

1000 e

Figura 3.51:7 Dinamica de rede estrela conmg = 3, Ng = N; = 50, Nngiys
nsims = 10 -

Pn)

0.007
0.0065
0.006 -
0.0055
0.005

0.0045

N 50 100 150 M 20 "

Figura 3.52: Distribuicdo de probabilidade assintética para rede estrela comg = 3,
No = N; =50, equivalente ao estado nal da gura 3.51.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente Ha também a ultima possibilidade,

a de consideralNg 6 N;, ambos ndo nulos. Este caso é também simples: ndo ocorre
deslocamento dos picos, que permanecem nas mesmas posicdes, mas a intensidade
destes picos tende a crescer quandose aproxima de 0 (casdo > N 1), ou quando

n se aproxima de 200 (casb; > N ). Escolhemos para representar estes casos uma
situacdo em queNy =50 e N; = 75, commg = 2, uma modi cacdo imediata da gura

3.51.
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Figura 3.53: Dindmica de rede estrela parag = 3, comNg = 50, N; = 75, gerada com

Pn)

0.008

0.006

0.004

Figura 3.54: Estado assintotico de rede estrela correspondente ao nal da gura 3.53

Isto encerra a nossa analise da dinamica de redes estrela. Vimos que estas redes
apresentam dinamicas bastante rapidas, e que ha o aparecimento de uma dinamica
nao compativel com a de uma rede totalmente conectada no limite em qug N.
Ressaltamos que esta € a Unica topologia para a qual a dindmica geral da rede total-
mente conectada ndo se aplica nem como aproximacao grosseira neste limite, mesmo
considerando um fator de correcao linear no tempo correspondente a dindmica mais
rapida. Neste caso, aparecem picos de probabilidade em mais do que uma posicao
durante a dinamica, o que n&o ocorre em nenhuma das outras conectividades estu-
dadas. Isto indica que topologias de rede especi cas podem desviar consideravelmente
da que estudamos detalhadamente, a totalmente conectada; porém, estatisticamente,
para redes su cientemente desordenadas para as quais o0s diversos efeitos especi cos de
topologia se cancelam entre si, a hossa dinamica resolvida analiticamente ainda pode
voltar a ser mais util. Na proxima secao, veremos que as redes livres de escala, que
apresentam uma estrutura de muitas estrelas de diversos tamanhos (i.e. nimero de el-
ementos) interconectadas, ndo seguem dinamica radicalmente diferente da totalmente
conectada.
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3.7 Dinamica em Redes Livres de Escala

3.7.1 Criando a Rede

As redes livres de escala sédo as mais complexas redes que serdo estudadas aqui. O
algoritmo para gerar a conectividade livre de escala utilizado foi o de Albert-Barabasi,
gue envolve o crescimento da rede a partir de uma rede inicial g elementos total-
mente conectados através da adi¢do tie+ No+ N;  mg elementos, cada um tomando

m conexdes com a rede ja existente.

Explicaremos aqui de forma n&do exaustivamente detalhada o algoritmo utilizado
para gerar as redes livres de escala. Escolhemos que os elementos com estado interno
X0 estdo nas regides mais periféricas da rede, ou seja, foram adicionados por ultimo
na rede livre de escala. Isto € inteiramente equivalente a considerar, como ja foi feito
antes, que os nés de indice i N séolivres,osdeN +1 i N + Ng tém
estado interno O xo0, e 0s deN + Ng +1 i N + Ngo + N; tém estado interno
1 xo. Escolhemos estas indexacdes justamente porque simplicam o processo de
posicionamento destes elementos neste caso.

De qualquer forma, o algoritmo utilizado é o seguinte:

1. Iniciaremos nosso processo de criacdo de rede com uma red®&l de Ny + Ny
elementos totalmente desconectados com (i) = 0 para todoi.

2. Os primeiros mg nds, comecando a contar dobl livres e commgy < N, séo
totalmente conectados entre si. Logo, estipulamag (i) = my 1paral i
mo e osv(i;jj)coml j mg 1contém uma lista de indices d& a my que
excluii.

3. Em seguida, sdo adicionaddd + No+ N; mg nos a rede, sendo que &, + N,
com estado xo sdo adicionados por ultimo, o que da a eles carater periférico.
Para cada um destes, devem ser realizadas as operacoes:

(a) Cria-se uma lista de indiceg(p) com indicel p ki que contém os
indices dos-ésimos elementos repetidos, cada ulk, vezes.

(b) Adiciona-se uml-ésimo elemento a rede. Para escolher as suas conexdes,
repetimos 0s seguintes passas vezes:

i. E sorteado um nimerop; entre 1 e P ki. Se ol-ésimo elemento ndo
possuir conexdo com o elemento de indigép;); entdo soma-sd a vy (l)
ev(l;vy (1)) = g(p1). Se ol-ésimo elemento ja possuir esta conexao, este
passo deve ser repetido novamente (dai qoe< m é obrigatério).
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Esta sequéncia de passos gera um conjunto de dadosvgee v que sdo su cientes
para que o0 mesmo algoritmo descrito anteriormente para a rede totalmente conectada
possa ser utilizado.

3.7.2 Abordagem Numérica

As redes livres de escala tém carater mais extenso do que as estrela, o que ca evidente
se pensarmos no caminho minimo médio destas duas redes. Desta forma, seria de se
esperar que a dinamica fosse mais lenta do que no caso da rede estrela, o que de fato
foi veri cado.

A nossa analise dessas redes consistiu de uma varredura de varios parametros pos-
siveis. Inicialmente, consideramos apenas redes livres de escaladgm N; =0, sem
elementos xos, comN =200, t=25en; =1000. Os parametros de rede escolhidos
para o processo de crescimento da rede livre de escala forap= 10 e m = 5; para
este caso, temoski = 9;9. Optamos por simular as mesmas trés possibilidades de
estado inicial tomadas no caso da rede totalmente conectada; = 100, np = 50 e
no = 25. Estas trés possibilidades estdo retratadas nas guras 3.55, 3.56 e 3.57.

n
200

100

Figura 3.55: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m = 5, No = N; = 0,
no = 100, ndivs = 1000 e nsims = 107.

100

25000 §

Figura 3.56: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m = 5, Ngo = N; = 0,
nO = 50, ndivs = 1000 e nsims = 107.
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Figura 3.57: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m = 5, Ngo = N; = 0,
nO = 25, ndivs = 1000 e nsims = 107.

Estas trés guras mostram que a dinamica de fato é consideravelmente mais lenta
do que a de uma rede estrela, mas uma comparacdo com a gura 3.6 na pagina 29
mostra que a dindmica é mais rapida do que no caso totalmente conectado. Nas trés
guras, notamos que o aspecto geral da dinAmica ndo € muito distinto do de uma
rede totalmente conectada, se considerarmos um fator linear de escala no tempo. As
propor¢des assintoticas de simulacao também sdo consistentes com 0s nossos resulta-
dos analiticos para redes totalmente conectadas, o que seria de se esperar; qualquer
especi cidade da topologia é perdida quando se escolhengsn6s com estado interno
1 aleatoriamente dentre odN nos da rede.

Caso de Elementos Fixos Unilateralmente Em seguida, analisamos alguns casos
de redes com elementos de estado interno xo de apenas um tipo, ou seja, redes para
as quaisNy =0 e N; 6 0. Nao ha necessidade de abordar o problema em due= 0,
pois trata-se de situacdo simétrica. Naturalmente, a rede inteira estabiliza no estado
n = N, como no caso da rede totalmente conectada; 0 que nos interessa, de fato, €
gue a dindmica continua sendo mais rapida.

Vamos representar aqui dois casos em redes cbin= 200, mg =10 em =5: um
caso em queN; = 1, na gura 3.58, e outro caso no quaN; = 5, apresentado na
gura 3.59.

n
200

10014

Figura 3.58: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =0, N; =1,
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Figura 3.59: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =0, N; =5,
nO = 100, ndivs = 1000 e nsims = 107.

Na gura 3.58, é interessante notar que a curva quase assintotica cresce para
pequenos, o que é indicativo de que ou a rede esta, de fato, estabilizada nompisoN ,
ou a rede tem maior probabilidade de se encontrar em estados aopequenos, para 0s
guais a maior parte das copias possiveis € irrelevante. Esta € uma primeira indicacao
de que o elemento xo no estado 1 tem uma in uéncia bastante baixa na rede, pois
tem uma chance de ser copiado que é bastante reduzida nesta topologia.

Caso de Elementos Fixos Simetricamente O caso estudado a seguir foi o de
No = N; 6 0, sempre mantendo os mesmos parametros de rede:= 200, mg = 10
em =5. Comegamos a nossa analise pelo ca$ég= N; = 1, representado na gura
3.60.

n
200

= >
40000 ¢

Figura 3.60: Din@mica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =1, N; =1,

Note que ha uma curva assintotica de probabilidade néo trivial neste caso, e esta
distribuicdo assintética ndo € uniforme, como no caso da rede totalmente conectada
(gura 3.11). A gura 3.61 mostra a distribuicdo de probabilidade nal estavel da
dindmica.
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Figura 3.61: Estado assintotico de rede livre de escala cdidy = N; = 1 correspondente
ao nal da gura 3.60 e comparagdo com caso totalmente conectado cdiMo),; =

(N1) =0;335

E possivel encontrar valores ndo-inteiros dé, e N; que facam com que a teoria
analitica para o estado assintotico de uma rede totalmente conectada imite o com-
portamento assintotico desta rede livre de escala. Apds um pouco de experimentacao,
chegamos a um valoefetivode (No); = (N1) = 0;335que faz com que a distribuicéo
obtida analiticamente imite de forma extraordinariamente satisfatoria a curva assin-
tética obtida através de simulacdes, como pode ser visto na gura 3.61, na qual a curva
cinza representa um vetor assintético de probabilidades utilizando o valor efetivo 0,335.

Infelizmente, ndo é trivial estabelecer uma regra simples que, exclusivamente através
dos parametros da rede, seja capaz de prever os valores efetdyg.; € (N1)s que
fazem com que as duas distribuicdes, analitica e numérica, sejam idénticas. Mesmo
assim, € interessante observar que é perfeitamente possivel modelar o estado assintotico
de uma rede tdo complexa quanto uma rede livre de escala utilizando apenas o ajuste
destes dois valores efetivos.

Mais alguns casos simétricos foram analisados utilizando este mesmo método. Tipi-
camente, temos o0 caso em qué, = N; = 2, com todos 0s outros parametros inal-
terados emN =200, mp =10 em =5, na gura 3.62. A analise de valores efetivos
(No)ss € (N1)s que reproduzem corretamente a distribuicdo de probabilidade assin-
tética é simples e resulta em um valofNo).; = (N;),, = 0;585 Ambas as curvas
assintoticas, tanto a numeérica em rede livre de escala cdig = N; = 2 e analitica em
rede totalmente conectada confNo)s = (N1), = 0;585 estdo retratadas na gura
3.63. Neste caso notamos que, novamente, ha excelente correspondéncia entre as duas
curvas.
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100

Figura 3.62: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng = 2, N; = 2,
nO = 100, ndivs = 1000 e nsims = 107.
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Figura 3.63: Estado assintotico de rede livre de escala cdiy = N; = 2 correspondente
ao nal da gura 3.62 e comparagdo com caso totalmente conectado cdido) =

(N1) = 0,585

200 M

Um ultimo caso simétrico analisado foi o d&y = N; = 5, ainda comN = 200,
mo =10 em =5. A gura 3.64 mostra a dindmica neste caso e a gura 3.65 mostra
a distribuicdo assintotica de probabilidade para a rede totalmente conectada e uma
comparagao com o modelo totalmente conectado cdido),; = (N1); = 1;45.

n
200

100

Figura 3.64: Din@mica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =5, N; =5,
no = 100, ndivs = 1000 e nsims = 107.
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Figura 3.65: Estado assintotico de rede livre de escala cdiy = N; =5 correspondente
ao nal da gura 3.64 e comparagcdo com caso totalmente conectado cdido) =

(Ny), =1;45.

Ressaltamos que a comparagdo com rede totalmente conectada, tomafidig); e
(N1)s apropriados, funciona muito bem em todos os casos até agora. Resta saber se
0 sucesso € novamente observado para redes assimétricas.

Caso de Elementos Fixos Assimetricamente Um dltimo caso a analisar na
topologia livre de escala é o caso em qide 6 N, Ng 6 0 e N; 6 0. Mantivemos 0s
parametros de rede inalterados e =200, mg = 10 em =5 e abordamos trés casos
analiticamente.

A primeira rede analisada tomouNg =5 e N; = 1. Como seria de se esperar, esta
rede convergiu para um estado assintotico diferente do da rede totalmente conectada,
equivalente aNg e N; efetivos inferiores aos valores reais, como no caso simétrico
analisado anteriormente. A gura 3.66 representa a dinamica de uma rede com estas
caracteristicas e a gura 3.67 mostra uma comparacao da distribuicdo de probabilidade
assintotica desta rede livre de escala com uma distribuicdo de uma rede totalmente
conectada com(No)s =1;45e(N1),; = 0,335
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Figura 3.66: Din@mica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =5, N; =1,
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Figura 3.67: Estado assint6tico de rede livre de escala coly =5 e N; = 1 corre-
spondente ao nal da gura 3.66 e comparacdo com caso totalmente conectado com

(No)gs =1;45e(Ny), =0,;335

O segundo caso abordado foi um em qidy =5 e N; = 3. Esta rede também
convergiu rapidamente e os seus resultados estdo na gura 3.68. Foi realizada uma boa
comparacao do estado assintotico desta rede com o de uma rede totalmente conectada
com(Ng), = 1;45e(N1) = 0,83 indicada na gura 3.69. Ha apenas uma pequena
discrepancia paran proximo de 1 em relacao a curva construida com valores efetivos.
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Figura 3.68: Din@mica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =5, N; = 3,

Ng = 100, ngiys = 1000 € Ngjps = 107.
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Figura 3.69: Estado assintético de rede livre de escala coNy = 5 e N; = 3 corre-
spondente ao nal da gura 3.68 e comparagdo com caso totalmente conectado com

(No)es =1;45€e(N1) =0;83
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Para encerrar, analisamos um ultimo caso em qidy =5 eN; = 10, reproduzido na
gura 3.70. Este caso € marcante porque, quando analisada a curva de probabilidade
assintotica do sistema, ela se compara bem com a de uma rede totalmente conectada
com valores(No); = 1;45e (N1),; = 2;95ambos superiores a 1, assim como no caso
da gura 3.65.

n
200

100

Figura 3.70: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m =5, Ng =10, N; = 3,
n() = 100, ndivs = 1000 e nsims = 107.
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Figura 3.71: Estado assintético de rede livre de escala coNy = 5 e N; = 10 corre-
spondente ao nal da gura 3.70 e comparagdo com caso totalmente conectado com
(No)es =1;45€(N1) =2;95

Transicdo de Rede Totalmente Conectada para Rede Livre de Escala Uma
outra possibilidade muito interessante que 0 nosso algoritmo apresenta € a de realizar
uma transicdo continua entre uma rede totalmente conectada, para a quaj = N,

e uma rede livre de escala commg < N . A visualizacdo desta transicdo é a mel-
hor maneira de veri car o0 quao mais rapida a dinAmica de uma rede livre de escala
realmente €. Para as simulacdes de transi¢cdo, estipulamos um valor xome= 5;
consideramos sempr&l = 200, ng = 100, Ng = N; = 0 e testamos a dinamica para
mg = 200, 100 50 e, nalmente, mgy = 10.
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Figura 3.72: Dinamica de rede totalmente conectada, equivalente a rede livre de escala
commg =200, m=5, No = N; =0, ngys = 1000 € ngjms = 107.
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Figura 3.73: Dinamica de rede livre de escala comng = 100, m =5, Ng = N; =0,
ndivs = 1000 e nsims = 107.

Figura 3.74: Dinamica de rede livre de escala commg = 50, m = 5, Ng = Ny =0,
ndivs = 1000 e nsims = 107.
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Figura 3.75: Dinamica de rede livre de escala commg = 10, m = 5, Ng = Ny = 0,
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Vemos destes resultados que redes cdin = 200 sdo mais rapidas no caso em
gque mp = 50 do que no caso em queng = 10. Isto indica que a dinamica tem seu
maximo de velocidade em um conjunto especi co de valores e ndo é automatico que,
reduzindo-semg, obtemos uma dinamica mais rapida.

Com estes resultados, encerramos a nossa analise comparativa da dinamica de redes
livres de escala com redes totalmente conectadas, para as quais temos um modelo que
se provou ser bastante aplicavel em dinamicas em geral.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho, tinhamos como objetivo um estudo detalhado de dindmicas de dois
estados em redes de diferentes topologias, com um modelo que previa a inclusdo de
elementos da rede cujo estado interno é xo. Originalmente, foram consideradas abor-
dagens tanto analiticas quanto numeéricas. Ja tinhamos uma solugéo analitica completa
para o caso sem estados internos xos em redes totalmente conectadas, mas este era
um resultado de tamanha complexidade de deduc&o que nao havia tanta esperanca de
bons resultados analiticos gerais para o caso com estados internos Xos.

Durante os nossos estudos, fomos capazes de encontrar uma solucéo analitica com-
pleta para redes totalmente conectadas para as quais ha ndés com estados internos Xos.
A nossa nova deducédo é mais simples e mais geral do que a solucao original ([8]) para
redes livres, e é neste ponto que se encontra a sua utilidade; na realidade, a solugao
original tornou-se obsoleta e ndo foi nem sequer incluida neste texto.

Esta solucao foi encontrada tomando uma abordagem bastante comum em prob-
lemas em fisica: transformou-se o problema em um problema de autovalores e au-
tovetores. Uma vez feito isso, encontrar os autovetores e autovalores € apenas um
problema algébrico. Cabe a nds também utilizar os resultados de uma forma signi ca-
tiva, tomando aproximacdes e observando grandezas mais especi cas contidas dentro
desta nossa solucdo geral. E aqui também que seria apropriado um desenvolvimento
futuro; um certo esforgco exploratério que zesse uso de nossos resultados poderia pos-
sivelmente levar a novas idéias.

Depois de desenvolvida essa resposta analitica do problema geral em redes total-
mente conectadas, partimos para os calculos numéricos em outras redes. Foram es-
tudadas, sob o mesmo enfoque de dindmica de dois estados, outros cinco tipos de
redes, incluindo redes reticuladas, mundo pequeno, aleatérias, estrela e livres de es-
cala, cada uma com a possibilidade de incluir ou ndo elementos com estado interno
x0. Para as redes livres (i.e., sem no0s com estado interno xo0), a nossa solucao
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analitica explica com excelente precisdo a dindmica de redes aleatdrias. Com menos
sucesso, a dinamica de redes livres de escala também se assemelha a do caso total-
mente conectado, se considerado um fator de escala no tempo. Para redes estrela,
veri camos uma correspondéncia também razoavel, desde qug 1. As redes retic-
uladas mostraram-se bastante diferentes em termos da dinamica; confrontados com
esta diferenca, desenvolvemos um pequeno modelo analitico de uma interface entre
espacos com estados internos xos e veri camos boa correspondéncia. Desta forma,
chegamos a conclusdo de que 0 nosso modelo analitico tem mérito para redes livres de
escala e aleatérias, mas falha quando confrontado com redes de carater extenso, como
redes reticuladas.

Os casos estudados numericamente estao relatados na tabela 4.1. Note que concen-
tramos 0s nossos esforcos nas redes livres de escala, para as quais ha uma quantidade
enorme de exemplos; redes reticuladas e redes mundo pequeno tém sua importancia
reduzida em comparacéo com as livres de escala.

’ Rede \ Reticulada \ Mundo Pequeno \ TC/Aleatoria \ Livre de Escala \ Estrela ‘
No = N1 =0 p p p P p
No60,N1=0 P P p
No= N; 60 P (No = N1 =1) v P v
No60,N160,No6 Ny v v

Tabela 4.1: Resumo dos casos analisados numericamente. Note 8uedesigna casos
abordados e designa casos que nao foram considerados.

Em termos de velocidade da dinamica, pudemos ordenar os tipos de rede em uma
ordem de velocidade crescente. Esta ordem, indo da rede com dinamica mais lenta para
a mais rapida, € bastante simples e razoavel. Primeiramente, as redes reticuladas, com
0 seu aspecto extenso, sao as redes mais lentas. As redes de mundo pequeno, geradas
pelo algoritmo de realocacdo aleatoria de Watts-Strogatz, sdo redes cuja dinamica €
muito acelerada em relacdo as reticuladas convencionais, uma vez que ha a presenca
de "atalhos" na topologia da rede. As redes aleatérias, caso extremo das redes de
Watts-Strogatz, séo o nosso padrao de comparacao de velocidade (idéntico a velocidade
de uma rede totalmente conectada); em seguida, as redes mais rapidas, em ordem
crescente, sdo as redes livres de escala e as redes estrela. A gura 4.1 mostra esta
tendéncia em um diagrama comparativo.
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Sem Solugéo

Analitica
Resolugao Andlise
Exata Numérica Completa,

N, e N, quaisquer

Sem Solugéo i i
iti ¢ i Anailse Boa correspondéncia 3
Analitica . Numérica Completa, com (N, & (N,) Velocidade
. 0fef 1/ef
5 ] iz N, e N, quaisquer
Resolugao : Analise

Exata de Interface 1D . Numérica apenas . Correspondéncia
i comN,=N,=0 Perfeita

Anélise
Numérica apenas
comN,=N,=1e

N,=N,=0

Redes Livres de Escala

Redes Aleatorias

Redes Mundo Pequeno

Redes Reticuladas

Figura 4.1: Diagrama comparativo de velocidade da dinamica das cinco redes. Note que
excluimos redes estrelas deste diagrama.

Quando se consideram redes com elementos xos, para as qIN§$8 0 e N; 6 0,
temos mais uma série de resultados e 0 modelo analitico mostra-se (til para a analise do
estado assintético da rede (paral! 1 ) se ajustarmos os parametros, e N; da nossa
solucdo analitica exata para os seuslores efetivos como vimos anteriormente. O
modelo analitico ganha abrangéncia ao ser capaz de comparar redes quaisquer com nés
de estado interno xo com redes totalmente conectadas, e descreve com boa precisao
0 que acontece em redes mais complexas assintoticamente.

Este trabalho poderia ainda ser estendido encontrando-§B,),; € (N1), como
funcdes do tipo de rede e dos parametros desta rede. Até o presente momento, nao
tivemos sucesso em encontrar uma forma su cientemente simples de mapear os valores
efetivos que encontramos empiricamente com alguma férmula que seja capaz de prever
estes valores.

Uma outra extensao possivel para este trabalho seria considerar sistemas com mais
de dois estados internos. Alguns testes iniciais com nds com trés estados internos
foram realizados, mas sem muitos resultados de interesse até este ponto. E claro que,
com trés estados internos, o trabalho analitico provavelmente torna-se mais dificil,
mas provavelmente ainda € possivel encontrar pelo menos os estados assintéticos de
equilibrio para a rede. De qualquer forma, isto poderia ser investigado mais a fundo.
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Concluindo, este trabalho teve excelente sucesso em estudar processos dinamicos
gerais, descritos a partir de um modelo extremamente simples, em muitas redes de
complexidade nao-trivial. Nao so6 foram feitos estudos numéricos extensivos, mas tam-
bém foram encontrados resultados analiticos bastante interessantes e inéditos.
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