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ResumoUm módulo de um grafo é um subonjunto de seus vérties que não é difereniado, emrelação à adjaênia, pelos demais vérties do mesmo grafo. Dado um módulo M de umgrafo G, se todo módulo de G que interepta M está ontido nele ou o ontém, M édenominado módulo forte. A deomposição modular de um grafo G é únia e pode serrepresentada por uma árvore de deomposição de�nida pela relação de inlusão de todosos módulos fortes do grafo.Esta dissertação apresenta um estudo sobre o tema da deomposição modular de grafosnão-orientados, desrevendo seus prinipais oneitos, propriedades e algumas das téni-as e algoritmos mais simples e e�ientes para a onstrução da árvore de deomposiçãomodular de um grafo.Adiionalmente, são desritas lasses de grafos nas quais a deomposição modularatende a determinadas propriedades, o que possibilita o uso da mesma em diversas apli-ações, destaando-se a solução e�iente de problemas de otimização através de téniasde divisão e onquista.
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AbstratA module of a graph is a non-distinguishable subset of nodes, regarding the nodes ad-jaeny. Let M denote any module of a graph G. If every module of G whih overlaps
M either ontains M or is inluded in it, M is alled a strong module. Modular deom-position of G is unique and may be represented by a deomposition tree de�ned by theinlusion relationship among all strong modules of G.This dissertation presents a study on modular deomposition of undireted graphs,explaining its main priniples and properties, among with a few simple and e�ient teh-niques and algorithms used to produe the modular deomposition tree of a graph.Furthermore, it desribes a few graph lasses with speial properties, whih allows theuse of modular deomposition in several appliations, speially to e�iently solve someoptimization problems through onquer and divide tehniques.
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Capítulo 1IntroduçãoNesta dissertação serão estudados os módulos de um grafo e sua deomposição modular.Para tal, faz-se uso de oneitos matemátios e de teoria dos grafos que, em sua maioria,estão reunidos no Apêndie A. De�nições ausentes deste apêndie são dadas no própriotexto ou são terminologias onsagradas na área (veja [Gol80℄).Os módulos de um grafo e, prinipalmente, a deomposição modular de um grafosão assuntos extensivamente estudados na literatura mundial e apliados na solução devariados problemas. A de�nição de módulo é atribuída a Gallai [Gal67℄, embora esteoneito tenha sido redesoberto várias vezes, reebendo outros nomes, omo losedset, autonomous set, partitive set, lump e stable set. O primeiro algoritmo queomputa a deomposição modular é de James, Staton e Cowan, de 1972.Com o ontínuo interesse e pesquisa, mais propriedades da deomposição modu-lar foram desobertas e surgiram vários outros algoritmos para omputá-la, que melho-raram suessivamente a omplexidade do primeiro, de O(n4) até a linearidade, �nalmenteatingida em 1994 por MConnell e Spinrad, para o aso de grafos não orientados. Aoontrário de enerrar a pesquisa, esse trabalho se tornou um maro na pesquisa sobre adeomposição modular, pois além de aumentar a importânia desta deomposição, dire-ionou a pesquisa na busa por algoritmos e�ientes e mais simples de ser implementadose ompreendidos.Como fruto desta pesquisa, novos algoritmos de deomposição foram apresentados,alguns dos quais om omplexidade pouo superior a linearidade, outros que apresentambons resultados em arquiteturas paralelas e, ainda, algoritmos que deompõem estruturasmais abrangentes, omo grafos orientados, 2-estruturas e hipergrafos.A deomposição modular de um grafo tem o papel de guia para utilização de téniasde divisão e onquista na solução de vários problemas em grafos. Suas apliações vão desdeos exemplos lássios, que inluem a orientação transitiva de grafos de omparabilidade e oreonheimento de grafos de permutação, até seu uso em algumas lasses de grafos. Nestas,1



2a deomposição apresenta araterístias que permitem seu uso na solução de problemasbásios e sabidamente difíeis para o aso geral, tais omo oloração de vérties e liquemáxima.A primeira lasse apresentada na qual a deomposição tem vastos usos foi a lasse dosografos, em 1971, por Lerhs. Posteriormente, observou-se que a deomposição tem apli-ações em várias outras lasses, em espeial aquelas estudadas por Jamison e Olariu, omoas lasses P4-redutível e P4-esparso, entre outras. A prinípio, tanto para os ografos omopara as demais lasses de�nidas, a orrelação om a deomposição modular não estavaestabeleida e, a ada lasse, orrespondia uma deomposição partiular usada em algu-mas apliações. Fiou a argo de Giakoumakis, Roussel e Thuillier a extensão de algumasde tais lasses onheidas, a determinação do seu relaionamento om a deomposiçãomodular e a apliação da mesma para a solução de problemas lássios de otimização.Esta dissertação foi motivada pela gama de apliações da deomposição modular epela ausênia de um trabalho de investigação que abranja desde as propriedades da de-omposição até suas apliações.O Capítulo 2 trata de módulos, suas propriedades fundamentais e representações, in-luindo a deomposição modular. Muitas das a�rmações são provadas de forma a deixaro leitor om toda informação pertinente. Em seguida, o Capítulo 3 detalha a estratégia deEhrenfeuht, Gabow, MConnell e Sullivan para deomposição modular e dois algoritmosreentes de omplexidade linear que a omputam. Um de Dahlhaus, Gustedt e MConnell,failmente paralelizável, que faz uso da ténia de Ehrenfeuht, e um om ontribuiçõesde Habib, Capelle, de Montgol�er e Paul, que se destaa por sua simpliidade de imple-mentação. O Capítulo 4 expõe algumas lasses nas quais a apliação da deomposiçãomodular permite algoritmos e�ientes para problemas lássios de otimização. Entre taislasses, destaa-se a lasse P4-arrumada, para a qual suas propriedades e apliações sãodetalhados no Capítulo 5.O objetivo desta dissertação é estudar propriedades dos módulos e da deomposiçãomodular e suas apliações, limitada a grafos não orientados, provendo uma fonte de in-formação onisa e vasta sobre esta ténia.



Capítulo 2MódulosEste apítulo fornee as bases do assunto abordado, de�nindo os módulos de um grafo eagrupando suas prinipais propriedades, operações e representações.O detalhamento das propriedades abrange desde as mais simples àquelas mais elabo-radas. Desreve-se uma das operações mais omuns � o uso de módulos para partiionaros vérties de um grafo, ferramenta básia para a representação dos módulos pela árvorede deomposição modular. É apresentada, também, uma representação dos módulos pormeio de onjuntos parialmente ordenados (CPOs, veja de�nição em A.3).2.1 PropriedadesUm subonjunto não vazio, M , dos vérties de um grafo G é um módulo de G se, paratodo vértie v de V (G) \M , ou (NG(v) ∩M = ∅) ou (M ⊆ NG(v)). De outra forma, ummódulo é um onjunto de vérties de um grafo indistingüíveis pelos demais vérties. AFigura 2.1a ontém dois exemplos de módulos de um grafo. Note que os vérties e, f e gnão são vizinhos de nenhum dos vérties do módulo {a, b, c}, enquanto d ontém em suavizinhança todos os vérties deste módulo. Para maior lareza, pereba que o onjuntode vérties A = {d, e} não forma um módulo, embora d seja vizinho de todos os vértiesdo grafo não ontidos em A e o vértie e não seja vizinho de nenhum dos vérties do grafonão ontidos em A. Isto é, em um módulo, seus vérties são tratados da mesma formapelos demais vérties do grafo e não o ontrário, no qual os vérties do módulo tratariamda mesma os demais vérties. Esta seria uma noção de erta forma inversa ao oneitode módulo, o qual não é respeitado pelo onjunto A, dado que o vértie f é adjaente a
d e não a e.São hamados de módulos triviais de um grafo G, os módulos V (G) e {v : v ∈ V (G)}.Os demais módulos também são onheidos por onjuntos homogêneos. Um grafo ujosúnios módulos são os módulos triviais é hamado de grafo primo, omo os grafos (b) e ()3



2.1. Propriedades 4
(a) Módulos em um grafo. (b) Um grafo primo. () Outro grafo primo.Figura 2.1: Exemplos de módulos.da Figura 2.1. O leitor pode observar que grafos primos não são raros, dado que os grafos

Cn para n ≥ 5 e Pn para n ≥ 4 são exemplares.A propriedade abaixo garante que um grafo e seu omplemento têm exatamente osmesmos módulos.Proposição 2.1. Se M é um módulo de um grafo G, então M é módulo de G.Demonstração. Sejam G um grafo e M um módulo de G. Se M é trivial, então é módulode G. Considere M não trivial e suponha que não seja um módulo de G. Logo, existe umvértie v ∈ V (G) \M e dois vérties distintos a e b ontidos em M tais que {a, v} é umaaresta de G e {b, v} não é aresta de G. Isto implia que {a, v} /∈ E(G) e {b, v} ∈ E(G) e,portanto, M não seria módulo de G.Como onseqüênia, o omplemento de um grafo primo também é primo. Dois módulosde um grafo podem um onter o outro, se intereptar, ou serem disjuntos. Em ada aso,apresentam propriedades de interesse.Lema 2.2 ([Möh85℄). Se X é um módulo de um grafo G e Y ⊆ X, então Y é um módulode G[X] se e somente se Y é módulo de G.Demonstração. Sejam G um grafo e X e Y dois de seus módulos tais que Y ⊆ X. Se
Y não fosse módulo de G[X], então existiriam os vérties a e b em Y e v em X \ Y , deforma que {v, a} seria aresta de G e {v, b}, não. Assim, v testemunharia que Y não seriamódulo de G. Portanto, se Y é módulo de G, também é de G[X].Agora, suponha que Y é módulo de G[X] e não é módulo de G, então, existiriam a e
b em Y e v em V (G) \ Y de forma que {a, v} é aresta de G e {b, v} não. Se v ∈ X, Ynão seria módulo de G[X] e se v ∈ V (G) \X, X não seria módulo de G. Conlui-se que,neste aso, Y é módulo de G.Lema 2.3 ([Möh85℄). Se dois módulos X e Y de G são tais que X ∩ Y = ∅, então ou asarestas {{x, y} : x ∈ X, y ∈ Y } pertenem a G ou G não ontém nenhuma de tais arestas.



2.1. Propriedades 5

(a) Módulos adjaentes. (b) Módulos não-adjaentes. () Módulos sobrepostos.Figura 2.2: Exemplos de adjaênia e sobreposição de módulos.Demonstração. Sejam G um grafo e X, Y dois módulos de G om X ∩ Y = ∅. Se ambosos módulos possuírem um vértie ada, a propriedade se veri�a trivialmente. Suponha,então, que existam dois vérties a e b de X e dois vérties c e d de Y tais que {a, c} éaresta de G e {b, d} não é aresta de G. Se a = b, Y não seria módulo de G e se c = d,
X não o seria. Portanto, a 6= b e c 6= d. Como X é módulo, tem-se que {b, c} ∈ E(G)e {a, d} /∈ E(G), ontradizendo o fato de Y ser um módulo. Portanto, ou existem todasarestas entre X e Y ou não existe nenhuma delas.Dados dois módulos X e Y de um grafo G tal que X ∩ Y = ∅, se as arestas {{x, y} :

x ∈ X, y ∈ Y } pertenem a G, então eles são hamados adjaentes e, aso ontrário, osmódulos são hamados não-adjaentes. Além disso, se dois módulos X e Y de G são taisque X \Y , Y \X e X ∩Y são todos não vazios, diz-se que os módulos se sobrepõem. Noteque se X e Y são dois módulos que se sobrepõem, então |X| ≥ 2 e |Y | ≥ 2.Para exemplos de módulos adjaentes, não-adjaentes e sobrepostos, veja a Figura 2.2.Note ainda que é possível enontrar outros módulos nestas ondições para os grafos dadosnesta �gura, omo os módulos {b, c} e {a, e}, adjaentes em (a), os módulos {a} e {e, f},não-adjaentes em (b) e os módulos {a, b} e {b, c}, sobrepostos em ().Lema 2.4 ([Möh85℄). Se X e Y são módulos de um grafo G que se sobrepõem, então
X \ Y , Y \X, X ∩ Y , X ∪ Y e X∆Y são módulos de G.Demonstração. Sejam G um grafo e X, Y dois módulos de G que se sobrepõem. Prova-sepor ontradição que ada um dos onjuntos abaixo é um módulo de G. Para tal, sejam ae b dois vérties distintos pertenentes ao onjunto onsiderado e seja v um vértie de Gque testemunha que o dado onjunto não é um módulo, isto é, v não pertene ao onjuntoe {v, a} é aresta de G enquanto {v, b} não é aresta de G.
• X ∩ Y : Se v ∈ V (G) \ X, então v testemunha que X não é módulo de G, pois
{a, b} ⊆ X. Por simetria, se v ∈ V (G) \ Y , Y não seria módulo de G.
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• X \ Y : Se v /∈ X, então X não seria módulo de G e, portanto, v ∈ X ∩ Y . Seja

c ∈ Y \X. Como Y é módulo de G, {c, a} é aresta de G. Por sua vez, omo X émódulo de G, {c, b} é aresta de G. Finalmente, sendo Y módulo, {b, v} é aresta de
G, ontradição.
• Y \X: Simétrio ao anterior.
• X ∪ Y : Se a e b pertenerem ambos a X (ou Y ), então este não seria um módulo.Portanto, sem perda de generalidade, onsidere a ∈ X \ Y e b ∈ Y \ X. Seja

c ∈ X ∩ Y (existe, pois X e Y se sobrepõem). Então {v, c} deve ser uma aresta de
G, aso ontrário, X não seria módulo. No entanto, c, b e v atestam que Y não émódulo de G.
• X∆Y : Se a e b pertenerem ambos a X \ Y (ou Y \X), então X (ou Y ) não seriaum módulo. Esolhe-se um c ∈ X ∩ Y e aplia-se argumento semelhante ao do asoanterior.Ainda na Figura 2.2, pode-se observar dois módulos que sobrepõem-se e veri�ar avalidade das propriedades anteriores.As duas propriedades abaixo são de fáil veri�ação. A primeira atesta que ser móduloé propriedade hereditária nos subgrafos induzidos que o ontém, e a segunda estabeleeas ondições para o aso inverso.Lema 2.5. Se M é um módulo de um grafo G, então M é módulo de todo subgrafoinduzido, G[X] tal que M ⊆ X ⊆ V (G).Para veri�ar se um módulo de um subgrafo induzido é módulo do grafo original, bastaprourar por vizinhos fraos. Dado um grafo e um subonjunto X de seus vérties, umvértie é vizinho frao de X se não pertene a X e é vizinho de algum vértie de X, masnão de todos. Note que este oneito já foi usado anteriormente, por exemplo na provado Lema 2.4.Lema 2.6. Seja G um grafo e X ⊆ V (G). Se M é módulo de G[X], então M é módulode G se, e somente se, M não possui vizinhos fraos em V (G) \X.Alguns módulos relaionam-se om outros módulos de maneira difereniada, sem quese sobreponham a nenhum outro. Uma vez que tais módulos têm papel destaado nadeomposição modular, diz-se que um módulo M de um grafo G é forte se, para todomódulo P de G, ou P ∩M = ∅, ou P ⊆ M ou M ⊆ P . Observa-se na Figura 2.3 doismódulos fortes no item (a) e dois módulos sobrepostos (não fortes) para o mesmo grafoem (b). Para veri�ar tal a�rmação, note que o grafo não possui outros módulos além dosdestaados na �gura e dos módulos triviais. A seguir, estendem-se algumas propriedadesde módulos para módulos fortes.
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(a) Dois módulos fortes. (b) Dois módulos não fortes.Figura 2.3: Exemplo de módulos fortes e não fortes num grafo.Proposição 2.7. Se M é um módulo forte de um grafo G, então é módulo forte de G.Demonstração. Suponha que M seja módulo forte de um grafo G e não seja do grafo G.Portanto, neste grafo, exite um módulo Y que se sobrepõe a X. Pela Proposição 2.1, Yé módulo forte de G e, omo se sobrepõe a X, este não seria módulo forte de G.Lema 2.8 ([Möh85℄). Se M é um módulo de um grafo G e N ⊂M , então N é um móduloforte de G se, e somente se, N é módulo forte de G[M ].Demonstração. Seja X ⊂ M , um módulo forte de G[M ]. Pelo Lema 2.2, X é módulo de

G. Suponha que X não seja um módulo forte de G. Então existe um módulo Y em G quese sobrepõe a X. Note que Y não está ontido em M pois X é módulo forte de G[M ].Todavia, pelo Lema 2.4, M \ Y e M ∩ Y são módulos de G, propriamente ontidos em
M , e pelo Lema 2.2, são módulos de G[M ]. Se M \ Y 6⊆ X, M \ Y sobrepõe-se a X, asoontrário, M ∩ Y sobrepõe-se a X. Em ambos os asos, ontradiz-se que X seja móduloforte de G[M ].Seja X um módulo forte de G propriamente ontido em outro módulo, M , de G. PeloLema 2.2, X é módulo de G[M ]. Caso X não seja módulo forte de G[M ], então existe ummódulo Y , de G[M ], que se sobrepõe a X. Pelo Lema 2.2, Y é módulo de G e, portanto,
X não é módulo forte de G, ontradição.2.2 Quoientes e fatoresDe�ne-se uma partição de ongruênia P omo uma partição dos vérties de um grafo Gde forma que ada parte é um módulo de G. Desta forma, omo todos as partes de P sãomódulos dois a dois disjuntos, pelo Lema 2.3, são dois a dois adjaentes ou não-adjaentes.Representa-se a relação de adjaênia entre as partes de P por um grafo denominado grafoquoiente, de�nido abaixo:Dado um grafo G e uma partição de ongruênia P = {M1, M2, . . . , Mk} para G, ografo quoiente de G em relação a P é o grafo G/P dado por V (G/P) = {M1, M2, . . . , Mk}
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(a) Um grafo e uma de suas par-tições de ongruênia. (b) Outra partição de ongruên-ia do mesmo grafo.
() O grafo quoiente dapartição em (a). (d) O grafo quoiente dapartição em (b).Figura 2.4: Um grafo e duas de suas partições de ongruênia.e E(G/P) = {{Mi, Mj} : Mi, Mj ∈ P, Mi e Mj adjaentes em G}. Não será feita distinçãona notação entre um vértie de G/P e a orrespondente parte de P, de forma que umvértie de G/P será tomado omo módulo de G e vie-versa, quando abível. Na Figura 2.4estão representadas duas partições de ongruênia do mesmo grafo, om seus respetivosgrafos quoiente.Denominam-se fatores, os subgrafos induzidos por ada membro de P em G. A seguir,mostra-se que os módulos de G que não se sobrepõem a nenhuma parte de P estãorelaionados aos módulos do quoiente e dos fatores de P.Lema 2.9 ([Möh85℄). Sejam G um grafo e P uma partição de ongruênia de G. Então,

M⊆ P é um módulo de G/P se, e somente se, ⋃

X∈M X é módulo de G.Demonstração. Sejam G um grafo, P uma partição de ongruênia de G e M ⊆ P ummódulo de G/P. Se U =
⋃

X∈M X não for módulo de G, então existem a e b em U e
v /∈ U tais que {a, v} é aresta de G e {b, v} não é aresta de G. Se a e b pertenerem aalgum Y ∈M, então Y não seria módulo e P não seria partição de ongruênia. Portanto
a ∈ A, A ∈ M e b ∈ B, B ∈ M e v ∈ V , V ∈ P \M om A 6= B. Sendo A, B e Vdisjuntos, pelo Lema 2.3, em G/P, {A, V } é aresta e {B, V } não é aresta, de forma que
M não é módulo.Seja U =

⋃

X∈M X um módulo de G e suponha queM não seja um módulo de G/P.Então, existem A e B emM e V em P \M, tais que, em G/P, {A, V } é aresta e {B, V }não é aresta. Pela de�nição de grafo quoiente e pelo Lema 2.3, existem a ∈ A, b ∈ B e
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v ∈ V tais que, em G, {a, v} é aresta e {b, v} não é aresta. Como V é disjunto de U , estenão é módulo de G.Agora, é possível mostrar uma propriedade importante das partições de ongruêniaformadas por módulos fortes de G:Corolário 2.10. Se G é um grafo e P é uma partição de ongruênia de G formada pormódulos fortes, então todos os módulos de G são dados pelos módulos de G/P e pelosmódulos dos fatores de G em relação a P.Demonstração. Como as partes de P são módulos fortes, ada módulo de G ou estáontido em uma parte de P ou é formado pela união de partes de P. Então, peloslemas 2.2 e 2.9, um módulo de G ou é módulo de algum fator de P ou é dado por ummódulo de G/P.O Corolário 2.10 torna interessante o estudo das partições de ongruênia ujas partessejam módulos fortes do grafo, das quais pode-se observar dois exemplos na Figura 2.4,itens (a) e (b). Abaixo, mostra-se que as informações sobre os módulos fortes são preser-vadas pelas partições de ongruênia.Lema 2.11. Dado um grafo G e uma partição de ongruênia P de G, então M /∈ P éum módulo forte de G se, e somente se, ou M é módulo forte de G[K] para um K ∈ Ptal que M ⊂ K, ou existe U ⊆ P tal que M =

⋃

X∈U X e U é módulo forte de G/P.Demonstração. Quando M está ontido em uma parte K de P o Lema 2.8 é su�iente.Então, seja M um módulo forte de G, união dos elementos de um subonjunto U daspartes de P. Pelo Lema 2.9, U é um módulo forte de G/P.Seja U módulo forte de G/P e suponha que exista um módulo Y de G que se sobre-ponha a M . Considere um vértie a ∈ M \ Y e o onjunto Y = {Q : Q ∈ P, Q ∩ Y 6=

∅}\{Z}, no qual a ∈ Z e Z ∈ P. Pelo Lema 2.4, ⋃

X∈Y X é módulo de G e pelo Lema 2.9,
Y é módulo de G/P, mas ele se sobrepõe aM.2.3 RepresentaçõesO número de módulos de um grafo pode ser exponenial no seu tamanho, por exemplo,qualquer subonjunto não vazio dos vérties de um Kn ou Sn é um módulo do grafo � eexistem 2n − 1. Assim sendo, torna-se interessante enontrar um meio de representá-losque oupe espaço polinomial e permita a solução e�iente de problemas omo determinarse um dado onjunto de vérties é um módulo, ontar os módulos do grafo ou mesmolistá-los em tempo ompatível om sua quantidade.
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(a) O grafo usado nas �guras 2.4(a) e (b). (b) A deomposiçãomodular do grafo (a). Osnós foram marados om os módulos fortesassoiados.Figura 2.5: Exemplo de uma árvore de deomposição modular.2.3.1 Deomposição modularPode-se deompor os módulos de um grafo G usando partições de ongruênia e entãodeompor novamente ada grafo fator, em suessão, até que todos os grafos fatores sejamgrafos triviais. Esta deomposição pode ser representada omo uma árvore, ujos nósorrespondem a módulos de V (G). A raiz da árvore oresponde ao módulo trivial V (G) eos �lhos de ada nó orrespondem às partes de uma partição de ongruênia do subgrafoinduzido pelos módulo assoiado àquele nó.Como visto, se forem usadas para tal deomposição partições de ongruênia ujaspartes sejam módulos fortes, om auxílio dos grafos quoiente de ada partição, pode-seobter todos os módulos do grafo. Contudo, é interessante restringir ainda mais o tipo departição utilizada, pois partições em módulos fortes não são únias (na Figura 2.4 as duaspartições exibidas para o grafo ontêm apenas módulos fortes) e podem ser degeneradas,omo partições nas quais ada parte é formada por um vértie do grafo. Além disso, serianeessário identi�ar módulos nos grafos quoientes para determinar os módulos do grafo.A deomposição modular de um grafo é de�nida omo a deomposição reursiva doonjunto de vérties do grafo em módulos fortes maximais próprios. Um módulo é ummódulo forte maximal próprio se é um módulo maximal entre os módulos fortes do grafo,exluindo o próprio onjunto de vérties do grafo. A árvore que representa esta deom-posição é hamada de árvore de deomposição modular e está exempli�ada na Figura 2.5.Será visto que, usando tais partições de ongruênia para a deomposição, os grafosquoientes assoiados a ada nó da árvore de deomposição são restritos de forma que épossível identi�ar seus módulos de maneira trivial. Além disso, tais partições possuemoutras propriedades interessantes, que são desritas a seguir.Proposição 2.12. A partição dos vérties de um grafo em módulos fortes maximais



2.3. Representações 11próprios é únia.Demonstração. Suponha que existam duas partições, P1 e P2, distintas, dos vérties deum grafo G em módulos fortes maximais próprios. Então, existe X ∈ P1 tal que X /∈ P2.Além disso, X não se sobrepõe a nenhum módulo pertenente a P2, pois estes são fortes.Portanto, ou X ontém uma parte Y de P2, ou está ontido em uma parte Y de P2, ou
X∩Y = ∅ para todo Y ∈ P2. Então, X ou Y não são maximais ou P2 não é uma partiçãodos vérties de G.Como onseqüênia imediata da Proposição 2.12:Corolário 2.13. Dado um grafo G, a sua árvore de deomposição modular é únia.Lema 2.14. Os únios grafos que não possuem módulos fortes não triviais são os grafosprimos, os grafos ompletos e os grafos sem arestas.Demonstração. Será provado por indução no número de vérties que, se G é um grafo,não é primo, não é ompleto e possui alguma aresta, então ele ontém um módulo fortenão trivial. Sejam G um grafo que satisfaz as hipóteses e X um módulo não trivial detamanho mínimo de G. Note que tal módulo existe, pois o grafo não é primo. Destemódulo, obtem-se um módulo forte não trivial para o grafo.
• Se |X| ≥ 3, então X é um módulo forte não trivial, pois, se algum módulo Y de

G sobrepusesse X, pelo Lema 2.4, X ∩ Y e X \ Y seriam módulos, um dos quaisonteria ao menos dois vérties e X não seria mínimo.
• Se |X| = 2, onsidere o grafo G′ obtido de G pela ontração de X = {a, b} a umnovo vértie x. Note que {X} ∪ (V (G) \X) é uma partição de ongruênia de G e

G′ é isomorfo ao grafo quoiente desta partição.� Se G′ não possuir arestas, então {a, b} é uma aresta de G (aso ontrário G nãopossuiria arestas) e é um módulo forte não trivial de G. Qualquer módulo quese sobrepusesse a {a, b}, onteria a e não onteria b, sem perda de generalidade.Mas isso não aontee, pois b só é vizinho de a.� Se G′ for ompleto, pelo aso anterior X é um módulo forte não trivial de Ge, pela Proposição 2.7, de G.� Se G′ for primo, então X é um módulo forte não trivial de G. Caso ontrário,haveria um módulo, Y , de G que se sobrepõe a X e, pelo Lema 2.4, X ∪ Y e
Y \ X são módulos de G. Logo, se |X ∪ Y | < |V (G)| ou |Y \ X| ≥ 2, peloLema 2.9, G′ não seria primo. Caso ontrário, |V (G)| = 3 e atendem-se asondições de algum dos asos anteriores.



2.3. Representações 12� Nos demais asos, por hipótese de indução, seja X ′ um módulo forte não trivialde G′. Pelo Lema 2.11, ou X ′ é módulo forte não trivial de G, se x /∈ X ′, ou
X ∪ (X ′ \ {x}) o é.Corolário 2.15. Dado um grafo G e sua únia partição de ongruênia P ujas partes sãomódulos fortes maximais próprios, então G/P é primo, ompleto ou não ontém arestas.Demonstração. O grafo quoiente G/P não ontém módulos fortes não triviais, senãopelo Lema 2.11, os membros de P não seriam maximais. Então, pelo Lema 2.14, G/P éprimo, ompleto ou não ontém arestas.Proposição 2.16. Os nós da árvore de deomposição modular de um grafo orrespondemexatamente a todos os seus módulos fortes.Demonstração. Por indução no número de vérties do grafo. O aso base é o grafo trivial.Dado um grafo G, onsidere os �lhos da raiz da árvore de deomposição modular, T ,de G, que formam a partição de ongruênia de G em módulos fortes maximais próprios.Por indução, todo módulo forte de um dos fatores desta partição está representado emsua respetiva árvore de deomposição modular, que é o ramo de T a partir do nó orre-spondente ao �lho. Pelo Corolário 2.15 e pelo Lema 2.11, G não ontém outros módulosfortes.Como onseqüênia da Proposição 2.16, outra maneira de onstruir a árvore é enon-trar todos os módulos fortes de um grafo, riar um nó para ada um deles e então de�niromo pai de um nó o menor módulo forte que o ontém.Rotula-se ada nó interno da árvore de deomposição modular, segundo sua lassi�-ação pelo ritério abaixo. Se o grafo quoiente da partição de ongruênia usada na suadeomposição for ompleto, o nó é hamado de serial e é rotulado om S ; se não on-tiver arestas, o nó é hamado de paralelo e é rotulado om P ; e se for primo, é hamadode vizinhança e é rotulado om N. Os nós rotulados omo paralelos ou seriais tambémsão onheidos omo degenerados enquanto os rotulados omo vizinhança são onheidostambém por primos. A Figura 2.6 exibe a árvore de deomposição modular previamenteapresentada na Figura 2.5, adiionando os rótulos dos nós internos.Note ainda a relação que existe entre o subgrafo H induzido pelo módulo representadonum nó da árvore de deomposição modular e o tipo do nó. Se o tipo do nó for serial,então o grafo quoiente orrespondente é ompleto om dois ou mais vérties e, portanto,seu omplemento é desonexo, por onseguinte H é desonexo; se for paralelo, então ografo quoiente orrespondente não possui arestas mas possui dois ou mais vérties, sendo,portanto, desonexo e, onseqüentemente, H também é desonexo; e se for vizinhança,

H e H são onexos uma vez que o grafo quoiente orrespondente ao nó é onexo e seuomplemento também o é.
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Figura 2.6: A árvore de deomposição modular do grafo da Figura 2.5a, om os nósinternos rotulados.Lema 2.17. Se G é um grafo e T é a sua árvore de deomposição modular, então umsubonjunto M ⊆ V (G) é um módulo de G se, e somente se, uma das a�rmativas vale:1. M é um nó de T ;2. M é a união de �lhos de um nó de T de rótulo serial ou paralelo.Demonstração. Seja G um grafo e T sua árvore de deomposição modular, hame de Pa partição de ongruênia de G usada na raiz de T .Prova-se que um módulo M de G atende às ondições propostas, por indução nonúmero de vérties de G. Se M = V (G) ou se M for uma parte de P, então é um nó de
T . Caso ontrário, pelo Corolário 2.10:
• M =

⋃

X∈U X para algum U , módulo de G/P. Nota-se que 1 < |U| < |P| e, peloCorolário 2.15, G/P é ompleto ou sem arestas e, assim o nó raiz de T é rotuladoomo serial ou paralelo; ou
• M é módulo de G[X] para alguma parte X de P. Por hipótese de indução, M atendeàs ondições propostas para a árvore de deomposição modular, TX , de G[X], mas

TX é um ramo de T .Agora, mostra-se que se M atende às ondições propostas, então é módulo de G. Umnó de T é um módulo de G segundo a Proposição 2.16. Prova-se por indução no númerode vérties do grafo que, se M for uma união de �lhos de um nó de T rotulado omo serialou paralelo, então é um módulo de G:
• Se M =

⋃

X∈U X para algum U , módulo de G/P e a raiz de T tem rótulo serial ouparalelo, então G/P é ompleto ou sem arestas e, portanto, U é módulo de G/P.Então pelo Lema 2.9, M é módulo de G.
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(a) Um grafo isomorfo ao daFigura 2.4a. (b) O grafo D3. () O grafo P3.Figura 2.7: A onstrução de um CPO modular de um grafo.

• Caso ontrário, M é a união dos �lhos de algum nó de T que não a raiz e, portantoestá ontido em alguma parte X de P. Por hipótese de indução M é módulo de
G[X] e, pelo Lema 2.2, é módulo de G.2.3.2 Conjuntos parialmente ordenados modularesEm [KS03℄, Klein e Szwar�ter propuseram uma representação para os módulos de umgrafo que onsiste em um onjunto de CPOs e que foi usada para resolver problemasrelaionados aos módulos de um grafo. Espei�amente, os problemas tratados foram:listar os modulos de um grafo, ontar o número de módulos do grafo (sem enumerá-los),enontrar um módulo maximal de um grafo que satisfaz ertas propriedades hereditáriase enontrar um módulo não trivial de um grafo ujo subgrafo induzido é onexo.Dado um grafo G, a representação proposta para seus módulos onsiste em um on-junto de CPOs, um para ada vértie de G. Para onstruir estes CPOs, primeiramentedenote por vi, 1 ≤ i ≤ |V (G)|, ada um dos vérties de G e então onsidere o grafoorientado Di, ujos vérties são dados por V (G) \ {vi} e ujo onjunto de arestas ontém

(vj , vk) se, e somente se:
• {vj , vk} ∈ E(G) e vj /∈ NG(vi); ou
• {vj , vk} /∈ E(G) e vj ∈ NG(vi).Ao ontrair as omponentes fortemente onexas de Di a um únio vértie e, em seguida,adiionar os aros para formar o feho transitivo do grafo (veja Seção A.2), obtem-se ografo Pi. Este grafo representa um CPO e é denominado CPO modular de G em relaçãoa vi (a Figura 2.7 exempli�a a onstrução dos grafos Di e Pi). O onjunto dos grafos Pipara todo vértie vi do grafo G forma sua representação.Para exp�r as propriedades dos CPOs modulares, serão neessárias algumas de�nições.Considere um CPO de�nido sobre um onjunto S e dado pelo grafo orientado P . O ideal



2.3. Representações 15deste CPO é um subonjunto I ⊆ S tal que para toda aresta (x, y) ∈ E(P ), se y ∈ I,então x ∈ I. A deomposição em amadas do mesmo CPO é uma seqüênia (L1, . . . , Lk)na qual todo Li ∈ S e ⋃

1≤i≤k Li = S. Cada Li ontém os fontes do grafo P [S \
⋃

1≤j<i Lj ].Quando um CPO admite uma deomposição em amadas de forma que (x, y) ∈ E(P )sempre que x ∈ Li e y ∈ Li+1, diz-se que ele é um CPO em amadas.O teorema abaixo estabalee a relação entre os CPOs modulares e os módulos de umgrafo.Teorema 2.18. Dados um grafo G, um de seus vérties vi e o CPO modular Pi de Grelativo a vi, então existe uma bijeção entre os ideais de Pi e os módulos de G que ontém
vi. Pode-se observar, na Figura 2.7, que os ideais do CPO modular P3 (∅, {v2}, {v2, v4},
{v2, v4, v1,5}) estão em orrespondênia biunívoa om os módulos do grafo que ontêm
v3 ({v3}, {v3, v2}, {v3, v2, v4} e {v3, v2, v4, v1, v5}).Além disso, os CPOs modulares apresentam importantes propriedades relaionadas asua deomposição em amadas.Teorema 2.19. As seguintes a�rmações são equivalentes:
• Pi é um CPO modular de algum grafo G, relativo a um de seus vérties;
• Pi é um CPO em amadas;
• Pi é o feho transitivo de um torneio bipartido aílio.O uso da representação e destas propriedades permitiu aos autores a solução dosproblemas já menionados no iníio desta seção. Uma desvantagem da representação é oseu espaço, O(V (G)3), em relação à árvore de deomposição modular, que oupa apenas

O(V (G)).



Capítulo 3Algoritmos para DeomposiçãoModularNeste apítulo são tratadas duas formas e�ientes para onstrução da árvore de deom-posição modular de um grafo, uma linear e outra mais omplexa por um fator logarítmio.Muitos algoritmos que exeutam esta tarefa foram apresentados na literatura, dentre osquais, os algoritmos e�ientes são de notável di�uldade para ompreensão e implemen-tação. Os algoritmos esolhidos se destaam por serem mais reentes e mais simples queseus predeessores de mesma omplexidade.A Seção 3.1 trata da estratégia para deomposição apresentada por Ehrenfeuht eoutros, posteriormente usada pelo algoritmo de Dahlhaus, Gustedt e MConnell, abordadona Seção 3.2. Termina o apítulo, a Seção 3.3, om dois algoritmos propostos por Habibe outros, que utilizam uma ténia ompletamente diferente.3.1 Partição de ongruênia que isola um vértieDado um grafo G e um de seus vérties, v, de�ne-se M(G, v) omo o onjunto formadopor {v} e os módulos maximais entre os módulos de G que não ontém v, ou seja, {v}e todo módulo X tal que v /∈ X e qualquer Y ⊃ X, Y módulo de G, então v ∈ Y . AFigura 3.1a ontém um exemplo destes onjuntos.Lema 3.1. Dado um grafo G e um de seus vérties, v, M(G, v) é uma partição deongruênia de V (G).Demonstração. Se algum u ∈ V (G) não pertenesse a nenhum membro de M(G, v), omódulo maximal que ontém u e não ontém v não foi adiionado aM(G, v); por outrolado, se dois membros distintos, X e Y , de M(G, v) não forem disjuntos então, peloLema 2.4, X ∪ Y seria um módulo de G que não ontém v, e ontradiria a maximalidade16



3.1. Partição de ongruênia que isola um vértie 17

(a) As partes deM(G, c). Qualquer módulode G não ontido em uma destas partes, on-tém c. (b) Os módulos maximais fortes próprios de
G. Esta é a partição da raiz da deomposiçãomodular do grafo.Figura 3.1: Um grafo G om os módulos de M(G, c) e seus módulos fortes maximaispróprios destaados.de X e Y . Além disso, omo todos os omponentes de M(G, v) são módulos de G,

M(G, v) é uma partição de ongruênia.Além desta propriedade, Ehrenfeuht e outros, notaram que esta partição é útil paraonstrução da deomposição modular:Lema 3.2 ([EGMS94℄). Todos os módulos não unitários de G/M(G, v) ontêm {v} e sãofortes.Demonstração. Se houvesse um módulo não unitário X de G/M(G, v) que não ontivesse
{v}, então, pelo Lema 2.9, ⋃

M∈X M seria um módulo de G que não ontém v e, omisso, ontradiria a maximalidade dos módulos ontidos em M(G, v). Agora, suponhaque existam dois módulos não triviais X e Y de G/M(G, v), que se sobreponham. PeloLema 2.4, X∆Y seria módulo não trivial de G/M(G, v) e, omo {v} ∈ X ∩Y , então X∆Ynão onteria {v} e ontradiria a maximalidade dos módulos ontidos emM(G, v).Lema 3.3 ([EGMS94℄). Um subonjunto X de M(G, v) que ontém {v} é um móduloforte de G/M(G, v) se, e somente se, ⋃

M∈X M for um módulo forte de G (que ontémv). Todos demais módulos fortes de G � aqueles que não ontem v � são subonjuntos dealguma parte deM(G, v).Demonstração. Seja M um módulo forte de G que ontém v. Assim, os demais módulosde G ou estão ontidos em M , ou o ontêm, ou são disjuntos de M . Como os módulosde G que ontém M não pertenem a M(G, v), M(G, v) é formado por módulos de Gdisjuntos de M e por módulos de G ontidos em M e, então, existe um X ⊂M(G, v) talque ⋃

V ∈X V = M e, pelo Lema 2.9, X é módulo de G/M(G, v) e, portanto, forte.Seja, agora, X um módulo (forte) de G/M(G, v) e suponha que ⋃

V ∈X V = M nãoseja um módulo forte de G. Então, existe um módulo Y de G que se sobrepõe a M . Se
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v /∈ Y , esolha um vértie u ∈ Y ∩M e seja U ∈ M(G, v) tal que u ∈ U , então, omo
U ⊂ M , ou U ⊂ Y , ou U e Y sobrepõem-se e, pelo Lema 2.4, Y ∪ U é módulo de G enão ontém v, e, portanto, U não é maximal. Se v ∈ Y , esolha u ∈ M \ Y e seleione
U da mesma forma. Pelo Lema 2.4, M∆Y é módulo de G, e então, ou U ⊂ (M∆Y ), ou
U sobrepõe-se a (M∆Y ) e U ∪ (M∆Y ) é um módulo de G que não ontêm v, mostrandoque U não é maximal.Todo módulo M de G que não ontém v é um subonjunto de alguma parte de
M(G, v). Caso não fosse, onsidere uma parte X ∈ M(G, v) tal que M ∩ X 6= ∅.Então X não é maximal porque ou M ⊃ X, ou, pelo Lema 2.4, M ∪X é um módulo.Apliando a Proposição 2.16 sobre os lemas 3.2 e 3.3, veri�a-se que os anestrais de
v na árvore de deomposição modular de G são exatamente os nós internos da árvore dedeomposição modular de G/M(G, v). Além disso, os demais nós da árvore de deom-posição modular de G são v e os módulos fortes de G que não ontêm v, os quais, peloslemas 3.3 e 2.8 são os nós das árvores de deomposição modular dos grafos G[X] paratodo X emM(G, v) distinto de {v}.E, om isto, tem-se uma estratégia geral para omputar a deomposição modular deum grafo, esboçada no Algoritmo 1, abaixo, juntamente om um exemplo de seu uso naFigura 3.2. A ondição interna valida que X é um módulo forte de G, removendo-o asonão seja.Algoritmo 1 Estratégia para deomposição modular por Ehrenfeuht e outros.Entrada: T e TX , árvores de deomposição modular de G/M(G, v) e de todo G[X] :

X ∈M(G, v).Saída: T é a árvore de deomposição modular de G.Para toda folha X de T façaSeja TX a árvore de deomposição modular de G[X].Seja RX a raiz de TX .Seja R o pai de X em T .Se R e RX ambos estão rotulados omo serial ou paralelo entãoRemova X de R e adiione os �lhos de RX om �lhos de R.SenãoRemova X de R e adiione RX omo �lho de R.Fim SeFim ParaRetorne T .Em seu trabalho, Ehrenfeuht e outros [EGMS94℄ apresentam um algoritmo reursivo,ujo tempo total de exeução é O(n2), semelhante ao dado no Algoritmo 2. O tempo deexeução é devido, prinipalmente, a ténia usada para omputar da árvore de deom-
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(a) O quoiente G/M(G, c)do grafo da Figura 3.1. (b) A deomposição modu-lar de (a). () As deomposições modularesdos fatores deM(G, c).
(d) A deomposição modular de G,obtida pelo Algoritmo 1. (e) Árvore obtida aso o Algoritmo 1não ombinasse pais e �lhos P e S.Figura 3.2: Um exemplo de deomposição modular segundo a ténia de Ehrenfeuht eoutros.



3.2. Reursão sobre adjaentes e não adjaentes 20posição modular de G/M(G, v), que, por este motivo, não será desrita. Ao invés, seráexposto, na próxima seção, uma maneira de usar a ténia apresentada que resulta emum algoritmo linear.Algoritmo 2 Deomposição modular por Ehrenfeuht e outros.Entrada: G é um grafo simples.Saída: T é árvore de deomposição modular de G.Se G ontém apenas um vértie entãoFaça T = G.SenãoEsolha um vértie v, qualquer, de G.Compute a partição P =M(G, v).Compute a árvore de deomposição modular TQ de G/P.Para toda folha X de TQ façaCompute reursivamente a deomposição modular de G[X] em TX .Fim ParaUse o Algoritmo 1 om TQ e todos os TX : X ∈M(G, v) para obter a árvore T .Fim Se3.2 Reursão sobre adjaentes e não adjaentesUsando estratégia semelhante, Dahlhaus e outros [DGM01℄ apresentaram um algoritmolinear para deomposição modular. Seu diferenial é a forma usada para omputar
G/M(G, v), sua deomposição modular e as árvores de deomposição modular de seusmembros, que são detalhadas abaixo.O Algoritmo 3 esboça os passos básios para obter as árvores de deomposição modularde G/M(G, v) e dos grafos fatores da partição M(G, v). Um exemplo da apliação deuma iteração é dado na Figura 3.3, na qual as deomposições em (b) e (d) são obtidasreursivamente.O primeiro passo para detalhar o algoritmo é a desrição do álulo das restriçõesdas árvores de deomposição modular no passo 2, tarefa desempenhada pelo Algoritmo 4.Este algoritmo alula apenas a retrição da árvore de deomposição modular de G emrelação aos vizinhos de v. O algoritmo para obter a restrição em relação aos não vizinhosé essenialmente o mesmo, apenas substituindo NG(v) por NG(v).A apliação do Algoritmo 4 sobre as árvores (b) e (d) da Figura 3.3 produz exatamenteas árvores de deomposição modular dos fatores de G em relação a M(G, c), vistos naFigura 3.2. Note que, embora os vérties d e e tenham sido separados no primeiro passodo algoritmo, quando apliado sobre a árvore da Figura 3.3d, eles são unidos novamente no
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Algoritmo 3 Deomposição modular por Dahlhaus e outros.Entrada: G é um grafo.Saída: Para algum vértie v de G,M éM(G, v), T é árvore de deomposição modularde G/M(G, v) e TX é a árvore de deomposição modular de G[X] para todo X ∈M.1: Enontre as árvores de deomposição modular TN e TN , de G[NG(v)] e de G[NG(v)],reursivamente.2: Calule as restrições da árvore de deomposição modular de G em relação a NG(v) ea NG(v) usando TN e TN .{Tais restrições forneem TX para todo X ∈M(G, v)}3: ComputeM, agrupando os vérties de ada árvore obtida no passo anterior.4: Compute T , a árvore de deomposição modular de G/M(G, v).
Algoritmo 4 Cálulo das restrições da deomposição modular.Entrada: G é um grafo e TN é a árvore de deomposição modular de G[NG(v)].Saída: T ∗

N é a restrição da árvore de deomposição modular de G a NG(v).Remova de TN todos os nós que não são módulos de G. Os �lhos dos nós removidos setornam novas árvores. Chame essa �oresta de T ∗
N .Agrupe novamente dois ou mais �lhos de um mesmo nó serial ou paralelo, removido de

TN , desde que seus vérties possuam os mesmos vizinhos em V (G) \NG(v).

(a) O grafo G[NG(c)]. (b) A deomposiçãomodular de (a). () O grafo G[NG(c)]. (d) A deomposiçãomodular de ().Figura 3.3: Uma iteração do Algoritmo 3 sobre o grafo G da Figura 3.1.



3.2. Reursão sobre adjaentes e não adjaentes 22segundo passo, pois d e e têm o mesmo onjunto de vizinhos em V (G)\NG(c), que é {a, f}.Em seguida, mostra-se que este passo realmente obtém as deomposições modulares dosgrafos induzidos pelas partes deM(G, v).Lema 3.4. As deomposições modulares de G[X] para X ∈ M(G, v) são dadas pelasrestrições das deomposições modulares de G a G[NG(v)] e a G[NG(v)].Demonstração. Seja X ∈ M(G, v), X 6= {v}. Como X é um módulo de G disjunto de
{v}, está totalmente ontido em NG(v) ou em NG(v) � hame de N o onjunto dentreestes que ontém X. Pelo Lema 2.5, X é módulo de G[N ] e pelo Lema 2.17, ou é um nóda árvore de deomposição modular, T , desse grafo ou é a união de alguns �lhos de umnó serial ou paralelo de T . Como X é módulo de G, o proesso de restrição de T a G[X],que produz T ′, não remove de T nenhum dos submódulos de X. Se X era um nó de T ,ontinua sendo em T ′; se era a união de dois ou mais �lhos de um nó serial ou paralelode T , tais �lhos foram mantidos em T ′ e, aso seu pai tenha sido exluído, um novo foiadiionado ontendo todos os �lhos que formam X. Para �nalizar, X não possui um paiem T ′, pois neste aso tal pai seria um módulo de G (já que não foi removido durante arestrição) que não ontém v e, portanto, X não seria maximal.O último passo é a onstrução da árvore de deomposição modular de G/M(G, v) nopasso 4 do Algoritmo 3. Este passo se resume a enontrar todos os módulos fortes de Gque ontêm v e determinar sua relação de inlusão.Primeiramente, o onjunto de vérties V (G) \ {v} é partiionado em lasses de equiv-alênia determinadas pela relação de�nida de forma que dois vérties x e y se relaionamse satis�zerem uma das seguintes ondições:
• Se x e y pertenem à NG(v):� x e y pertenem a mesma omponente onexa de G[NG(v)]; ou� x e y pertenem a omponentes onexas distintas de G[NG(v)], ambas ontidasem um módulo de G totalmente ontido em NG(v).
• Se x e y pertenem à NG(v):� x e y pertenem a mesma omponente onexa de G[NG(v)]; ou� x e y pertenem a omponentes onexas distintas de G[NG(v)], ambas ontidasem um módulo de G totalmente ontido em NG(v).A transitividade da relação vem do fato de que a união de dois módulos que se so-brepõem em G também é módulo de G. As lasses de�nidas por esta relação são hamadasde bloos básios. Denota-se por B e B os onjuntos daqueles bloos básios ontidos em
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(a) Bloos básios de G[NG(c)]. (b) Bloos básios de G[NG(c)].

() O grafo F . (d) O grafo F ′.Figura 3.4: Exemplo de onstrução da deomposição de G/M(G, c) pelo Algoritmo 5.
NG(v) e em NG(v), respetivamente. Os bloos básios são módulos de G[NG(v)] ou de
G[NG(v)]. Note que, na Figura 3.4b, os vérties d e e foram unidos no mesmo bloo básiopois formam um módulo em G.Constrói-se, agora, um grafo orientado bipartido F , de bipartição {B,B}. As arestasdo grafo são de�nidas de forma que (X, Y ) ∈ E(F) se e somente se X ∈ B, Y ∈ B eexistem x ∈ X e y ∈ Y tais que {x, y} ∈ E(G), ou X ∈ B, Y ∈ B e existem x ∈ X e
y ∈ Y tais que {x, y} /∈ E(G).O objetivo do grafo F é mostrar as relações de inlusão forçadas por módulos ontendo
v, ou seja, se (X, Y ) ∈ E(F), então qualquer módulo de G que ontenha {v}∪X, onterá
Y . Assim sendo, uma omponente fortemente onexa neste grafo signi�a que qualquermódulo de G que ontenha v e um dos bloos básios da omponente obrigatoriamenteontém toda ela.Toma-se, então, o grafo F ′ obtido de F substituindo suas omponentes fortementeonexas por novos vérties que ontém a união dos bloos básios de ada omponente.O grafo F ′ é aílio e admite uma ordenação topológia únia (veja Seção A.3). Umsu�xo de uma ordem O sobre um onjunto S é um onjunto U ⊆ S tal que, se a ∈ U ,então b ∈ U para todo b ∈ S tal que b ≥ a em O. Os su�xos da ordenação topológiadada pelo grafo F ′ da Figura 3.4d são ∅, {B}, {C, B} e {AD, C, B} (AD representa umúnio elemento). A união de {v} om os vérties ontidos nos elementos dos su�xos daordenação topológia, fornee os módulos fortes de G que ontêm v. Para o grafo F ′ damesma �gura, tais módulos são {c}, {c, b}, {c, b, d, e} e {c, b, d, e, a, f, g, h, i, j}.O Algoritmo 5 resume os passos desritos. Um exemplo do proedimento é dado naFigura 3.4.



3.2. Reursão sobre adjaentes e não adjaentes 24Algoritmo 5 Cálulo de G/M(G, v) por Dahlhaus e outrosEntrada: G é um grafo simples, v é um de seus vérties eM éM(G, v).Saída: T é árvore de deomposição modular de G/M(G, v).Enontre os bloos básios de G em relação a v.Compute o grafo orientado de impliação F a partir dos bloos básios.Compute o grafo fortemente onexo F ′ de F .Obtenha a ordenação topológia O de F ′.Seja T tal que V (T ) = {v} e E(T ) = ∅.Para todo vértie x de F ′, visitado na ordem inversa de O façaAdiione uma nova raiz u a árvore a T .Ligue a nova raiz a antiga.Adiione omo �lho de u um vértie para ada elemento deM\ {v} ontido em x.Rotule o vértie u segundo o grafo quoiente da partição que o nó representa.Fim ParaPrimeiramente, serão mostradas a relação entre os módulos de G que ontém v e asestruturas dos grafos F e F ′.Lema 3.5. Um onjunto X formado por v e a união de bloos básios é um módulo de Gse, e somente se, não existe uma aresta (A, B) no grafo F tal que A ⊆ X e B 6⊆ X.Demonstração. Suponha que X não é um módulo de G, então existe um vértie r /∈ Xque distingüe dois vérties ontidos em X. Se r ∈ NG(v), então r deve ser não adjaentea algum vértie s ∈ X (note que s 6= v). Se s ∈ NG(v), r e s estariam no mesmo bloobásio (justamente porque r e s são não vizinhos), ontradição. Assim, s ∈ NG(v) e existeuma aresta (A, B) no grafo F do bloo básio A que ontém r ao bloo básio B queontém s. Com raioínio análogo (troando-se adjaênia por não adjaênia) trata-sedo aso em que r ∈ NG(v). Portanto, pela ontrapositiva, se não existe aresta no grafo Fde um bloo básio ontido em X a outro, não ontido em X, então X é módulo de G.Para ompletar a prova, suponha que existe uma aresta no grafo F de um bloo básio
A ontido em X a outro, B, não ontido em X. Suponha que A ∈ B e, portanto, B ∈ B.A aresta no grafo F implia que existe uma aresta {a, b} em G, tal que a ∈ A e b ∈ B e,assim, b distingüe a de v, fazendo om que X não seja módulo. O aso em que A ∈ B ésimétrio, invertendo o papel das adjaênias e não-adjaênias.Note que o Lema 3.5 não implia que todo módulo de G que ontém v pode ser formadopela união de v om vérties de bloos básios, o que, de fato, é falso. Em ontrapartida,a a�rmação vale para módulos fortes de G que ontém v, omo demonstrado no Lema 3.6.Lema 3.6. Um onjunto X de V (G) que ontém v é um módulo forte de G se, e somentese, X \ {v} é a união de bloos básios e não existe uma aresta (A, B) no grafo F tal que
A ⊆ X e B 6⊆ X.



3.2. Reursão sobre adjaentes e não adjaentes 25Demonstração. Seja X um módulo forte de G que ontém v. Suponha que X \ {v} nãoseja a união de bloos básios. Então, existe um bloo básio Y tal que Y ∩ X 6= ∅ e
Y 6⊂ X (inlui-se aqui o aso em que X ⊂ Y ).Considere o aso em que Y ∈ B e, portanto, é omposto por vérties de omponentesonexas de G[NG(v)]. Se Y ∩X sobrepõe-se aos vérties de alguma de tais omponentesonexas, então existem dois vérties a e b, adjaentes em G, tais que a ∈ X∩Y e b ∈ Y \X.Desta forma, b testemunha que X não é módulo de G (pois b é vizinho de a e não é de v).No outro aso, Y ∩X e Y \X são formados ambos por vérties de omponentes onexasde G[NG(v)]. Como seus vérties foram agrupados em um únio bloo básio, exite ummódulo M de G que ontém dois vérties a e b tais que a ∈ X ∩ Y e b ∈ Y \X. Logo, Msobrepõe-se a X e este não seria forte.O aso em que Y ∈ B é simétrio a este em relação à adjaênia. Pelo Lema 3.5 nãoexiste aresta em F de um bloo básio ontido em X para outro não ontido em X.Seja X ⊂ V (G) tal que v ∈ X, X \ {v} seja uma união de bloos básios e que nãoexista aresta em F de um bloo básio ontido em X para outro, não ontido em X. PeloLema 3.5, X é um módulo de G. Se X não for um módulo forte, então existe um módulo
Y que sobrepõe-se a X. Caso v /∈ Y , Y está ompletamente ontido em NG(v) ou em
NG(v) (de outro modo, v testemunharia que Y não é módulo) e estaria ontido num úniobloo básio, não sobrepondo-se a X. Caso v ∈ Y , X∆Y é um módulo de G que nãoontém v e sobrepõe-se a X, ontradição ao aso anterior. Logo, X é um módulo forte de
G. Em seguida, é justi�ado o uso do grafo F ′ para obter os módulos fortes de G queontêm v. A iniiar, prova-se que F ′ admite uma ordenação topológia únia e, portanto,
F e F ′ são onexos.Lema 3.7. Os grafos F e F ′ são onexos e F ′ admite uma ordenação topológia únia.Demonstração. Pode-se obter uma ordenação topológia únia para um grafo, removendoada um de seus vérties sorvedouros e tomando a ordem inversa. Caso a ordenação sejaúnia, em ada passo, o subgrafo induzido onterá apenas um vértie sorvedouro.Da ontração dos omponentes fortemente onexos de F , resulta que F ′ é aílioe, portanto admite uma ordenação topológia. Suponha, então, que, na apliação desteproesso ao grafo F ′, em um passo qualquer, o subgrafo induzido ontém ao menos doissorvedouros, A e B. Seja X o onjunto de vérties de F ′ já removidos antes deste passo(X pode ser vazio). Pelo Lema 3.6, a união dos vérties de G ontidos nos elementos de
A e de X om {v} é um módulo forte de G. Da mesma forma, a união dos vérties de Gontidos nos elementos de B e de X om {v} também é módulo forte de G. Como estesmódulos se sobrepõem (v é omum a ambos), esta ontradição mostra que F ′ tem umaordenação topológia únia.



3.3. Permutações fatorizadas 26Caso F ′ possuísse mais de uma omponente onexa, ada uma delas seria uma árvoree possuiria ao menos um vértie sorvedouro. Sendo F ′ onexo, laramente F o é também.Por �m, mostra-se que o uso dos su�xos da ordenação topológia de F ′ produz osmódulos fortes de G que ontém v.Teorema 3.8. Um subonjunto M dos vérties de G que ontém v é módulo forte de Gse, e somente se, M \ {v} é a união de vérties ontidos em elementos de um su�xo daordenação topológia de F ′.Demonstração. Pelo Lema 3.7, F ′ possui uma únia ordenação topológia, portanto seussu�xos são todos bem de�nidos.Seja X um módulo forte de G que ontém v. Pelo Lema 3.6, X \{v} é união de vértiesontidos em bloos básios e não existe aresta em F de um destes bloos básios para outrobloo básio, não ontido em X. Com isso, não existe omponente fortemente onexa em
F que ontenha um bloo básio ontido em X a outro, não ontido em X. Portanto,
X \ {v} é formado pela união de vérties de G ontidos nos onjuntos representados pelosvérties de F ′. Estes vérties de F ′ formam um onjunto M que é um su�xo da suaordenação topológia. Caso não seja, existe ao menos um vértie de F ′ não ontido em
M após o primeiro vértie deM, na ordenação topológia. Seja u o primeiro vértie queatende estas ondições. Como não há ordenação topológia do grafo em que u �que antesdo primeiro vértie deM, existe alguma aresta de um vértie emM para u, não ontidoemM. Esta aresta orresponde, em F , a uma aresta de um bloo básio ontido em Xpara outro, não ontido em X, ontradição.Um su�xo da ordenação topológia de F ′ orresponde, em F , a um onjunto de bloosbásios e não existe aresta de um destes bloos básio para outro, fora do onjunto. Então,pelo Lema 3.6, a união dos vérties de G que orrespondem aos vérties de F ′ om v éum módulo forte de G.Pelos lemas 3.2 e 3.3, os módulos fortes não triviais de G/M(G, v) orrespondemaos módulos fortes não triviais de G que ontêm v. Assim, esta etapa é su�iente paraonstruir a deomposição modular de G/M(G, v).3.3 Permutações fatorizadasUma outra ténia, mais reente e um pouo mais simples para obter a deomposiçãomodular de um grafo, envolve duas fases: obter uma ordem dos vérties do grafo queseja uma permutação fatorizada e, então, onstruir a árvore de deomposição modular dografo.



3.3. Permutações fatorizadas 27Uma permutação fatorizada é uma ordem dos vérties do grafo de forma que os vértiesde todo módulo forte do grafo estão onseutivos. É fáil obter uma ordem dessa naturezaa partir da árvore de deomposição modular do grafo � basta perorrer a árvore numabusa em profundidade, produzindo na saída as folhas da árvore.Nota-se que um mesmo grafo possui várias permutações fatorizadas. Por exemplo, ografo da Figura 3.1 tem omo permutação fatorizada a seqüênia (a, b, c, d, e, f, g, h, i, j),obtida numa simples busa em profundidade por sua árvore de deomposição modular,que está na Figura 3.2(d). Contudo, alternando a ordem dos �lhos de alguns nós da árvoree repetindo a busa, obtem-se outra permutação fatorizada, (h, g, d, b, c, e, a, i, j, f).Em seguida, os dois passos envolvidos no algoritmo são tratados.3.3.1 Obter uma permutação fatorizada de um grafoO algoritmo que será desrito foi apresentado por Habib, Paul e Viennot [HPV99℄ eexeuta a tarefa de onstruir uma permutação fatorizada para os vérties de um grafo G emtempo O(|V (G)|+ |E(G)| log |V (G)|). Este algoritmo foi esolhido pela sua simpliidadee pela existênia de uma extensão proposta por Habib, de Montgol�er e Paul [HdMP04℄uja omplexidade é linear.Em ada momento, os vérties do grafo são mantidos numa estrutura lógia que or-responde a um CPO (veja A.3) de vérties do grafo (veja exemplo na Figura 3.5). Cadaonjunto de vérties inomparáveis do grafo está ontido numa parte, representada poruma aixa retangular. As partes estão totalmente ordenadas entre si e formam umapartição dos vérties do grafo.O algoritmo omeça om todos os vérties ontidos dentro de uma únia parte, deforma que não há nenhuma relação de ordem, e termina quando toda parte ontém apenasum vértie, formando uma ordem total. Para atingir o objetivo a estrutura é alterada deaordo om as duas regras desritas abaixo e exempli�adas na Figura 3.5.
• A regra do entro: É apliada a uma parte P e a divide em três novas partesonseutivas, que �am na mesma posição de P . Esolhe-se um vértie c, hamadode entro, ontido em P e, então, oloa-se na primeira das novas partes os vértiesde P não adjaentes a c, na segunda, apenas o vértie c e, na tereira, os demaisvérties de P , adjaentes a c.
• A regra do piv�: Esolhe-se um vértie piv� p de uma parte P e então, toda outraparte que ontiver vérties adjaentes a p e vérties não adjaentes a p é dividida emduas, separando seus vérties nestes dois asos. Se a parte onsiderada estava entrea parte que ontém o entro c e a que ontém o piv� p, então a nova parte om osvérties adjaentes a p preede a outra (Figura 3.5b), aso ontrário (Figura 3.5)a ordem é a inversa.



3.3. Permutações fatorizadas 28
(a) Regra do entro.

(b) Regra do piv� apliada numa parte entral. () Regra do piv� apliada em outro aso.Figura 3.5: Exemplo de apliação das regras usadas para obter a permutação fatorizada.Os vérties marados om c e p são o entro e o piv�. Linhas onetando os írulosrepresentam arestas do grafo (quando relevantes).Ao apliar a regra do entro sobre uma parte, as duas partes riadas (exluindo aparte que ontém o entro) serão usadas omo fontes de novos piv�s. Porém, para atingira omplexidade desejada, a menor parte riada deve ser usada antes da maior. Estaaraterístia é implementada no algoritmo através de duas �las, Piv�s, à qual é adiionadaa menor parte, e Módulos, que reebe a maior parte. Se as partes possuírem o mesmotamanho, não importa qual é oloada em ada �la.Além disso, quando uma parte é removida da �la Piv�s, todos os seus vérties sãousados para a apliação da regra do piv�. Já quando uma parte é removida da �laMódulos, apenas um de seus vérties é usado na apliação da regra do piv�. Se umaparte que foi removida da �la Módulos é seleionada para apliação da regra do entro, omesmo vértie usado omo piv� deve ser usado omo entro. Isto é implementado atravésde um ampo existente em ada parte, hamado PrimeiroPiv�, iniialmente inde�nido.O Algoritmo 6 desreve o método proposto. No seu iníio, a regra do entro é apliadaa um vértie qualquer da únia parte existente, adiionando onjuntos de piv�s às duas�las. Os piv�s são removidos da �la Piv�s e são usados na apliação da regra do piv�.Se a �la Piv�s esvazia sem que a partição esteja pronta (formada por partes unitárias),onjuntos de piv�s são retirados de Módulos e usados. Quando as duas �las �am vaziase ainda existem partes om mais de um vértie, uma de tais partes é esolhida e a regrado entro é apliada a ela, reiniiando o proesso.A regra do piv� também adiiona elementos às �las. Suponha que uma parte P édividida em duas por esta regra. Se P fazia parte da �la Piv�s, as duas novas partesdevem estar ontidas na �la, para manter todos os piv�s previamente seleionados. Caso



3.3. Permutações fatorizadas 29ontrário a menor das novas partes é adiionada a �la Piv�s e a maior é adiionada aMódulos, substituindo P , aso estivesse ontida em Módulos.Algoritmo 6 Construção da permutação fatorizada.Entrada: G é um grafo simples.Saída: O é uma permutação fatorizada de seus vérties.Piv�s ← ∅, Módulos ← ∅, O ← (V (G)).Enquanto Algum elemento de O não for unitário façaSe Módulos= ∅ entãoEsolha um elemento qualquer X ∈ O tal que |X| > 1.Seja x = X.PrimeiroPiv�, se existir, ou um elemento qualquer de X, aso ontrário.Aplique a regra do entro usando x.Adiione a menor parte entre NG(x) ∩X e NG(x) ∩X a Piv�s.Adiione a maior parte entre NG(x) ∩X e NG(x) ∩X a Módulos.SenãoRemova o primeiro elemento, X, de Módulos.Esolha um vértie x, qualquer, de X e adiione {x} à Piv�s.
X.PrimeiroPiv� ← x.Fim SeEnquanto Piv�s 6= ∅ façaRemova um elemento E qualquer de Piv�s.Para todo p ∈ E façaAplique a regra do piv� usando p.Atualize Piv�s e Módulos.Fim ParaFim EnquantoFim EnquantoUm exemplo de exeução está na Figura 3.6. As partes são representadas por seusvérties em uma ordem qualquer, delimitados por [ e ℄. O sobresrito P india que umaparte pertene à �la Piv�s e M , à �la Módulos. Um vértie pode possuir o sobresrito Pquando é adiionado isoladamente à �la Piv�s (sem os demais de sua parte). A apliaçãoda regra do entro om um vértie v é denotadas por C : v e a apliação da regra do piv�,por P : v. Suessivas apliações da regra do piv� são resumidas da forma P : a, b, c, . . .,sendo que somente a apliação om o último vértie pode provoar alguma alteração daestrutura. A remoção de um elemento da �la Módulos é representada por M .A orreção do algoritmo baseia-se nas seguintes invariantes. Note que quando o algo-ritmo esvazia as �las Piv�s e Módulos e ainda existem partes om mais de um vértie,estas são todas módulos do grafo.
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[dacbfgeijh] → C:c → [dgeijh]M [c][abf ]P → P:a →

[gijh]M [de]P [c][abf ] → P:b, f → [ij]P [gh]M [de]P [c][abf ] → P:d →
[ij]P [gh]M [de][c][b]P [af ]M → P:e, i, j, b → [ij][gh]M [de][c][b][af ]M(a) Iníio até o esvaziamento de Piv�s.
→ M → [ij][gP h][de][c][b][af ]M → P:g → [ij][gh][de][c][b][a]P [f ]M

→ P:a → [ij][gh][de][c][b][a][f ]M → M → [ij][gh][de][c][b][a][fP ]

→ P:f → [ij][gh][de][c][b][a][f ](b) Proessamento de Módulos.
→ C:i → [j]M [i][gh][de][c][b][a][f ] → M → [jP ][i][gh][de][c][b][a][f ]. . . → C:g → . . .→ C:e → . . . [j][i][h][g][d][e][c][b][a][f ]() Quebra das partições remanesentes.Figura 3.6: Exemplo de exeução do algoritmo para riar uma permutação fatorizada dografo da Figura 3.1.Lema 3.9. Dado um módulo forte M de um grafo G, em qualquer momento da exe-ução do algoritmo, as partes do CPO armazenado pelo algoritmo que intereptam M sãoontíguas e, aso sejam mais de duas, todas, exeto talvez a primeira e a última, estãoontidas em M .Lema 3.10. Se, em qualquer momento da exeução do algoritmo, alguma parte do CPOarmazenado pelo algoritmo não é um módulo de G, então existe algum piv� em Piv�s ouem Módulos que re�na a partição.3.3.2 Obter a deomposição modular da permutação fatorizadaEm seguida, apresenta-se uma simples adaptação do algoritmo de Capelle, Habib e deMontgol�er [CHdM02℄, que originalmente também é apaz de onstruir a deomposiçãomodular de grafos orientados, porém seu estudo será limitado ao aso não orientado.Para failidade de entendimento, o algoritmo será visto omo omposto por ino fases1suessivamente apliadas à entrada, todas exeutando em tempo linear, omo esboçadopelo Algoritmo 7.Para a onstrução da seqüênia om parênteses P a partir da permutação fatorizadade entrada, esta é perorrida da esquerda para direita a �m de erar om parênteses osvérties da fratura esquerda (se houver) e da fratura direita (se houver) de ada par de1A sexta fase presente no algoritmo original só é neessária para grafos orientados.



3.3. Permutações fatorizadas 31Algoritmo 7 Construção da árvore de deomposição modular.Entrada: G é um grafo simples e O é uma permutação fatorizada de seus vérties.Saída: T é árvore de deomposição modular de G.Produza uma seqüênia om parênteses P a partir de O e G.Construa a árvore de fraturas T a partir de P .Identi�que nós falsos de T .Remova os nós falsos de T .Separe os nós agregados de T .
(a) Um grafo. (b) Sua árvore de deomposição modular,om o quoiente do módulo vizinhança.Figura 3.7: Exemplo para ténia de deomposição por permutações fatorizadas.vérties onseutivos em O. Dado um par de vérties (x, y) onseutivos em O, a suafratura esquerda é a seqüênia de vérties de a a x em O na qual a é o vértie mais àesquerda (em O) que distingüe o par (isto é, o vértie é vizinho de um dos vérties do pare não é do outro), se houver. Simetriamente, a fratura direita do par é a seqüênia de

y a b em O na qual b é o vértie mais à direita que distingüe x de y. Por �m, a palavraé erada por um par de parênteses adiional. Note que o tamanho de P é O(n), poispara ada par, introduz-se no máximo quatro parênteses. O grafo da Figura 3.7, queserá usado omo exemplo de deomposição, admite a permutação fatorizada abcdefgh ea onstrução de sua palavra om parênteses é exempli�ada na Tabela 3.1.Uma possível implementação linear para esta fase omeça preenhendo dois vetores,
A e F , om o número de parênteses que abrem e feham, respetivamente, após adavértie, na ordem dada (o indie zero de A india parênteses antes do primeiro vértie).Par onsiderado Palavra formada Par onsiderado Palavra formadaab abdefgh b ab(def)ghd ab(def)gh de (ab(d)(ef)gh)ef (ab(d)(ef)gh) fg (ab((d)(ef))gh)gh (ab((d)(ef))gh) resultado ((ab((d)(ef))gh))Tabela 3.1: Construção da palavra P para o grafo da Figura 3.7.
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(a) As árvores onstruídas durante a leiturados quatro primeiros símbolos. (b) A árvore de fraturas �nal.Figura 3.8: Construção da árvore de fraturas.Em seguida, perorre-se tais vetores para produzir a seqüênia om parênteses P .Cada par de vérties é analisado, da esquerda para direita, prourando-se o menor eo maior vértie que distingüe os vérties do par, a partir das listas de adjaênias dosmesmos. Mantendo o tempo tomado para analisar um par de vérties proporional aotamanho das listas de adjaênias de ambos os vérties, o tempo total da fase (a análisede todos os pares) será proporional ao número de arestas do grafo e o algoritmo serálinear. Para tal, usa-se um vetor de bits, B, om uma posição para ada vértie do grafo,na mesma ordem da seqüênia original. Com todos os bits de B iniialmente om valor0, perorre-se a lista de adjaênias do primeiro vértie do par, marando em B om 1 osvérties adjaentes. Então perorre-se a lista de adjaênias do segundo vértie do par,invertendo o bit orrespondente em B aos vérties adjaentes. Agora basta prourar oprimeiro e último bit em B om valor 1 (apenas entre os vérties adjaentes a um dosvérties do par) e atualizar, por �m, os vetores A e F , quando neessário.O passo seguinte onstrói a árvore de fraturas T a partir de P , proessando a seqüêniada esquerda para a direita. A partir de um nó raiz iniial N , lê-se um símbolo por vez eexeuta-se um dos seguintes passos (um exemplo é dado na Figura 3.8):
• '(': Cria um novo nó �lho de N e o atribui a N .
• ')': Atribui a N o seu nó pai.
• x: Cria um �lho de N e rotula-o por x.Note que o tamanho de T é O(n) pois ada vértie de T orresponde a um vértieou um '(' em P . Daqui em diante, identi�a-se um nó de T pelo onjunto das folhas dasubárvore induzida em T pelo nó, notando que estas folhas são onseutivas em O.A árvore de fraturas T , formada na segunda fase do Algoritmo 7, é uma aproximaçãoda deomposição modular do grafo, pois suas folhas orrespondem exatamente aos vérties



3.3. Permutações fatorizadas 33do grafo e alguns dos módulos fortes do grafo orrespondem às folhas de alguma subárvorede T , fatos garantidos pelas seguintes propriedades.Lema 3.11 ([CHdM02℄). Sejam G um grafo, M um de seus módulos fortes e G′ o grafoobtido da ontração de M a um vértie. Para qualquer permutação fatorizada O de G,a árvore de fraturas orrespondente pode ser obtida a partir da árvore de fraturas de G′(assoiada a ordem O′, obtida de O substituindo os vérties de M por um novo vértie x),substituindo o vértie x por uma �oresta, na qual as raízes das árvores são onetadas aopai de x.Lema 3.12 ([CHdM02℄). Sejam G um grafo, O uma de suas permutações fatorizadas e
M um nó da árvore de deomposição modular de G. Se M é um nó vizinhança ou se seupai é um nó serial ou paralelo, então existe um nó que representa M na árvore de fraturasde G orrespondente a O.Porém, a árvore de fraturas T apresenta algumas imperfeições que são orrigidas naspróximas três fases, das quais a primeira separa os nós da árvore de fraturas que sãomódulos do grafo daqueles que não são. Estes últimos são hamados de nós falsos de T .Para tal, a seguinte propriedade é valiosa:Lema 3.13 ([CHdM02℄). Sejam O uma permutação fatorizada de um grafo G, T a suaárvore de fraturas e M um dos nós da árvore. Se, para todo par de vérties onseutivosem O, ambos ontidos em M , os vérties que distingüem o par pertenerem a M , então
M é um módulo de G.Sendo assim, assoia-se a ada nó da árvore o primeiro e o último entre os vértiesque distingüem os pares (onseutivos em O) ontidos no nó (aso não existam, tomam-se o primeiro e o último vértie do nó, respetivamente). Para ada um destes pares,o primeiro e último vérties que distingüem seus vérties foram alulados na primeirafase e podem ser armazenados num vetor (disponível em O(1)). Para omputar taisparâmetros para todos os nós da árvore, faz-se uma busa em profundidade que alula oprimeiro e o último vérties entre os que distingüem os pares de ada �lho, onsiderando,adiionalmente, os vérties que distingüem pares formados pelo último vértie de um �lhoe o primeiro vértie do próximo �lho.O Algoritmo 8 é um esboço do que é pretendido e a Figura 3.9a é o resultado da apli-ação do mesmo sobre a árvore da Figura 3.8. Neste algoritmo, ada nó da árvore ontémtrês ampos, primero, ultimo e vertice. Iniialmente apenas vertice está preenhido emada folha, ontendo o vértie orrespondente. Os outros dois ampos são preenhidospelo algoritmo. Note que o nó pai dos vérties marados om -d e e-f está marado oma-h, isto porque a e h são o primeiro e último vérties que distingüem o par (d, e).



3.3. Permutações fatorizadas 34Algoritmo 8 Computa as bordas que distingüem os nós da árvore de fraturas - TereiraFase.Entrada: T é a raiz de uma subárvore da árvore de fraturas. Pri e Ult são vetoresque ontêm o primeiro e último vérties que distingüem ada par de O (o índie destesvetores é o primeiro elemento do par).Saída: Todo nó x de T ontém os ampos x.primeiro e x.ultimo preenhidos om oprimeiro e último vértie que distingüem os pares do nó.Se T não tem �lhos então
T.primeiro← T.vertice, T.ultimo← T.vertice.SenãoChame reursivamente para ada �lho {F1, . . . Fk}.
T.primeiro← o menor entre os valores de x.primeiro para x de F1 e Fk e de Pri[y]para y sendo o último vértie ontido em ada um dos �lhos de F1 a Fk−1.
T.ultimo← o maior entre os valores de x.ultimo para x de F1 e Fk e de Ult[y] para
y sendo o último vértie ontido em ada um dos �lhos de F1 a Fk−1.Fim SeA próxima fase onsiste em simplesmente remover os nós da árvore de fraturas nosquais o primeiro ou último vérties que o distingüem, alulados na fase anterior, nãoestiverem entre os vérties ontidos no nó. Além disso, são removidos também nós quepossuem um únio �lho. Os �lhos de um nó removido são adotados pelo seu pai. É fáilnotar que este passo pode ser feito ao mesmo tempo que seu predeessor, no qual taisnós foram identi�ados, e toma tempo linear pois é apenas uma busa em profundidade.Agora, todos os nós da árvore de fraturas são módulos e não há nós falsos ou inúteis.Pode-se ver o resultado sobre o exemplo em uso na Figura 3.9b.A última etapa onsiste em identi�ar os �lhos de um módulo vizinhança da árvore dedeomposição modular do grafo que não estão representados na árvore de fraturas, queonstituem exatamente o aso não oberto pelo Lema 3.12. Estes foram agregados ao nóorrespondente ao módulo vizinhança omo é o aso dos pares {a, b} e {g, h}, que, naFigura 3.9b não estão representados omo nós da árvore e que devem ser separados demodo que se onlua o algoritmo, obtendo a árvore da Figura 3.7b. Esta tarefa baseia-seem enontrar vérties gêmeos � pares de vérties que não são distingüidos por nenhumoutro vértie � no grafo quoiente dos nós da árvore T . Os gêmeos x e y são ditosverdadeiros se {x, y} ∈ E(G) e falsos, aso ontrário. A propriedade abaixo fundamentao uso dos gêmeos, tomando omo OM , para um nó M da árvore de fraturas, a seqüêniaformada for um vértie de ada �lho de M , na mesma ordem que O.Lema 3.14 ([CHdM02℄). Os módulos seriais e paralelos agregados em um nó M de Tsão exatamente as lasses de equivalênia não triviais das relações de gêmeos verdadeirose falsos sobre a ordem O restrita ao grafo quoiente assoiado a M em T . Estas lasses
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(a) A árvore de fraturas omvérties internos marados. (b) A árvore de fraturas omnós removidos. () O quoiente do nó raiz.Figura 3.9: Remoção de nós da árvore de fraturas que não são módulos.orrespondem a subseqüênias maximais de gêmeos verdadeiros e de falsos.A implementação apenas testa, para ada par (A, B) de �lhos onseutivos de todonó da árvore de fraturas, se o primeiro e último vérties que distingüem o par formadopelo último vértie de A e o primeiro vértie de B estão (se existirem) entre o primeirovértie de A e o último vértie de B. Note que, sendo A e B módulos, um par formadopor qualquer vértie de A e qualquer vértie de B tem o mesmo onjunto de vérties que odistingüe. A esolha do par formado pelo último vértie de A e o primeiro de B se justi�apois estes são onseutivos e, assim, o primeiro e último dos vérties que o distingüe jáforam omputados na primeira fase e, omo ada par é usado apenas uma vez, a busaé linear. Quando for enontrado um bloo de gêmeos onseutivos, �lhos de um mesmonó M , um novo nó é riado, adotando-os omo �lhos e tendo omo pai o próprio nó M .Desta forma, os módulos fortes foram desagregados.O resultado da apliação desta fase sobre a árvore da Figura 3.9b é a própria árvorede deomposição modular vista na Figura 3.7b, exeto pelos rótulos dos nós e o grafoquoiente do módulo vizinhança, parâmetros que, por sua vez, podem ser omputados,para qualquer grafo, em tempo linear (veja o Algoritmo 9). Note que os pares (a, b) e
(g, h) formam os bloos de vérties gêmeos no grafo quoiente, visto na Figura 3.9.
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Algoritmo 9 Computa os quoientes e rótulos dos nós da árvore de deomposição mod-ular.Entrada: G é um grafo, T é sua árvore de deomposição modular e N é um de seus nós.Saída: Todo nó desendente de N ontém rótulo e quoiente e v é um vértie desendentede N (ujas arestas não foram perorridas).Se T tem �lhos entãoChame reursivamente para ada �lho de N .Seja V o onjunto dos vérties retornados.Seja v um vértie qualquer de V .Construa o grafo quoiente de N , perorrendo as arestas de G que possuam umextremo entre os vérties em V \ {v}.De�na o rótulo de N testando se seu quoiente é uma lique, onjunto independenteou outro qualquer.SenãoFaça v igual ao vértie de G orrespondente ao nó N de T .Fim Se



Capítulo 4Classes om pouos P4'sNeste apítulo serão estudadas algumas lasses que podem ser de�nidas em termos desua deomposição modular, embora, a prinípio, muitas delas tenham sido estudadassem auxílio desta poderosa ferramenta. O uso da deomposição modular em tais lassesdestaa-se por proporionar soluções lineares ou polinomiais para problemas que, paragrafos em geral, são NP-ompletos ou ainda indeterminados, omo o isomor�smo.A Figura 4.1 exibe as lasses que serão detalhadas e a relação de ontinênia entreelas. Em seguida, algumas notações são introduzidas e, então, ada lasse é de�nida, suasaraterizações equivalentes são listadas em onjunto om demais propriedades relevantese algumas de suas apliações.4.1 Algumas de�niçõesAs restrições que versam sobre estas lasses de grafos envolvem a oorrênia de subgrafosinduzidos isomorfos ao P4 e, quando permitidos, sobre o relaionamento que mantêmentre si ou om os demais vérties do grafo. Assim, de erta forma, as lasses restringema densidade loal1 de subgrafos induzidos isomorfos ao P4. Dada a importânia destegrafo nesse apítulo, são introduzidas abaixo algumas notações que failitarão o uso destesoneitos.Dado um grafo G e um inteiro n > 1, de�ne-se Pn(G) = {P ⊆ V (G) : G[P ] ≃ Pn}.Em espeial, P4(G) ontém todos os onjuntos de quatro vérties que induzem em G umgrafo isomorfo ao P4.Considere um grafo G para o qual existem P ∈ P4(G) e v ∈ V (G) \ P . Tome seusubgrafo H = G[P ∪ {v}]. Se |P4(H)| ≥ 2, então o vértie v é hamado de pareirode P em G e denota-se por R(G, P ) o onjunto de todos os vérties pareiros de P em1Número de oorrênias em subgrafos induzidos om número máximo de vérties limitado.37
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Figura 4.1: Diagrama de Hasse das lasses, adaptado de [GRT97℄.
G. Note que, neste aso, H é isomorfo a um dos grafos Z1 a Z7 da Figura 4.2. Casoontrário, H é isomorfo a algum dos grafos dos asos I, U e B da mesma �gura, nos quais
|P4(H)| = 1. São denotados por I(G, P ), U(G, P ) e B(G, P ), os onjuntos formados portodos os vérties de G que, no papel de v, produzem um subgrafo H isomorfo aos trêsasos itados, respetivamente.A seguir, destaa-se um resultado de Giakoumakis e Vanherpe que é usado omo basepara araterização, através da deomposição modular, das lasses que serão estudadasneste apítulo. Este resultado dá uma nova araterização a lasses de�nidas por subgrafosprimos proibidos, através de restrições aos grafos quoientes dos nós vizinhança da árvorede deomposição modular de seus grafos.Teorema 4.1 ([GV97℄). Dado um grafo primo Z om mais de três vérties, um grafo
G não possui subgrafos induzidos isomorfos a Z se, e somente se, os grafos quoientesde todos os nós rotulados omo vizinhança da árvore de deomposição modular de G nãopossuem subgrafos induzidos isomorfos a Z.
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Figura 4.2: Grafos de ino vérties om um P4 induzido (por {a, b, c, d}) e um vértieadiional (v). Os grafos Z1 a Z7 possuem ao menos outro P4 induzido no mesmo grafo,destaado por vérties vazados, de forma que, nestes grafos, v é pareiro do P4 induzidopor {a, b, c, d}.



4.2. Cografos 404.2 CografosA lasse dos ografos (do inglês ograph) foi de�nida por vários autores em trabalhos in-dependentes e, assim, apareeu na literatura om vários sin�nimos, entre eles, D∗-grafos,grafos P4 restritos e HD-grafos. Contudo, a primeira de�nição da lasse [Ler71℄ é reur-siva e denomina um grafo simples por ografo se o mesmo satis�zer uma das seguintesondições:
• Possuir um únio vértie; ou
• seu omplemento for um ografo; ou
• for a união disjunta de dois ografos (veja A.2.2).Da própria de�nição segue que pode-se deompor qualquer ografo até seus vértiesisolados, alternadamente tomando seus omponentes onexos e os omplementando. Vê-se failmente que esta deomposição é únia e pode ser representada omo uma árvore naqual os nós orrespondem às duas operações usadas e as folhas orrespondem aos vértiesdo grafo. Contudo, esta árvore de deomposição ontém nós om um únio �lho, daoperação de omplemento, que em seguida serão divididos em seus omponentes.Ao aglutinar estas duas operações, de�ne-se a o-árvore omo a árvore de deom-posição de ografos em subgrafos induzidos pelos vérties dos omponentes onexos dografo (operação 0 ) ou pelos vérties dos omponentes onexos do omplemento do grafo(operação 1 ). Um exemplo de um ografo e sua o-árvore estão na Figura 4.3.A o-árvore e a árvore de deomposição modular de um ografo são isomorfas e seusrótulos são orrespondentes, ou seja, os rótulos 0 e 1 da o-árvore orrespondem aosrótulos paralelo e serial da deomposição modular, respetivamente (esta relação podeser vista na Figura 4.3). Com isso, os ografos são os únios grafos uja deomposiçãomodular não ontém nós do tipo vizinhança.Invertendo o sentido das operações usadas para deompor os ografos, pode-se reons-truílos a partir de seus vérties usando a o-árvore. Considere, desta forma, as operações:

G1©0 G2 = (V (G1) ∪ V (G2), E(G1) ∪E(G2))

G1©1 G2 = (V (G1) ∪ V (G2), E(G1) ∪E(G2) ∪ {{x, y} : x ∈ V (G1), y ∈ V (G2)})Lema 4.2. Todo ografo pode ser onstruído a partir de seus vérties pela apliação re-ursiva e �nita das operações ©0 e ©1 .As adjaênias entre vérties de um ografo são expressas na sua o-árvore, uma vezque dois vérties de um ografo são vizinhos se, e somente se, o anestral omum a
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(a) Um ografo. (b) Sua o-árvore. () Sua deomposição modular.Figura 4.3: Um ografo e suas deomposições.ambos, mais distante da raiz, é um nó rotulado 1. Já que exibir a o-árvore é su�ientepara desrever o ografo, a hereditariedade da lasse (veja A.2.4) é provada mostrandoque dado um ografo G e sua o-árvore T , ao remover um vértie de G é possível adaptar
T para representar o novo grafo.Lema 4.3 ([CLB81℄). Todo subgrafo induzido de um ografo é um ografo.Apesar dos ografos terem sido introduzidos por Lerhs [Ler71, Ler72℄, também foramestudados independentemente por vários pesquisadores, omo já menionado, resultandoem uma riqueza de araterizações equivalentes. A seguir, são apresentadas ao leitoralgumas de�nições que serão usadas para relaionar as araterizações.Um grafo Daey é um grafo G tal que para toda lique maximal C e todo par devérties distintos u e v, se C ⊆ NG(u) ∪NG(v), então {u, v} ∈ E(G). Um grafo G ujossubgrafos induzidos são todos grafos Daey é um HD-grafo (grafo Daey hereditário).Um CPO (V,≤) é uma multi-árvore se, para todo v, v′ ∈ V , (1) v ≤ v′ ou então (2),de�nindo S(v) = {e ∈ V : v ≤ e}, para todo x ∈ S(v) \ S(v′) e todo y ∈ S(v) ∩ S(v′),tem-se x ≤ y.Dado um CPO (V,≤), assoia-se um grafo de omparabilidade (veja A.2), ujos vértiessão o onjunto V e ujas arestas são os pares {u, v} tais que u ≤ v ou v ≤ u.Teorema 4.4 ([CLB81℄). Dado um grafo G, as seguintes a�rmações são equivalentes:1. G é um ografo.2. Todo subgrafo de G não trivial possui dois vérties gêmeos (possuem a mesma viz-inhança).3. Para qualquer subgrafo H de G, toda lique maximal de H tem exatamente umvértie em omum om todo onjunto independente maximal de H (CK-property).
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Figura 4.4: Uma representação de uma multi-árvore ujo grafo de omparabilidade asso-iado orrespondente ao ografo da Figura 4.3a.4. G não ontém o P4 omo subgrafo induzido (P4(G) = ∅).5. O omplemento de qualquer subgrafo onexo de G é desonexo.6. G é um HD-grafo.7. Todo subgrafo onexo de G tem diâmetro menor ou igual a dois.8. G é o grafo de omparabilidade de uma multi-árvore.Dentre tais equivalênias, as impliações (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) e (5) ⇒ (1) sãodadas em [CLB81℄. Além disso, (4) ⇔ (6) ⇔ (7) estão em [Sum74℄, (4) ⇔ (5) estáem [Ler72, Sei74℄ e (4) ⇔ (8) está em [Jun78℄.Como ilustração da validade das araterizações dadas sobre o grafo da Figura 4.3a,nota-se que (1) ele é obtido por meio de uniões e omplementos de ografos; (2) possuidois vérties gêmeos, a e b; (3) suas liques maximais são {a, c, d}, {b, c, d}, {a, c, e, f} e
{b, c, e, f}, ada uma interepta em um vértie ada um dos seus onjuntos independentesmaximais, {a, b}, {d, e} e {d, f}; (4) não possui subgrafo induzido isomorfo ao P4; (5) seuomplemento é formado por três omponentes onexos, {a, b}, {c} e {d, e, f}; (6) a lique
{a, d, c} está ontida na união da vizinhança de b e e, portanto a aresta {b, e} perteneao grafo; e (7) a distânia máxima entre todo par de vérties é dois.Por �m (8), na Figura 4.4 é apresentada uma representação de um CPO que é umamulti-árvore e ujo grafo de omparabilidade assoiado é isomorfo ao ografo exemplo.Aeitando a onvenção que quando u ≤ v para dois elementos u e v do CPO, existe umaaresta orientada (u, v) entre os orrespondentes vérties de sua representação, pode-seobservar que d e e são inomparáveis e que S(d) = {a, b, c, d} e S(e) = {a, b, c, e}, exigindoque d ≤ a, d ≤ b e d ≤ c (uma vez que S(d) \ S(e) = {d} e S(d) ∩ S(e) = {a, b, c}),a�rmações satisfeitas pelas arestas orientadas (d, a), (d, b) e (d, c) da representação.Uma vez que grafos de omparabilidade são perfeitos, segue que:



4.3. P4-redutível 43Corolário 4.5. Cografos são grafos perfeitos.Os mesmos autores publiaram um algoritmo linear para onstrução da o-árvoree reonheimento da lasse [CLB85℄, anterior aos algoritmos lineares de deomposiçãomodular (para grafos gerais), que também podem ser usados para este �m, sendo, porém,muito mais omplexos.Como prinipais apliações desta lasse, destaam-se as ontribuições abaixo:Teorema 4.6 ([CLB81℄). Dado um ografo G, determinam-se os seguintes parâmetrosem tempo linear: χ(G), ω(G), θ(G), α(G), s(G), além do número de liques, número deliques máximas e número de orientações transitivas de G (veja A.2 e A.2.3).Golumbi, Kaplan e Shamir [GKS95℄ mostraram que enontrar um subgrafo de umgrafo que ontém um onjunto obrigatório de arestas e é um ografo (ou detetar que talsubgrafo não existe) pode ser feito em tempo polinomial. Este resultado abre aminhopara algoritmos que aproximem os parâmetros aima quando um grafo não é ografo,obtendo um ografo om onjunto de arestas semelhante ao do grafo original.Outra apliação notável dos ografos se refere ao isomor�smo, que pode ser determi-nado em tempo linear, bastando testar o isomor�smo de suas o-árvores. Além disso,esta lasse ontinua reebendo atenção de pesquisadores e, assim, muitos problemas temsido resolvidos e�ientemente para estes grafos, omo, por exemplo, emparelhamentomáximo em tempo linear [YY93℄, deomposição no menor número de aminhos dis-juntos nos vérties [LOP06, NOZ03℄, partiionamento em liques e onjuntos indepen-dentes [DEdW05℄, determinação do omportamento da apliação repetida do operadorlique sobre os ografos e grafos seriais [LdMM+04℄ e ainda novos algoritmos de reon-heimento paralelo [NP04a℄ e dinâmio [SS04℄.4.3 P4-redutívelJamison e Olariu introduziram a lasse P4-redutível (do inglês, P4-reduible), que podeser vista omo uma generalização dos ografos [JO89b℄. Um grafo G é P4-redutível se,e somente se, ada vértie de G pertene a no máximo um P4 induzido em G. Maisformalmente, para qualquer v ∈ V (G), vale |{X ∈ P4(G) : v ∈ X}| ≤ 1, ou então, nãoexiste {X, Y } ⊆ P4(G) tal que X ∩ Y 6= ∅.Giakoumakis e Vanherpe araterizaram a lasse pela deomposição modular de seusgrafos:Teorema 4.7 ([GV97℄). Um grafo G pertene à lasse P4-redutível se, e somente se, paratodo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente é isomorfo
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Figura 4.5: Dois subgrafos proibidos para a lasse P4-redutível (H e H) e o touro.ao P4 ou ao touro (grafo T da Figura 4.5) e seus fatores são grafos triviais, exeto pelofator orrespondente ao vértie de grau dois do grafo quoiente, quando este for isomorfoao touro.Apliando a araterização aima aos resultados do Teorema 4.1, os autores tambémpropuseram uma araterização por subgrafos proibidos.Teorema 4.8 ([GV97℄). Um grafo G pertene a lasse P4-redutível se, e somente se,não possuir nenhum subgrafo induzido isomorfo a qualquer dos grafos {Z1, Z2, . . . , Z7} daFigura 4.2 e aos grafos H e H da Figura 4.5.Claramente, todo ografo é P4-redutível, mas não é possível representar todo grafoP4-redutível por uma o-árvore. Anteriormente às araterizações itadas aima, Jamisone Olariu propuseram outra árvore de deomposição para esta lasse, baseada na seguintearaterização.Teorema 4.9 ([JO89b℄). Um grafo G é P4-redutível se, e somente se, para todo subgrafoinduzido H de G, uma das seguintes a�rmações vale:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• Existe um únio P4 induzido em H om onjunto P de vérties, tal que todo vértieem V (H)\P não é adjaente aos extremos de H [P ] e é adjaente aos demais vértiesde H [P ] (vérties internos).Note que um grafo que se enquadre no tereiro aso do Teorema 4.9 terá omo raiz desua deomposição modular um nó vizinhança.Assim sendo, os autores de�niram uma nova operação que re�ete a tereira ondiçãodo Teorema 4.9. Dados dois grafos G1 e G2 tais que V (G1) = {a, d}, E(G1) = ∅ e doisvérties adjaentes b e c de V (G2), vizinhos a todos os demais vérties de G2. Então:

G1©2 G2 = (V (G1) ∪ V (G2), E(G2) ∪ {{a, b}, {c, d}})Esta nova operação permite outra araterização para os grafos da lasse P4-redutível:
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(a) Um grafo P4-redutível ujo únio
P4 é induzido por {a, b, c, d}. (b) Sua pr-árvore. () Sua deomposição modular.Figura 4.6: Um grafo P4-redutível e suas deomposições.Lema 4.10 ([JO89b℄). Todo grafo P4-redutível pode ser onstruído a partir de seus vértiespela apliação reursiva e �nita das operações ©0 , ©1 e ©2 .Como onseqüênia, pode-se deompor o grafo em uma árvore (únia) rotulada deaordo om a operação apliada a ada vértie, a pr-árvore. Um exemplo é dado naFigura 4.6, onde também está a árvore de deomposição modular do mesmo grafo.Pelo fato da operação ©2 não ser omutativa, é neessário reonheer entre os doisnós �lhos da pr-árvore, qual induz o primeiro e o segundo operandos. Para tal, pode-setanto marar os nós omo identi�á-los pelas regras da operação. Também observa-se quepode-se esolher quaisquer dois vérties do segundo operando que satisfaçam as ondiçõesneessárias para reonstruir o grafo. Na pr-árvore da Figura 4.6, o �lho esquerdo do nórotulado om ©2 induz seu primeiro operando e pode-se esolher quaisquer dois entreentre {b, c, e} para o papel dos vérties b e c da de�nição da operação, resultando emgrafos isomorfos.Embora não sejam isomorfas omo no aso dos ografos, a deomposição modular e apr-árvore podem ser obtidas uma da outra explorando a relação entre os nós vizinhançada primeira e os orrespondentes a apliação da operação ©2 da segunda.O reonheimento desta lasse tem omplexidade linear no tamanho do grafo, pelo al-goritmo proposto pelos mesmos autores que a de�niram [JO95b℄. Este estende o algoritmode reonheimento de ografos de [CLB85℄ e também é apaz de onstruir a pr-árvore dosgrafos da lasse. Outro algoritmo linear de reonheimento, que faz uso da deomposiçãomodular, foi apresentado por Giakoumakis e Vanherpe [GV97℄.Uma araterístia interessante desta lasse é sua relação estreita om os ografos.Ao tomar ada P4 induzido em um grafo P4-redutível e remover um de seus extremos dografo, obtem-se o ografo an�nio. Apesar da remoção ser arbitrária, Jamison e Olariunotaram que os grafos resultantes são isomorfos:



4.4. P4-esparso 46Teorema 4.11 ([JO95b℄). Dado um grafo P4-redutível, seu ografo an�nio é únio,exeto por isomor�smos.Além disso, o ografo an�nio é o maior ografo induzido em um grafo P4-redutível epreserva muitos parâmetros do grafo (veja abaixo). Note que, enontrar o maior ografoinduzido em um grafo qualquer é um problema intratável [CLB85℄.Teorema 4.12 ([JO95b℄). Dado um grafo P4-redutível G e seu ografo an�nio C:
ω(G) = ω(C) χ(G) = χ(C) α(G) = ω(C) θ(G) = χ(C)Aliando este resultado ao Teorema 4.6, os parâmetros aima itados podem ser al-ulados em tempo linear para os grafos P4-redutível. Adiionalmente, Giakoumakis eVanherpe [GV97℄ propuseram versões lineares para os mesmos problemas, onsiderandopesos nos vérties e o fato de que esta lasse é uma sublasse dos grafos P4-esparso (vejaSeção 4.4) e, assim, os algoritmos apliáveis àquela também funionam nesta. Tambémfoi proposto um algoritmo para alular o número de árvores geradoras de um grafo dalasse [NP04b℄.4.3.1 P4-redutível estendidaEsta lasse foi introduzida por Giakoumakis e Vanherpe [GV97℄ omo uma pequena ex-tensão da lasse P4-redutível, permitindo a presença de ilos de ino vérties induzidosno grafo, omo um adendo à araterização dada pelo Teorema 4.7. Portanto, um grafopertene a lasse P4-redutível estendida (do inglês, extended P4-reduible) se, e so-mente se, para todo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafoquoiente é isomorfo ao P4, ao touro (veja Figura 4.5) ou ao C5 e seus fatores são grafostriviais, à exeção do fator orrespondente ao vértie de grau dois do grafo quoiente,quando isomorfo ao touro.No mesmo trabalho, os autores adaptaram para esta nova lasse o algoritmo de reon-heimento linear e alguns algoritmos de otimização apliáveis a lasse P4-esparso estendida(veja Seção 4.4.4), uma superlasse própria desta.4.4 P4-esparsoEsta lasse de grafos foi introduzida por Hoàng em sua dissertação de mestrado [Hoà83℄,na qual forneeu algumas araterizações equivalentes e mostrou que estes grafos sãoperfeitos (veja A.2.4) e perfeitamente ordenáveis (veja A.2.4).Um grafo G pertene à lasse P4-esparso (do inglês P4-sparse) se, todo subgrafo Hinduzido em G, om ino vérties, for tal que |P4(H)| ≤ 1, ou, de forma equivalente, se
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(a) Uma aranhamagraom |K| = 4 e |R| = 1. (b) Uma aranha gorda om

|K| = 3 e |R| = 2.Figura 4.7: Exemplos de aranhas gorda e magra.para todo P ∈ P4(G) tem-se que R(G, P ) = ∅. Abaixo, examina-se uma família de grafosespeiais para esta lasse e então introduz-se algumas araterizações equivalentes.4.4.1 AranhasUm grafo G é uma aranha se V (G) pode ser partiionado em onjuntos K, S e R deforma que:
• K é uma lique, S é um onjunto independente e |K| = |S| ≥ 2;
• Existe uma bijeção f : K → S tal que:� ∀k ∈ K, NG(k) ∩ S = {f(k)}, aso em que G é hamado de aranha magra; ou� ∀k ∈ K, NG(k) ∩ S = S \ {f(k)}, aso em que G é hamado de aranha gorda.
• ∀r ∈ R, (K ⊆ NG(r)) e (NG(r) ∩ S) = ∅.A partição dos vérties de uma aranha segundo a de�nição aima será representadaomo (K, S, R) e referida omo partição an�nia. Esta partição está bem de�nida, umavez que é únia. A Figura 4.7 ontém exemplos de aranhas gordas e magras. Vértiesvazados pertenem à K, vérties negros pertenem à S e os vérties em tom inza à R.Proposição 4.13 ([JO92b℄). Seja G uma aranha. A partição an�nia dos vérties de Gem (K, S, R) é únia.Além disso, a disposição de subgrafos isomorfos ao P4 em uma aranha obedee algumasregras:Proposição 4.14 ([JO92b℄). Seja G uma aranha e (K, S, R) a partição an�nia de seusvérties. Podemos a�rmar que:
• Todo P4 em G está inteiramente ontido em R ou em K ∪ S.
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• Todo P4 induzido em G[K ∪ S] possui seus extremos em S e vérties internos em

K.A deomposição modular das aranhas também apresenta araterístias notáveis:Proposição 4.15. Seja H uma aranha de partição an�nia (K, S, R) om R não vazio,então R é um módulo forte maximal próprio de H.4.4.2 CaraterizaçõesGiakoumakis e Vanherpe também propuseram para esta lasse uma araterização rela-ionada a deomposição modular dos grafos da lasse:Teorema 4.16 ([GV97℄). Um grafo G pertene a lasse P4-esparso se, e somente se,para todo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente forisomorfo a uma aranha e seus fatores forem todos grafos triviais, exeto aquele orrespon-dente ao onjunto R, da partição an�nia (K, S, R) do grafo quoiente.A lasse possui, também, uma araterização por subgrafos proibidos semelhante àaraterização dos grafos P4-redutível.Lema 4.17 ([JO92b℄). Um grafo G é um grafo P4-esparso se, e somente se, não ontémnenhum subgrafo induzido isomorfo a qualquer dos grafos {Z1, Z2, . . . , Z7} da Figura 4.2.Em outra araterização, por restrições loais, as aranhas apresentam papel impor-tante:Teorema 4.18 ([JO92b℄). Um grafo G é um grafo P4-esparso se, e somente se, todosubgrafo H induzido em G, om ao menos dois vérties, satisfaz uma das seguintes a�r-mações:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• H é isomorfo a uma aranha.No último aso do Teorema 4.18, H e H são onexos, de forma que o nó raiz dadeomposição modular de H é rotulado omo vizinhança. Note que este teorema ara-teriza onstrutivamente a lasse de maneira muito similar ao Teorema 4.9 para a lasseP4-redutível.Novamente, Jamison e Olariu busaram uma árvore de deomposição para esta lassede grafos e, para tal, de�niram uma nova operação. Sejam dois grafos G1 e G2 tais que

E(G1) = ∅ e V (G2) pode ser partiionado em três onjuntos: {v}, K, R de forma que:
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• |K| = |V (G1)|+ 1 ≥ 2;
• K é uma lique (em G2);
• Todo vértie de R é adjaente a todo vértie de K e não é adjaente a v.
• Existe um vértie v′ em K tal que NG2

(v) = {v′} ou NG2
(v) = K \ {v′}.Então, esolha qualquer bijeção f : V (G1) → K \ {v′}, para a qual de�ne-se G =

G1©3 G2, sendo V (G) = V (G1) ∪ V (G2) e E(G) = E(G2) ∪ E ′, om E ′ dado por:
E ′ =

{

{{x, f(x)} : x ∈ V (G1)} quando NG2
(v) = {v′}

{{x, z} : x ∈ V (G1), z ∈ K \ {f(x)}} quando NG2
(v) = K \ {v′}Com uso desta nova operação, pode-se deompor uma aranha G de partição an�nia

(K, S, R) em dois grafos G1 = (S \ {v}, ∅) e G2 = ({v} ∪ K ∪ R, E(G) \ {{x, y} : x ∈

S \ {v}, y ∈ K}), sendo v um vértie qualquer de S. A Figura 4.8 exibe dois exemplosda deomposição. Em ambos, o grafo é deomposto em G1 e G2, grafos induzidos pelosvérties {b, c} e {a, d, e, f, g}, respetivamente. Nos grafos sendo deompostos, os vértiesvazados pertenem à K, os vérties negros, à S e os ainzentados, à R.Lema 4.19 ([JO92b℄). O grafo G é uma aranha se, e somente se, para dois subgrafosinduzidos G1 e G2 de G, tem-se G = G1©3 G2. Além disso, sejam os subgrafos G′
1 e G′

2,induzidos em G, para os quais G = G′
1©3 G′

2, então G′
1 é isomorfo a G1 e G′

2 é isomorfoa G2.Ao onjugar este e o Teorema 4.18, hega-se a outra araterização para os grafos dalasse P4-esparso:Teorema 4.20 ([JO92b℄). Um grafo G é P4-esparso se, e somente se, pode ser obtido apartir de seus vérties apliando reursivamente as operações ©0 , ©1 e ©3 .4.4.3 Deomposição e apliaçõesDada a árvore de deomposição modular de um grafo da lasse P4-esparso, algoritmos ap-resentados por Giakoumakis e Vanherpe [GV97℄ determinam, em tempo linear no númerode vérties do grafo, o tamanho da maior lique e do maior onjunto independente dografo, onsiderando pesos nos seus vérties.Jamison e Olariu também propuseram uma árvore de deomposição para os grafosP4-esparso, que é onstruída de maneira análoga a pr-árvore (apenas as operações usadasmudam para ©0 , ©1 e ©3 , onforme o Teorema 4.20), e foi denominada ps-árvore. NaFigura 4.9, vê-se a ps-árvore e a deomposição modular do grafo da Figura 4.8b. Os
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(a) Uma aranha magra om |R| = 1.
(b) Uma aranha gorda om |R| = 1.Figura 4.8: Deomposição de duas aranhas pela operação ©3 .

Figura 4.9: A ps-árvore e a deomposição modular do grafo da Figura 4.8b.



4.5. P4-extensível 51autores também apresentaram um algoritmo linear para o reonheimento da lasse eonstrução da ps-árvore [JO92a℄.No mesmo trabalho, os autores estenderam o uso do ografo an�nio da lasse P4-redutível para os grafos P4-esparso, obtendo algoritmos lineares no tamanho do grafopara os mesmos problemas resolvidos naquela lasse (veja Teorema 4.21). Posterior-mente [JO95a℄, mostraram que estes parâmetros e Φ(G) (veja A.2.4) de um grafo G dalasse P4-esparso podem ser resolvidos em tempo linear no número de seus vérties, umavez alulada a o-árvore do seu ografo an�nio e uma partição espeial de seus vérties,também usada no algoritmo de reonheimento [JO92a℄.Teorema 4.21 ([JO92b℄). Dado um grafo P4-esparso G e seu ografo an�nio C:
ω(G) = ω(C) χ(G) = χ(C) α(G) = ω(C) θ(G) = χ(C)Entre outras apliações para a lasse também destaam-se a ontagem de separadoresde tamanho mínimo [NP06℄ e o seu reonheimento por algoritmo paralelo [LO98℄.4.4.4 P4-esparso estendidaEsta é outra extensão proposta por Giakoumakis e Vanherpe [GV97℄, a semelhança dalasse P4-redutível estendida, devida a araterização dada pelo Teorema 4.16. Um grafopertene a lasse P4-esparso estendida (do inglês extended P4-sparse) se, e somente se,para todo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente éisomorfo a uma aranha ou ao C5 e seus fatores são grafos triviais, a exeção do fatororrespondente ao onjunto R (se não vazio), da partição an�nia do grafo quoiente,quando isomorfo a uma aranha.O algoritmo de reonheimento linear proposto pelos autores para a lasse P4-esparsofoi adaptado a esta extensão, bem omo dois algoritmos de otimização, também apliáveisa lasse P4-redutível estendida: enontrar a maior lique e o maior onjunto independente,om pesos nos vérties.4.5 P4-extensívelEsta é outra lasse introduzida por Jamison e Olariu [JO91℄, uja intereção om a lasseP4-esparso forma a lasse P4-redutível. Para de�ni-la, introduz-se a noção de extensãoprópria de um grafo G. Para um subonjunto X ⊂ V (G), denote por S(X) a união de

P \X para todo P ∈ P4(G) tal que P ∩X 6= ∅. Isto é, a união dos vérties de todos os P4induzidos em G que intereptem X, retirados os vérties de X. Diz-se que um onjunto
X possui uma extensão própria se |S(X)| ≤ 1.
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(a) (b) () (d)Figura 4.10: Exemplos de extensões próprias. Em todos os grafos, P = {a, b, c, d} induzum P4. Em (a), S({b, d}) = {a, c}, S({v}) = ∅ e S(P ) = ∅; em (b), S(P ) = {u, v}; em() e em (d), S(P ) = {v}. Logo P possui uma extensão própria em (a), () e (d).Um grafo pertene à lasse P4-extensível (do inglês P4-extendible) se todo onjunto

P de seus vérties que induz um subgrafo isomorfo ao P4 possui uma extensão própria.Estes oneitos estão exempli�ados na Figura 4.10.Novamente, Giakoumakis em um trabalho onjunto om Roussel e Thuillier, fornee-ram uma araterização para a lasse baseada na deomposição modular de seus grafos:Teorema 4.22 ([GRT97℄). Um grafo G pertene a lasse P4-extensível se, e somente se, ografo quoiente de todo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular é isomorfoao P4, P5, P5, C5 ou touro. Os grafos fatores devem ser todos grafos triviais, a exeçãodo orrespondente ao vértie de grau dois do touro e a um únio fator que pode onterdois vérties se o quoiente for isomorfo ao touro ou ao P4.Jamison e Olariu apresentaram uma araterização onstrutiva que, para ser apresen-tada, requer uma nova de�nição: se um subonjunto Y ⊂ V (G) for tal que Y = P ∪S(P ),para algum P ∈ P4(G) que possui uma extensão própria, então ele é hamado de on-junto extensível e é separável se nenhum de seus vérties �zer parte do extremo de um P4induzido em G[Y ] e do interior de outro P4 induzido no mesmo. Na Figura 4.10, apenas ografo em () possui um onjunto extensível separável, em (d), a é interno ao P4 induzidopor {v, a, b, c} e é extremo do induzido por P .Agora, apresenta-se a araterização proposta.Teorema 4.23 ([JO91℄). Um grafo G pertene a lasse P4-extensível se, e somente se,todo subgrafo H induzido por G satis�zer uma das seguintes restrições:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• V (H) é um onjunto extensível do próprio H.
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Tabela 4.1: De�nição da operação ©4 .
• Existe um únio onjunto extensível separável Y ∈ V (H) tal que todo vértie de

V (H) \ Y é, ao mesmo tempo, adjaente aos pontos interiores e não adjaente aosextremos de todo P ∈ P4(H [Y ]).Os dois últimos asos do Teorema 4.23 ausam o apareimento dos nós vizinhança naárvore de deomposição modular dos grafos desta lasse. Em ambos os asos, o grafoquoiente dos nós vizinhança produzidos são limitados a um número pequeno de possibil-idades.Com a de�nição das operações inversas aos itens da araterização aima, somoslevados a uma deomposição dos grafos da lasse em uma árvore onheida por px-árvore. As operações que ompõem as duas primeiras alternativas são ©0 e ©1 , videSeção 4.2. A operação ©4 é de�nida na Tabela 4.1 e orresponde a tereira alter-nativa da deomposição. Já a última operação é de�nida de forma que G1©5 G2 =

(V (G1) ∪ V (G2), E(G1) ∪E(G2) ∪X), sendo V (G1) um onjunto extensível separável de
G1 e X = {{x, y} : x ∈ V (G1), y ∈ V (G2)} para todo vértie interno x de um P4(G1).A Figura 4.11 ontém a deomposição de um grafo da lasse em sua px-árvore e emsua árvore de deomposição modular. Note que os operandos para a operação ©5 são taisque V (G1) = {a, b, c, d, f} (formando um onjunto extensível separável) e V (G2) = {e}.Hohstättler e Tinhofer [HT95℄ mostraram ainda outra araterização para a lasse,baseada em p-omponentes. Um grafo G é dito p-onexo se o grafo G′ = (V (G), E ′) é
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(a) Um grafo P4-extensível. (b) Sua px-árvore. () Sua deomposiçãomodular.Figura 4.11: Exemplo de px-árvore.onexo para E ′ = {e ∈ E(G[P ]) : P ∈ P4(G)}. Um subgrafo induzido maximal e p-onexode um grafo é hamado p-omponente.Lema 4.24 ([HT95℄). Um grafo G pertene a lasse P4-extensível se, e somente se, todasas suas p-omponentes tem no máximo ino vérties, ou seja, são isomorfas a um dosgrafos produzidos pela operação ©4 na tereira e sexta olunas da Tabela 4.1.A maior apliação desta lasse é o teste de isomor�smo, que pode ser resolvido emtempo polinomial pela omparação das px-árvores, uma vez que podemos onstruí-las emtempo linear pelo algoritmo de Hohstättler e Shindler [HS95℄.4.6 P4-leveEsta lasse foi introduzida por Jamison e Olariu ([JO89a℄) (neste denominada P4-lite)e ontém todo grafo G ujos subgrafos induzidos de até seis vérties possuem no máximodois P4 induzidos ou são isomorfos ao grafo H ou ao grafo H da Figura 4.5 (que possuemseis vérties e três subgrafos isomorfos ao P4). Um exemplo de grafo da lasse é dado naFigura 4.12a, embora tal a�rmação �que mais lara apenas após a araterização dadaabaixo.Embora para esta lasse os autores não tenham de�nido uma árvore de deomposição,Giakoumakis, Roussel e Thuillier [GRT97℄ apresentaram um algoritmo de reonheimentolinear baseado na árvore de deomposição modular, do qual obtem-se outra araterizaçãopara a lasse:Teorema 4.25. Um grafo G pertene a lasse P4-leve se, e somente se, para todo nóvizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente é isomorfo ao P5,
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(a) Um grafo da lasse P4-leve. (b) A deomposição modular dografo em (a).Figura 4.12: Exemplo de grafo da lasse P4-leve e sua deomposição modular.ao P5 ou a uma aranha (vide Seção 4.4.1) e seus fatores são todos grafos triviais, exetoquando o grafo quoiente for isomorfo a uma aranha, aso em que o fator orrespondenteao onjunto R da partição an�nia do grafo quoiente não tem restrições adiionais emais um fator pode possuir dois vérties.O grafo da Figura 4.12a é uma aranha magra uja parte R de sua partição an�nia
(K, S, R) é {a, b, c, d, e}. O grafo induzido por R é um fator da deomposição modular daaranha (dada na Figura 4.12b) e é isomorfo ao P5, que é primo.É fáil notar que ela ontém todos os grafos P4-esparso. Ainda, mostra-se [JO89a℄ queos grafos da lasse são brittle (veja A.2.4) e, portanto, perfeitamente ordenáveis.4.7 P4-arregadaGiakoumakis introduziu a lasse P4-arregada (do inglês P4-laden [Gia96℄) omo on-tendo todo grafo ujos subgrafos induzidos de até seis vérties ontém no máximo dois P4induzidos distintos ou são grafos split (veja A.2.4).Uma vez que os grafos H e H da Figura 4.5 são asos espeiais de grafos split,veri�a-se trivialmente que esta lasse ontém propriamente a lasse P4-leve. Além disso,foi dada uma araterização da lasse segundo sua deomposição modular, para a qualintroduz-se a seguinte notação: seja G um grafo split e {K, S} uma partição de seusvérties em lique e onjunto independente. Denotam-se por S(G) o subonjunto de Sformado por vérties que não são vizinhos de pelo menos um vértie em K, ou seja,
S(G) = {s ∈ S : ∃k ∈ K ∧ {s, k} /∈ E(G)}, e por K(G) a vizinhança de S(G), que estáontida em K (isto é, K(G) = NG(S(G))).Teorema 4.26 ([Gia96℄). Um grafo pertene a lasse P4-arregada se, e somente se, ografo quoiente de ada nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular:
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(a) Um grafo da lasse. (b) Sua deomposição modular. () O quoiente do nó raiz de (b).Figura 4.13: Exemplo de grafo da lasse P4-arregada.
• For isomorfo ao P5 ou ao P5 e seus fatores forem grafos triviais; ou
• For isomorfo a uma aranha e seus fatores forem todos grafos de um únio vértie,exeto o fator orrespondente ao onjunto R (da partição an�nia da aranha), senão vazio, e mais outro vértie qualquer, ujo fator pode onter dois vérties; ou
• For isomorfo a um grafo split G e os fatores orrespondentes aos vérties em

S(G) forem onjuntos independentes e os orrespondentes aos vérties em K(G)forem liques.O autor apresentou um algoritmo linear de reonheimento da lasse que valida osritérios de�nidos no Teorema 4.26. Outra araterístia interessante da lasse é que seusgrafos são brittle, a exemplo de sua sublasse P4-leve.Na Figura 4.13 está exposto um grafo da lasse e sua deomposição modular. Noteem () que o grafo quoiente do nó de rótulo vizinhança é um grafo split, pois pode-separtiionar seus vérties na lique {b, d, e} e no onjunto independente {a, c, f}. O úniofator não trivial é o onjunto independente {a′, a′′}, que orresponde ao vértie a do grafoquoiente, pertenente a S(G).4.7.1 P4-arregada estendidaOutra lasse de�nida por Giakoumakis em [Gia96℄. É uma simples extensão da lasse P4-arregada para admitirC5 induzidos, mas que perde sua araterístia de ser perfeitamenteordenável. Para de�ni-la, nota-se que um grafo é split se, e somente se, não possui
C5, C4 e C4 omo subgrafos induzidos. Ao relaxar esta restrição, de�ne-se um grafopseudo-split omo sendo livre de C4 e C4 omo subgrafos induzidos.Um grafo pertene a lasse P4-arregada estendida (do inglês, extended P4-laden)se todo seu subgrafo induzido de até seis vérties ontém no máximo dois P4 induzidosou é um grafo pseudo-split.Uma vez que esta lasse é a união das lasses P4-arregada e P4-arrumada (de�nidana Seção 4.8), os grafos das �guras 4.12a e 4.14 são exemplos de grafos da lasse. Noteque nenhum dos dois exemplos apresentados pertene a ambas as lasses.



4.8. P4-arrumada 57Basta adiionar a possibilidade de isomor�smo om o C5 à primeira opção do Teo-rema 4.26 para uma araterização da lasse.4.8 P4-arrumadaA lasse P4-arrumada (do inglês, P4-tidy) foi de�nida por I. Rusu em omuniados nãopubliados e, posteriormente, foi apresentada num trabalho de V. Giakoumakis, F. Roussele H. Thuiller [GRT97℄, no qual a araterizaram por onjuntos permitidos de grafos quo-ientes para os módulos vizinhança e disso derivam um algoritmo de reonheimento emtempo linear.Um grafo G pertene à lasse P4-arrumada se ∀P ∈ P4(G), |R(G, P )| ≤ 1. Vendode outra forma, um grafo G pertene a lasse P4-arrumada se, e somente se, não existemdois subonjuntos distintos, X e Y , de V (G), om X ∩Y ∈ P4(G) e tais que G[X] e G[Y ]são isomorfos a qualquer dos grafos {Z1, . . . , Z7} da Figura 4.2 (note que X e Y não sãoneessariamente isomorfos). Abaixo está a araterização proposta pelos autores:Teorema 4.27. Um grafo G pertene a lasse P4-arrumada se, e somente se, todo grafoquoiente de um nó rotulado omo vizinhança em sua árvore de deomposição modularfor isomorfo a um C5, P5 ou P5 ujos fatores são grafos triviais, ou for isomorfo a umaaranha, aso em que exeto pelo fator orrespondente ao onjunto R de sua partiçãoan�nia, se não vazio, e um outro fator, que pode onter dois vérties, os demais devemser todos grafos triviais.Um exemplo de grafo da lasse está na Figura 4.14. Sua árvore de deomposiçãomodular é isomorfa a da Figura 4.12b, ontudo o grafo quoiente do fator {a, b, c, d, e} éum C5. De fato, a únia diferença entre os o grafo apresentado e o da Figura 4.12a é aausênia da aresta {a, d}. Note que este grafo não pertene a nenhuma das lasses vistasanteriormente, exeto a lasse P4-arregada estendida, e que o únio grafo apresentadoanteriormente neste Capítulo que não pertene a lasse P4-arrumada é o exemplo daFigura 4.13a.Além disso, no mesmo trabalho, apresentam algoritmos lineares para vários problemasde otimização apliados a grafos da lasse, omo lique máxima, número romátio entreoutros. Uma vez que esta lasse engloba as lasses P4-esparso estendida, P4-extensível eP4-leve, e, assim, todas as lasses estudadas neste Capítulo, à exeção de P4-arregada eP4-arregada estendida, tais algoritmos são diretamente apliáveis a todas estas. Levandoem onsideração, ainda, que o algoritmo de reonheimento é apaz de reonheer todasas suas sublasses, a mesma meree um estudo mais detalhado, que por não se adequarao intuito deste Capítulo foi deixado para o Capítulo 5.
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Figura 4.14: Exemplo de grafo da lasse P4-arrumada.4.9 ConlusõesTodas as lasses aqui estudadas apresentam araterístias omuns, entre as quais destaa-se que são hereditárias, isto é, subgrafos induzidos de um grafo pertenente a qualquerdestas lasses também pertene a mesma lasse, e que são fehadas pelas operações deomplemento e pelas operações ©0 e ©1 , de�nidas na Seção 4.2.A importânia das mesmas reside em suas apliações, das quais foram listadas as quepareeram mais relevantes. Além das quais, sabe-se que modelos em grafos para muitosproblemas (tais omo agendamento de ursos e agrupamento semântio de itens [JO91℄)reaem em uma destas lasses.



Capítulo 5A lasse P4-arrumadaEsta lasse foi introduzida na Seção 4.8 e neste apítulo será detalhada om o objetivo deprovar algumas de suas propriedades, inluindo sua araterização em termos da árvore dedeomposição modular. Também é apresentado o algoritmo de reonheimento propostoem [GRT97℄, bem omo algumas apliações da lasse em problemas de otimização.Para omeçar, reorda-se a de�nição da lasse: um grafo G pertene a lasse P4-arrumada se, e somente se, para todo P ∈ P4(G), R(G, P ) ≤ 1. Isto é, ada subgrafoinduzido isomorfo ao P4 tem no máximo um pareiro. Em seguida serão estudadas algumasde suas propriedades (algumas de�nições usadas são dadas na Seção 4.1).Uma quase-aranha é um grafo obtido de uma aranha de partição an�nia (K, S, R),opionalmente substituindo um dos vérties ontidos em K ∪ S por um par de novosvérties e fazendo ambos adjaentes aos mesmos vérties aos quais o removido era. Osnovos vérties podem ser ou não adjaentes. A partição an�nia da quase-aranha éobtida da partição an�nia da aranha, removendo o vértie substituído de seu onjuntoe adiionando, ao mesmo, o par de novos vérties, aso a substituição tenha oorrido.5.1 PropriedadesUm grafo da lasse P4-arrumada apresenta várias propriedades de interesse. Abaixo,algumas delas são desritas:Proposição 5.1. A lasse P4-arrumada é fehada por omplemento.Demonstração. Seja G um grafo pertenente a lasse P4-arrumada e suponha que G nãopertença a lasse. Portanto existe algum A ∈ P4(G), tal que |R(G, A)| ≥ 2. Sejam
{b, c} ∈ R(G, A). Como b e c são pareiros de A, existem {B, C} ⊆ P4(G) tais que
B ⊂ A ∪ {b}, C ⊂ A ∪ {c} e B 6= A 6= C.Como P4 ≃ P4, {A, B, C} ⊆ P4(G). Então {b, c} ∈ R(G, A), ontradição.59



5.1. Propriedades 60Proposição 5.2. Se um grafo pertene a lasse P4-arrumada, todo subgrafo induzido de
G pertene a lasse P4-arrumada.Demonstração. Seja G um grafo pertenente a lasse P4-arrumada e H um subgrafoinduzido de G. Se P ∈ P4(H), então P ∈ P4(G). Ainda, R(H, P ) ⊆ R(G, P ) e, omo
|R(G, P )| ≤ 1 então |R(H, P )| ≤ 1. Com isto, H pertene a lasse P4-arrumada.Proposição 5.3 ([GRT97℄). Seja G um grafo pertenente a lasse P4-arrumada. Entãotodo subonjunto M de V (G) tal que G[M ] é isomorfo a um C5, P5 ou P5 é um módulode G.Demonstração. Considere os seguintes asos:1. G[M ] é isomorfo a um P5Sejam a e e os extremos de G[M ] e onsidere A = M \ {e} e B = M \ {a}. Tem-seque {A, B} ⊆ P4(G), {e} = R(G, A) e {a} = R(G, B). Considere qualquer vértie

v ∈ V (G) \M . Note que v /∈ R(G, A), aso ontrário |R(G, A)| ≥ 2. Portanto, vpreisa pertener a um dos seguintes onjuntos (de�nidos na Seção 4.1). Veja naFigura 5.1 os três asos, assoiados om as situações não permitidas.(a) I(G, A): v não é adjaente a e em G, pois, aso fosse, v ∈ R(G, B). Portanto
N(v) ∩M = ∅.(b) U(G, A): v é adjaente a e em G, pois, aso não fosse, v ∈ R(G, B). Portanto
M ⊆ N(v).() B(G, A): esta situação não oorre pois, neste aso, v ∈ R(G, B).Portanto, todo vértie de G ou pertene a M ou, é adjaente a todos os vérties de

M , ou a nenhum deles. Com isso, onlui-se que M é um módulo de G.2. G[M ] é isomorfo a um P5Considere o grafo G que, pela Proposição 5.1, pertene à lasse P4-arrumada. Tem-se que G[M ] é isomorfo ao P5 e, pelo Caso 1, M é um módulo de G. A Proposição 2.1garante que M é um módulo de G.3. G[M ] é isomorfo a um C5Seja a qualquer vértie de M e e um vértie de M adjaente a a. Com argumentossemelhantes ao Caso 1, prova-se que M é módulo de G.Note que é preiso ajustar os grafos da Figura 5.1 de forma que a seja adjaente a
e em todos eles. Isto, ontudo, não altera a situação do vértie v em relação aosonjuntos A e B.
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Figura 5.1: Subgrafos nos quais o P5 induzido por {a, b, c, d, e} não seria um módulo.

Lema 5.4 ([GRT97℄). Sejam G um grafo da lasse P4-arrumada, H um subgrafo induzidode G isomorfo a algum dos quatro grafos Z4, Z5, Z6, Z7 da Figura 4.2 e v um vértie de
V (G)\V (H). Então uma das seguintes a�rmativas vale: V (H) ⊆ NG(v), V (H)∩NG(v) =

∅ ou V (H)∩NG(v) = {v : ∃P ∈ P4(H)∧v ∈ B(G, P )} (neste último aso, V (H)∩NG(v)são os vérties de G que estão ontidos em B(G, P ) para algum P , ujo grafo induzidoem H é um P4).Demonstração. Sejam {A, B} = P4(H), {t} = V (H) \ B e {u} = V (H) \ A. Note que
{t} = R(H, B) e {u} = R(H, A). A relação de v ∈ V (G) \ V (H) om A será tratada emtrês asos:1. v ∈ U(G, A): se v não fosse adjaente a u, seguiria que {t, v} ∈ R(G, B). Portanto,

V (H) ⊆ NG(v).2. v ∈ I(G, A): se v fosse adjaente a u, seguiria que {t, v} ∈ R(G, B). Portanto,
V (H) ∩NG(v) = ∅.3. v ∈ B(G, A): se H for isomorfo a Z5 ou a Z7, v não pode ser adjaente a u, asoontrário, {t, v} ∈ R(G, B). Então NH(v) são exatamente os vérties internos de
G[A]. De outra forma, H é isomorfo a Z4 ou a Z6 e, se v não for adjaente a u,
{t, v} ∈ B(G, B). Logo, neste aso, NH(v) são os dois vérties internos de G[A],que oinidem om os vérties internos de G[B].Teorema 5.5. Seja G um grafo primo da lasse P4-arrumada. Então G é isomorfo a umdos seguintes grafos: P5, P5, C5 ou uma aranha.Demonstração. Suponha que G ontenha um subgrafo induzido H isomorfo a P5, P5 ou

C5, então pela Proposição 5.3, V (H) é um módulo de G. Como G é primo, G ≃ H .Então, seja G não isomorfo a P5, P5 e C5. Suponha que G ontenha um subgrafoinduzido H isomorfo a um dos grafos Z4, Z5, Z6, Z7 da Figura 4.2. Todos eles possuem



5.1. Propriedades 62um módulo de dois vérties que, pelo Lema 5.4, é um módulo de G, ontradição. Umavez que Z1 ≃ P5, Z2 ≃ P5 e Z3 ≃ C5, G é livre de todos os grafos de Z1 a Z7 da �gura.Pelo Lema 4.17, G pertene a lasse P4-esparso e, pelo Teorema 4.18, G é isomorfo a umaaranha.Lema 5.6. Seja G um grafo da lasse P4-arrumada e M um módulo de G ontido naárvore de deomposição modular do grafo e ujo nó tem rótulo vizinhança. Se o grafoquoiente assoiado ao nó é uma aranha H uja partição an�nia é (K, S, R) então
G[M ] é uma quase-aranha obtida a partir de H, troando no máximo um vértie de H,não ontido em R, por um K2 ou S2 e substituindo G[R], se R não for vazio, pelo grafoinduzido por um módulo de G ontido em M .Demonstração. Seja (K, S, R) a partição an�nia dos vérties da aranha H . Denote osvérties de K por {k1, . . . kl} e os vérties de S por {s1, . . . , sl} de modo que a bijeção entre
K e S é dada pelo índie dos vérties. Então para ada i ∈ {1, . . . , l}, ou NG(si) = {ki}ou NG(si) = K \ (R ∪ {ki}). Da deomposição modular, sabe-se que G[M ] é obtidosubstituindo ada ki por um grafo Ai, ada sj por um grafo Bj e o únio vértie de R,se existir (pois H é primo), por um grafo C, tais que V (Ai), V (Bj) e V (C), se existirem,são módulos fortes de G[M ].Agora, suponha que para algum Ai (Bj), |V (Ai)| ≥ 2 (|V (Bj)| ≥ 2). Seja P ∈ P4(H)tal que P ∩Ai 6= ∅ (P ∩Bj 6= ∅). É fáil de ver que P ∩R = ∅ e que, em G, ada vértiede Ai (Bj), exeto ki (sj), é pareiro de P . Como G pertene a lasse P4-arrumada,
|V (Ai)| = 2 (|V (Bj)| = 2) e G[Ai] (G[Bj ]) ou é isomorfo a um K2 ou a um S2.Suponha que existam dois vérties a e b em K∪S ujos orrespondentes módulos A e Bpossuam dois vérties. Seja P ∈ P4(H), tal que {a, b} ⊂ P . Vê-se que os demais vértiesde (A ∪ B) \ {a, b} são pareiros de P , ontradizendo G pertener a lasse P4-arrumada.Logo, só existe um módulo não trivial em K ∪ S.Lema 5.7. Seja H um grafo primo que é uma aranha de partição an�nia (K, S, R) e
G uma quase-aranha. Se G puder ser formado a partir de H, troando H [R], se R nãofor vazio, por um grafo da lasse P4-arrumada e no máximo um vértie de K ∪ S por um
K2 ou S2. Então G pertene a lasse P4-arrumada.Demonstração. O aso simples oorre quando nenhum vértie foi adiionado a K ou S.Pela Proposição 4.14, nenhum P ∈ P4(G) ontém vérties em ambos R e K ∪ S e se
P ⊆ K ∪ S, seus extremos estão em S e seus vérties internos em K.Então ou P ⊆ R ou P ⊆ K ∪ S. Todo P ⊆ R não possui pareiros em K ∪ S, poisestes vérties respetivamente pertenem a U(G, P ) e a I(G, P ) e, assim, seus pareiros, seexistirem, estão em R. Como H [R] pertene à lasse P4-arrumada, P possui no máximoum pareiro em R. De outro modo, todo P ⊆ K ∪ S não possui pareiros, pois R ⊆
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B(G, P ) e todo vértie em (K ∪ S) \ P pertene a B(G, P ), I(G, P ) ou a U(G, P ).Portanto, todo P em P4(G) tem no máximo um pareiro em G.Suponha, então, o aso em que um vértie v ∈ K ∪ S foi troado por um par v, v′(adjaentes ou não). Note que nenhum P ∈ P4(G) ontém o par de vérties adiionados,pois qualquer vértie restante de G é ou não é adjaente a ambos, ontudo, para formarum P4, é neessário ao menos um vértie adjaente a apenas um dos vérties do par.Os resultados da Proposição 4.14 serão extendidos para esta on�guração. Não existe
P ∈ P4(G) om vérties em ambos R e K ∪ S. Se P não ontiver nem v nem v′, aoremover v′ de G hega-se a uma ontradição ao aso anterior. Se P ontiver apenas umentre v e v′ remove-se de G o outro vértie e hega-se uma nova ontradição. Por �m, Pnão pode onter ambos v e v′.Seja agora um P ∈ P4(G[K ∪ S]). Como P não pode onter ambos os vérties v e v′,sempre é possível remover um deles e, pelo aso anterior, P tem seus extremos em S eseus vérties internos em K.Analogamente ao aso anterior, todo P ∈ R não possui pareiros em K ∪ S e todo
P ⊆ K ∪ S não possui pareiros em R. Contudo, seja P ⊆ K ∪ S. Se P não ontivernem v nem v′, pode-se remover um deles e, pelo aso anterior, P não tem pareiros. Se Pontiver um entre v e v′, seja v o vértie que P ontém, então v′ é o únio pareiro de P ,pois v tem as mesmas adjaênias que v′, e se for removido v′ de G, pelo aso anterior, Pnão tem outros pareiros.Lema 5.8. Seja G um grafo que pertene a lasse P4-arrumada e M um módulo presentena árvore de deomposição modular de G tal que o grafo quoiente assoiado ao nó é umaaranha de partição an�nia (K, S, R). Então G[M \R] é um p-omponente de G.Demonstração. Deorre imediatamente da extensão da Proposição 4.14 para o aso dasquase aranhas, já realizada na prova do Lema 5.7 e do fato de M ser um módulo, tornandoimpossível que G[K ∪ S] esteja ontido em um p-omponente maior (veja de�nição naSeção 4.5).5.1.1 CaraterizaçõesEsta seção aborda algumas araterizações equivalentes para a lasse. Para tal, sãoneessárias novas de�nições e resultados, dados a seguir.Dado um grafo G qualquer, o onjunto dos grafos quoiente assoiados aos nós vizin-hança de sua árvore de deomposição modular será representado por π(G). Note que sedois nós vizinhança da árvore de deomposição modular de G possuírem grafos quoientesisomorfos, ambos estarão ontidos em π(G), pois não se tratam do mesmo grafo, já queseu onjunto de vérties é distinto.



5.1. Propriedades 64Teorema 5.9 ([JO95℄). Um grafo G ou é p-onexo, ou pode ser obtido de seus p-om-ponentes e vérties fraos por uma seqüênia �nita de operações ©0 , ©1 e ©6 .A operação ©6 é de�nida de forma que G = G1©6 G2 está de�nida quando G2 éum grafo p-onexo e separável. Neste ontexto, um grafo é separável se todo vértieque é interno a um P4 induzido no grafo não é extremo de nenhum outro P4 induzido nomesmo grafo. Note que está de�nição abrange os grafos formados por onjuntos extensíveisseparáveis, vistos na Seção 4.5. O grafo G resultante ontém a união dos vérties e arestasde G1 e G2 além de todas arestas ligando um vértie qualquer de G1 om qualquer vértiede G2 que não seja extremo de um P4 induzido no mesmo.Lema 5.10. Um grafo G pertene a lasse P4-arrumada se, e somente se, todo p-ompo-nente de G for isomorfo a um dos seguintes grafos: C5, P5, P5 ou uma quase-aranha.Demonstração. Sejam G um grafo da lasse P4-arrumada e B um onjunto de seus vértiesque induz uma de suas p-omponentes. Suponha que G[B] não seja isomorfo ao C5, ao
P5 e ao P5. Denote por M o menor módulo forte de G que ontém B. O rótulo de Mna árvore de deomposição modular de G não é serial nem paralelo, pois G[B] é onexoe seu omplemento também. Assim sendo, pelo Teorema 5.5, o grafo quoiente, Q, domódulo M é uma aranha. Tomando a partição an�nina (K, S, R) de Q, sabe-se que
B ⊂ K ∪ S, pois não existe nenhum P4 induzido om vérties em ambos R e K ∪ S e Bse estivesse ontido em R, M não seria mínimo. Todavia, pelo Lema 5.8, G[K ∪ S] é ump-omponente de G e B = K ∪ S. Então, pelo Lema 5.6, B induz uma quase-aranha.Prova-se por indução no número de vérties que, se todos os p-omponente de G foremisomorfos ao C5, P5, P5 ou a uma quase-aranha, G é um grafo P4-arrumada. A base éformada pelo grafo trivial e pelo C5, P5, P5 e quase-aranhas, todos são sabidamente grafosda lasse.Para o passo indutivo, G é deomposto usando uma das operações disponíveis e, porhipótese de indução, os grafos obtidos (G1 e G2) pertenem a lasse P4-arrumada. Éde fáil onstatação que não exite P4 induzido om vérties de ambos operandos e queos pareiros de todo P4 induzido em um deles está ontido no mesmo, portanto o graforesultante é P4-arrumada. Isso oorre om as operações ©0 ou ©1 pois os vérties de G1e G2 estão em omponentes onexas distintas de G ou de G. No aso da operação ©6 , omotivo é que ada vértie de G1 pertene a B(P,), para todo P ∈ P4(G2).Uma araterização semelhante para a lasse, envolvendo os nós vizinhança da árvorede deomposição modular também ser enuniada:Teorema 5.11. Um grafo G pertene a lasse P4-arrumada se, e somente se, todo grafoinduzido por um nó vizinhança da árvore de deomposição modular de G for isomorfo aum C5, P5, P5 ou uma quase-aranha.



5.1. Propriedades 65Demonstração. Seja G um grafo da lasse P4-arrumada. Todo grafo em π(G) é umsubgrafo primo induzido de G e, pela Proposição 5.2, é um grafo da lasse P4-arrumada.Então, pelo Teorema 5.5, é isomorfo a um C5, P5, P5 ou uma aranha prima. Seja T aárvore de deomposição modular de G, r um nó de T e X, o grafo quoiente do móduloorrespondente.Se X for isomorfo a um C5, P5, P5, os �lhos de r em T orrespondem a módulos triviais(são vérties de G). Caso ontrário, existe um �lho a de r om mais de um vértie. Seja
Y um onjunto formado por um vértie pertenente a ada módulo orrespondente aos�lhos de r, G[Y ] é isomorfo a um C5, P5 ou P5 e, pela Proposição 5.3, é um módulo de G.Como Y e o módulo orrespondente a a intereptam-se e nenhum deles ontém o outro,então nenhum deles é um módulo forte, ontradição ao fato de a pertener a T .Se X for uma aranha prima, então, pelo Lema 5.6, o grafo induzido pelo móduloorrespondente a r é obtido substituindo a abeça de X, se houver, por um módulo e nomáximo um vértie de X, distinto da possível abeça, por um K2 ou S2.Para provar a su�iênia da hipótese, seja G um grafo tal que todo grafo induzidopor um nó vizinhança da árvore de deomposição modular de G é isomorfo a um C5,
P5 ou P5 ou a uma quase-aranha. En�m, prova-se por indução que G pertene a lasseP4-arrumada.Hipótese: todo grafo H que satisfaz as ondições do teorema e tem menos vérties que
G, pertene a lasse P4-arrumada.Base: G ontém um vértie e, trivialmente, pertene a lasse P4-arrumada.Passo: Considere o módulo trivial M = V (G). Como G tem mais de um vértie, suaárvore de deomposição modular possui uma raiz r e ao menos dois �lhos. Pela hipótesede indução, os grafos fatores orrespondentes pertenem a lasse P4-arrumada. Três asosserão analisados, de aordo om o tipo de M .
• Vizinhança: Ou G é isomorfo a um C5, P5 ou P5 e pertene a lasse P4-arrumadaou é uma quase-aranha de partição (K, S, R) que atende as ondições do teorema.Neste aso, é fáil estender a Proposição 4.15 para quase-aranhas e então, R, se nãovazio, é um �lho de r e, por hipótese de indução, pertene a lasse P4-arrumada.Então, pelo Lema 5.7, G pertene a lasse P4-arrumada.
• Paralelo: Todos os �lhos de r são desonexos dois a dois. Claramente todo P ∈

P4(G) está ontido em um dos �lhos de r e todos seus pareiros estão ontidos nomesmo �lho, portanto G pertene a lasse P4-arrumada.
• Serial: Note que todo todo P ∈ P4(G) está ontido em um dos �lhos de r, pois,no omplemento de G, os �lhos de r são desonexos, e que todos os pareiros de Pestão ontidos no mesmo �lho, portanto G pertene à lasse P4-arrumada.
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5.2 Algoritmo de reonheimentoO algoritmo de reonheimento que será desrito foi apresentado em [GRT97℄ e tem om-plexidade linear em relação ao tamanho do grafo. Ele utiliza diretamente a árvore dedeomposição modular, realizando um onjunto de veri�ações sobre os nós da mesmaque possuam rótulo vizinhança, a �m de erti�ar que um grafo pertene a lasse P4-arrumada ou algumas de suas sublasses.A exatidão do algoritmo baseia-se na araterização da lasse P4-arrumada dada peloTeorema 5.11 e nas araterizações equivalentes das demais sublasses, que estão revistasna próxima seção.5.2.1 Caraterização das lasses reonheidasCom objetivo de utilizar no mesmo algoritmo as araterizações dadas pelos teoremas 4.7,4.16, 4.22 e 4.25 para as lasses P4-redutível, P4-esparso, P4-extensível e P4-leve, bem omoduas extensões para ontemplar as lasses P4-redutível estendida e P4-esparso estendida,onsidere a seguinte notação.Para identi�ar entre os vários grafos espeiais onsiderados nas araterizações aimaitadas, toma-se uma função tipo(H) que mapeia grafos de interesse em inteiros.

tipo(H) =











































1, se H for isomorfo ao P4;

2, se H for isomorfo ao touro;
3, se H for isomorfo a uma aranha (exeto P4 e touro);
4, se H for isomorfo ao C5;

5, se H for isomorfo ao P5;

6, se H for isomorfo ao P5; ou
7, aso ontrário.Um grafo H em π(G) é dito marado se pelo menos um dos fatores do nó N , da árvorede deomposição modular, ujo grafo quoiente é H , possuir mais de um vértie. A estaregra se apliam duas exeções, uma quando o grafo induzido pelo módulo orrespondentea N for isomorfo a uma aranha, aso em que H é tido omo não marado, e outra quandofor isomorfo a uma quase-aranha, sendo o H tido omo fraamente marado. Para auxiliaro uso desta notação seja a função mara(H), que mapeia as possíveis maras em inteirosonforme as ondições abaixo:
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marca(H) =







1, se H não estiver marado;
2, se H for uma aranha fraamente marada; ou
3, se H estiver marado.A Tabela 5.1 relaiona os valores de tipo(H) om os valores máximos permitidos demara(H) para os grafos induzidos pelos nós vizinhança da deomposição modular dalasse P4-arrumada e de algumas de suas sublasses. O valor 0 na tabela signi�a quenenhum grafo do tipo orrespondente é permitido para a lasse em questão.

P4 touro aranha C5 P5 P5 outros Classe0 0 0 0 0 0 0 ografo
≤ 1 ≤ 1 0 0 0 0 0 P4-redutível
≤ 1 ≤ 1 0 1 0 0 0 P4-redutível estendida
≤ 1 ≤ 1 ≤ 1 0 0 0 0 P4-esparso
≤ 1 ≤ 1 ≤ 1 1 0 0 0 P4-esparso estendida
≤ 2 ≤ 2 0 ≤ 1 ≤ 1 ≤ 1 0 P4-extensível
≤ 2 ≤ 2 ≤ 2 0 ≤ 1 ≤ 1 0 P4-leve
≤ 2 ≤ 2 ≤ 2 ≤ 1 ≤ 1 ≤ 1 0 P4-arrumadaTabela 5.1: Valores de marca(H) permitidos para ada tipo(H) em algumas lasses degrafos.5.2.2 Algoritmo e análiseO Algoritmo 10 onstrói a deomposição modular do grafo e, então, veri�a o tipo e amaração dos grafos induzidos pelos nós vizinhança. Após isso, basta veri�ar a lassemais restrita da Tabela 5.1 ujas ondições foram atendidas.Para mostrar que o Algoritmo 10 exeuta em tempo linear no tamanho do grafo(|V (G)| + |E(G)|), seus passos serão analisados. Os dois laços entre as linhas 2 e 4 eentre as linhas 12 e 16 são exeutados em tempo onstante. A onstrução da árvore dedeomposição modular no passo 1 leva tempo linear em G, omo exposto no Capítulo 3.Durante a onstrução da árvore, pode-se preenher um vetor om ada um dos grafos em

π(G). Resta mostrar que o laço prinipal, entre os passos 5 e 11, no qual as funções tipoe mara são omputadas para ada grafo Gi em π(G) toma tempo linear.A função tipo testa isomor�smo de Gi om C5, P5 e P5, em tempo onstante, e, sefalharem, veri�a se Gi é uma aranha (o P4 e o touro são as aranhas de 4 e 5 vérties),em tempo linear no tamanho de Gi, da seguinte forma:
• Veri�a se Gi é um grafo split. Isto é feito em tempo linear [Gol80℄.



5.3. Apliações 68Algoritmo 10 Reonheimento de grafos da lasse P4-arrumada e sublasses.1: Construir a árvore de deomposição modular T (G) de G.2: Para i de 1 a 7 faça3: mascara[i]← 04: Fim Para5: Para Gi ∈ π(G) faça6: Se tipo(Gi) ≤ 6 então7: mascara[tipo(Gi)]← max(mascara[tipo(Gi)], marca(Gi))8: Senão9: mascara[7]← 110: Fim Se11: Fim Para12: Para i de 1 até 6 faça13: Se mascara é ompatível om a linha i da Tabela 5.1 então14: Retorne o nome da lasse da linha i da Tabela 5.115: Fim Se16: Fim Para17: Retorne �nenhuma�
• Ordena os vérties de Gi pelos seus graus através de algum algoritmo linear omobuket sort. Veri�a se os primeiros |Si| vérties possuem todos grau 1, |Ki| − 1 ou
|Ki| − 2 (respetivamente, aranha magra, gorda sem abeça e om abeça).Já a função mara veri�a se todos os vérties de Gi são folhas na árvore de deom-posição modular. Caso ontrário, se Gi for uma aranha, veri�a se há apenas um vértiealém da possível abeça que não é folha da árvore e, aso exista, se possui exatamentedois �lhos que são folhas.Pode-se ver que o tempo que o laço prinipal toma é O(

∑p

i=1
|Gi|). Como ada vértiede ada Gi orresponde a um nó da árvore de deomposição modular, a soma é limitadapelo número de nós da árvore, que é sempre menor que 2|V (G)|.5.3 Apliações5.3.1 Número romátio e Clique máximaDeterminar χ(G) e ω(G) (veja A.2.3) para um grafo G qualquer são dois problemassabidamente NP-difíeis. Contudo, eles podem ser resolvidos em tempo linear para grafosda lasse P4-arrumada om o uso da árvore de deomposição modular.Ambos os parâmetros podem ser alulados para um grafo G pertenente à lasse P4-arrumada de forma reursiva sobre sua árvore de deomposição modular T . Para ada nó



5.3. Apliações 69
r de T determina-se ω(M) e χ(M), sendo M o grafo induzido pelo módulo representadopor r, dispondo dos valores ω(Xi) e χ(Xi) de todos os nós �lhos de r. O álulo dependedo tipo do módulo r.Primeiramente, observa-se o efeito das operações ©0 e ©1 (de�nidas na Seção 4.2)sobre os parâmetros em questão. Dados dois grafos quaisquer, G1 e G2, tais que V (G1)∩

V (G2) = ∅:
χ(G1©0 G2) = max{χ(G1), χ(G2)}

ω(G1©0 G2) = max{ω(G1), ω(G2)}

χ(G1©1 G2) = χ(G1) + χ(G2)

ω(G1©1 G2) = ω(G1) + ω(G2)Apliando as regras aima, alula-se os parâmetros para todos os módulos seriais eparalelos de T . Resta lidar om os módulos vizinhança. Pelo Teorema 5.11, um módulovizinhança de T ou é isomorfo a um P5, C5 ou P5, ou é uma quase-aranha. Exeto noúltimo aso, os parâmetros desejados são onheidos de antemão:
χ(C5) = 3 χ(P5) = 2 χ(P5) = 3

ω(C5) = 2 ω(P5) = 2 ω(P5) = 3Caso seja uma quase-aranha, o grafo induzido pelo módulo pode ser onstruído por
G1©3 G2 (veja de�nição na Seção 4.4.2), no qual G2 é a abeça da quase-aranha, sehouver, e G1 é o grafo induzido pelo restante dos vérties da quase-aranha.Os parâmetros alulados dependem da natureza de G1. Caso G1 seja uma quase-aranha, este provém de uma aranha H om partição (K, S, ∅), da qual se substituiu umvértie por um K2 ou S2. Caso G1 seja uma aranha, onsidere (K, S, ∅) a partição de G1.Seja ǫ = 1 quando G1 for uma quase-aranha obtida substituindo um vértie de K porum K2 e ǫ = 0, aso ontrário. De�ne-se, também, ǫ′ = 1 quando G1 for uma quase-aranha obtida substituindo um vértie de S por um K2 e H for uma aranha gorda, e
ǫ′ = 0, aso ontrário. Então, tem-se:

χ(G1©3 G2) = |K|+ ǫ + max{χ(G2), ǫ
′}

ω(G1©3 G2) = |K|+ ǫ + max{ω(G2), ǫ
′}A árvore de deomposição modular de G pode ser onstruída em tempo linear e ostestes para determinar se um módulo vizinhança é um dos permitidos para um grafo dalasse P4-arrumada também são lineares (veja a Seção 5.2.2). Com uma únia travessiada árvore em pós-ordem o algoritmo é apaz de determinar χ(G) e ω(G).



5.3. Apliações 705.3.2 Partição mínima em liques e Conjunto independente máx-imoEstes dois problemas são os duais dos problemas da seção anterior. Uma partição emliques de um grafo é uma partição de seus vérties ujas partes induzem subgrafos om-pletos. O menor entre os tamanhos de tais partições é representado por θ(G).Como θ(G) = χ(G), α(G) = ω(G) e a lasse P4-arrumada é fehada por omplemento(Proposição 5.1), pose-de usar a árvore de deomposição modular de G, t′ para alulartais parâmetros usando o método de�nido na seção anterior para alular χ(G) e α(G)de um grafo da lasse.Todavia, para preservar a linearidade daqueles algoritmos, não é possível omplemen-tar o grafo para omputar T ′, pois |E(G)| = O(|E(G)|2). Então, obtem-se T ′ a partirda árvore de deomposição modular de G, T , alternando os rótulos dos módulos seriaise paralelos. Quanto aos módulos vizinhança, para determinar seu grafo quoiente em
T ′ a partir do grafo quoiente em T , nota-se que o C5 permanee inalterado, o P5 e o
P5 alternam e quase-aranhas magras e gordas também alternam (neste último aso, onúmero de arestas de um grafo quoiente em T ′ é função linear do número de arestas doorrespondente grafo quoiente em T ).



Capítulo 6ConlusãoNeste trabalho, foram desritas muitas das propriedades dos módulos de um grafo e desua deomposição modular, a partir das mais intuitivas até algumas mais elaboradas,que estão distribuídas na literatura ientí�a por vários anos. Em seguida, a ténia deEhrenfeuht e os algoritmos propostos por Dahlhaus, Gustedt e MConnell, e por Habib,de Montgol�er, Paul e Capelle para onstrução da árvore de deomposição modular foramexpostos, desritos e, em algumas situações, provados de forma mais detalhada que nostrabalhos originias.Além de estudar a deomposição em si, foram apresentadas apliações da mesma naaraterização de lasses de grafos e solução de problemas de otimização e isomor�smo nosgrafos dessas lasses. Uma das quais, a lasse P4-arrumada, foi detalhada em partiular,por abranger boa parte das demais, juntamente om a desrição de algoritmos para soluçãode muitos problemas lássios em grafos da lasse.Como um todo, o trabalho objetivou introduzir ao leitor na teoria dos módulos eda deomposição modular, expondo suas apliações atuais. Como futuros trabalhos depesquisa nesta área, destaam-se o uso da deomposição para resolver novos problemas,notoriamente nas lasses de grafos estudadas, ou a extensão de ténias utilizadas em umproblema para outra lasse, aminhos que vem sendo trilhados por vários pesquisadores.
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Apêndie ADe�niçõesUm par ordenado é um ente matemátio omposto por dois elementos e representado daforma (a, b). Uma seqüênia é uma lista ordenada de elementos, representada da forma
(a1, a2, a3, . . . , an).A.1 ConjuntosOs onjuntos neste trabalho seguem a noção matemátia de onjuntos. Apenas paralari�ação, algumas operações e araterístias importantes:O onjunto vazio será representado por ∅. Um onjunto é dito unitário se ontémapenas um elemento. As operações de união, interseção, diferença e diferença simétria1entre onjuntos serão representadas por ∪, ∩, \ e ∆. A união e interseção de váriosonjuntos pode ser representada por ⋃

Ci
e ⋂

Ci
.A ardinalidade do onjunto A (número de elementos do mesmo) é expressa omo |A|.O produto artesiano de onjuntos será representado pelo operador ×.Dado um onjunto S, de�ne-se uma partição P de S omo sendo um onjunto P =

{P1, P2, . . . , Pn}, tal que Pi ⊂ S para 1 ≤ i ≤ n, Pi ∩ Pj = ∅ para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n e
i 6= j, e ⋃

1≤i≤n Pi = S. Os elementos do onjunto que forma a partição P são hamadospartes.A.2 GrafosUm grafo G não orientado é representado por um onjunto de vérties V (G) e uma famíliade arestas E(G). Cada elemento de E(G) é um par não ordenado ontendo dois elementosde V (G).1A∆B = (A \B) ∪ (B \A) 72



A.2. Grafos 73Um grafo G orientado é formado por um onjunto de vérties V (G) e uma família dearos (ou arestas orientadas) E(G). Cada elemento de E(G) é um par ordenado ontendodois elementos de V (G).Dados um onjunto V de vérties e uma família A de arestas, que satisfazem asondições para formarem um grafo não orientado, então o grafo orrespondente pode serdenotado por (V, A). A mesma representação é usada para grafos orientados, sendo Auma família de aros.Um grafo é trivial se ontém apenas um vértie e nenhuma aresta.Os vérties que formam uma aresta são hamados extremos da aresta. Um grafo édito simples se não possui laços (arestas ujos extremos oinidem) nem arestas múltiplas(mais de uma aresta om os mesmos extremos, e mesma orientação no aso de grafos ori-entados). Neste aso, as arestas do grafo formam um onjunto. Exeto se expliitamenteobservado, os grafos deste doumento são simples. Dois vérties que são extremos de umaaresta são ditos adjaentes ou vizinhos.Um subgrafo H de um grafo G é um grafo tal que V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G).Como H é um grafo, além das ondições aima, ambos os extremos de ada uma de suasarestas devem pertenem ao seu onjunto de vérties. Um grafo F é um subgrafo induzidode G se é subgrafo de G e toda aresta de G ujos extremos pertenem ambos aos vértiesde F , também é aresta de F . O sugrafo induzido de G, ujo onjunto de vérties é X, érepresentado por G[X].A vizinhança de um vértie v é o onjunto de vérties para os quais existe uma aresta
{v, u} ((v, u) se o grafo for orientado) no grafo e é representada por NG(v). O omplementoda vizinhança de v, ou seja, V (G) \NG(v) \ {v} é representado por NG(v). O grau de umvértie v, por vezes denotado por δG(v) é o número de arestas que o tem omo extremo(laços ontados duas vezes).Um grafo orientado G é dito transitivo se a relação binária formada pelo seu onjuntode aros é transitiva, isto é, sempre que (x, y) e (y, z) são arestas de G, (x, z), para x, y e
z distintos. Dado um grafo orientado G, seu feho transitivo é o grafo obtido adiionandoa G os aros neessários para que este se torne transitivo.Uma orientação transitiva de um grafo não orientado G é uma orientação de suasarestas de forma que o grafo orientado orrespondente seja transitivo. Um grafo nãoorientado que admite ao menos uma orientação transitiva é hamado de grafo de ompa-rabilidade.Um aminho em um grafo simples G de um vértie a a um vértie b é uma seqüêniade vérties (v1, v2, . . . , vn), sem repetição de vérties, tal que a = v1, b = vn e {vi, vi+1} ∈

E(G) para 1 ≤ i < n. Se o grafo for orientado, o aminho é hamado de aminho orientadoe a última ondição é alterada para (vi, vi+1) ∈ E(G). Os vérties a e b são hamadosextremos do aminho e os demais, vérties internos.



A.2. Grafos 74Um grafo não orientado é onexo se para todo par de vérties, x e y, distintos existeum aminho de x a y no grafo. Um omponente onexo de um grafo qualquer é umsubonjunto maximal de seus vérties ujo subgrafo induzido é onexo.Um grafo orientado G é dito fortemente onexo se, para todo par de vérties u e v,distintos, de G, existe um aminho orientado de u para v e outro de v para u.Um orte é uma partição dos vérties de um grafo em dois onjuntos. O tamanhode um orte é o número de arestas do grafo que possuem um extremo em ada parte doorte.Um separador S de um grafo G é um subonjunto de seus vérties de modo que
G[V (G) \ S] é desonexo.A.2.1 Alguns grafos omunsO grafo aminho de n vérties, representado por Pn é o grafo ujos vérties são v1, v2, . . . , vne ujas arestas são {{vi, vi+1} : 1 ≤ i < n}.O ilo de n vérties (Cn), n ≥ 3 é obtido do Pn adiionando a aresta {vn, v1}.Um grafo ompleto de n vérties (Kn) é um grafo no qual todo par de vérties distintossão adjaentes. Um grafo om n vérties e nenhuma aresta será representado por Sn.A.2.2 Operações e relaçõesO omplemento de um grafo G será representado por G e é de�nido de modo que V (G) =

V (G) e {x, y} ∈ E(G)⇔ {x, y} /∈ E(G).Dados dois grafos G1 e G2, a união destes grafos é o grafo G = (V (G1)∪V (G2), E(G1)∪

E(G2)). A união disjunta destes dois grafos é igual a união deles, aso V (G1)∩V (G2) = ∅.Caso ontrário, renomeiam-se os vérties de G2 de modo que nenhum deles esteja ontidoem G1 e, então, toma-se a união dos grafos.A ontração de vérties de um grafo G não orientado é uma operação que toma umsubonjunto X dos vérties de G e produz um novo grafo G′, no qual os vérties de X sãosubstituídos por um novo vértie. Seja x o novo vértie, então V (G′) = {x} ∪ V (G) \Xe E(G′) = {{x, y} : ∀{z, y} ∈ E(G), z ∈ X, y /∈ X} ∪ {{z, y} : ∀{z, y} ∈ E(G), z /∈ X, y /∈

X}. Para grafos orientados, E(G′) = {(x, y) : ∀(z, y) ∈ E(G) se z ∈ X e y /∈ X ou se z /∈

X e y ∈ X} ∪ {(z, y) : ∀(z, y) ∈ E(G), z /∈ X, y /∈ X}.O isomor�smo entre dois grafos, G e H , é representado por G ≃ H .A.2.3 Alguns parâmetrosO tamanho de um aminho é seu número de vérties menos um (equivalente ao númerode arestas a serem perorridas). A distânia de um vértie a a um vértie b num grafo G



A.2. Grafos 75é menor entre os tamanhos de todos os aminhos de a a b em G, se existir algum (asoontrário a distânia não está de�nida). Dado um grafo qualquer G, seu diâmetro é amaior distânia entre todos os seus pares de vérties (desonsiderando aqueles para osquais a distânia não existe).Uma lique é um subonjunto dos vérties de um grafo que induz um grafo ompleto.Já um subonjunto dos vérties de um grafo que induz um grafo sem arestas é hamadoonjunto independente. Os maiores valores entre os tamanhos das liques e dos onjuntosindependentes de um grafo G são representados por ω(G) e α(G), respetivamente.Chama-se de número romátio de um grafo G, o menor número de ores neessáriopara olorir seus vérties de forma que vérties adjaentes sejam oloridos distintamente.Representa-se este número por χ(G). O problema oposto (em relação ao omplementodo grafo) é enontrar a menor partição dos vérties do grafo em liques, ujo tamanho érepresentado por θ(G).Um sattering set de um grafo G é um subonjunto S de V (G) tal que G[V (G)\S]ontém mais de um omponente onexo. O sattering number do grafo G, representadopor s(G) é dado por max{c(G[V (G) \ S]) − |S|} para todo sattering set S de G esendo c(H) o número de omponentes onexos do grafo H .A.2.4 Classes om araterístias de interesseUma árvore é um grafo simples e onexo que não possui nenhum subgrafo induzido iso-morfo a um ilo. Os vérties de uma árvore também são hamados de nós. Opional-mente, um de seus vérties pode ser esolhido omo sendo a raiz da árvore e, neste aso,dado um nó n qualquer, mas distinto da raiz, todos os nós que �am no únio aminhoque liga n à raiz, exluido o próprio n e inluindo a raiz, são os anestrais de n (a raiznão tem anestrais). O únio anestral de um nó (exeto a raiz) que é seu vizinho é seupai. Todos os vizinhos de um nó, exeto seu pai, se houver, são seus �lhos e todos os nósde grau um, exeto a raiz, são hamados folhas.Um grafo é bipartido se seu onjunto de vérties pode ser partiionado em duas partes,
A e B, de forma que não exista nenhuma aresta do grafo om ambos os extremos em Aou em B. Um grafo é bipartido ompleto se é bipartido e para quaisquer a ∈ A e b ∈ B,o grafo ontém a aresta {a, b}.Um grafo G é perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G, χ(H) = ω(H).Um grafo G é perfeitamente ordenável se admite uma ordem o para seus vértiestal que todo subgrafo induzido H de G tem seus vérties oloridos de forma ótima porum algoritmo guloso (que atribui a menor or possível para ada vértie) avaliando seusvérties segundo a ordem o restrita aos vérties de H .Como uma sublasse dos grafos perfeitamente ordenáveis estão os grafos brittle ,



A.3. Ordens 76para os quais todo subgrafo induzido possui um vértie que não é extremo ou não évértie interno de nenhum P4 induzido.Um grafo é ordal se não possui nenhum subgrafo induzido isomorfo ao Cn para n ≥ 4.Dado um grafo G qualquer, o menor número de arestas que devem ser adiionadas aomesmo para que ele se torne um grafo ordal é onheido omo menor preenhimento e édenotado por Φ(G).Os grafos split são aqueles ujo onjunto de vérties pode ser partiionado em um doisonjuntos K e S que induzem um grafo ompleto e um grafo sem arestas, respetivamente.Um torneio é um grafo orientado obtido atribuindo uma orientação a ada aresta deum grafo não orientado e ompleto. Um torneio bipartido é obtido de modo semelhante,a partir de um grafo não orientado e bipartido ompleto.Uma propriedade relativa a grafos é dita hereditária se, quando satisfeita por um grafo
G, também é satisfeita por todo subgrafo induzido de G. Uma lasse é hereditária se apertinênia à lasse é uma propriedade hereditária, ou seja, se G pertene à lasse, todosubgrafo induzido de G também pertene à lasse. Como exemplos, tem-se as lasses degrafos bipartidos, perfeitos e perfeitamente ordenáveis.A.3 OrdensUma ordem é uma relação binária (denotada por ≤) nos elementos de um onjunto S.Esta relação satisfaz as seguintes propriedades, para três elementos quaisquer a, b e c, de
S:
• Re�exividade: a ≤ a;
• Antisimetria: se a ≤ b e b ≤ a, então a = b;
• Transitividade: se a ≤ b e b ≤ c, então a ≤ c;Uma ordem é total se, para todo par de elementos a e b de S, ou a ≤ b ou b ≤ a. Casoontrário a ordem é dita parial.Um par (S,≤) formado por um onjunto S e uma ordem parial ≤ sobre S é umonjunto parialmente ordenado, abreviado omo CPO (em inglês, poset). Pode-se rep-resentar um onjunto parialmente ordenado por um grafo orientado aílio P ujosvérties são os elementos de S. Também é possível produzir um CPO a partir de umgrafo orientado aílio, embora grafos distintos possam produzir o mesmo CPO.Um onjunto totalmente ordenado é um CPO no qual a ordem dada é total.Uma ordenação topológia T de um CPO P = (S,≤) ou, equivalentemente, de umgrafo orientado aílio, é uma ordem total dos elementos de S tal que a preede b em

T apenas se, em P , a ≤ b ou a e b são inomparáveis. Isto é, a ordenação topológia é



A.3. Ordens 77ompatível om a ordem imposta pelo CPO, não violando nenhuma de suas restrições.Note que um CPO pode possuir várias ordenações topológias distintas.
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