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Abstract

We extend results of Heegard, Little and Saints concerning the Grobner basis algorithm
for one-point Hermitian codes. We work with two-point and n-point Hermitian codes and
codes arising from the Norm-Trace curve. We also determine the Weierstrass semigroup at
a certain pair of rational points in such curves and uses these computations to improve the
lower bound on the minimum distance of two-point algebraic geometry codes arising from

them.



Resumo

Estendemos resultados de Heegard, Little e Saints relacionados a bases de Groébner
para cédigos Hermitianos pontuais. Trabalhamos com cédigos Hermitianos bipontuais e
n-pontuais, e com cddigos sobre a curva Norma-Traco. Além disso, determinamos o semi-
grupo de Weierstrass de um certo par de pontos racionais sobre a curva Norma-Traco e com
esse semigrupo conseguimos melhorar a cota da distancia minima de cédigos construidos

sobre tals curvas.
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Introducao

Seja X,, a curva Hermitiana dada pela equacao y™ +vy = 2™ sobre F,,2, onde m é poténcia
de um nimero primo. Sejam P, o tnico ponto no infinito e D a soma dos outros m?
pontos [F,,2-racionais de X,,. Utilizando um automorfismo do cédigo de Goppa geométrico
C = CL(D,aPy), com a € N, de ordem m? — 1 (ver 1.0.5) e aproveitando uma estrutura de
moédulo para C sobre F,2[t], J. Little, H. Saints e C. Heegard definiram, em [14], diagrama
de raizes para tal cédigo, o qual fornece uma base de Grébner para o submédulo C' de F,,,[t]
associado a C' (ver final da segao 1.0.2). Tal base de Grébner serd de muita importancia
para a utilizacao de um algoritmo de codificacao, dado no final da se¢ao 1.0.4, também feito
por J. Little et al., mas em [13].

Os resultados obtidos por Little, Saints e Heegard serao vistos no capitulo 1 juntamente

com uma introducao sobre codificagao que nos motivou a fazer este trabalho.

Comecamos a apresentar nossos resultados nos capitulos 2 e 3, que tém como resultados
principais o Teorema 2.041, a Proposicao 2.0.48 e o Teorema 3.1.6. Nestes capitulos faremos a
construgao de um diagrama de raizes para cdédigos Hermitianos bipontuais C'(D, a Py, + bFp)
e n-pontuais. Para conseguirmos construir tal diagrama utilizamos um automorfismo de
ordem m + 1 (dado em 2.1 no inicio do capitulo 2) que possui a caracteristica de fixar a
coordenada y em cada uma de suas érbitas. O fato que nos motivou a fazer este estudo
é o de que, geralmente, codigos bipontuais possuem melhores parametros relativos que os
pontuais.

Para a segunda parte deste trabalho estudamos curvas &, sobre F;, com a seguinte

- g -1 r—1 r—2 , N ,
equacao no plano: x T =gy? 4+ y? "+ ...+ y? 4y, onde g é poténcia de um nimero
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primo e r > 2 é um inteiro. Tais curvas, chamadas de Norma-Traco, sao maximais, possuem
um unico ponto no infinito P,, = (0 : 1 : 0) e podem ser vistas como uma generaliza¢ao
das curvas Hermitianas. No capitulo 4, utilizando um automorfismo 7, mostramos que os
resultados obtidos por Littles et al. para curvas Hermitianas podem ser obtidos para as
curvas Norma-Traco.

Por fim, no capitulo 5 veremos como construir o semigrupo de Weierstrass em um e dois
pontos racionais de A;, (segao 5.3), e, utilizando tais semigrupos, veremos que cédigos de
Goppa geométricos bipontuais sobre X, , possuem melhores parametros quando comparados

aos pontuais sobre a mesma (Teorema 5.4.5).



CAPITULO 1

Preliminares e Motivacao do trabalho

Neste primeiro capitulo, que estd dividido em cinco partes, veremos alguns dos fatos que
nos motivaram a realizar este trabalho. Comegaremos com uma introdugao sobre cddigos
corretores de erros e seu processo de codificacao, e encerraremos com os trabalhos de Lit-
tle, Saints e Heegard sobre codificacao de codigos de Goppa geométricos e construcao de
algoritmo para bases de Grobner.

Antes de comecarmos vejamos algumas notacoes que serdao usadas no decorrer deste
trabalho.

F, denotard um corpo finito com ¢ elementos, onde ¢ ¢ uma poténcia de um ndmero

primo. Denotaremos por F/F,, ou simplesmente F', um corpo de funcoes algébricas sobre
F

.
X denotard uma curva suave, projetiva e irredultivel sobre F,, e F,(X’) serd o corpo de
funcoes racionais de X' definidas sobre F,.

X, denotard a curva Hermitiana definida sobre IF,,2 pela equacao afim ™!

=y" +y,
onde m também serd poténcia de um nimero primo.

A defini¢ao a seguir sera constantemente citada em todo o trabalho.

Definicao 1.0.1. Chama-se de lugar racional um lugar de F'/F, que tem grau um. Equiv-

alentemente, um ponto racional de X é um ponto P de X cujas coordenadas estao em
F,.



1.0.1 Coddigos Corretores de Erros

O que vamos ver nesta se¢ao é um exemplo de como a linguagem matemética pode ser apli-
cada para descrever certas questoes do nosso cotidiano. Uma destas aplicagoes € a codificacao
sobre a qual comecaremos a falar a partir de agora.

Quando queremos transmitir uma informagao (mensagem) através de um canal de co-
municagao (que pode ser uma linha telefonica, um CD, internet, etc.) podemos ter alguns
problemas para realizd-la. Tal canal de comunicagdo pode provocar erros (por exemplo um
ruido) em nossa informagao inicial. Assim, precisamos de algum mecanismo que permita de-
tectar tais erros e, se possivel, corrigi-los para recuperarmos nossa informagcao inicial. Para
resolver este problema foram criados os “cédigos corretores de erros”, que possuem a seguinte

definigao.

Definigao 1.0.2. Sejam .4 um conjunto finito e n € N. Um c¢ddigo (corretor de erros) é um
subconjunto C' C A",
Chamaremos A de alfabeto, os elementos de C' de palavras e n serd o comprimento (ou

longitude) de C.

Exemplo 1.0.3. Um simples exemplo desses codigos € a lingua portuguesa, onde A é com-
posto pelas letras do nosso alfabeto e C' é formado por todas as palavras da nossa lingua.
Observamos que se transmitimos, através de um canal, a palavra “ALFABETO” e re-
cebemos, por exemplo, “ALFABETR”, logo vemos que se produziu algum erro, ja que “AL-
FABETR”nao pertence a C. Mais ainda, neste caso nao é tao dificil de corrigi-lo, pois nao
existem outras palavras parecidas a “ALFABETR”a nao ser a palavra “ALFABETO”.
Agora, e se transmitimos a palavra “RATO”e recebemos “RAHO”? Neste caso vemos
que hd um erro, mas ja nao podemos corrigi-lo, pois poderiamos ter emitido “RAIO”, ou
“RARO”, que também sdo palavras muito parecidas a “RAHO”. Poderiamos também ter

recebido “PATO”ou “TATO”, e nem seguer detectariamos o erro.

De uma forma mais geral, suponhamos que enviamos uma palavra ¢ € C, de um codigo
C' qualquer, e recebemos um vetor ¢ € A". Se ¢ ¢ C, podemos garantir que houve erro,
mas se ¢ € C', entdo nao podemos estar seguros de que houve ou nao algum erro.

Mas se o cédigo C' estd bem contruido, suas palavras serao muito diferentes umas das
outras e, assim, serd mais dificil que uma palavra se transforme em outra com os erros

produzidos pelo canal.
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Uma maneira de medir a diferenca entre duas palavras, ou vetores de A", é a distancia

de Hamming.

Definigao 1.0.4. Dados x = (z1,...,%,),y = (y1,...,Yn) € A", chamamos de distincia de
Hamming entre x e y, denotada por d(z,y), o nimero de coordenadas distintas entre x e y,
ou seja,

d(z,y) =t{i; v #yi ; 1 <i <n}.

Com esta definicao podemos dar o conceito de distancia minima que é de muita im-

portancia no estudo dos cddigos.

Definicao 1.0.5. A distancia minima de um cédigo C' é dada por
d=dc=min{d(z,y) ; z,y € C ex #y}.
Com tal definicao temos o seguinte resultado.

Teorema 1.0.6. Um cddigo C' com distancia minima d pode detectar até d — 1 erros.

Agora, vejamos quando e como podemos corrigir esses erros.

Um método natural para corrigir os erros de uma informacao é o chamado “método do
vizinho mais préximo” que consiste no seguinte: se recebemos a palavra z, a associamos com
a palavra ¢ € C que satisfaz a condicao d(z,c) < d(z, ), para qualquer ¢ € C, com ¢ # c.

Logo vemos que tal método possui um problema, podem existir duas ou até mais palavras
¢ € C que satisfazem tal condigao e, assim, nao podemos corrigir os erros (vimos este fato
no exemplo da lingua portuguesa quando recebemos a palavra RAHO). Por outro lado,
utilizando esse método podemos quantificar a capacidade de corregao do cédigo C. Eo que

veremos no resultado a seguir.

Teorema 1.0.7. Um cédigo C com distancia minima d pode corrigir, aplicando o médoto

do vizinho mais proximo, até {‘12;” erros.

Observamos que dado n € R, o simbolo |n| representa o maior inteiro que é menor ou

igual a n.

Voltando ao exemplo da lingua portuguesa, vemos que uma maneira de diminuir os

possiveis erros que nao podem ser corrigidos é utilizar uma codificagdo baseada nas iniciais.



Por exemplo, codificar a palavra “RATO” como Rapaz—A]egria—Total—Opera. Este método foi
muito utilizado em meados do século passado, e até mesmo nos dias de hoje, por exemplo,
quando vamos passar uma informacao pelo telefone e dizemos B de “Bola”, ou D de “Dado”.

Tal codificacdo diminui o problema dos erros, mas por outro lado pode se tornar im-
praticavel quando temos uma mensagem de tamanho maior.

De um modo geral a codificagao dos cddigos corretores de erros nao sao muito eficientes,
mesmo para serem realizadas computacionalmente, ja que sao feitas através de tabelas.

O exemplo a seguir, é mais um exemplo destes cddigos que encontramos em nosso dia-a-
dia.

Exemplo 1.0.8. Cédigo de barras 2/5: Tal cddigo, que é visto nos produtos de um
supermercado, é um simbolo grafico que permite armazenar informacao através de uma
alternancia de barras e espacos em branco de duas espessuras distintas, uma representando
o 1 e outra o zero.

Para armazenar um certo niimero n em um codigo de barras primeiramente temos que

reescrever n de forma binaria. Para isso utizamos a seguinte tabela

0=00110 | 5=10100
1=10001 | 6=01100
2=01001 | 7=00011
3=11000 | 8=10010
4=00101 | 9=01010

Observe que a cifra se codifica com cinco bits: dois 1 e trés 0, dai o nome 2/5. Neste
caso o alfabeto é Fy = {0,1} e o cédigo C' = {00110,...,01010} C F3.

Assim, se queremos representar o numero n = 45 em um cédigo de barras, escrevemos
45 na sua forma bindria, que é 0010110100, e representamos os 0 e 1 com suas respectivas

barras, deixando sempre um espaco em branco entre cada uma delas.

Com o objetivo de melhorar o processo de codificagao se comegou a construir coédigos com
estruturas algébricas que produzem esta melhora. Assim, surgiram, e continuam surgindo,
muitos tipos de cédigos, como por exemplo: os codigos lineares, cujo processo de codificagao
¢é feito através de uma matriz geradora, os cddigos ciclicos, com codificacdo baseada em

divisoes polinomiais, e, por fim, os cédigos algébricos geométricos, que podem possuir uma
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estrutura de moédulos com a qual se produz um eficiente algoritmo de codificacao utilizando
bases de Grobner.

Citamos estes codigos, pois os veremos mais detalhadamente nas proximas segoes.

1.0.2 Cébdigos Lineares e Automorfismos

Seja [F, um corpo finito com ¢ elementos. Se o alfabeto A ¢ F, e C' C F} ¢ um subespaco
linear, entdo dizemos que C' é um cddigo linear (sobre F,). Denotaremos por dimC a
dimensao (como Fg-subespaco vetorial) de C' e d serd sua distancia minima. Lembramos que
n é o comprimento de C.

Um cédigo com parametros [n, k, d|, ou [n, k, d]-cédigo, é um cédigo de comprimento n,

dimensao k e distancia minima d.

Seja C' um cddigo linear com parametros [n, k, d] sobre um corpo finito F,. Como dimC' =
k e C' é um subespago vetorial de Fy, C' pode ser interpretado como imagem de uma aplicagao
linear injetiva «a : IF'; — C CFy. A matriz M, de ordem k X n, que é a transposta da matriz
de tal aplicacao é chamada de matriz geradora do [n, k, d]-c6digo C' e as linhas dessa matriz
formam uma base de C.

Usando a matriz M obtemos o seguinte algoritmo de codificacao para C: dado w € F’;,
multiplicamos o vetor linha w = (wy,...,w;) por M. Logo, temos w.M = ¢, onde ¢ é um
vetor linha em Fy e c € C.

Este algoritmo pode nao ser tao eficiente, pois a quantidade de informagdes necessarias
para realizé-lo, que sao as entradas de M, pode ser muito grande, tornando esse algoritmo
menos eficaz.

Entao, procuramos cédigos com alguma estrutura algébrica extra que nos permita realizar
uma codificagdo mais eficiente que o da matriz geradora. Um tipo de cédigo que possui uma

estrutura algébrica para isso sao os cddigos ciclicos.

Definigao 1.0.9. Um codigo C' C Fy sobre F, é ciclico se satisfaz a seguinte condigao: se

(C1,...,¢,) € C,entao (cp,c1,...,04-1) € C.
Em outras palavras, se o é a permutacao de {1,...,n} dada por o(n) =1eo(i) =i+1,
parai=1,2,...,n—1, entdo C ¢ ciclico se (¢s(1), Co(2); - - -+ Co(n)) € C, para todo c € C.

Denotaremos o(c) = (Co(1); Co(2), - - - » Co(n)), Para c € C.



O resultado (visto em [8] Teorema 1 se¢ao 6.3) que nos dé uma estrutura algébrica extra

para um codigo ciclico é o seguinte.

Teorema 1.0.10. Seja C' um codigo linear sobre F, de comprimento n e dimensao k. Entao
Fy[t]

-1

C' € ciclico se, e somente se, C' pode ser visto (identificado) como um ideal do anel

que € um anel principal.

Isto significa que se C' é ciclico, existe g(z) = g(z) € el

1y
divide 2™ — 1, tal que C pode ser associado a (g(z)) (ideal gerado por g(z)). Sendo g(z) =

de grau r = n — k, que

2"+ a,_1 2" 4 ...+ a1x + ag temos a seguinte sistematica de codificacao:

Dado W = (wy,wy,...,wy) € FZ, construimos o polinémio w(z) = wz" ' + wex™ % +
...+ wpz"*. Dividimos w(x) pelo polinémio gerador g(x) e, assim, w(z) = q(x).g(x) +r(z),
onde o grau de r(x) é menor que n — k. Logo w(x) — r(z) = q(z).g(x) € (g(x)) e, portanto
pode-se associar w(x) — r(z), através de seus coeficientes, a uma palavra de C'. Note que
a forma com que w(x) é construido nos garante uma bijetividade entre w(x) — r(z) e a
palavra em C a ele correspondida. De fato, suponha que exitem wi(x) # wsy(x) tais que
wi(x) — ri(z) = we(x) — ro(x), logo wy(x) — wy(x) = r1(x) — r2(x) que é um absurdo, pois
(como wy(x) # we(x)) grau(w(x) — wa(x)) > n —k e grau(ri(z) —ro(x)) < n — k.

Observe que neste caso necessitamos somente de r = n — k informagoes, que sdo o0s

coeficientes de g(t), para se fazer a sistematica de codificagao.

Assim, vimos que um cédigo ciclico possui uma estrutura algébrica, de um ideal em
Fy[1]
- 1)
da matriz geradora. Uma pergunta a fazer é: e se C' nao ¢ ciclico, podemos encontrar outro

, que nos ajuda na construgao de um algoritmo de codificagao mais eficiente que o

tipo de estrutura que nos ajude na construcao de um novo algoritmo de codificagao?

A resposta para essa pergunta é sim, e passa pela definicao de automorfismo de um
codigo.

Sejam (cy,...,c,) € Fy e S, o grupo simétrico cujos elementos sdao as permutagoes do
conjunto {1,2,...,n}.

Para 7 € S, S, age sobre F} via: m(C15C5 -0y Cn) = (Cr(1), Cr(2)s - - -+ Cr(n))-

Entao, o grupo de automorfismos de C' é dado por:

Aut(C)={resS,;n(C)=C}={rne S, ;n(c)eC,h Vece C}.
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Consideremos C' com um o € Aut(C). O fato de o € S,,, nos diz que ele divide o conjunto
{1,2...,n} em r blocos (ou érbitas) ciclicas, onde r pode variar de 1 (como no caso dos
codigos ciclicos) a n. Denotaremos tais érbitas por Oy, ..., O,.

Fixemos um elemento ¢; o € O;, para j =0, 1,...,]0;| — 1, que é um abuso de notagao, ja
que O; C {1,...,n}. Definimos ¢; ; = 07(¢;0). Logo, vemos que ¢;0,] = ¢i €, Por convengao,
escrevemos ¢; 1 = 0 (¢ 0) = €01

Portanto, dada ¢ = (c1,...,¢,) € C e rearranjando, se necessario, as componentes de
¢ vemos que se pode representar as palavras de C' como r-uplas de polindmios em uma
varidvel (hy(t),...,h,(t)), onde

10| -1
hz(t) = Z Ci,jtj.
=0
Podemos ver as r-uplas (hi(t),. .., h.(t)) como elementos do F,[¢t]-médulo

™ Fll]
M = @m

O F,[t]-submédulo C' < F,[t]" gerado pelas palavras cédigo de C e por ¢; = (%! — 1)e;,
onde para i = 1,...,7, €; é 0 i-ésimo vetor da base padrao de F [t]" é dito associado a C.

Também podemos ver C' como sendo a imagem inversa 7~ !(C') da sobrejecio

T T Fq[t]
m [t — @ ol -1y

i=1

Portanto, vimos como um [n, k,d]-c6digo linear C' com um automorfismo ¢ pode ser
associado a um submédulo C' do médulo livre [ [t]. Com essa estrutura de médulos veremos,
nas proximas secoes, como fazer um algoritmo de codificacdo semelhante ao de cddigos

ciclicos.

1.0.3 O caso de Cddigos de Goppa Geométricos

Seja X uma curva projetiva suave e irredutivel sobre IF,.

Definicao 1.0.11. Dado D € Div(X) definimos o espaco F,-vetorial de Riemann-Roch

associado a D como:

L(D) ={f eFy(X)\{0}; D+ (f) = 0}y U {0}
onde Dy = D, & ’Up(Dl) ZUP(DQ) ,VPeX.
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Definigao 1.0.12. Sejam P, ..., P, pontos distintos de X, e G € Div(X) tal que vp,(G) =

0. Definimos a aplicacgao

.....

que é chamada de aplicacdo de avaliacao.

Utilizando tais defini¢bes definimos cédigo de Goppa geométrico.

Definigao 1.0.13. Sendo D = Pi+...+ P, € Div(X), onde P, # Pjsei # j, e G € Div(X)
com vp,(G) = 0, isto é, SuppG N SuppD = (), definimos o cddigo de Goppa associado a D e
G, e escrevemos C(D, G), como sendo ev(L(G)), ou seja, C(D,G) = ev(L(G)).

Para esses cédigos também podemos construir um algoritmo de codificagao através da

matriz geradora de C'(D, G). Tal matriz é dada por

fi(P) ... fi(P)
M — . ) :

fe(P) . fuP,

L(G
onde {fi,..., fr} é¢ uma colegao de fung¢oes em L(G), cujas imagens em 7 () formam

(G—=D)

n
uma base para tal espaco, e D = E b
. 121 . . . ~
Analogamente ao caso de cddigos lineares construimos um algoritmo de codificacao para

C(D,G).
Observamos que fazendo operacoes com as linhas de M e, se necessario, trocas de colunas

(que é uma reordenacao dos pontos de D), podemos ver M como
M'=[Iy | B]

onde [j, é a matriz identidade k x k e B é uma matriz k x (n — k). Logo, a quantidade de
informacoes necessérias para se fazer o algoritmo é k x (n — k), que é o nimero de entradas

da matriz B.

A seguir, veremos que uma estrutura de médulo de C(D, G) pode reduzir a quantidade
de informagoes para se descrever uma sistematica de codificagao. Para isso necessitamos que

C(D, @) possua um certo automorfismo, e sobre isso temos os resultados a seguir.
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Lema 1.0.14. ([25]) Se ox é um automorfismo da curva X que fiza os dwisores D e G,

entdo oy induz um automorfismo nao-trivial:

o(f(Pry f(Pa) = ((f oo )(P)...., (foox!)(Pn))
do cddigo de Goppa C(D,G) construido de X.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [23] sec. VII.3.3.

Corolario 1.0.15. (/13]) Seja H um subgrupo ciclico de Aut(X) gerado por o, e seja
Supp(D) =0, U...UO,

a decomposicao do suporte de D em orbitas disjuntas sobre a acao de H. Entao as entradas
das palavras cddigo correspondem aos pontos em cada O;, que sao permutados ciclicamente

por o.

Observagao 1.0.16. O lema 1.0.14 nos diz como conseguir um automorfismo de C'(D,G)
através de um automorfismo da curva X. Esse resultado tem muito valor, pois se C' é um
cddigo linear qualquer podemos ter muitas dificuldades em encontrar um automorfismo de
C. Logo, vemos a importancia de trabalhar com cédigos algébricos geométricos sobre curvas
com grupo de automorfismos conhecidos, como as curvas Hermitianas ou de Suzuki por

exemplo.

Vejamos como dar uma estrutura de médulos para cédigos C (D, G) com um automorfismo
o que fixa D e G.

Seja supp(D) = O; U ... U O,. Renomeamos os pontos de supp(D) = {Py,...,P,} da
seguinte forma: seja P,y € O;, um ponto em O;, parai = 1,...,r,eparaj =0,1,...,]|0;]—1
definimos P, ; = 07(P;). Portanto, vemos que P; 0, = P, e, por convengao, vamos escrever
Py =0"YPy) = P j0-1-

Sabemos que se € C, entdao = (f(Py),..., f(P,)), com f € L(G). Assim, rearranjando as
componentes podemos representar as palavras cédigos como r-uplas de polinéomios em uma
varidvel: (hq(t),...,h,(t)), onde
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Como no caso linear, podemos ver as r-uplas (hy(t),..., h,(t)) como elementos do F,[t]-

modulo
_ e Falt
M= ol
=1
E temos, novamente, C(D, G) associado ao submédulo C' < F[t]" que é a imagem inversa

7~ (C) da sobrejecao m : Fy[t] — @ %_
1

1=

Assim, sabendo que um cédigo C(D,G) com um automorfismo que fixa D e G possui
uma estrutura de médulo, Little, Saints e Heegard fizeram uma sistematica de codificagao

mais eficiente que a da matriz geradora. Veremos essa sistemadtica na préxima secao.

Para finalizar esta secao vamos dar um importante exemplo de codigos de Goppa geométricos,

que sao os codigos Hermitianos.

Exemplo 1.0.17. Cédigos Hermitianos: Consideremos a curva Hermitiana &, definida,

sobre F),2, pela equacao no plano z™*!

m(m — 1)
2

=y" +y.
X, tem género g = e possui m3+1 pontos FF,,2-racionais, sendo Py, = (0: 1: 0)

seu unico ponto no infinito.

m3

Definimos, para a € N, C, := C(D,aPy), onde D = Z P; é a soma de todos os pontos

i=1
IF,,2-racionais de X,,, exceto P,,.

Os cédigos C, sao chamados cddigos Hermitianos (pontuais) e possuem bons parametros
k e d, e por isso sao considerados importantes.

No decorrer deste trabalho faremos alguns estudos sobre esses codigos.

1.0.4 Utilizando bases de Grobner

Nesta segao veremos como o conceito de base de Grobner para moédulos sera utilizado no
algoritmo de codificacao de Little, Saints e Heegard.

Primeiramente, vejamos o que é uma base de Grobner. Observamos que uma exposicao
mais detalhada sobre esse assunto pode ser visto no apéndice A.

Seja A = klxy, ..., x,] para algum corpo k. Seja {e; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),..
(0,...,0,1)} uma base de A™.

S em =
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Definigao 1.0.18. Um monomio em A™ é um vetor do tipo Xe;, onde 1 <i < me X é

mondmio (produto de poténcias) em A.

Se M; = Xe; e My = Ye; sao monomios em A™, dizemos que M, divide My sei = je X
divide Y. Notemos que no caso em que M; divide My, existe um produto Z em A tal que

M Y
M, = Z.M;. Nesse caso definimos Mj =x = Z.

Definigao 1.0.19. Uma ordem sobre monomios de A™ serda uma ordem total, <, satis-

fazendo:
i) M < Z.M, para todo monémio M de A™ e mondémios Z # 1 de A;

ii) Se M; < M, entdao ZM; < ZM,, para quaisquer monomios My, My de A™ e qualquer

monomio Z € A.

Neste trabalho, a ordem utilizada para a construgdo das bases de Grobner é a ordem

POT (position over term), que tem a seguinte definicao.

Definicao 1.0.20. Dada uma ordem total em A e dados dois monoémios M; = Xe; e My =
Ye; em A™, dizemos que M <por My se i > joui = je X <Y (onde X e Y sao

mondmios em A).

Notacoes: Vejamos agora algumas importantes notagoes.

Fixada uma ordem < sobre os monomios de A™, para f € A™, com f # 0, temos que
f=aMj +a;Ms+ ...+ @M, onde para 1 <i <1, a; € k\ {0} e M; sdo monomios em A™
tais que M; > M, > ... > M;. Assim, definimos:

Monémio lider de f= Lm(f) =M,

Coeficiente lider de f= Le(f) = ay

Termo lider de f= Lt(f) = a;M,

Agora, podemos definir base de Grobner para médulos.

Definigao 1.0.21. Um conjunto de vetores nao nulos G = {g,...,g,} contido em um
submédulo M de A™ é chamado de base de Grobner para M se para todo f € M existe
ie{l,...,t} tal que Lm(g;) divide Lm(f).

Com o conceito de bases de Grobner, vejamos como sera o algoritmo de codificagao.
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Definicao 1.0.22. Dado um cédigo C. Um monomio que aparece como termo lider de
algum elemento do submédulo C' < F,[t]" é chamado de monoémio “nonstandard”. Caso

contrario o chamamos de mondmio “standard”.

Utilizando estas defini¢bes temos:

Defini¢iao 1.0.23. Dada uma base de Grébner G para C, as posicoes de informacao e os
“parity checks” (verificagao de paridade) para C(D, G) « C sdo determinadas da seguinte

forma:

a) As posigoes de informagao sao os coeficientes dos mondémios “nonstandard” que apare-
cem nas r-uplas construidas das palavras (hy(¢),. .., h.(t)) do c6digo. Em outras palavras, as
posigoes de informagao sdo os coeficientes dos monomios “nonstandard”da forma t'e;, onde

1< |04 - 1.

b) Os “parity checks”sao os mondmios “standard”.

Seja G = {g1,...,g-} uma base de Grébner de C. Olhando para os termos lideres de cada
g; obtemos os monomios “nonstandard”que aparecem nas r-uplas construidas das palavras
(hi(t),...,he(t)) do cdédigo. Assim, ordenando (através da ordem POT) tais monomios de
forma decrescente obtemos as posigoes de informacao, que serao os k(= dimC') primeiros.

Denotaremos esses monomios por my; = t'e;,, paral =1,2,... k.

O exemplo abaixo nos mostra exatamente como isto funciona.

Exemplo 1.0.24. Seja C' = C(D, 19P4,) um c6digo sobre a curva Hermitiana X* = Y3 +Y
em Fy = {1,a,a?,,a"} com automorfismo o dado por o(z) = az e o(y) = a’y.

Tal cédigo possui dimensao igual a 17 e sob a acao de o os 27 pontos de D se dividem em
5 érbitas: O = {(1,a"), (a,a?), (a?,a"), (a?,a?), (o, a7), (a® a?), (b a’), (a7, a®)}, Oy =
{(1,a%), (1), (%, "), (0%, 1), (o, 0h), (a® 1), (0%, "), (a7, 1)}, O3 = {(1,0°), (a, @), (a2, 0°), (0%,
04 = {(0,0%),(0,a°)} e Os = {(0,0)}

Utilizando a ordem POT conseguimos a seguinte base de Grébner para o submédulo C:

g1 = (1,05 at® + at* + oSt® + a?1? + at + o2, a’t + a, 1)

go=(0,t+a® >+t +a"t? + "t + a’, a’t + ot 1)

g3 = (0,0,15 + a5t + %t + a™t3 + at? + 't + a®, a3t + a3, a")

g1 = (0,0,0,¢* — 1,0)
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g5 =(0,0,0,0,t —1)

E obtemos as seguintes posicoes de informagao:

my = t761,...,m7 =te;,mg = €

Mg = t762, ..., M5 = tegy

mig = t'es, mi; = t%es.

Observe, pela definicio de base de Grobner, que LT(g;) tem que dividir my,...,ms;

LT(go) tem que dividir my, ..., my5, € LT(g3) tem que dividir myg € mq7.

Para h = (hy(t), ..., h.(t)), definiremos o vetor VC(h) € F} como sendo o vetor formado

pelos coeficientes dos termos de h, listados na ordem POT.

Observagao 1.0.25. Utilizando a observacao 6.1.9 temos que se E < F.[t]" e G = {g1,...,9s}

é uma base de Grobner para o submédulo E, entao dada f € Fy[t]" temos que
-9
f:algl+~-~+asgs+f

onde ay,...,as € F,[t] , a191 4+ ... +as9; € E e 7g € F,[t]" é o resto, que é reduzido com

respeito a G.

Com isso se obteve o seguinte algoritmo de codificacao.
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O Algoritimo de Codificagao (Little, Saints e Heegard [13])

Entrada: Base de Grobner G , w = (wy, ..., wg) € qu“ e {my,...,my}

Saida: F(w) € C(D, Q)

k
Inicio: Seja f := g w;m;
i=1

Defina E(w) := VC(f — Tg)

Pela observacao 1.0.25 temos que f — fg € C, e, portanto, é associado a uma palavra
codigo. Claramente, pela forma com que construimos f (ver defini¢do dos m;), temos uma
bijecao entre f — fg e uma palavra de C. Esta bijecdo é mostrada de maneira andloga a
que fizemos no caso de cddigos ciclicos, s6 que aqui olhamos cada uma das coordenadas de
f— 79 € IF,[t]" e usamos que ?g é reduzido com respeito a base de Grébner G (ver defini¢ao

6.1.6 no apéndice).

A quantidade de informacées necessarias no algoritmo acima é menor que a quantidade
necessaria para se desenvolver o algoritmo da matriz geradora, pois se utilizarmos uma
base Grobner reduzida, cada elemento desta base consiste de um termo lider (um termo nao
standard) e (no maximo) n — k termos standard. Assim o nimero de informagoes necessérias
neste algoritmo é no maximo r(n — k).

J& o nimero de operagoes é praticamente o mesmo, jé que no algoritmo da matriz ger-
adora temos que fazer k(n — k) multiplicagoes e (k — 1)(n — k) somas. Por outro lado neste
novo algoritmo subtraimos & multiplos dos elementos da base de Grébner para remover os
monomios standard, onde cada um destes multiplos consiste de uma constante vezes um
monomio vezes um elemento da base de Grobner, que contém no maximo n — k destes
coeficientes nao nulos.

Observamos que encontrar uma base de Grébner para C' pode ser um tanto complicado,
o algoritmo mais conhecido para se fazer isso, o algoritmo de Buchberger (algoritmo 7.13),
pode tornar esta tarefa dificil, j& que podem ser necessarias muitas divisdes polinomiais.
Para tornar esta tarefa mais facil Little et al. fizeram, em [14], um algoritmo, somente
para cédigos Hermitianos pontuais, mais praticavel que o de Buchberger. Veremos como se

constréi esse algoritmo na proxima segao.

Para finalizar esta se¢ao vejamos um exemplo que ilustra o funcionamento deste algoritmo

de codificacao.
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Exemplo 1.0.26. Seja X3 a curva Hermitiana Y2 +Y = X* e considere o seguinte auto-
morfismo, cuja ordem é 12

7(z) = v e T(y) =y + o’

Sabemos que os m® = 27 pontos Fg-racionais de X3 sao distribuidos em 3 érbitas que
Sa0:

O, = O((1,a*)) com 12 elementos
Oy = O((a, 1)) com 12 elementos

O3 = 0((0,0)) com 3 elementos

Uma base para L(19Q) é {1, z,y, 2*, zy, y*, 2°, 2%y, xy?, y*, 2%y, 2%y?, xy®, y*, 2%y, 2%y, 2y}

Dado o cédigo Hermitiano pontual C' = C(D,19P,,). Usando a ordem POT em Fyt]?
conseguimos a seguinte base de Grobner para C:

g =1+ o't + o + 2+ oSt + a, 0’ +t + a)

go = (0,7 + 35 + t° + oM + M2 + "t + at + 1,0°%t + )

g3 = (0,0, —1)

E assim temos as seguintes posigoes de informagao, que sao os 17 (que é a dimensao de
C') primeiros mondmios (com relagao a ordem POT) de C.
_ 411 _ _
my =t ey, ...,my =te;, Mg = €;

miy3 = tlleg, oo, My = t762

Vamos codificar a mensagem w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,a,1) € F{". Com tal
vetor e os m; constuimos f = (t, at® +t7,0).

1°) f—tgr = (0,at® + %" + o315 + 3t — 13 + %% + a5t, at® — t* + Pt).

2°) Dividimos o termo lider de g» na segunda componente acima, conseguimos um quo-

ciente de at + o e um resto de Rgeq = (0,318 + o®t° + abt! + ™2 — 12 + 3t + a5, 0).
Assim:
f—tg — (at +a)gs — Raes = (0,0, at® + at* + &t + a?)
3°) Dividindo por g3 obtemos Rzez = (0,0, at? + a°t — 1). E assim temos:

J=1(0, Ry, Rs)
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e portanto
f=F=tat’ +1"+ ot +at’ + *t' + *P + ¥ + 't + a, > + at + 1)
¢ uma palavra do cédigo C(D, 19P,,), que sera:

(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,a,a",1,0% a? a,a’,1,a,0,0,0,1,a,a) € F3'.

1.0.5 Algoritmo mais eficiente para bases de Grobner

O objetivo de Little, Saints e Heegard foi o de construir um método (algoritmo) para en-
contrar uma base de Grobner para uma classe de cédigos Hermitianos. Tal método é mais
eficiente que o de Buchberger, pois nele se tem menos contas e complexidade em seus passos.
Na construgao desse algoritmo foi utilizado o conceito de “digrama de raizes” para um codigo

Hermitiano, conceito este que sera visto a seguir e também no proximo capitulo.

Os resultados de [14] foram obtidos sobre cédigos Hermitianos pontuais C' = C(D, aPx,)
(definidos no exemplo 1.0.26) com o automorfismo o, de ordem m? — 1, dado por:
m+1

olz)=ax e oy) =a™"y (1.1)

onde o é¢ um gerador de [F7 ..

Através de o associamos o cédigo Hermitiano C' a um submédulo C' do médulo livre
F,2[t]™ "2, lembrando que m + 2 é o nimero de drbitas geradas quando o age sob os m?
pontos racionais da curva Hermitiana A,.

No apéndice apresentamos a proposicao 6.1.5 que nos garante a existéncia de uma base
de Grébner para C, e a proposicdo 6.1.10 nos diz que podemos ter uma base de Grébner
diagonal para C, ou seja, uma base de Grébner G = {gV, ..., g/ *2} onde g9 € F,2[t]"*2,
para todoi=1,...,m+ 2, com a seguinte propriedade:

g = (" (1), ... g (®))

9% = (0,67(1). ... gsa(®))

g2 =(0,...,0, gf,?if) ()

O resultado que veremos a seguir diz respeito a estes elementos ¢ e sera fundamental

para a definicao de diagrama de raizes.
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Proposicao 1.0.27. (/14]) Para cadai € {1,2,...,1}, sed; € o grau da componete diagonal

ggi) (t), entao a equagao g(i)

. (t) =0 tem d; raizes distintas em F7 .

Demonstracao:

m—+2

Seja C nosso cédigo Hermitiano. Temos que 7~ 1(C) = C' < F,,2[t]™*2, onde

m m }Fm2 [t]m+2
72 Fope|t] — @i_Jﬁm

Assim, para cada i, temos que q; = (t/9! — 1)e; € C, pois q; € 77(0,0,...,0).
Sabemos que |O;| divide m? — 1 = |o| (ordem de o), e portanto ¢/%: — 1 divide t™*~1 — 1.
Agora, como G é uma base de Grébner de C' e q; € C temos que q; se reduz a zero por
g.
Mas g tem termo lider t*e; e assim, como g € G temos que o termo lider de g, que
é gi(i)(t), divide q;.
Logo, temos que gl@ (t) divide 191 — 1 ¢ 91 — 1 divide ™1 — 1.
(4)

Mas t™ =1 —1 tem m? — 1 rafzes distintas em F* ,. Logo, g;

em [ .. Ol

(t) = 0 tem d; raizes distintas

Olhando para as raizes dos gi(i)(t) constréi-se o diagrama de raizes da seguinte forma:
os elementos da i-ésima linha correspondem a quadradinhos sobre as raizes de ¢/ — 1 com
marcas X sobre as raizes de gZ@ (t) =0.

No proximo capitulo faremos uma definicao mais formal de diagrama de raizes e veremos
um exemplo de como é feita sua construcao, além de dar um resultado que o relaciona com

a dimensao de um cdodigo.

A idéia de Heegard, Little e Saints foi a de primeiro construir o diagrama de raizes e com
ele se obter a base de Grobner G para C. Para isto eles se beneficiaram de certas simetrias

que as curvas Hermitianas possuem. Explicitamente tem-se o seguinte lema.

Lema 1.0.28. ([14]) Seja X, a curva hermitiana. Sob a a¢ao do automorfismo o de X,
dado por (1.1), 0os m? pontos racionais finitos de X,, sobre F,,2 se agrupam em m+2 drbitas,
sendo m de comprimento m? — 1, uma de comprimento m — 1 e uma de comprimento 1
(fizaremos a sequinte notacao para tais drbitas: as de comprimento m? —1 serao Oy, ..., 0O,

, a de comprimento m — 1 serd O,,q1 € a de comprimento 1 serd O,,.2). Cada orbita de
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comprimento m? — 1 € uma intersecio completa de X, com uma curva algébrica redutivel

de grau m — 1, definida por uma equagao da forma:
m—2
Mi(y) = H (y — aliﬂ(mﬂ)) =yl Qlitm=1)
i=0

(uma unido de linhas horizontais).
0 mesmo € valido para a orbita Opyq de comprimento m — 1 se vemos uma multiplicidade
de m + 1 para cada ponto. E a orbita O,,yo (com multiplicidade m* — 1) € a intersec¢io
completa de X,, com o conjunto de zeros de M, o(y) = y™ 1.

Tem-se também que cada M;(y), com ¢ = 1,2,...,m + 2, € uma constante nao nula

quando restrita a cada orbita Oy, com k # 1.

Como primeira consequéncia deste resultado os autores conseguiram a seguinte informagao

com respeito as linhas do diagrama de raizes do cédigo Hermitiano C(D, aPx,).

Teorema 1.0.29. ([14]) Considere o diagrama de raizes do cédigo Hermitiano C(D,aQ).

1) Sejai <m. Sea> (i —1)(m?* —1), entdo a i-ésima linha do diagrama de raizes ndo
¢ toda preenchida (com marcas X ).

2) Sejai <m. Sea>(i—1)(m*>—1)+m?+ (m—2)(m+1), entdo a i-ésima linha do
diagrama de raizes é vazia (nao tem marcas X ), ou seja, gfi) (t) =1.

3) Finalmente, considere o caso i =m+ 1. Se a > m(m?* — 1), a m + 1-ésima linha do
digrama de raizes nio é toda preenchida. E se a > m(m?*—1)+(m—2)(m+1) a m+1-ésima

linha € vazia.
E posteriormente um resultado que diz exatamente como serao as linhas do diagrama.

Teorema 1.0.30. ([14]) Sejam 1 < i < m (analogamente se faz parai=m+1ei=m+2)
e a no sequinte intervalo:

Gi—Dm* -1 <a<(@—1Dm*=1)+m?>+ (m—2)(m+1)

Entao (pelo teorema anterior) a i-ésima linha do digrama de raizes nao é nem vazia, nem

totalmente preenchida.
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Sendo A; o conjunto das raizes maracadas na i-ésima linha do diagrama de raizes, o comple-
mentar de A; é o conjunto de elementos a™* € Iy tal que k = r+s(m+1), onde 0 <r <m,
0<s<m-—2erm+s(m+1)+(i—1)(m? <a.

Como uma observacdo, para todo a dado, tem-se no maximo duas linhas do diagrama que

sao nem vazias, nem totalmente preenchidas.

Vejamos um exemplo de como se construir o diagrama de raizes utilizando estes resulta-

dos.

Exemplo 1.0.31. Consideremos o cédigo Hermitiano C' = C(D,19P,,) sobre Fy e o auto-
morfismo ¢, dado em 1.1. Vimos no Exemplo 1.0.23 que o permuta os 27 pontos Fo-racionais
finitos em 5 dérbitas: trés de comprimento 8, uma de comprimento 2 e uma de comprimento
1.

Aqui temos que a = 19 e m = 3. Usando os teoremas 1.0.29 e 1.0.30 construimos o
diagrama de raizes da seguinte forma:

Linhas 1: Como a = 19 > m? + (m — 2)(m + 1), entdo o teorema 1.0.29 nos diz que a
linha 1 serd vazia.

Linha 2: No casodei = 2 temos (i—1)(m*—1) < a < (i—1)(m*—1)+m?+(m—2)(m+1),
e pelo teorema 1.0.30 marcamos somente o com um X.

Linha 3: Para i = 3 também temos (i — 1)(m? —1) < a < (i —1)(m? = 1) + m? + (m —
2)(m + 1), e usando o teorema 1.0.30, marcamos «, a2, a?, a*, a’, a®.

Linha 4: A linha 4 serd totalmente preenchida, s6 que possui apenas dois quadradinhos,
um embaixo do 1 e outro embaixo do .

Linha 5: A linha 5 possui somente um quadradinho, embaixo do 1, e também sera
totalmente preenchida.

Assim, temos o seguinte diagrama de raizes.

1 a 012 a3 a4 a5 6 7

« «

X

>
>
>
>
>
>

O resultado a seguir foi essencial para a construcao do algoritmo.
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Teorema 1.0.32. ([1/]) Sejam {a, ..., a} o conjunto das raizes que aparecem na linha
i do diagrama de raizes de C(D,aPy). Seja
I !
Z (t — a* Z c;t?,

k=1 7=0

0 unico polinomio monico de grau | que possui tais raizes. Entdo

i—1 |0i|—1
i(zy)
xy):HMk Zc] B]P
k=1 7=0

¢ uma fungdo em L(aPs) que fornece um elemento g% do mddulo C com asi—1 componentes

iniciais nulas, e a i-ésima componente igual a p(t).

Antes de darmos o algoritmo vejamos algumas notagoes que nele sao usadas.

|RootDiagramli]|: Denota o ntimero de raizes na linha i.

Get Root Diagram: Denotaremos por Get Root Diagram um procedimento onde:
dado a > 1, determina, utilizando os teoremas 1.0.29 e 1.0.30, as raizes de cada componente
diagonal dos elementos da base de Grobner. Assumiremos que Get Root Diagram retorna
uma lista de m + 2 listas de raizes, correspondendo aos lugares marcados no diagrama de

raizes.

Get Value List: Denotaremos por Get Value List um procedimento no qual toma
como entrada uma lista de elementos em F; e retorna a lista de coeficientes do tnico
polindmio monico de grau minimal sobre [F, com estas raizes, incluindo zeros para poténcias

de ¢t maiores que o numero de raizes.

Evaluate Combination: Finalmente denotaremos por Evaluate Combination, uma

funcao que toma uma lista de coeficientes = {c¢;} como os que aparecem no teorema 1.0.32
i1
e evalua a combinagao linear das fungoes (H M(y) | .B;j(x) dadas em f(z,y) do teorema

k=1
1.0.32, no ponto P = (z,y) € F.

Encerramos este capitulo com o tao desejado algoritmo de Heegard, Little e Saints para

se computar uma base de Grobner para o submédulo C.



CAP.1 e Preliminares e Motivagao do trabalho 23

Proposicao 1.0.33. (/14]) O seguinte algoritmo computa uma base de grébner POT, nao
reduzida, para o médulo C' de Cp(D,aPs,).

Entrada: a,{P,;} ( 0os m® pontos racionais finitos de X,,)

Saida: um base de Grobner nao reduzida G = {gV,g®, ... gmt?}

Inicio: G := {} ¢ RootDiagram := GetRootDiagram(a)

Fazer, parai de 1 am+2 :
eSe |Root Diagramli]| < |O;|, entao

Valores= {c;}:=Get Value List(RootDiagram[i])
Fazer o Para 'k del a1 — 1: g,(f) =0
Fazer o Para k detv a m—+ 2:

g,g) =0

para j de 0 a |O;] — 1 fazer,

g,g) = g,(f) + EvaluateCombination(valores, P, ;)t/ ey,

e Caso contrdrio gl := (119 — 1)e;

G:=gU{s"}

Observamos que o algoritmo acima produz uma base de Grobner diagonal Gp{g™, ..., gm+?}
nao reduzida. Assim, se quisermos uma base reduzida basta reduzir Gp. Para isso basta
retirar os elementos g tais que Lt(g®) < Lt(g\) para algum j.

Vemos que tal algoritmo possui uma complexidade menor que o de Buchberger (algo-
ritmo 7.13), que utiliza divisdes polinoémiais que é algo complexo quando tratamos de vérios

elementos e, assim, tendo que efetuar muitas divisoes.



CAPITULO 2

O Automorfismo n e o diagrama de

raizes

A partir de agora comegaremos a mostrar nossos resultados. Neste capitulo estudaremos
um automorfismo, denotado por 7, e o diagrama de raizes construido a partir de 7. Este
automorfismo serd de extrema importancia em nosso estudo do caso bipontual. Podemos
destacar a Definicao 2.0.34, o Lema 2.0.38 e o Teorema 2.0.42.

No capitulo anterior vimos como Little, Saints e Heegard definiram diagrama de raizes
para um cédigo Hermitiano pontual com um automorfismo o de ordem m? — 1. O que

daremos a seguir é uma definicdo mais “formal” deste conceito.

Definicao 2.0.34. Seja R; C I, para ¢ =1,...,r, o conjunto das raizes de % — 1. Um
diagrama de raizes de um cédigo C' sobre F, com um automorfismo o de ordem ¢ — 1 é
uma tabela formada por r linhas, onde, para cada ¢ = 1,...,r, a linha ¢ é formada por
quadradinhos sobre os elementos de R; com uma marca X sobre as raizes de g§i) (), que é
a i-ésima componente do elemento ¢'i) da base de Grébner diagonal de C (veja comego da
segao 1.0.5).

Vejamos um exemplo simples de como funciona tal construgao.

Exemplo 2.0.35. Mais uma vez considere o cédigo Hermitiano C' = C'(D, 19P,,) sobre Fy

e o automorfismo ¢ dado em 1.1 de ordem 8. Sabemos, pelo Exemplo 1.0.23, que ¢ permuta

24
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os 27 pontos Fg-racionais em 5 drbitas: trés de comprimento 8, uma de comprimento 2 e
uma de comprimento 1. Consegue-se uma base de Grobner diagonal G = {gy,...,g5}, com
ggl) =1, g§2) =t+a’, gé?’) =0+t ottt a" B+ at? +att+ab, gf) =t2-1le gé5) =t—1.

Assim, como as trés primeiras érbitas tém comprimento 8 e as raizes de t® — 1 = 0 sao

todos os elementos de F§ = {1, ,...,a’}, colocamos quadradinhos embaixo de todos os o,

i=0,1,...,7. Agora g%l) = 1, logo nao possui raiz e portanto nao marcamos nenhum X a

. / 2 . . . .
linha 1. J& g{? =t + o® possui & = —a® como raiz e assim marcamos um X embaixo de a.

. . ~ . 3 .
Na linha 3 marcamos X embaixo de o, a?, a3, a*, o’ e a® que sao as rafes de g§ ). A linha 4

terd somente dois quadradinhos, embaixo de 1 e a* que sdo as raizes de t/9 —1=1>—1, e

como gffl) = ¢? —1 marcamos tanto 1 como o na linha 4, ou seja, ela é totalmente preenchida.

O mesmo sera para a linha 5 que tera apenas um quadradinho, embaixo do 1, que é raiz de

tl%l —1=1t—1=, e que serd marcado com um X, jd que t — 1 = géS).

llala®?|a®|at|a®|ab|a’

X

>
>
>
>
>
>

X
X

>

Um primeiro resultado utilizando o diagrama de raizes é dado na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.0.36. ([14]) A dimensao do cédigo C € igual nimero de lugares vazios no

diagrama de raizes.

Demonstracao:

Pela proposicao [1.C.1 dada em [13], sabemos que existe uma F,-base de C' em uma
correspondéncia 1 — 1 com os monémios nio-padrdes (nonstandard) no médulo C. Ou seja,
os termos tFe; aparecem como termos lideres de alguns elementos do médulo, cujos expoentes
satisfazem k < |O;| — 1.

Se temos n; lugares vazios na i-ésima linha do diagrama de raizes, entao gl@ (t) =0 tem

|O;| — n; raizes, e o termo lider de gt € G é tl9%I—nie;.

Assim, obtemos n; monémios nao-padroes contendo e;, que sdo: t1%11e;, t1%12¢; ... ¢ll-nig,.

Fazendo isso em cada ¢, obtemos n; +ns + . .. + n, mondmios nao-padroes de C, ou seja,
a dimensao de C é igual a ny + ny + ... + n, que é igual ao numero de lugares vazios do

diagrama de raizes. (]
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Observagao 2.0.37. Uma pergunta que podemos fazer é se podemos definir o diagrama de

raizes para um cédigo C' sobre [F; com um automorfismo que nao tenha ordem ¢ — 1.

A resposta para esta pergunta é sim, mas desde que a ordem do automorfismo usado
divida ¢ — 1 = [F}|, pois neste caso, utilizando a proposigao 1.0.27, as raizes dos gi(i) (t)
serdao todas distintas e, assim, podemos dar a definicao 2.0.34. Caso contrério as raizes dos
gl@ (t) podem ter multiplicidade maior que 1 e nossa definicao nao seria vélida, assim como
a proposicao 2.0.36.

Mais adiante veremos o exemplo do automorfismo 7 que tem ordem diferente de ¢ — 1.

Pelo trabalho [4], de Garcia, Stichtenoth e Xing, vimos que o grupo de automorfismos da

curva Hermitiana é formado por automorfismos da forma:
m(x) =ar +0b,7(y) =a™ My +ab™z +c
onde a € F* 5, b €Fp2 e ™ +c= b

Agora vejamos um outro automorfismo sobre a curva Hermitiana, cuja ordem é diferente
de m? — 1, que é a ordem de o (1.1).

Tal automorfismo, denotado por 7, é o seguinte:

n)=a" "z e ny) =y (2.1)

onde o é um gerador de 7 .. Note que a ordem de n é m + 1.

Observamos que as proposigoes 1.0.27 e 2.0.36 também valem para o automorfismo 7.
Utilizando 7 construiremos um diagrama de raizes para nosso codigo C (D, aP,) sem
utilizar base de Grobner, e com isso faremos um algoritmo andlogo ao obtido a partir de o,

dado na proposigao 1.0.33. Depois disso fazeremos uma comparacao entre eles.

Os resultados para se contruir o diagrama de raizes do cédigo Hermitiano C'(D, aP,)

com o automorfismo 7 sao os seguintes.

Lema 2.0.38. A acdo de n, como em 2.1, decompoe os m® pontos racionais finitos de X,

em m? drbitas, sendo m(m — 1) de comprimento m + 1 e m de comprimento 1.



CAP. 2 ¢ O Automorfismo 7 e o diagrama de raizes

27

Cada uma destas drbitas € a intersecao completa de X, com uma curva algébrica de grau
1 definida por:

M;(y) =y — ali
Cada M;(y), 1 = 1,2,...,m? é uma constante nao nula quando restrita a cada dérbita Oy,
com k # i.
Demonstracao:

Temos que as drbitas geradas por 7 sao da seguinte forma:

Para 1l <i<m(m—1):
Oz‘ — O(Oéti,Oéli) — {(Ozti,ali), (Oéti+(m_1),()éli)7 (ati+2(m_1),ali), o (Oétﬁ_m(m_l), Oéli)}

onde, para cada i, t;,1; € {0,1,...,m* — 2}.
Param(m —1)+1<i<m?—1:

0; = 0(0,a") = {(0,a")}

e Op2 = {(0,0)}.

l

Portanto M;(y) =y — ali intersecta X, nos pontos em que y = ', ou seja, na érbita O;.

E obviamente se tomamos P, ; = (a1 olt) € Oy, com k # i, temos M;(alk) =

al* — ali = constante # 0, pois al* # ali. O

Lema 2.0.39. Sejam i < m(m — 1) e Pij = 17(P;p) = (alitim= ali) o j-ésimo ponto de
O;, com j € {0,1,...,m}. A func¢dio

(z — ati+(j+k)(mfl))

s

B;j(z) =
k

1

se anula em cada ponto de O; exceto em P, ;.

Demonstracao:

Temos que B; ;j(atit7(m=1) £ 0. Vamos considerar P;; = (afit3(m=1) oli) € O;, com s #
j. Como a™~! =1, existe k € {1,2,...,m} tal que s = j + k, e assim B, j(atiTs(m=D) = (.
O
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Observagao 2.0.40. Os divisores principais de x e y sao dados por
(x) = Pyo + Z Py o — mPs, onde A é o conjunto de raizes de ym=b —1e P, e X,

a€A
denota o ponto racional finito onde as coordenadas a e b sdo os zeros de x —a e y — b,

respectivamente;

(y)=(m+1)Pyp— (m+1)Px.

Logo, temos que M;(y) € L((m + 1)Py), para 1 <i <m? e B;;(x,y) € L(m*Py), para
1<i<m(m-—1).

Com isto podemos dar a seguinte informacgao sobre as linhas do diagrama.

Teorema 2.0.41. Considere o diagrama de raizes do cédigo Hermitiano Cr(D,aPy).

1) Sejai < m(m—1). Sea > (i —1)(m+ 1), entao a i-ésima linha do diagrama de
raizes nao € totalmente preenchida.

2) Sejai <m(m—1). Sea> (i—1)(m+ 1) +m?, entdo a i-ésima linha do diagrama
de raizes € vazia (nao tem marcas X ), ou seja, a i-ésima componente da diagonal da base
de Grébner de C é 1, isto ¢, gZ@(t) =1.

3) Param(m—1)+1 < i < m?, temos que |O;] = 1, logo teremos apenas um quadradinho,
que serd embaizo do 1 que € a tnica raiz det — 1 =0. Assim se a > (i — 1)(m + 1), entao

a linha i serd vazia.

Demonstracao:
Antes de comecarmos lembremos que representamos os elementos de Cr(D, aP,,) como
m?2-uplas de polindmios (hy(t), ha(t), ..., hy2(t)), onde para cada i:

|O;]—1

hi(t) = Z f(P¥

para algum f € L(aPx).
1) Suponhamos que i < m(m —1) ea > (i — 1)(m + 1). Como M;(y) € L((m + 1)P..)

para todo i < m(m — 1), entao:
fi = Ml(y)Mz(y) ..... szl(y) € L(G,POO)

Avaliando f; nos elementos de Oy, para k = 1,2,...,i— 1, temos que o médulo C' (e por-
tanto C') conterd um elemento da forma: (0,...,0,h;(t), ..., hp2(t)) com ¢ — 1 componentes

iniciais (lideres) nulas, ja que fi(Py ;) = 0 para todo P, ; € Oy e todo k =1,2,...,i— 1.
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2 é uma constante nao nula quando

No lema 2.0.38 vimos que cada M;(y), j =1,2,...,m
restrita a cada érbita Oy, com k # j.

Logo, para P,; € O; temos que f;(P,;) = ¢ # 0, onde ¢ é uma constante. Portanto
hi(t) =1+t+t*+ ...+ t™ nao possui 1 como raiz.

Agora, pela definigdo de base de Grdbner, gfi) (t) divide h;(t) (que é o termo lider de
()

(0,...,0,hi(t),..., hp2(t))), € assim o 1 também nao é raiz de g, (t). Consequentemente a

1-ésima linha do diagrama nao é totalmente preenchida, pois nao marcamos o 1.

2) Agora suponhamos que ¢ < m(m — 1) e a > (i — 1)(m + 1) + m?.  Sabemos que
M;(y) € L((m +1)Py) e B;j(x,y) € L(m*Py,) para todo i < m(m — 1). Logo,

fi= (1:[ Mk(y)> Bio(z) € L(aPy).

Mas f;(P) = 0 para todo P € O;|JO2UJ...JOi-1, e mais ainda, f;(Q) = 0 para todo
Q € O; \{P,o}, pois B, se anula em todo @ € O; \ {P;0}.

Assim, conseguimos hy(t) = ho(t) = ... = hi—1(t) = 0 e hi(t) = fi(Po) +0+ ... +0 =
fi(P.o) = ¢ # 0. E temos que C possui um elemento da forma (0,...,0, ¢, hiy1(t),. .., hy2(t)).
(%)

Como gZ@ (t) divide h;(t) = ¢, que ndo possui raiz, temos que g; (¢) também néo possui
raiz e, portanto, a i-esima linha do diagrama é vazia.

3) No caso em que m(m — 1) + 1 < i < m?, temos que |O;| = 1. Logo os h;(t) = f(Pi;)
sdo constantes. Assim, se a > (i — 1)(m + 1) tomamos f; = M;(y).Ms(y). . ... M;_1(y), que
estard em L(aPx) e, analogamente ao item anterior, teremos (0, ...,0,¢, hiy1(t),. .., hpn2(t))

implicando que a linha ¢ sera vazia. O

Teorema 2.0.42. Sejam i < m(m — 1) e a no sequinte intervalo:
(i—1)(m+1)<a<(i—1)(m+1)+m’

Entao ai-ésima linha do diagrama de raizes nao é nem vazia nem totalmente preenchida.
Sendo M o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama de raizes, o
* o5 tal que k =r(m —1), com 0 <r <

complementar de M € o conjunto M¢ = {a~" € F o

merm+ (i —1)(m+1) <a}.

Para demonstrar este teorema necessitamos dos resultados que veremos a seguir.
Consideremos 1(0;) = {f(z,y) € Fylz,y] ; f(P;) =0,V P,; € O;} o ideal em F,[z, y]

consistindo dos polinémios que se anulam em todos os pontos de O;.
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Fylz, y]
1(0:)

E o anel de fungoes polinomiais sobre O;.

i—1
Lema 2.0.43. Sejam i < m(m — 1) e V; o espaco gerado por (H Mk(y)> 2", para 0 <

k=1
r<m.

F o2z, 9]
1(0:)

Entdo a aplicacao restricdo de V; a ¢ um isomorfismo de F,-espagos vetoriais.
Demonstracao:
Para i < m(m — 1) temos que as érbitas O; consistem de m + 1 pontos com coordenadas
r distintas e de um tnico y = a%. Sabemos que O; é a intersecao de X,,, cuja equacdo
¢ 2™ = y™ + ¢y com M;(y) de equacdo y — ol = 0. Entao, temos que (y — ali)™ = 0,

edal y" —ali™m =0 = y" +y — o =y = 2™ — i = ¢ e, em O;, conseguimos

L glim gl = (),
F F
Vejamos que o anel das fungoes polinomiais [q([gz)y] ¢é isomorfo a [T = Zy[lx ]m — ah)'
F
Seja W, Fyfr,] — ) dada por: W(f(z.y)) = Tz~ ),

<{L.m+1 — olim — alq',>

N F —
Temos que U; é sobrejetora, pois dada f(z) € - Zé[fll ok’ entao f(x) = f(x)+

h(z).(z™t! — ali™ — o). Agora tomando f(x,y) = f(z) € F,[z,y] temos que ¥;(f(z)) =
T Fglz]
f(l‘) € <xm+1 — glim — ah)

Agora, vejamos que Ker(V;) = 1(0;).

1°) 1(0;) C Ker(¥;).

De fato, dada f(z,y) € I(O;), entao f(P) = 0, para todo P € O;. Logo f(z,y) =
h(z,y)(y — o) = h(z,y)(@™" — oli™ — o), e assim U;(f(z,y)) = f(z,y) = 0. Ou seja,
f(z,y) € Ker(¥;).

2°) Ker(¥;) C I(O;).

De fato, dada f(x,y) € Ker(¥;), temos f(z,z™t! —alim) = 0, ou seja, f(z,z™"! —
alim) = h(x).(a™ — olim — ali). Logo, dado P € O; temos f(P) = 0 e, assim, f(x,y) €
I1(Oy).

. E portanto, ¥; é sobrejetora.

Folz,y] .. Fyz]
Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que —+—+ ¢ isomorfo a 1 .
p q ](Oz) <xm+1 — olim — ali>
. _ F,[z,y] . - , L
Agora, seja ®; : V; — 1(0y) a aplicacao restricao que é uma aplicacao linear e

sobrejetiva.
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F F
Sabendo que [q([‘g;)/] é isomorfo a [T = Z[lx]m e e que {1,z,2% ...,2™} é uma
F F
base para ol?] — temos que dim ol] =m+ 1.

<xm+1 _ ali.m _ O{ll>

i1 i1 i~1
E {(H Mk(y)> , (H Mk(y)> Ly, (H Mk(y)> 2™} é uma base para V;. Logo
k=1 k=1 k=1
dim(V;) =m+ 1.
Portanto, V; e

<xm+1 _ O[li'm _ al2>

Fylz, y]
1(0;)

tém mesma dimensao e, a aplicacao restricao ®; é um isomorfismo.

O

Falaremos agora sobre “Formula de Lagrange”, que é algo que serd utilizado para a
demonstracao do préximo resultado. Um estudo mais aprofundado sobre o assunto pode ser

visto em [20].

Observacao 2.0.44. Férmula de Lagrange: Sejam xg,x1,...,%, , n+ 1 pontos distintos e
y; = f(x;). Seja P,(x) o polinémio de grau < n que interpola f em zg,z1,...,z,. Entdo,

podemos representar P, (z) da seguinte forma:
Po(x) = yoLo(z) + y1la(z) + ... + ynLn(z)

onde os polinémios Li(z) sao de grau n.
Para cada i queremos que a condigdo P, (z;) = y; seja satisfeita. A forma mais simples

de se satisfazer esta condicao é impor:

Li(x;)) =1e Lg(x;) =0, se k #1

(x —xo)(x — 1) ... (T — 2p—1) (T — Xppy1) ... (T — 23)
(), — o) (xp — 1) - (2 — 1) (T — Tpp1) - (T — )

Para isso definimos Ly(x) =

Fazendo tal comentério sobre “Férmula de Lagrange”, veremos o corolario a seguir.

Corolario 2.0.45. Para toda colegcao de valores cj, com j = 0,1,...,m, existe uma unica
fungio f(z,y) € V; a qual satisfaz f(P;;) = ¢;, para todo j, e que € identicamente nula em
01, ceey Oi—l-

Demonstracao:

Utilizando técnicas, como a “Férmula de Lagrange”para interpolagao, vista em 2.0.44,
Fylz]

<mm+1 _ ali.m _ Ozli>

lemas de interpolacao em O;.

encontramos um P, (x) € , de grau no maximo m, que resolve os prob-
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Assim a funcdo f(z,y) = ®; (P, (x)) € V; também se anula nas 6rbitas Oy, ..., 0;_;. O

Observagao 2.0.46. Observamos que as funcoes B; ;(z) = H(:r—at#(ﬂk)(m*l)) multiplicadas

k=1
pelas fungoes de érbita Mi(y), ..., M;_1(y) estao em V;. Ou seja,

Mais ainda, aplicando ®; em tal elemento de V;, conseguimos uma funcao de Lagrange

Lg-i)(x) para ®;, onde, a menos de uma constante, tem-se:

L(P)=1el(P;)=0sej#k

Agora, vejamos como demonstrar o teorema 2.0.42.
Demonstracao do teorema 2.0.42:
Sabemos que x tem pélo de ordem m em P, e, tanto y como M;(y), tém pélo de ordem

m+1em P,.
i—1
Assim, para todo i = 1,2,...,m(m — 1), as fungoes f; = (H Mk(y)> 2y®, com rm +
k=1

stm+1)+ (i —1)(m+1) < aestdao em L(aPsy).

Como M;(y) = y — o, podemos excluir o termo y* de f;, ou seja, tomar s = 0, pois y =
i1

M;(y) — c. E como 2™ = y™ 4y, podemos tomar 0 < r < m. Logo f; = (H Mk(y)> a’,
k=1

com 0 <7 <m,estd em L(aPyx) se rm+ (i —1)(m+1) < a.
|0:]-1
Seja h;i(t) = Z fi(Pij)t, para 1 <i < m(m—1).
Como My(y) é_zero para os elementos de Oy, temos que h;(t) =0, para 1 < j <i— 1.
Sabemos, pelo lema 2.0.38, que M;(y) s@o constantes nao nulas em Oy, para k # j, e que
os elementos de O; sio do tipo P;; = 17 (P;p) = (at+m=Y oli) = (atialm= ali).

Assim, temos que f(P;;) = c.o™t7 (m=1) "onde ¢ é uma constante. Multiplicando pelas

rti

suas respectivas inversas, podemos desconsiderar as constantes ¢ e o', pois elas nao alteram

os valores das raizes. Logo temos que h;(t) = Z(o/"(mfl)t)j7 com (0,...,0,hi(t),..., hy2(t))
=0

m

C.
Agora t = a~"(m=1) ¢ F* ndo é raiz de hy(t), pois hi(a ")) =1 +1+... +1 =

m + 1 # 0. Portanto as raizes de h;(t) sdo diferentes de o~ (m=1),
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Como Cr(D,aP,) pode ser visto como um médulo C ele conterd um elemento cujas
primeiras ¢ — 1 entradas sao zero, e cuja i-ésima entrada é o maior divisor comum dos
polinémios h;(t), com 0 <r <merm+ (i —1)(m+1) <a.

Assim, a componente g(i)(t) do elemento ¢ da base de Grobner G de C divide tal mdc

dos h,(t) e, portanto, ndo tem a~"(™=1) como raiz.

* .

xay talque k =r(m—1), com 0 <r <merm+

Entdo, conclufmos que A = {a % € F
(t—1)(m+1) <a} € M€ lembrando que M é o conjunto das raizes marcadas na i-ésima
linha do diagrama de raizes.

Agora, vejamos que M°¢ C A.

Seja g(z,y) € L(aPy) uma fungao que se anula em Oy, Os,...,0;_; e possua 0 menor

ntimero de raizes no diagrama. Sejam {a®', a2, ..., a"} o conjunto de tais raizes de g, e,
! !
H(t —a') = E ¢;t’, o inico polinémio moénico de grau ! que possua tais raizes.
k=1 =0
Queremos uma funcao cujos valores em O; sao:

g(P,;) =0, paratodo j =1+1,...,m

e
g(P, ;) = ¢j, paratodo j =0,1,...,1

Pelo corolario 2.0.45, existe tinica solucao para g em V;. E, assim, vemos que nao podemos

ter um conjunto menor do que M€ que contenha tais raizes. O

Vejamos agora um exemplo de como construir o diagrama de raizes usando os teoremas
2.0.41 e 2.0.42.

Exemplo 2.0.47. Consideremos o cédigo C' = Cp(D,19Q) na curva Hermitiana sobre Fy
e o automorfismo 7, como em 2.1, de ordem 4. O automorfismo 7 permuta os 27 pontos
racionais afins em 9 érbitas, sendo 6 de comprimento 4 e 3 de comprimento 1.
Sabemos que |O;| = 4, para i = 1,2,...,6. Logo /% — 1 = 0 possui 1,a?,a* e a® como
raizes. E |O;| =1, para i = 7,8,9. Logo tl%1 — 1 = 0 tem somente o 1 como raiz.
Utilizando os teoremas 2.0.41 e 2.0.42 contruimos o seguinte diagrama de raizes para

nosso codigo C.

Linhas 1,2,3: Parai =1,2,3 temos a > (i — 1).4 + 9. Pelo item 2) do teroema 2.0.41

temos que as linhas 1,2, 3 sdo vazias.
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Linha 4: Para i = 4 temos 12 < 19 < 21. Assim, pelo teorema 2.0.42, ndo marcaremos
1,a% e a* no diagrama.

Linha 5: Para i = 5 temos 16 < 19 < 25. Assim, pelo teorema 2.0.42, ndo marcaremos
1 e of no diagrama.

Linhas 6,7,8,9: Parai =6,7,8,9 temos a < (i — 1).4. Logo, pelo teorema 2.0.41, tais
linhas sao totalmente preenchidas, sendo que a linha 6 possui 4 quadradinhos, um para cada
raiz de t* — 1 = 0 e, as linhas 7, 8,9, tém somente um quadradinho embaixo do 1, que é a
Unica raiz det — 1 = 0.

Dessa forma constrimos o seguinte diagrama:

1]a?2|a*|ab

X
X | X
X | X | X

| ] 4] oo

Da proposicao 2.0.36 tem-se que a dimensao do cédigo é 17.

Comparando a complexidade na construcao do diagrama, sem usar base de Grobner, do
exemplo acima com a do exemplo 1.0.31, vemos que elas nao diferem muito, pois apesar
do exemplo acima (utilizando 1) possuir mais linhas (na ordem de m?), ele possui menos
raizes a serem analisadas (na ordem de m), ao contrario do exemplo 1.0.31 que possui menos
linhas (na ordem de m) mas possui mais rafzes a serem analisadas (na ordem de m?). Assim,
vemos que a complexidade na construcao dos diagramas utilizando 1 e ¢ sao praticamente

a mesma, como aconteceu no caso das contrugoes utilizando base de Grobner diagonal.

Teorema 2.0.48. Seja {a®', a2, ..., &} o conjunto de raizes que aparecem na i-ésima linha

l
do diagrama de raizes de um codigo Hermitiano Cp(D,aPx). Seja p(t) = H(t —a’F) =

k=1
l

E c;t?, o tnico polinomio monico de grau | com tais raizes.
=0
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Entao,
i—1

|0:]-1 (o
o) =TT 3 e 2

k=1
¢ uma fungio em L(aPs) que fornece um elemento g do mddulo com i—1 componentes

lideres iguais a zero e a i-ésima comonente gz@ (t) igual a p(t).

Demonstracao:
Temos que tal f(x,y) é solugao do problema de interpolacao sobre O; para os coeficientes
c¢; de p(t). Assim, s6 nos resta mostrar que f(z,y) € L(aPx), ou seja que, (i —1)(m+1) +

m? < a. Mas isso segue do teorema 2.0.42 e do lema 2.0.39. 0

Utilizando tais resultados e as mesmas notacoes do algoritmo dado na proposicao 1.0.33

daremos, agora, um algoritmo semelhante s6 que obtido a partir de 7.

Proposicao 2.0.49. O seguinte algoritmo computa uma base de grébner POT, nao reduzida,
para 0o mddulo C' de Cp(D,aPy,).

Entrada: a,{P,;, os m? pontos racionais de X,,}

Saida: um base de Grobner nao reduzida G = {gM,g@, ... ,g(mz)}

Inicio: G := {} e RootDiagram := GetRootDiagram(a)
Fazer, para i de 1 a m? :
eSe |RootDiagramli]| < |O;|, entao
Valores= {c;}:=Get Value List(RootDiagram[i])
Fazer o Para 'k del a1 —1: g,(:) =0
Fazer o Para k de i a m?:
g,(:) =0
para j de 0 a |O;] — 1 fazer,

g,ff) = g,(f) + EvaluateCombination(valores, P; ;)t’ey,
e Caso contrdrio gl := (119 — 1)e;

G :=gU{g"}
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Demonstracao: A veracidade do algoritmo segue dos resultados anteriores.

Uma tltima questdao que podemos levantar é a respeito dos algoritmos dados em 1.0.33
e 2.0.49. Qual é mais complexo, o que utiliza ¢ ou n?

Para responder esta pergunta temos que olhar para dois pontos: primeiro para o nimero
de iteragoes que o algoritmo faz, e segundo para a complexidade de tais iteracoes.

Olhando para o algoritmo 1.0.33, construido a partir de o, vemos que ele possui um
nimero de iteragoes na ordem de m, sendo que em cada iteracao se calcula um nimero de
valores na ordem de m?.

Por outro lado, o algoritmo 2.0.49, construido a partir de n, possui um nimero de iteragoes
na ordem de m?, mas com iteracoes tendo calculos de valores na ordem de m, justamente o
oposto do algoritmo construido a partir de o.

Agora, tanto a complexidade das iteracoes quanto a dos calculos dos valores sdo pequenas,

e, portanto, podemos dizer que os algoritmos se equivalem quanto a complexidade.

Para finalizar este capitulo vejamos um exemplo de como encontrar uma base de Grobner

utizando o algoritmo da proposicao 2.0.49.

Exemplo 2.0.50. Seja C' = C(D,3P,) um cédigo sobre a curva Hermitiana X5 definida
sobre Fy = {0, 1, a, o} pela equacao x3 = y* + .
Com o automorfismo 7, dado por n(x) = ax e n(y) = y, temos o seguinte diagrama de

raizes para o cédigo C.

1|ala?
X
X | X
?77
X

Entrada: 3, {Pio = (1,a),Pi1 = (0, @), Pia = (&, @), Py = (1,02), Po1 = (0, a?), Pap =
(a?,a?), P39 = (0,1), Pyo = (0,a), os 8 pontos racionais de X»}

i=1

Root Diagram [1] =1 < |Oy];

GetRootDiagram= {«a};

GetValueList: {a, 1}

k=1
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otV := BvaluateCombination((a, 1, Po) + (o, 1, Puy).t + (o, 1, Pro)t2)e; = gt = (¢ +
a)ey.

k=2

g8V := BvaluateCombination((a, 1, P o) + (o, 1, Puy)t + (o, 1, Pro)t2)es = gt = (¢ +

a)es.

k=3

gél) := BvaluateCombination((a, 1, Pro) + (a, 1, P1).t + (o, 1, Pro)t?)es = g§1) = (t+
a)es.

k=4

gil) := BvaluateCombination((a, 1, Pio) + (a, 1, Pr1).t + (o, 1, Pro)t?)es = g§1) = (t+

a)ey.

Portanto, ¢ = (a +t,a +t,a+t,a+1t).

i=2

Root Diagram [2] =2 < |Os;

GetRootDiagram= {«, a?};

GetValueList: {1,1,1}

k=2

gf) := EvaluateCombination((1,1,1, Pag) + (1,1,1, Py1).t + (1,1, 1, Pao)t?)e; = gf) =
(1+t+t%)es.

k=3

g§2) := EvaluateCombination((1,1,1, Pag) + (1,1,1, Py1).t + (1,1,1, Pao)t?)es = géz) =
(1+1t+t%)es.

k=4

gf) := EvaluateCombination((1,1,1, Pag) + (1,1,1, Py1).t + (1,1,1, Pao)t?)es = gf) =
(1+t+1%)es

Portanto, g@ = (0,14t + 12,1+t + 12,1+t +t2).

i=3
Root Diagram [3] = 1 = |Os], logo ¢® = (0,0,t — 1,0).

i=4
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Root Diagram [4] = 1 = |Oy], logo ¢ = (0,0,0,¢ — 1).
Assim, temos a seguinte base de Grobner para C:

G={g",g?, g% ¢g"W1.



CAPITULO 3

Resultados para cédigos Hermitianos

com mais pontos

Neste capitulo apresentaremos nossos resultados com respeito a cédigos Hermitianos bipon-
tuais e n-pontuais. A motivagao para estudar estes codigos é que eles podem possuir melhores

parametros que os cédigos pontuais.

3.1 Caso bipontual

Seja X, a curva Hermitiana definida sobre F,,2 e com equagiao no plano ™!

=y"+y.
Sabemos que X, possui m?+ 1 pontos F,,2-racionais, sendo Py, = (0 : 1 : 0) seu tinico ponto
no infinito e By o ponto sobre &,,, que é um zero comum das funcos = e y.

Consideremos C' = CL(D,aPy + bPy), com a,b > 0, um cddigo Hermitiano e n o
automorfismo de C' dado por

X — o™

n: (3.1)
Y=y

Sejam G = aPs + bPy e D formado pelos outros m* — 1 pontos F,,2-racionais de X,,.
Adaptando os resultados obtidos no estudo do automorfismo n, dados no capitulo anterior,

obtemos os resultados a seguir, que sao relacionados a Cp(D, aPy + bFy).

39
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Lema 3.1.1. A acdo de n, definido em 3.1 acima, decompoe os m® — 1 pontos racionais de
X, diferentes de Py e Ps, em m* — 1 drbitas, sendo m(m — 1) de comprimento m + 1 e
m — 1 de comprimento 1.

Cada uma destas drbitas € a completa interse¢ao de X, com uma curva algébrica de grau
1 definida por

Mi(y) =y — "
Cada M;(y), i =1,2,...,m*—1 é uma constante nao nula quando restrita a cada drbita
Oy, com k # 1.
Demonstracao:

Sobre a agao de n os m® — 1 pontos racionais de X,,, diferentes de Pyy e P, estao
decompostos nas seguintes érbitas:

para 1 <i < m(m — 1) tem-se
O; = O(a®, oali) = {(a", ocli), (oct“L(m_l), o/i), . (oztier(m_l), o/i)};

e para m(m — 1) +1 < i <m? — 1 tem-se O; = {(0,a%)}.

l

Onde, para cada 1 <i < m? — 1, ali e ol sao elementos de Fri, e ali £ ali sei # 5.

Logo, M; = y — o' intersecta X, nos pontos em que y = o'

Se Py j = (ot Hm+h) ole) € O, com k # i, entdo M;(al*) = alv — ali # 0. O

i, ou seja, na orbita O;.

Sejam O;, para 1 < i < m? — 1, as 6rbitas definidas no lema anterior.

Lema 3.1.2. Sejam i < m(m — 1) e P,j = n/(Pyp) = (a1 oli) o j-ésimo ponto de
O;. A funcao

Bus(r) = [[ (o — atstmm-n)
k=1
se anula em cada ponto de O;, exceto em P .

Demonstracao:

1) Vejamos que B; j(z) ndo se anula em P, ; = (aliti(m=1) qli),

De fato,

Bij(ati+j(m_1)) _ H(ati—i-j(m—l) _ ati-s—(j-s—k)(m—l)) _ (ati—l—j(m—l))m. H(l - ak(m—l))’
k=1 k=1

mas 1 — a*™=Y £ 0, para todo k = 1,...,m, logo tal produto é nao nulo.

2) Vejamos que B; ;(z) se anula em cada ponto de O; \ {P,;}.
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De fato, seja P, = (afi+3(m=1 ali) € O; \ P, ;. Logo, Biyj(atﬁs(m*l)) = H(at#s(m*l) —
k=1
alit TR m=1)y — (ptiym, H(as(m—l) — qUFRm=1)),
k=1
Agora, s,j € {0,1,...,m} com s # j, e k € {1,2,...,m}.
2a) Se j > s, entdao j = s+ 1, com | € {1,2,...,m}. Como o™=l = 1, basta tomar

k=m+1—1, ja que, dessa forma,
Jh k= s4tmt 1o aUrmo) 2 gHmtD)m-1) Z gstm1) o(m+1)m=1) _ gsm—1),
Assim, existe k € {1,2,...,m}, tal que aUTR(m= = o3(m=1) ¢ portanto, B; ;(z) se anula
em todo P, € O; \ {P;;}.
2b) Se s > j, entdao s = j+ 1, com [ € {1,2,...,m}, e basta tomar k = [ para termos

as(m_l) — a(j"!‘k)(m_l) = 0. [l

Observagao 3.1.3. Como x tem pélo de ordem m em P,, = (0:1:0) e y tem pdlo de ordem
m+1em Py =(0:1:0), entao:

M;(y) € L((m + 1)Py), para 1 <i < m?;

By (x,y) € L(m?Py,), para 1 < i < m(m —1).

Agora, podemos dar a seguinte informacao sobre as linhas do diagrama.

Teorema 3.1.4. Considere o diagrama de raizes do cédigo Hermitiano CL(D, aPs + bPyo).
1) Sejai < m(m—1). Se existem 0 <r <m e0<s<m-—1 tais que
a>(—1(m+1)+rm—s(m+1)e
b>s(m+1)—r.

Entao a i-ésima linha do diagrama de raizes nao € totalmente preenchida.

2) Sejai < m(m—1). Se existem 0 <r<me0<s<m-—1 tais que
a>(G@—1)(m+1)+rm—sim+1)+m?e
b>s(m+1)—r.

Entdo a i-ésima linha do diagrama de raizes € vazia.

3) Para m(m — 1) +1 < i < m? — 1, temos que |0;| = 1. Portanto, teremos apenas
um quadradinho, que serd embaizo do 1 que é a Unica raiz det — 1 = 0. Assim, se existem

0<r<meO0<s<m-—1 tais que
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a>(@—1)(m+1)+rm—sm+1) eb>s(m+1),
temos que a i-éstma linha do diagrama de raizes nao € totalmente preenchida, ou seja, €

VAZIA.

Demonstracgao:
Primeiramente lembremos que os elementos de C(D, a Py, +bPyy) podem ser vistos como

(m? — 1)-uplas de polinomios (hy(t), ha(t), ..., hy2(t)), onde para cada i

para algum f € L(aPy + bPy).

1) Suponhamos que i < m(m —1) e que existam re s, com 0 <r<me0<s<m-—1,
tais que a > (i —1)(m+1)+rm—s(m+1) eb > s(m+1)—r. Como M;(y) € L((m+1)Px)
para todo i < m(m —1), e z—: € L((rm —s(m+1))Px + (s(m + 1) — r)Py), entao

T

fi = Ml(y)Mg(y> ..... Mz—l(y)% € L(CLPOO + bPOO)'

Utilizando f; vemos que o médulo C (e portanto C) conterd um elemento da forma:
(0,...,0,hi(t),..., hp2(t)) com i — 1 componentes iniciais (lideres) nulas, ja que fi(Fy ;) =0
para todo P ; € Op com k=1,2,...,i— 1.

Como |O;| =m +1 e My(P,;) = ¢y = const., para k =1,2,...,i— 1, temos

hi(t) = Z f(Pi,j)tj

rt;—sl; Ozrj(mfl)

com fi(P;;) =ca e ¢ é uma cosntante nao nula.

Assim, h;(t) = c.a™ieh, Z(of(m_l)t)j e, portanto, o "(™~1) nio serd uma raiz de hy(t).
=0

Pela defini¢ao de base de Grébner, gZ@ (t) divide h;(t) (que é o termo lider da m?-upla

(0,...,0, hi(t), ..., huma(t))) assim, @™~ também nio serd raiz de g\ (¢), e consequente-

mente a i-ésima linha do diagrama nao é totalmente preenchida, pois neste caso nao mar-

caremos o "(m=1)

2) Agora suponhamos que i < m(m —1) e que existam 0 <7 <me 0 < sm— 1 tais que

a>(@—1m+1)+rm—s(m+1)+m?eb>s(m+1)—r. Assim,

i—1 r
k=1
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Logo fi(P) = 0 para todo P € O;JO2U...lJO;_1, pois se P € Oy, para algum
k=1,2,...,i—1, temos Mg(P) = 0. Mais ainda, f;(Q)) = 0 para todo @ € O; \ {P, o}, pois
B; ¢ se anula em todo @ € O; \ {P;o}.

Portanto, conseguimos hy(t) = ha(t) = ... = hi—1(t) = 0 e hi(t) = fi(Pio) + 0+ ...+
0 = fi(Py) = ¢ # 0. E, assim, temos que o médulo C possui um elemento da forma
(0,...,0,¢,hig1(t), ..., hp2(t)).

Agora, como gi(i)(t) divide h;(t) = ¢ que na@o possui raiz, temos que g(i)

i

(t) também nao
possui raiz e, assim, a ¢-esima linha do diagrama é vazia.

3) No caso em que m(m — 1) + 1 < i < m? temos que |0;| = 1, logo os h;(t) = f(Pi;)
sdo constantes. Assim, se existem 0 <r<me0<s<m—1taisquea> (i—1)(m+1)+

rm—s(m+1)eb>s(m+ 1), tomamos

com (z — ¢) # 0 para todo z = o* (™D com 1 <k <m(m—1)el <j<m.

Entao, tal f; estd em L(aPy + bPy) e, novamente, temos um elemento da forma (0, .. .,

0,¢,hig1(t), ..., hy2(t)) em C e a i-ésima linha serd vazia. O
i1
Recordando que V; é o espago gerado por (H Mk(y)> 2", para 0 < r < m, e que se
k=1
P,; € O;, entao F; ; = (atitim=1) oli) utilizamos o corolario 2.0.45 conseguimos a seguinte
proposicao.
Proposicao 3.1.5. Para toda colecao de valores c;, com j = 0,1,...,m, e para cada 0 <
s <m — 1, existe uma tnica fungdo f(x,y) € V; a qual satisfaz f(Pi;) = c;.a®, para todo
x
J, e que € identicamente nula em Oq,...,0;_1. Isto €, i ;y) vale ¢; quando aplicada a P ;
x
e, mais ainda, f(@.y) se anula em Oq,...,0;_1.
yS

Demonstracao:

Pelos lema 4.0.11, corolario 2.0.45 e usando ”forma de Lagrange” temos que existe Py, (z) €
Fylz]
<xm+1 _ ali.m _ alz>
j=0,1,...,m.

, que resolve os problemas de interpolagao em O, para os valores ;.
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Com as mesmas notagoes do lema 4.0.11 e do coroldrio 2.0.45, temos que f(z,y) =

®;1(P,, (7)) € V; também se anula nas érbitas Oy, ..., 0; 1.

(2

Ou seja, fazemos o mesmo que no corolario 2.0.45, s6 que para a colegao de valores c;.a.

O
O resultado a seguir nos diz como serao as linhas do diagrama.

Teorema 3.1.6. Seja i um inteiro tal que 1 < i < m(m —1).

1) Se existem r e s, com 0 <r <m es >0, tais que
a>@G—1)(m+1)+rm—sm+1) e b>s(m+1)—r

Entao a i-ésima linha do diagrama nao € totalmente preenchida.

2) Se existemr e s, com 0 <r <m es>0, tais que
a<(i—1)(m+1)+rm—s(m+1)+m* ou b<s(m+1)—r.

Entdo, ndo podemos garantir que a i-ésima linha do diagrama € vazia.
Nestas condicoes, sendo M o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama

de raizes, o complementar de M ¢é o conjunto
M = {oz_T(m_l) ;0<r<m e existe s >0 tal que
a>(@—1)(m+1)+rm—s(m+1) e b>s(m+1)—r}.

Demonstracgao:
Sabemos que x tem pélo de ordem m em P, M;(y) tem pé6lo de ordem m + 1 em P, e

1
— tem polo de ordem m em Fy.
Yy

i—1 r
Assim, para todo i = 1,2,...,m(m — 1), as fungoes f; = (H Mk(y)> .x—, com rm —
yS
k=1
stm+1)+@GE—1)(m+1)<aes(m+1)—r <bestdo em L(aPx + bPy).

m-+1

Como y = M;(y) —cex = y™ + y podemos tomar 0 < r < m. Portanto f; =

i—1 r
<H My(y) .$—, com 0 < r < m,estd em L(aPs+bPy) se rm—s(m+1)+(i—1)(m+1) < a
ys
k=1
es(m+1)—r<hb.
|0:|—-1
Sejam h;(t) = Z fi(Pij)t, para 1 <i < m(m—1).

Jj=0
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Como My, (y) é zero para os elementos de Oy, temos que h;(t) =0, para 1 < j <i—1.

Sabemos que M;(y) sdo constantes nao nulas em Oy, para k # j, e que os elementos

de O; sdo do tipo Prj = n/(Pp) = (im0 oli) = (aliadm=V oli). Entao f;(P,;) =

rt;—sl; arj(mfl)

c.x , onde ¢ é uma constante.

Multiplicando pelas suas respectivas inversas, podemos desconsiderar as constantes c e

m
rt;—sl;

a , pois elas nao alteram os valores das raizes. Assim, temos h;(t) = Z(a’"(m_l)t)j,

=0
com (0,...,0,hi(t),..., hy2(t)) € C.

Agora, t = o~ (M=) € F* nao é raiz de h;(t), pois hi(a M D)) =141+ ... +1=
m + 1 # 0. Portanto, as raizes de h;(t) sao diferentes de a~("(m=1),

Como a componente g(i)(t) do elemento ¢ da base de Grébner G de C' divide h;(t),

temos que g@

i (t) nao tem o~ (M=) como raiz.

Entao temos {a‘T(m_l) ;0<r<meexistes >0talquea > (i — 1)(m+ 1) + rm —
sim+1) e b>s(m+1)—r} C M-

Agora, vejamos que M¢ C {a™" ™D ;. 0 < r < m e existe s > 0 tal que a > (i — 1)(m +
+rm—s(m+1) e b>s(m+1)—r}.

Seja g(x,y) € L(aPy + bPy) uma fungao que se anula em Oy, 0, ...,0;_1, e possua o

menor numero de raizes no diagrama. Sejam {a®',a®, ... a®} o conjunto de tais raizes de
l !
g, e H(t —a’r) = E ¢;t’ o tinico polinémio monico de grau [ que possua tais raizes.
k=1 =0
Queremos uma funcao cujos valores em O; sdo:

O,sej=I0+1,....m
9(Pij) = .
¢,sej=0,1,...,1

Agora pelo corolario 2.0.45, existe unica solu¢ao para f em V;, que satisfaz

O,sej=I0l4+1,....m
f(Pm)Z{

cj,sej=0,1,...,1

i f(z,y) ) . .
Logo tomando g(x,y) = ———— temos o que querfamos. E assim vemos que nao
Y
podemos ter um conjunto menor do que M¢ que contenha tais raizes. O

Teorema 3.1.7. Sejam {a®', a2, ... a%} o conjunto de raizes que aparecem na i-ésima

linha do diagrama de raizes de um cdodigo Hermitiano CL(D,aPs + bPy), e 1 e s tais que
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a> (i—1)(m+1)+rm—s(m+1)+m? e b > s(m+1)—r. Sejap(t) = H(t—oﬁ’“) = chtj,

k=1 §=0
0 unico polinomio monico de grau l com tais raizes.
Entao
i—1 |0i]—1 ‘
B; () x” asli
f(:l:,y) - H Mk(y) Z € B. (P .)'&r(t¢+j(m—1)) ?
k=1 j=0 BINT )

¢ uma funcio em L(aPs +bPy) que fornece um elemento g médulo com i — 1 compo-
nentes lideres iguais a zero e a i-ésima comonente gi(i)(t) igual a p(t).

Demonstracao:

Do lema 3.1.2 e do teorema 3.1.6 temos que f(x,y) € L(aPx+bPy), e é claro que f(z,y)
é solucao do problema de interpolacao sobre O;, que é tnica, pela proposicao 3.1.5. E temos

0 que queriamos. O

Exemplo 3.1.8. Consideremos o c6digo C' = CL(D, 7P, + 12Py) na curva Hermitiana
sobre Fg e 1, como em 2.1, de ordem 4. O automorfismo n permuta os 26 pontos racionais,
diferentes de Py e Px, em 8 drbitas, sendo 6 de comprimento 4 e 2 de comprimento 1.
Lembremos que |0;| = 4, para i = 1,2,...,6. Logo %1 — 1 = 0 possui 1,a%,a* e af
como raizes. E |0;] = 1, para i = 7,8,9. Logo t%1 — 1 = 0 tem somente o 1 como raiz.
Sabendo que a = 7 e b = 12 e, utilizando os teoremas 3.1.4 e 3.1.6, contruimos o seguinte

diagrama de raizes para nosso codigo C'.

Linha 1: Parai=1,temosquer =0es=1sao taisque 7> 3r—4s+9e 12> 4s—r.

Logo a linha 1 é vazia.

Linha 2: Parai =2, temosquer =0e s =2 sao taisque 7 > 3r—4s+13 e 12 > 4s—r.

Logo a linha 2 é vazia.

Linha 3: Para¢ =3, temosquer =0e s=3saotaisque 7> 3r—4s+17e 12 > 4s—r.

Logo a linha 3 também é vazia.

Linha 4: Para ¢ = 4, nao conseguimos r e s tais que 7> 3r —4s+ 21 e 12 > 4s —r.
Logo nao podemos garantir que a linha 4 é vazia.

Encontramos r e s tais que 7 > 12+3r—4s e 12 > 4s—r. Logo a linha 4 nao é totamente
preenchida.

Portanto, utilizando o teorema 3.1.6, maracaremos na linha 4 somente 2.
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Linha 5: Para ¢ = 5, novamente nao conseguimos r e s tais que 7 > 3r —4s + 21 e
12 > 4s — r. Logo nao podemos garantir que a linha 4 é vazia.

Novamente encontramos r e s tais que 7 > 124+ 3r —4s e 12 > 4s — r. Logo a linha 5
nao é totamente preenchida.

Portanto, utilizando o teorema 3.1.6, maracaremos na linha 5 a? e a®.

Linha 6: Agora nao encontramos 0 < r < 4es > 0 taisque 7 > 20+ 3r —4s e
12 > 4s — r. Portanto temos que a linha 6 é totalmente preenchida.

Linhas 7,8,9: Existem r e s nas condigoes do teorema 5.3. Portanto, tais linhas sao
totalmente preenchidas.

Dessa forma temos o diagrama:

11a?2|a*|ab

X
X | X
XXX |X
X
X
X

Pela proposicao 2.0.36, a dimensao do codigo é 17.

3.2 O caso de n pontos

Nesta segao estudaremos, para 2 < n < m + 1, céddigos Hermitanos n-pontuais C'(D, aP,, +
bPy + 1Py, + ...+ 2Pk, _,), onde Py é o tinico ponto no infinito, Py é a origem, e, para
cadaj=1,...,n—=2, B, = (0,a) e Ok,, com |Op | =1, kj € {m(m—1)+1,...,m* -1}
ea™ e [F* ,. Para simplificar nossas notacoes denotaremos (0, a'*3) por (0, ag))-

Considere o cédigo Hermitiano n-pontual C'(D, aPy +bFPy+¢1 Py, + ...+ ¢y—2Pg,_,) com

o automorfismo 7 definido em 3.1 e dado por
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Um primeiro resultado, andlogo ao da proposicao 3.1.4, é o seguinte.

Proposicao 3.2.1. Sobre a acio de 1, os m® — (n — 1) pontos F,,2-racionais que estao em
SuppD se decompoem em m? — (n — 1) drbitas, sendo m(m — 1) de comprimento m + 1 e
m— (n—1) de comprimento 1. (Fizaremos a notagao para tais orbitas da sequinte maneira.
As drbitas de comprimento m + 1, serao denotadas por Oi,...,Opm—1) € as orbitas de
comprimento 1 por Omm-1)41; - - - Om2—(n—1y.) Cada uma destas orbitas é uma completa

interse¢do de X, com uma curva algébrica de grau 1, definida pela equacdo:
Mi(y) =y — ali

Cada M;(y), i = 1,...,m*> — (n — 1), é uma costante nio nula quando restrita a cada

uma das orbitas Oy, k # 1.

Demonstragao: Andaloga a demonstragao de 3.1.4.

Teorema 3.2.2. Considere o diagrama de raizes do cddigo Hermitiano C(D,aPy + bPy +
CIPk1 + ...+ Cn_QPkn72).
(1) Seja i < m(m —1). Se existem 0 <r < m e s, t,...,th—o > 0 tais que
a>(i—1)(m+1)+rm—s(m+1) Zt (m+1),

b>sm+1)—recg>ti(m+1)—r, pamtodol—l ,n—2.

Entdo a i-ésima linha do diagrama nao € totalmente preenchida.

(2) Seja i < m(m —1). Se existem 0 <r <m e s,ty,...,t, 2 >0 tais que
a>(@—1)(m+1)+rm—s(m+1)— <Zt (m+1)
b>sm+1)—reqg>t(m+1)—r, para todol =1,...,n— 2.

Entao a i-ésima linha do diagrama de raizes é vazia.

(3) Finalmente, considerando o caso m(m — 1)+ 1 <i <m? — (n — 1), temos |O;] = 1,
logo em cada uma destas linhas tem-se somente um unico quadradinho, que serd embaixo do
1 que € € a dnica raiz det — 1 = 0. Assim, se existem 0 <r <m e s,ty,...,t,_o > 0 tais

que

i
no

a>(@—1(m+1)+rm—s(m+1)—» t;(m+1),

<.
Il
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b>s(m+1) ec >t(m+1), para todol =1,...,n—2.

Entao a linha i sera vazia.

Demonstracao:
Os elementos de C'(D,aPy +bPy+c1 Py, + ...+ ¢n_oPy,_,) podem ser representados por
(m? — (n — 1))-uplas de polinémios (hy(t), ha(t),. .., hm2—n-1)(t)), onde para cada i:

hi(t)= Y f(Pij)¥

=0

para algum f € L(aPy +bPy+ 1P, + ...+ cnoP;, ).

1) Suponha que ¢ < m(m — 1) e que existam 0 < r < m e s,ty,...,t, 2 > 0 tais que
a> (i—l)(m+1)+rm—s(m+1)—nz_2tj(m—i—l), b>s(m+1)—r,c; > ty(m+1)—r,... chpo >
j=1
tn—2(m+1)—r. Como M;(y) € L((m+1)Px) paratodoi < m(m—1)e niz:z:r - €
o v T (= o)
L((rm—sm+1)—>» tj(m+1)Px+(s(m+1)—r P0+Z i(m+1) —7r)P,),
entao: -

T

1 n—2
T
fz = Mk( L((IPOO + bp() + C‘Pk].)
11 e [T (Y — agy)b 2

k=1 j=1

Evaluando f; sobre os elementos de Oy, para k = 1,2,...,7 — 1, vemos que o médulo
C (e portanto C) conterd um elemento da forma: (0,...,0,hi(t),..., hy2(t)) com i — 1
componentes nulas, ja que fi(P ;) = 0 para todo P,; € Oy e k=1,2,...,i— 1.
Como |O;| = m + 1 temos
hi(t) =Y f(Py)t
=0

C_Oé""ti*SZi
com fZ(P%]) = n—2/ . t:
Hj:l (@l —agy)
c. arti—sl- .
Assim, h;(t) = — l - (a"™m=D#)J e, portanto a1 nio é raiz de hy(t).
Hj* (Oél - a(ﬂ)) ’ j= O

Pela defini¢ao de base de Grébner, gl ( ) divide h;(t) (que é o termo lider da m*-upla

arj(m—l).

m

(0,...,0,hi(t),..., hp2(t))), e assim a7~ também nao serd raiz de g( )( t) e, consequente-

mente, a i-ésima linha do diagrama nao ¢ totalmente preenchida.
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2) Agora suponha que i < m(m — 1) e que existam 0<r<mesty,....,t,_ o >0

tais que @ > (1 — 1)(m+ 1) +rm —s(m+ 1) — Zt m+1)+m? b > s(m+1) —r,

a>tim+1)—r, ... cho >ty o(m+1)—r.
Logo,
o n—2
HMk (z). v eL(aPoo+bPo+zchZJ)
< ) v TG (0 = agy)® =

e fi(P) = 0 parap € O;JO:UJ...lJUO;1, pois My(P) = 0 se P € Oy, para k =
1,2,...,7— 1. Mais ainda, como B, é nulo se Q € O; \ {Pio}, temos que f;(Q) = 0 para
todo Q € O; \ {Pio}-

Portanto, hy(t) = ho(t) = ... = hi—1(t) =0 e hi(t) = fi(Pio) + 0+ ...+ 0 = fi(Po) =
c#0, e, assim C possui um elemento da forma (0,...,0, ¢, hiyi(1), ..., hm2(1)).

(4)

Como gZ ( ) divide h;(t) = ¢ que é uma constante nao nula, segue que g,

. (t) nao possui

raiz. Logo, a i-ésima linha do diagrama de raizes é vazia.

3) No caso de m(m — 1) +1 < i < m? — (n— 1), tem-se |O;] = 1, logo hi(t) = f(P;)
¢é constante, para todo i. Assim, se existem 0 < r < m e s,t1,...,t,—o > 0 tais que
a>(i—1)(m+1)+rm—sm+1) =Y tj(m+1),b>s(m+1), ¢ > t(m+1), ...,
Cp—2 Z tn72(m + 1)7

consideremos

r (x — )"
- M, : 2 )
(E (y)) v 1o (v — agy)®

uma funcdo com (z — ¢) # 0 para todo z = a* ™D com 1 <k <m(m—1)el<j<m.
Entao, f; € L(aPsx + 0Py + Z;:f ¢jP,) e, novamente, temos um elemento da forma

(0,...,0,¢,hit1(t), ..., hm2(t)) em C, e portanto a linha i serd vazia. O
Teorema 3.2.3. Seja 1 <i<m(m—1).
1) Se existem 1 € s,tq,...,t,_o inteiros, com 0 <r <m e s,ty,...,t,_o >0 tais que:
a>(@—1)(m+1)+rm—s(m+1) , b>s(m+1)—rec;>t;(m+1)—r

onde j=1,...,n—2.

Entao a i-ésima linha do diagrama ndo é totalmente preenchida.
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2) Se existem r e s,t1,...,t,_ o inteiros, com 0 <1 <m e s, ty,...,tn_o >0 tais que:
a<(@—1)(m+1)+rm—sm+1)m? ou b<s(m+1)—rouc; <tj(m-+1)—r

para algum j =1,...,n— 2. Entdo nao garantimos que a linha 1 € vazia.

Sobre essas condicoes, se M € o conjunto das raizes marcadas sobre a linhao i, o com-

plementar de M € o conjunto

M = {of’“(m*l) ;0<r <m e existem s,t1,...,t,_o > 0 tais que
n—2
a> (2’—1)(m+1)+rm—s(m+1)—Zt]-(m—i-l) , b>s(m+1)—r ec; >tj(m+1)—r}.
j=1
Demonstracao:

1
Sabemos que z tem pélo de ordem m e M;(y) tem pdlo de ordem m + 1 em Py, — tem

1
polo de ordem m+1 em Fy e ———— tem polo de ordem m+1 em Py, paraj =1,...,n—2.
Y= ag)
Entao, parai=1,2,....,m(m—1)ej=1,...,n—2, temos que

i—1 o
i = M, . — ’
! (l}i[l k<y)> B ORI

¢ um elemento de L(aPy + bPy + Z;”:_f c;jPy,) se
rm—s(m+1) — Z;:ftj(m+ D+ —1)(m+1) <a;
s(m+1) —r < b;
tim+1) <g.

Como y = M;(y) — c e z™™ = y™ + y podemos tomar 0 < r < m.
|0;]-1

Seja h;(t) = Z fi(P ), para 1 < i < m(m—1).
=0

Como My,(y) vale zero sobre os elementos de Oy, temos que h;(t) =0, para 1 < j <i—1.
Sabemos que M;(y) sdo constantes nao nulas sobre Oy, para k # j, e que os elementos

~ i/ 14l _ . . i/ — . .
de O; sdo Py = 0/ (Pp) = (ot m=D oli) = (atiad (™1 oli). Assim, podemos escrever
ti—sl;
c.atiTsh oo )
[i(Pj) = == l . '™ =Y “onde ¢ é uma constante.
Hj:l (ahi — )

Removendo fatores comuns (

c.ati—sl;

1_[,1_12(01+_a())%)7 que nao influirdao no conjunto de raizes,
i= i

conseguimos h;(t) = Z(of(m_l)t)j/. Note que as raizes deste polinémio sao todas diferentes
i'=0
de a=m=D) ¢ F* 34 que hi(a "M D) =1+1+...+1=m+1#0.
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Como C(D,aPy, + bFPy + 27;12 ¢;P;,;) é um F[t]-médulo, ele conterd um elemento cujas
primeiras ¢ — 1 entradas sao 0, e a i-ésima entrada é o maior divisor comum dos polinémios
Z(ar(m_l)t)jl, onde 0 <7 <m, s,ty,...,tp2>0ea>(i—1)(m+1)+rm—sim+1)—

/=0

Z?;ftj(m—i— 1),b6>s(m+1)—ret;j(m+1) <c¢j, paratodo j =1,...,n—2. A componente

diagonal gi(i)(t) do elemento g da base de Grobner G deve dividir tal M DC.
Entdo, temos que {a "™~V ;0 < r < m e existem s,1,...,t,_o > 0 tais que a > (i —
D(m+1) +rm—s(m+1)=3S""2t(m+1) , b>s(m+1)—rec¢; >t (m+1)—r} C Me.

j=1
Analogamente ao caso bipontual mostra-se a inclusao contraria. O

Utilizando esses resultados e os do capitulo anterior conseguimos, analogamente ao caso

bipontual, a construcao do algoritmo de bases de Grobner para o caso n-pontual.

Para finalizar este capitulo vamos dar um exemplo de como construir o diagrama de

raizes para um cédigo Hermitiano C (D, G) com Supp(G) tendo mais de dois pontos.
Exemplo 3.2.4. Seja C' = C(D, 5Py + 8Py + 4P, + 3P,) um cdédigo Hermitiano sobre Fy,
onde P, = (0,a') e P, = (0, '), com o', a2 € F sao raizes de y* +y = 0. O automofismo

X — 2z

y—y

n:

permuta os outros 24 pontos Fg-racionais da curva Hermitiana y3 4+ y = 2* em 6 6rbitas
de comprimento 4.

6

Assim, para i = 1,2,...,6, t!9% — 1 =t* — 1 que possui 1, a?, a* e a¥ como raizes.

Neste exemplo temos que: m =3, 1 <i<6,a=5,0b=8, ¢, =4ec,=3. Com tais
valores o teorema 3.2.2 possui as seguintes condigoes.

(1) Seja i < 6. Se existem 0 <r <3e s,ty,...,t, 2 > 0 tais que

5>4(1 — 1) 4 3r — 4s — 4ty — 4o,

8>4s—r, 4>4t;—red >4ty —r.

Entao a i-ésima linha do diagrama nao é totalmente preenchida.

(2) Seja i < 6. Se existem 0 <r <m e s,ty,...,t,—2 > 0 tais que
5> A4(i — 1)+ 3r — ds — 4, — 4ty + 9,
8>4s—r, 4>4t;—red >4ty —r.
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Entao a i-ésima linha do diagrama de raizes é vazia.

E do teorema 3.2.3 temos que se M é o conjunto das raizes marcadas sobre a linhao i, o

complementar de M é o conjunto
M¢={a"?;0<r<3eexistem s,t1,...,t, 5 > 0 tais que

5>24(i—1)+3r—4s—4t; — 4ty , 8>4s—r 4> 4t —re3 >4ty —r}.

Assim, construimos o seguinte diagrama de raizes para o cédigo C.
Linha 1: Para i = 1, temos que r = 0, s = 1 e t; = t5 = 0 satisfazem a condigao 2) do

teorema 3.2.2 e, entao, a linha 1 serd vazia.

Linha 2: Para i = 2, temos que 7 = 0, s = t; = 1 e t5 = 0 satisfazem a condigao 2) do
teorema 3.2.2 e, entao, a linha 2 também serd vazia.

Linha 3: Para i = 3, temos que r = 0, s = 2, t; = 1 e t, = 0 satisfazem a condigao 2)
do teroema 3.2.2 e, assim, a linha 3 também sera vazia.

Linha 4: Para ¢ = 4 ndo encontramos r, s, t; e to que satisfazem a condigao 2) do teorema

3.2.2, mas pelo teorema 3.2.3 veremos que essa linha também serd vazia.

De fato,

[)Ser=0,s=t =1ety,=0, entdo, pelo teorema 3.2.3, ndo marcamos a’ = 1;
M) Ser=1,s=2,t =1ety =0, pelo teorema 3.2.3, nao marcamos a2 = o’
) Ser =2,s =2t =1ety, =1, pelo teorema 3.2.3, ndo marcamos o * = a;
IV)Ser=3,5s=2t =1ety, =1, pelo teorema 3.2.3, ndo marcamos o % = a?.

Portanto, a linha 4 serd vazia, pois nao marcaremos nenhuma das raizes.

Linha 5: Para ¢ = 5 temos:
I)Ser=0,s=2,t =1ety,=0, pelo teorema 3.2.3, ndo marcamos a’ = 1;
M) Ser=1,s=2,t =1ety=1, pelo teorema 3.2.3, nao marcamos a2 = o’

IIT) Se r = 2, ndo existem s, t1,ty > 0 tais que

5> 22 —4s — 4t — 4t,

8> 4s—2
4 >4t —2
3> 4ty — 2

Logo, pelo teorema 3.2.3, marcamos o * = a;
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IV) Se r = 3, ndo existem s, t1,ty > 0 tais que

5225—48—4t1—4t2

8§>4s—3

4 >4t —3

3> 4ty —3
Assim, pelo teorema 3.2.3, marcamos o~ % = a?.

Linha 6: Para ¢ = 6 ndao existem r, s,t1,t2 > 0, com 0 < r < 3, tais que

5> 204 3r —4s — 4ty — 4ts

8>4s —r
4247&1—7”
324752-7’

Portanto, pelo condigao 1) do teorema 3.2.2 temos que a linha 6 é totalmente preenchida.

E temos o digrama a seguir.

1]a?2|a*]ab

>
>




CAPITULO 4

Os Resultados sobre a curva

Norma-traco

Considere ¢ uma poténcia de um niimero primo e r > 2 um inteiro positivo.

Defini¢ao 4.0.5. Para a € Fyr a norma N, jr,(a) de a sobre F, é definida por

[
Q
1

NFQ,,./Fq () :

E o trago Try,, jr,(a) de o sobre F, é dado por

1 r—2

Try,. jr, (@) = T 4+l T+ +al+a
Ou seja, temos a soma e o produto dos conjugados de a.

Sejam A&, curvas sobre F,» de equagao no plano

" =1 r—2

gt =yl 4yl 4 4y (4.1)

T
¢ -1 r—1 r—2

Como os zeros de F(X,Y) = X1 — (Y7 +Y? " +...4Y) em F,, sdo os pontos

(o, B) € Fgr tais que ./\/qu/[gq(a) = Trr,, v, (), tais curvas sio chamadas de norma-trago.

Sabemos, de [5], que &}, possui um unico ponto Py, = (0 : 1 : 0) no infinito e outros

¢*"~! pontos F-racionais. No préximo capitulo veremos qual é o género de X, ..

55
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Observagao 4.0.6. Colocando r = 2 na equagao 4.1 tem-se a equagao no plano para a curva
hermitiana. Assim, pode-se considerar que as curvas norm-trace sao uma generalizacao das

hermitianas.

Assim, sabendo que a estrutura dessas curvas &, ¢ similar a da curva Hermitiana, nos
motivamos a estuda-las e construir um algoritmo, semelhante ao caso hermitiano, para se
encontrar bases de Grébner.

Primeiramente vamos nos concentrar em codigos pontuais sobre tal curva, ou seja, coédigos

C(D,aPy), onde D é a soma dos ¢*~! pontos racionais de X, e a € N.
Consideremos a aplicagao 1 dada por:
n(x) =ale e nly) =y (4.2)

onde a ¢ um gerador de F},.
Como a? ~! = 1, temos que 1 é um automorfismo de X, ., de ordem ¢" ' +¢"2+.. . +q+1,
que fixa D e G = aPx.

Lema 4.0.7. Os ¢*~! pontos F-racionais de X,, estdo, sobre a agio de n, decompostos

em q" orbitas, sendo ¢"*(q — 1) drbitas, denotadas por Oy, ... ; Ogr-1(g—1y, de comprimento
q(;—_ll, e ¢"' orbitas, Ogr-1(g=1)41, - - - » Ogr, de comprimento 1.

Cada umas dessas orbitas € a intersecao completa de X, com uma curva algébrica de

grau 1 dada por:

Mi(y) =y — o'
Cada M;(y), i =1,2,...,q", € uma constante nao nula quando restrita a cada drbita O,
com k # 1.
Demonstracao:

Sabemos que os pontos racionais da curva X, sao da forma P = (a,b) com a,b € Fyr.
Assim, as érbitas geradas por 7 sao:
Para1 <i<q"'(¢g—1)

0; = O(a", a") = {(a",a"), ("0, al),. .. (alet0 02 t0l) ghy),

Denotaremos P, := (a'i, o), onde t;,1; € {0,1,...,q" — 2}.
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Para ¢ 1(¢g—1)+1 < i < ¢ — 1, temos O; = O(0,a"). E nossa tltima érbita serd
O, = 0(0,0) = {(0,0)}.

Portanto, M;(y) = y — o' intersecta X, , nos pontos em que y = «
O;.

Agora, tomando Py ; = (a*T9= olk) € Oy, com k # i, temos M;(a'*) = alt — oli =

const # 0, pois alk # ali. O

ki ou seja, na 6rbita

Lema 4.0.8. Sejam i < ¢ *(q — 1) e Pij = n/(Po) = (a4~ ali) o j-ésimo ponto de
O;. A funcao

T_
q 1_1
q—1

Bij(z) = H (z — atz-+(j+k)(q—1))

k=1

se anula em cada ponto de O;, exceto em P ;.

Demonstracao:
Primeiramente vejamos que B; ;(z) nao se anula em P, ;.

De fato,

qr -1 4
q—1

Bm( ti+j(q— 1) H atitita=1) ti+j(q71)+k(q71)) — qtitila=1) H (1 B ak(q,l)) £0.
k=1 k=1

Agora, consideremos P, ; = (ozti”(q*l)7 alt) € O, com s # j. Assim, temos

qT

Biu( ti+s(g— 1 H t+s(q71) o O[t/Hr(jJrk)(qfl))’
q —1 . . g —1 :
Como s € {0,1,2,..., T 1}, vejamos que dado j € {0,1,2,..., T 1}, existe
q _— J—
ke {1,2, — s(a-1) = qUHK@=1)  De fato, se s > j, entdo s = j + 1 e
r r— 1
basta tomar k = [. Se s < j, entdo j = s+1[ e, como a? ~! = 1, basta tomar k = a T~ l.
q —
Portanto, B; j(ati@=D) = (. O
Observagio 4.0.9. Em X, temos que z tem pdlo de ordem ¢"~! e y tem pdlo de ordem
r—1
q em P,.
qg—1

Logo, Mi(y) € L(£5Px), para 1 < i < ¢, e By, € ((
¢ a-1)e0<j<|0] -1

] 1)¢" ' Py), com 1 < i <
q —
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Com estes fatos conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 4.0.10. Considere o diagrama de raizes do cédigo C(D,aPs,) sobre X,,. Temos

que:
T
1) Sejal1 <i<qg ' g—1). Sea> (i— 1)(q . ), entao a i-ésima linha do diagrama
q J—
de raizes nao € totalmente preenchida;
-1 T—1
2) Sejal1 <i<qqg—1). Sea> (i— 1)(q . )+ (q T 1)¢" !, entdo a i-ésima
q— q—

linha do diagrama € vazia;

3) Para ¢" (g —1)+1 <i < q", temos |O;] = 1, logo temos apenas um quadradinho,

T

), a linha i

embaizo do 1, que é a unica raiz de t — 1 = 0, portanto, se a > (i — 1)(q .
q fe—

serd vazia.

Demonstracao:

i—1
1) Paral < i < ¢"'(¢—1) consideremos f;(y) = H M. (y). Entao, sea > (i—1)(
k=1

temos que f;(y) € L(aPx).
Agora, f; se anula em cada ponto P € Oy, para k = 1,...,i — 1, e, pelo lema 4.0.7, f;
serd uma constante quando evaluada em qualquer P € O;. Logo, o submédulo C' associado

ao c6digo C(D, aPy,) terd um elemento da forma (0,...,0,h;(t),..., he(t)) onde

q1T:11_1 qlr:ll_l
hi(t)= > [Pt =c. Y ¥,
§=0 j=0

onde ¢ é uma constante nao nula.

h;(t) nao possui o 1 como raiz, pois hi(1) =1+1+...+1=¢ 1 +¢2+...+q+1#0.
Portanto, a i-ésima componente gl@ (t) do elemento g da base de Grobner de C' também
nao possui o 1 como raiz. Assim, a i-ésima linha do diagrama nao é totalmente preenchida.

, .
rEsRAd v,

Sabemos que M;(y) € L(L=LP,y), para 1 < i < ¢", e B;; € ((q_— — 1)¢" Py, para
q —_—

q—1

1<i<q'g—1)e0<j <[]0 —1. Logo,

2) Agora, suponhamos que 1 <i < ¢ *(g—1)ea > (i —1)( —1)g" .

fi= <1:[ Mk(y)> Bio(z) € L(aPy).

Mas f;(P) = 0 para todo P € O1|JO2J...JOi_1, e mais ainda, f;(Q) = 0 para todo
Q € O; \{P,o}, pois B, se anula em todo ) € O; \ {P,o}.
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Assim, conseguimos hy(t) = ho(t) = ... = hi—1(t) =0 e h(t) = fi(Pio) +0+ ...+ 0 =
fi(P;0) = ¢ # 0. Entao, o médulo C possui um elemento da forma (0, ..., 0, ¢, hi1(t), ..., hy ().
(4)

Como gz@ (t) divide h;(t) = ¢, que ndo possui raiz, temos que g, (t) também nao possui

raiz e, portanto, a i-esima linha do diagrama é vazia.

3) No caso em que ¢"*(¢— 1)+ 1 < i < ¢", temos que |O;] = 1. Logo, os h;(t) = f(Pi;)
sdo constantes. Assim, se ¢ > (¢ — 1)(m + 1) tomamos f; = M;(y).Ma(y). . ... M;_1(y), que
estard em L(aPy) e, analogamente ao item anterior, teremos (0, ...,0,¢, hiy1(t), ..., hpn2(t))
implicando que a linha i serd vazia. O

Sejam 1(0;) = {f(z,y) € Fyrlz,y] ; f(P,;) =0,V P ; € O;} que é um ideal em F - [z, y],

F,-
o[z, Y] o anel de fungoes polinomiais sobre O;.

1(0y)
i—1
Lema 4.0.11. Para i < ¢"(q — 1) seja V; o espago gerado por (H Mk(y)> 2", para 0 <
k=1
-1
r < g —1.
q—1
o . Forlz,y] . .
A aplicagao restricao de V; a W ¢ um isomorfismo de IF-espacos vetoriais.
Demonstracao:
Em O; temos y—a’ = 0, logo (y—a%)?"" =0, ouseja, y?  —ali? ' =0=yi " 4y7 4
Ay —al T = 4y 4 4y Assim, em O;, temos P kT gl gl = 0,
Fr|x Forlz
Vejamos que M ¢ isomorfo a G := e o l7]
](Ol) < x a1 — ali'qT_l — ali~qr_2 — ol >
Seja v : B[z, y] — G, dada por 64(f(z,y)) = f(z, 2% — aled™ — alea™ — _ —ql),

que é uma aplicacao sobrejetiva.

Temos também que Ker(y;) = I(O;). Portanto, pelo teorema dos isomorfismos, segue

Fq" {.’L’, y]
e ——— ~G.
" T10)
) . Forlz, y] . . L .
Agora, seja ¢; : V; — W a aplicacao restricao, que é linear e sobrejetiva. Sabendo
i

IF T T— IF T
que % ~G,eque{l,z,2°% ... ,x%_l} é uma base para GG, temos que dim% =
¢ —1
g—1

ro__ T

i1 i-1 i—1
1 q —1
Por outro lado, dimV; = qq — , jadque {H M (y), (H My (y))-x, ..., (H My(y)).z a1 '}
k=1 k=1 k=1

é uma base para V;.




60

qu [xa y]
1(0;)

isomorfismo. O

Logo, V; e tém a mesma dimensao, e segue que a aplicacao restricao é um

T

q —1
Tg—1
uma unica funcao f(x,y) € Vi tal que f(P;;) = c;, para todo j, e que € identicamente nula
em Ol, ce 7Oi—1-

Corolario 4.0.12. Para toda colegao de valores cj, com j = 0,1,2,... — 1, emiste

Demonstracgao:

Usando forma de Lagrange para interpolacao, encontramos um P, ,.(z) € G, de grau
T

no maximo — 1, que resolve o problema de interpolacao em O;. Logo a funcao

qg—1
f(z,y) = ¢ YP,,(z)) € V; é a fungao procurada. O

Com tais resultados obtemos o teorema a seguir.

Teorema 4.0.13. Sejam 1 <i< ¢ '(g—1) e

q —1 . qg —1 qg —1 -
L <a<i-nE—+E -

qg—1

(i = 1)(

Entdo ai-ésima linha do diagrama de raizes ndo € nem vazia, nem totalmente preenchida.
Se M € o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama, o complementar
de M € o conjunto
T

—1 T—1
MC:{a_kEIFZT;/c:r(q—l)comogrgq 1—1erqr_1+(i—1)(q 1)§a}.
q— q—

Demonstracao:
Consideremos, para 1 <i < ¢" !(q — 1), as funcoes f; = (H Mk(y)> 2"y Sergmt+

s(qt;:ll) (1 — 1)( 1) < a, entdo tais funcdes estdo em L(aPx).

O fato de M;(y ) =y— a , NOS permlte excluir o termo y° de f;, ou seja, tomar s = 0, pois

y = M;(y)—c. E, como z 7T =y ' 4y? "+, +y, podemos tomar 0 < r < q—_l_l' Logo,

(H M. (y ) ,com 0 <r< q — 1, estd em L(aPy) se rq" ! + (i — 1)(%) < a.

|0:]—1
Seja h;(t Zfz Pt/ para 1 <i<q qg—1).
7=0

Como My (y) é zero para os elementos de Oy, temos que h;(t) =0, para 1 < j <i—1.
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Sabemos, pelo lema 4.0.7, que M;(y) s@o constantes nao nulas em Oy, para k # j, e que
os elementos de O; sio do tipo Pi; = 17 (P,o) = (ot oli) = (atia?@=D k).
Assim, podemos escrever f(P; ;) = c.a"itri@=1 onde ¢ é uma constante nao nula. De-

sconsiderando tais constantes, temos:

e (0,...,0,hi(t),..., he(t)) € C.
Agora, t = a~("a=1) ¢ [, ndo é uma raiz de h,(t), pois hi(am @ D)y = 1414, . +1=
Cf;__ll =¢ "¢ g1 #£0.
Portanto, as raizes de h;(t) sdo diferentes de a1 e segue que g

(@)

() nao tem
a~ (@~ como raiz.
Assim, conclufmos que A = {a~F € Frosk=r(¢g—1)com0 <r < % —lerg '+
. r_1q c
(1= D)5 <a} € M
Para vermos que M¢ C A basta utilizar o coroldrio anterior, do mesmo modo visto no

caso hermitiano. O

Teorema 4.0.14. Sejam {a®,a, ..., a*} o conjunto de raizes que aparecem na i-ésima

linha do diagrama do cédigo C(D,aPs,) sobre X, ,.
!

Seja P(t) = Z c;t! o tinico polinémio ménico de grau | com tais raizes. Entdo f(x,y) =

=0
i—1 |O;]—1 B. (iC)
H M. (y). Z cj# ¢ uma fungio em L(aPs) que fornece um elemento g% comi—1
k=1 =0 AR

componentes lideres iguais a zero e a i-ésima componente g-(i)(t) igual a P(t).

7

Demonstragao: Andloga aos casos anteriores (teorema 2.15).
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E, assim, se constréi um algoritmo andlogo ao caso hermitiano, que serd o seguinte.

Entrada: a, {P,;, os ¢* ! pontos racionais de X,-distintosde Py}

Saida: um base de Grobner nao reduzida G = {g), g® ... g}

Inicio: G := {} e RootDiagram := GetRootDiagram(a)

Fazer, para i de 1 a q" :

eSe |RootDiagramli]| < |O;|, entao
Valores= {c,}:=Get Value List(RootDiagram][i])

Fazer o Para k de 1 a4 — 1: g,(f) =0

Fazer o Para k de i a ¢":
g,(f) =0
para j de 0 a |O;] — 1 fazer,

g\ .= ' + EvaluateCombination(valores, P, ;)t/ey,

e Caso contrario gV := (tI91 — 1)e;

G :=3gU{e"}



CAPITULO 5

Semigrupo de Weierstrass H (1), Po)
da curva Norma-Traco e resultados
para codigos de (Goppa geométricos

sobre essa curva

Seja [F, um corpo finito. Denotaremos por F'/F,, ou simplesmente F', um corpo de funcoes
algébricas sobre F,.
X denotard uma curva suave, projetiva e irredultivel sobre F,, e F,(X') serd o corpo de

fungoes racionais de X definidas sobre F,.
Nos resultados e defini¢des que veremos a seguir usaremos F' ou X, uma vez que ambos

sao equivalentes.

Vamos relembrar a seguinte definigao.

Definicao 5.0.15. Chama-se de lugar racional (ponto racional) um lugar de F'/F, que tem

grau um. O conjunto de todos os lugares racionais de F'/F, serda denotado por Pp.

63
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5.1 Semigrupo de Weierstrass

Definigao 5.1.1. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 é chamado de nongap (nao-lacuna ou
ordem do pélo) de P se existe f € F' com (f)s = nP. Caso contréario n é dito nimero gap

(ou lacuna) de P.

Observamos que (f)s denota o divisor de pdlos de f.

Para uma curva X suave, projetiva e irredutivel de género g > 1 sobre um corpo finito

F, temos a seguinte definicao:

Definigao 5.1.2. Se P ¢ um ponto F,-racional de X, definimos o semigrupo de Weierstrass

do ponto P por

H(P)={n €Ny ; existe f € F(X) com (f)o =nP}

Assim, temos que H(P) é o conjunto de nongaps (nao-lacunas) de P. O conjunto finito
N\ H(P) formado pelos gaps (lacunas) de P sera denotado por Gaps(P), ou simplesmente
G(P).

Definicao 5.1.3. O condutor de H(P) ¢ o menor inteiro ¢ € H(P) tal que ¢ +n € H(P),
para todo n € Nj.

Se ¢ = 2¢g dizemos que o semigrupo é simétrico.

O teorema a seguir mostra uma relacao entre lugar racional e género.

Teorema 5.1.4. (Teorema das lacunas de Weierstrass ou Weierstrass gap) Suponha
que F/IF, tem género g > 1 e que P é um lugar racional. Entao existem exatamente g gaps

(lacunas) on < ... < a4 de P, e temos

ar=1 e a;<2g—1.

No caso de 2 pontos racionais distintos temos a seguinte definigao.

Definicao 5.1.5. Se P, e P, sao dois pontos F,-racionais distintos de X, o semigrupo de
Weierstrass H(Py, P,) do par (P, P») é definido por

H(P, Py) = {(a1,00) € Nj ; 3f € F(X) com (f)oo = a1 P + P}
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O conjunto de gaps do par (P, P») é dado por
G(P, PR) = N(Z) \ H(Py, P),
e também é um conjunto finito.

Agora, vejamos alguns resultados, vistos em [12], relacionados a H(P;, P») e que serao

utilizados quando formos construir H (P, Px)-

Definigao 5.1.6. Dados a = (ay, ay), 8 = (81, 52) € N2, definimos o lub (least upper bound)
de o e § por
lub{c, B} = (maz{ay, 1}, max{as, 32}) € Ni.

Lema 5.1.7. ([11]) Se a = (a1, 2), 0 = (b1, B2) € H(Py, Py), entao lub{a, } € H(Py, Ps).

Demonstracao: Podemos assumir que ay > ag e 51 < B5. Sejam f e g fungoes racionais
tais que (f)oo = 1P+ @aPs € (9)so = P1 P+ B2 Py. Logo, (f + g)ee = a1 P1 + B2 Py, € assim,
(O[l,ﬁg) GH(Pl,PQ). [l

Lema 5.1.8. ([11]) Para o € G(Py), definimos B, := min{f € Ny ; (a, 3) € H(Py, P»)}.
Entao, (7, Ba) & H(Py, P2), para todo v < a. Ou seja, a = min{y|(7, Ba) € H(P1, P»)}.

Utilizando este lema conseguimos.
Lema 5.1.9. ([11]) Seja (. como no lema anterior. Entao, {f, ; « € G(P)} = G(P,).

Demonstragao: O lema anterior implica que 5, ¢ H(P), e que 3, # [3,, se o # 7.
Assim, o conjunto {3, ; @ € G(P)} esta contido em G(P) e sua cardinalidade é extamente
g. Portanto, devemos ter {3, ; @ € G(P1)} = G(P2). O

Observagao 5.1.10. Sejam aq < g < ... < a4 a sequéncia de gaps de P, e o) <o) < ... <

o/g a sequéncia de gaps de P,. Sabemos, pelo lema anterior, que existe uma aplicagao bijetiva
entre G(P1) e G(P2), logo temos que f,, = a;, onde ¢ é uma permutacao do conjunto
Ne, := {1,2,...,g}. Tal permutagdo é denotada por o(P;, P»), e o grafico da aplicacao

bijetiva sera

L(P, Py) = {(ai, 0g) 51 =12, g} = {(ai, Bo,) 5 i =1,2,...,g e s € G(P1)}.
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Um primeiro resultado, visto em [11], sobre I'(P;, P;) é o seguinte.

Lema 5.1.11. Seja IV um subconjunto de (G(Py) x G(P)) N H(Py, Py). Se eziste uma
permutacao T de N<g := {1,...,g} tal que I" = {(ai,a;(i)) ;1= 1,...,g9}, entao I'" =
[(Py, Ps).

O lema a seguir, visto em [12] e [17], nos diz como I'(Py, P), H(P)) e H(P;) geram o
semigrupo H (P, Ps).

Lema 5.1.12. Sejam Py e P, lugares racionais distintos de F' (corpo de fungées algébricas

sobre um corpo finito). O semigrupo de Weierstrass do par (P, Py) € P4 ¢ dado por

H(Py, Py) = {lub{v1,72} ; 11,72 € S},

onde S :=T(P, P,) U (H(P) x {0}) U ({0} x H(P)).
Em [9] vimos os seguintes resultados.

Proposicao 5.1.13. Seja g o nimero de gaps de um certo H(P). Entao ¢ < 2g. Ec=2g
se, e somente se, para qualquer inteiro ndao-negativo s, se s € um gap, entdo c —1 — s € um

nao-gap.

Proposicao 5.1.14. Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. O semigrupo gerado por a e b
¢ simétrico, tem ab — a — b como maior gap, (a — 1)(b — 1) como condutor e o nimero de
(a—1)(b—1)

gaps € igual a —a -

Demonstracao:

Como mdc(a,b) = 1, todo inteiro m possui uma unica representacao m = xb + ya, onde
x e y sao inteiros tais que 0 < y < b. Assim, todo gap m tem uma tnica representacao
m = xb+ ya, onde 0 < y < bex < 0, e todo nao-gap m tem uma tUnica representagao
m=uxb+ya,onde 0 <y <bex>0.

Seja ¢ o condutor do semigrupo A{a, b) (gerado por a e b). Temos que c—1 é o maior gap.

Os numeros ya € A, y = 0,1,...,b — 1, formam um conjunto completo de representantes
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do coset {0,1,...,b — 1} médulo b, e ya — b é o maior elemento no coset de ya sem uma
representacao com coeficientes inteiros nao-negativos.
Logo, (b — 1)a — b é o maior gap, que é igual a ¢ — 1, e segue que ¢ = (a — 1)(b — 1).
Para vermos que (a, b) é simétrico, assumimos que s e t sdo gaps com s+t = c¢—1. Como

s e t podem ser escritos como
s=xb+yia, t=xb+ysa, 0< 1y, ys <bexy, x5 <0,

conseguimos ¢ — 1 = ab—a — b = (1 + x2)b + (y1 + y2)a.

Assim, (—x1 —xo — 1)b= (1 +y2 — b+ 1)a,onde 0 < y; +y2 <2b—2 ez + 29 < —2.
Logo, (—z1 —a22— 1) > 0e (1 +y2 — b+ 1)a < ab, contradi¢ao, ja que mdc(a,b) = 1.
Portanto, A é simétrico e, pela proposicdo anterior, ¢ = 2¢g, onde ¢ é o nimero de gaps. E
segue que g = W. O
Observagao 5.1.15. Sendo P,;, um ponto F,--racional da curva norma-trago X, (definida
no capitulo anterior) e um zero comum de x — a e y — b, temos os seguintes divisores das
funcoes x e y.

(x) = Pyo+ Z Poo — ¢ "' Py, onde 0s a s sdo as rafzes de T 441 =0;

(¢ —1) (¢ —1)
(y) = q—1 Poo — -1 Pe.

T—1

Sabemos que mde(q" 1, g) = 1. Assim, utilizando o teorema de Weierstrass gaps,
q E—
r—1 (qr — 1)

a proposicao 5.1.14 e as funcoes = e y temos que H(Py) = (¢" 1, ]
q —

(¢ =)L) - 1)
5 :

) e que o género

de X, é g =

5.2 O semigrupo de Weierstrass H(F, P~) para ¢ =2

Sejam P, o ponto no infinito e Fyy o ponto Fyr-racional de X}, que é um zero comum de
ey.
De agora até o final desta secao vamos fixar ¢ = 2 e supor r > 3, ja que para r = 2 temos

a curva curva Hermitiana que possui H(Fp, P) conhecido.
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Da observacao 5.1.15 temos, para ¢ = 2, que H(Py) = (2771,2" — 1), ou seja,
H(Py)=1{0,2"1 2" — 1,22t 2=t 42" — 1, 2.(2" —1),...},
que é obtido pelas funcoes {0, z,y, 2%, zy, y?, ...}

Assim, sendo a = 2"7!, o conjunto de gaps G(P,) sera dado por

1 2 3 a—2 a—1
a+1 a+2 a+3 . a+(a—2)
20+ 1 2042 204+3 ... 2a+ (a—2)
3a+1 3a + 2 3a+ 3

4a + 1 4a + 2 4a + 3

(2(a—4)+1la+1 (2a—4)+1)a+2

2(a—3)a+1 2(a—3)a+2
(2(a—3)a+1)a+1
2(a — 2)a + 1

Logo
|IG(Py)|=(a—1)+2(a—2)+2(a—3)+...+2.(a— (27t = 1))

=(a—1)+ ((a—2)—(2+3+7.1..+a—711))
(2r 1_1)+2 (227“ 2 _or _ (2T _2)(2T +1))
= (

2
2171 — 1) = g, estando de acordo com o teorema 5.1.4, j& que Py, é racional.

Tal conjunto de gaps pode ser visto como a seguinte uniao disjunta:
G(Pyo)={2(i—jla+j;1<j<i<a—-1}U{20—j)+Da+j;1<j<i<a-—2}

onde {2(i—jla+j;1<j<i<a-—1} édado por

1 2 a—2 a—1
2a+1 2a+2 2a + (a —2)
da + 1 da + 2 ... 4da+(a—3)

2(a—3)a+1 2(a—3)a+2
2(a—2)a+1
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e {20 —Jj)+Na+j;1<j<i<a—2}por

a+1 a+2 a+ (a—2)
3a+1 3a + 2 ... 3a+(a—3)

2a—4)+Da+1 (2a—4)+1)a+2
(2(a—=3)+1a+1

Para simplificar, seja v = 2(a — 1), lembrando que a = 2"~!. Vejamos que
H(Poo) = (1,7 +1,2y = 1,3y =2,.... 2y = (3 = 1))
el

-G

Observamos que o conjunto {v,y+ 1,2y — 1,3y = 2,..., 3.y
B x 1 23 z° 271
fungoes ¢ —, =, —, —,..., — -
yuyyy e

O conjunto G(P) de gaps, em P, de (7,7 +1,2y — 1,3y = 2,..., 3y — (2 — 1)) seré

Para isso basta ver que (y,v+ 1,2y —1,3y—2,...,2 1)) possui g gaps.

(3 — 1)} ¢ obtido pelas

1 2 3 .
v+ 2 v+3 v+ 4 v+ (y—2)
2y +3 2y +4 2y+5 o 29+ (y—3)

G-27+G-1) G-+3 G-2+E+1D
G-y +3

Assim, |G(Poo)l = (v =)+ (v =3)+(y=5) +...+3+1="2=(a-1) =g
Logo, H(Fyp) ¢é de fato gerado por {v,v+ 1,2y — 1,3y —2,...

Agora, sabendo como s@o os conjuntos G(Ps,) e G(Py o) para ¢ = 2, e utilizando resultados

da se¢do 5.1 conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.1. Para o par Py e Fyo de pontos de Weierstrass da curva Norma-Trago Xs,

temos

Boti—jratj = 2a—1)j—2i ;1< j<i<a—1

Bai—jars = 2a—1) = (2i+1) ;1< j<i<a—2.
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Demonstracao:

1° caso) Consideremos 1 < j <i<a — 1.

Para todo par (,7), temos, pelo que vimos dos conjuntos G(Px) € G(Pyy), que 2(i —
Jla+j € G(Px)ej2a—1)—2i = (j— 1A+ (A—2i+j) € G(Pyy), lembrando que
A=2(a—1).

I) Primeiramente, vejamos que 2(i — j)a+ 7 # 2(i' — j")a+ 7' se i # i’ ou j # j'.

De fato, suponhamos que existam (i,5) # (i, ') tais que 2(i — j)a+j = 2(i' — j)a + 7.

Sei—j=i —j,entao 2(i —jla+j=2(' —j)a+j = j=je comoi—j=1i—7,
terfamos ¢ = 7', absurdo, pois supomos (i,j) # (i, 7'). Logo, i —j #i' — j'.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que i — j > ¢ — j'. Entdoi —j =14 —j + k,
para algum 0 < k € N. Assim, terfamos 2(i' — j'+ k)a+j = 2(i' — j)a+ j' = j' = 2ak + j,
absurdo, pois, por hipétese 1 < 7,5 < a — 1.

Portanto, 2(i — j)a+ j # 2(i' — 7))a+ j' se (i,7) # (¢, 7).

IT) Agora, vejamos que j(2a — 1) — 2i # j'(2a — 1) — 2i' se (4,4) # (7', j').

Novamente vamos supor que existam (7, j) # (i, j') tais que j(2a—1)—2i = j'(2a—1)—27".

Como j(2a — 1) — 20 = j'(2a — 1) — 27, temos que se i = 7', entdo j = j', e se j = 7/,
entdo i = ¢'. Logo 1 # ' e j # j'. Suponhamos que ¢ > 7', ou seja, i =i + k com k € N.
Como 1 <i,i' <a—1,entao 1 <k <a—1, e temos j(2a — 1) = j'(2a — 1) + 2k e, assim,
(j —J4")(2a — 1) = 2k < 2a — 1, absurdo, pois j # j'.

Entdo, j(2a — 1) — 2i # j/(2a — 1) — 2i' se i £ ' ou j % §'.

Ordenando 2(i — j)a + j e j(2a — 1) — 2i de forma crescente obtemos as sequéncias
ap <oy <..o< g ea; <ay < ... < ag, de gaps de Py e Py, respectivamente, onde,
paracadal,l’=1,...,9, aj = 2(i—j)a+j, para algum par (i, j), e ), = j'(2a—1)—2i’, para
algum par (¢, j') satisfazendo 1 < j' <’ < a—1. Como exemplo, para (i,5) = (i, 5') = (1,1),

conseguimos a; = 1 e 0/2(11—1) = 2a — 3.
2i

Agora, (”;7) = (2(i — ))a+ §) P + (j(2a — 1) — 2i) Py,

Portanto, (2(20i Ja+j,j(2a —1) — 2i) € H(Px, Popo)-

Assim, se oy = 2(i—j)a+j e o) = j(2a—1)—2i temos que (ay, o) € (G(Poo) X G(Pyp))N
H(Px, Poo). Seja 7 a permutacao de N, tal que 7(I) = I'. Portanto, pelo lema 5.1.11,
temos que IV = {oq,o/T(l) s l=1,...,9} =T'(Px, Poo), € segue que, para 1 < j <i<a-—1,
Ba(i—jya+j = (2a —1)j — 2i.
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2i+1
2° caso) Utilizando que <x - > = (26 —j)+VDa+j)Px+ (j(2a—1) = (20 +1)) Py,

¥
mostra-se, analogamente ao primeiro caso, que B(i—j)+1)at; = (2a — 1) — (20 + 1), para
1<j<i<a-2 O

Uma forma de vermos como os gaps de Py e de Fy sao associados é a seguinte: se-
jam @y, € Oy elementos da linha m e coluna n de G(P) e G(Py), respectivamente.
Atribuindo valores a i e a j conseguimos todos os pares (un,Bmn) desejados, ou seja,
associamos todos os gaps de P, com os de Fy.

Como exemplo podemos tomar ¢ = 5 = 1,2,...,a — 1. Dessa forma conseguimos todos
os pares (aqj, 41;) em H(Px, Pyp), onde aq ; sdo todos os elementos da linha 1 de G(Px),

e [1j sao todos os elementos da linha 1 de G(Fpp).

Observagao 5.2.2. Observamos que se P, # Py ¢ um ponto Fy-racional de &), e que se
existem funcoes racionais T e 7 tais que

r—2

() = Pap + ZP‘W — ¢" P, onde os a’s sdo as raizes de T T Lttt =a

distintas de b;

@ =1 (¢ =1
(y>_ q_lpa,b_ q_lpoo

Teremos que H(P,;) = H(Fyp) e, assim, conseguiremos os mesmos resultados para o par
(Pa,bv Poo)

Exemplo 5.2.3. Vejamos um exemplo de como encontrar tais (Qm n, Om.n) em H (P, Pyp).

Sejam g =2er = 3.
Temos que H(Ps) = (4,7) e H(FPyp) = (6,7,11,16). Assim, G(Px) ¢ dado por

10
13
17
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e G(Py) sera

10 15

Logo, pelo teorema 5.2.1, temos que

{(5,1),(10,2), (15,3), (4,5), (9,6), (3,9), (8,10), (2,13), (1,17)} C H(Py, Ps).

Utilizando lema 5.1.7 encontramos o seguinte diagrama para o conjunto H(Ps, Pyp).
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(Poo)
21 o © o o o o o6 06 06 06 © o o o o o o o o o o o
20 o @ @ © @ o o o 0 ¢ o o o o o o o o o o o o
19 e © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o © o o o o o o o o o o
18 © o @ o @ © o @ o ¢ o o o o o o o o o o o o
17 O © 6 © © © 6 06 6 © © © © © o o o o o o o
16 o @ O © © @ © ¢ © © © o o o o o o o o o o o
15 e O © © @ @ @ ¢ © o e e o o o o o o o o
14 o o @ O ©6 6 6 6 6 © © © o o o o o o o o o
13 o o ®© O 6 0 06 06 0 0 o o o o o o o o o o
12 o o o © ¢ 0O 06 06 06 0 © 0 o o o o o o o o o
11 o o o ® 06 06 0O 6 06 6 0 o o 6 o o o o o o o
10 ° e e e 0 O 0 0 o e o o o o o o o o o
9 © 06 060 06 @ o o o o o o o o o o
8 o O e e e e e e e o o o o
7T e e o o o o o O © o e e o e o o o o
6 ° o o o o o e O © o e o o o o o o
5 ° o o e o o e o O e o o o o o o o
4 e ° o o o e o o O e o o o o o o
3 ° e e o o O e e o o o o
2 e o e O o e o o o
1 0O e e e o
0 ° o e o o o e e O e e o
0123456789 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 (Foo)

Observamos que os pontos denotados por o pertencem a H(Px, Py ) e estdo sobre a reta

r +y = 2¢g do diagrama.
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5.3 O semigrupo de Weierstrass H(F,, P~) para ¢

qualquer

Sejam ¢ uma poténcia de um numero primo qualquer, » > 3 e X, a curva Norma-Traco.

Vejamos como encontrar H (P, Px).

Lembremos que

() = Poo+ Z Poo—q 1Py, onde 0s a’s sao as raizes de t9° 419 4. +t+1=0.
o

— P.
— ‘oo 1

e,para 0 <A< ¢ 2+¢ 3+...+qg—1

(%)m = (A +1)g—Na— (A+1))Poo.

s 1 pretatl
Assim, utilizando as fungoes —, — e ———-— definimos
y'y oy

H={(a,a+1,qa—1,(2¢ —1)a—2,(3¢ —2)a —3,..., (N +1)g — XN)a— (N + 1)),

onde N = ¢ 2+ ¢ % +...+¢— 1. Vejamos que H = H(Py).

Observagao 5.3.1. Para A=N+1= 24+ q 3+ ...+ q temos:
(A+1D)g—Na—A+1) = (" —1)(a+1)

e, portanto, tal elemento nao pode pertencer ao grupo de geradores de H.
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Para vermos que H = H (Pyp) vamos mostrar que H possui g gaps em Py, onde g =
(¢ =D 1)
qg—1
2

¢ o género de X, .

Entéo vejamos que H possui ¢ gaps em Foyp.

(a—1)

Seja Ho conjunto gerado por (a,a+1). Logo, pela proposigao 5.1.14, \N\f[| —

2
Seja G=N \ H. Vamos distribuir os elementos de G da seguinte maneira:
1 2 o . e a—1
(a+1)+1 (a+1)+2 (a+1)+ (a—2)

2a+1)+1 (a+1)+2 oo 2(a+1)+(a—3)

(@a=3)a+1)+1 (a—3)(a+1)+2

Ou seja, em a—1 linhas, onde a linha 7, com 1 < i < a—1, é formada por {(i—7)a+j ; 1 <

j<i<a—1}epossui (a—1)— (i —1) elementos.

Vejamos quantos dos elementos de G deixam de existir quando, para 0 < X\ < ¢" 2 4+

¢ 3 +...+q—1, acrescentamos ((A+1)g—A)a— (A+1) ao conjunto de geradores (a,a+1).

Passo 1: Da linha 1 a linha ¢ — 1 nao tiramos nenhum dos elementos de @, ja que todos
os elementos de tais linhas sdo menores que ga — 1, que é o primeiro elemento acrescentado

ao conjunto de geradores. Logo, tais elementos serao gaps em F .

Passo 2: Da linha ¢ a linha 2¢g — 2 tiraremos 1 elemento em cada uma dessas linhas.
Tais elementos sao obtidos por uma combinacao de a, a +1 e ga — 1, e sdo os seguintes:
ga—1,(¢g+Da—-1,...,(2¢g—2)a — 1.

Passo 3: Da linha 2¢ — 1 a linha 3¢ — 3 tiramos 2 elementos em cada uma dessas linhas,
que sdo (2¢g — 1)a —2,(2¢ — 1)a — 1, (2¢)a — 2,(2¢)a — 1,...,(3¢ —3)a — 2, (3¢ — 3)a — 1,
obtidos através de a, a+ 1, ga — 1 e (2¢ — 1)a — 2.

Continuando este processo, temos, para 1 <n < ¢ 2 +¢ 3+ ... +¢.
Passo n+1: Da linha ng — (n — 1) a linha (n + 1)g — (n + 1) tiramos n elementos em

cada uma dessas linhas. Tais elementos sao
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(ng—(n—1)a—n,(ng—(n—1)a—(n—-1),...,(ng—(n—1))a—1
(ng—(n—2)a—n,(ng—(n—2)a—(n—1),...,(ng—(n—2))a—1

(n+1)g—(n+1)a—n,((n+1)g—(n+1)a—(n—1),....,(n+1)g—(n+1))a—1,
obtidos através de a,a+ 1,qa —1,(2¢ — 1)a—2,...,(ng — (n — 1))a — n.

Portanto, tiramos elementos de (¢ — 1)(¢" 2+ ¢ 2+ ...+ ¢+ 1) — 1 = ¢"~! — 2 linhas
de G, num total de (g — 1) +2(q— 1)+ ...+ (¢ 2+ ¢ 3+ ...+ q)(qg— 1) elementos .

Lembrando que nas ¢ — 1 primeiras nao tiramos nenhum elemento, nos resta analisar as
(a—1)— (¢t =1)=¢ 2+ ¢ 3+ ...+ ¢ tltimas linhas de @, que sao as linhas i, com
a— (" ?+¢3+...4q) <i<a-1. Vejamos que os elementos destas linhas podem ser

obtidos pelos novos geradores ((A + 1)g — A)a — (A + 1) e, assim, nao serdo gaps de Fp .
De fato, o primeiro elemento da (@ — (¢" %+ ¢" > + ... + ¢))-ésima linha ¢é
(a=(¢" 7+ 7+ A —Dat(a—(¢*+¢ 7+ . .+q) =q Ta—(¢"*+q 4. +0)

que pode ser escrito como a soma de (¢ — 1)a com ((¢" 2+ ¢ 2+ ...+ q)q— (¢ >+ ¢ >+
oot q=1)a—(¢"2+q¢"3+...+q), e, portanto, nao serd um gap. Utilizando a+ 1 obtemos
todos os demais elementos dessa linha.

Agora, os primeiros elementos das linhas seguintes sao obtidos acrescentando a + 1.

Portanto, nao teremos mais gaps em F .

Assim, o nimero de elementos de N\ H serd

-1
%_((q_l)_kz(q—l){-._.—|—(q’"_2—|—qr_3—|—...—|—q)(q—1))—(qr_2—|—qr_3+...+3—|—2—|—1)
-1
(L 1)L —2) (24 4. ) (St —1)

2 2
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r_1 o
Sabendo que H(Py) = <qr1, q_1> eque H = {a,a+1,qa —1,(2¢g — 1)a — 2,(3q —
q_
2)a—3,....,(N+1)g—XN)a— (N +1)),onde N = ¢ 2+¢"3+...+¢q— 1, conseguimos o

seguinte resultado que nos dara um dos conjuntos geradores de H (P, Pwo).

Teorema 5.3.2. Sejam q poténcia de um nimero primo, r >3 ea = ¢~ ' +q¢"2+.. . +q¢*+q.
Para o par Py e Py de pontos de Weierstrass da curva Norma-Trago X, , temos, para cada

1<s<24¢" 3+, 4q+1:
Bi-iatnss = (@ = (=5 +1D)(a+1) = jg (5.1)
onde i,j sao tais que
1<j<i<a—s, com (s=1)g—(s—1)<i—j5<sq—(s+1).

Demonstracao:

Sejal < s < ¢ ?2+q¢3+...+qg+1. Consideremos 1 < j < i < a — s, com
(s—1)g—(s—1) <i—j <sq—(s+1). Nestas condigdes vimos, quando analisamos os gaps
de Py, que (i — j)(a+ 1)+ 7 € Gaps(Pyp).

I) Vejamos que se (i,7) # (¢/,7'), entao (i —j)(a+ 1)+ 75 # (7 —j ) a+ 1)+ 7.

De fato, suponhamos que exitam (i, j) # (i, 7') tais que (i —j)(a+1)+j = (' — j")(a+
1) +4".

Se i —j =1 — j', entdo da igualdade acima temos que j = j' e como i — j = 7' — j/,
segue que 7 = ¢, absurdo, pois supomos (i,5) # (i, 7). Logo ¢ — j # i’ — j/. Suponhamos
quei—j>i —j assimi—j=7—7+m,coml<m<qg—1jaique(s—1)g—(s—1) <
i—j,i'—j <sq—(s+1). Entao, (i—j)(a+1)+j=("—7)a+1)+j = mla+1)+j=j,
que é um absurdo, pois, por hipétese, j' < a — 1.

I1) Vejamos que (¢" ' — (i —j +1))(a+ 1) — jg" ! também sdo distintos para cada par
(2,7)-

Mais uma vez faremos uma prova por absurdo. Suponhamos que existam (i, ) # (7', j)
tais que (¢" ' —(i—j+1))(a+1)—jg¢" ' = (¢ ' = (—5+1))(a+1)—j¢""'. Usando o mesmo
argumento de I) acima, vemos que ¢ — j # i’ — j'. Assim, suponhamos que i —j > ¢’ — 7', logo
i—j=1—j4+m,ondel <m<qg—1,pois (s—1)g—(s—1)<i—7j,i =75 <sq¢g—(s+1).
Da igualdade (¢"' = (i —j+ 1))@+ 1) —jg ' = (¢ ' = (@' =5 +1))(a+1) - j'¢
segue que (j — 7 )¢ ' =m(a+1) = m(¢" ' + ...+ ¢+ 1), logo terfmaos que ¢"~! divide
m(q" ' +...+q+ 1), absurdo.
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Portanto, se (i, j) # (i',), entdo (¢ — (i — j + 1)) (a+ 1) — jg" # (¢ — (' = j' +
D)(a+ 1) - g,

IT) Agora, vejamos que (¢" ' — (i —j + 1))(a + 1) — jg" ' € Gaps(Ps), ou seja, que
(P =G—j+1))(a+1)—jg ¢ g +...+q+1) = HPx).

De fato, suponhamos que exista um par (i, jo) tal que (¢" ' —(io—jo+1))(a+1)—jog"* €
(1, ¢ '+ ...+ q+1). Entao, existem «, 8 € NU {0} tais que

ag” 8@+ g+ 1) = (¢ = (o — Jo + 1)) (a+ 1) — jog" !

=" = (io—Jdo+ )¢ ... Fqg+1)—jog !

logo, (o +jo)g" ' = (¢ = (io—Jo+1+B)(¢ " +... +q+1). Mas, a+jo >0e
io — jo + 14 8 > 0, assim, a igualdade acima nos diz que ¢"~! divide (¢"~! — (ip — jo + 1 +

r—1

B)(gt+...4+q+1), que é um absurdo, ja que ¢" ' — (ig — jo+ 1+ 3) < ¢""! e q é poténcia
de um nimero primo.

xa+1—j

Usandoque (57 ) = (=)@ D+0) Paat (0™ = (=4 1) (0 ) g )P
vemos que ((i — j)(a+ 1) 4 5, (¢~ — (i — j + ))(a+1) — jg") € H(Poo, Pao).
Portanto, (i — j)(a-+1) + j, (¢~ — (i — j + D)(a+1) = jg') € (G(Po) X G(Pu)) 1

H(Pyp, Px).
Assim, se oy < ... < e} < ... < o/g sao as sequencias de gaps de Fyy e Py,
respectivamente, e 7 é a permutagao de N<, tal que, para cada l=1,...,g, a’T(l) = (¢t -

(i—=j+1))(a+1)=jg ' seap = (i—j)(a+1)+j. Entdo, I' = {(ay,a}y) ; I =1,....9} C
(G(Pop) X G(Px)) N H(FPyp, Px) e, pelo lema 5.1.11, temos que [V = I'(Fyp, Px). Logo
Bli-iatn+i = (@ = —j+1))(a+1) —jg " O

Exemplo 5.3.3. Sejam ¢ = 3 e r = 3. Assim, temos que
a=12;
H(P) = (9,13);
G(Px) ={1,...,8,10,11,12,14,15,16,17, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 28, 29, 30, 32, 33, 34,
37,38,41,42,43, 46,47, 50, 51, 55, 56, 59, 60, 64, 68, 69, 73,77, 82, 86, 95};
H(Pyp) = (12,13, 35,58,81);
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e G(FPop) é dado por:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
27 28 29 30 31 32 33 34

40 41 42 43 44 45 46

53 54 55 56 57

66 67 68 69

79 80

92

Agora, utilizando o teorema 5.3.2, temos

1* Parte: 1<j<1<11e0<i—3< 1.

{(1,95),(2,86), (3,77), (4,68), (5,59), (6,60), (7,41), (8, 32), (9, 23), (10, 14), (11, 5)

(14,82), (15,73), (16, 64), (17,55), (18, 46), (19, 37), (20,28), (21, 19), (22,10),(23,1)} C H(Py 0, Pr)

22 Parte: 1 <7<i1<10e2<1—7<3.
(40,56), (41,47), (42, 38), (43, 29), (44, 20), (45, 11), (46,2)} € H(Py, Px)

3 Parte: 1<j<i<9e4<i—j5<5.
{(53,43), (54, 34), (55, 25), (56, 16), (57, 7), (66, 30), (67,21), (68,12), (69,3)} C H(Py, Px)

4* Parte: 1 <j57<1<8eb6<1—3< 7.
{(79,17), (80,8),(92,4)} € H(Po, Px)

E, conseguimos

I'(Poo, Px) = {(1,95),(2,86), (3,77), (4,68), (5, 59), (6,60), (7,41), (8, 32), (9, 23), (10, 14),
(11,5), (14,82), (15,73), (16,64), (17,55), (18, 46), (19, 37), (20, 28), (21, 19), (22, 10), (23, 1),
(27,69), (28,60), (29,51), (30,42), (31, 33), (32,24), (33, 15), (34,6), (40, 56), (41, 47), (42, 38),
(43,29), (44,20), (45, 11), (46, 2), (53, 43), (54, 34), (55, 25), (56, 16), (57, 7), (66, 30), (67, 21),
(68,12), (69, 3), (79,17), (80, 8),(92,4)}.

Portanto, pelo lema 5.1.12, o semigrupo de Weierstrass H(Fp o, Px) é gerado por

(P, Px) U ((12,13,35,58,81) x {0}) U ({0} x (9,13)).
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Seja S :=T'(P1, Poo)U(H (P1) x{0})U({0} x H(Px)), como no lema 5.1.12, onde P, # P,
¢ um ponto F--racional de X,,. Como S C H(P;, P), se (a1,a2) € S entdo existe uma
fungao racional f,, tal que
(far)oo = a1 P + a2 P.
De acordo com o lema 5.1.12, existem (a, aj), (af, ay) € S tais que (a1, as) = lub{(a}, a}), (a},ay)}.
Assim, existem constantes ¢/, ¢ € F,r tais que a fungao fu, a, = ¢ fuy + " for tem divisor

de pdlo dado por
(far.as)oo = a1 P1 + ag P (5.2)

Definindo a ordem parcial < sobre NZ dada por: (ni,n2) < (m,msy) se, e somente se,
ny < my e ny < mg, e sabendo que f € L(mP; + nPy) se, e somente se, (f)oo = aP) + bPy,

com a < m e b <n, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 5.3.4. Seja P, um ponto racional de X, distinto de Py, e sejam m,n € N. O
espaco vetorial L(mPy; + nPy) € gerado por

{fa1,a2 3 (alan) € H(PlvPOO) ’ (alaa2) = (m>n>}7

onde fq, q, € definida como na equagao 5.2.

5.4 Cébdigos sobre curvas Norma-Traco:

Nesta tltima parte deste trabalho vejamos alguns resultados relacionados a cédigos de Goppa
geométricos sobre as curvas norma-traco & .
G. Matthews mostrou em [16] o seguinte resultado que fornece uma melhor cota para a

distancia minima de um cédigo de Goppa geométrico sobre uma curva arbitraria.

Teorema 5.4.1. Assuma que (a1, ) € Gaps(Pi, Py) com ag > 1 e l(agPy + agPs) =
(a1 — 1)Py + aaPy). Suponha que (71,72 —t — 1) € Gaps(Py, P»), para todo t, 0 < t <

min{y,— 1,29 — 1 — (a1 +ag)}. Sejam G = (a1 +71— )P+ (ag+7—1)Py e D = ZQj,
j=1
onde Q1,...,Qy sao pontos F,-racionais distintos e que ndao pertencem ao suporte de G.

Se a dimensao de Cq(D,G) € positiva, entao sua distancia minima é maior ou igual a
degG — 2g + 3.
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No teorema 5.3.2 vimos quais sao os pares (o, 3,) que compoem (P, Py), € com a
definigao 5.1.6 construimos H (P, Ps,), que serd um subconjunto de N2. Aproveitando a
distribuicao dos elementos de H (P, P~ ) podemos melhorar tal cota de d para cédigos sobre

Xyr. Vejamos.

Teorema 5.4.2. Considere o cddigo Cq(D,G) sobre X,,, com G = (cq +v1 — 1)Pyp +

(a+v—1)Py eD = Z Qj, onde Py, Ps,Q1,...,Qy sao pontos Fyr-racionais distintos.
j=1
Suponhamos que:

a) (oq,a) € Gaps(Pog, Px), a > 1 e l(lagPyp + aPOTO) =l(a1Pop+ (= 1)Py).

b) (i —t—1,7), (i —t =L,y +1), (y—t =L,y + 2 __1
todot, 0 <t <min{y —1,2g — 1 — (a1 + ) }. !

Se a dimensdo de Cqo(D,G) € positiva, entdo sua distancia minima € maior ou igual a
degG — 2g + 4.

), (11,7) € Gaps(Fop, Pw), para

Demonstracao:

Pelo teorema anterior sabemos que a distancia minima de C' = Cq(D, G) é > deg(G) —
2g + 3. Seja d = deg(G) — 2g + 3. Se existe ¢ € C com peso igual a d, entdo existe
um diferencial w € Q(G — D) com extamente d pélos simples @1, ..., Q4. Agora, deg(w) =
29—2 = deg(G)—d+1, ouseja, (w) > G—(Q1+. . .+Qq), e temos (w) = G—(Q1+. . .+Qq)+P,
onde P é um ponto F --racional, com P # @);, para 1 <i <d.

Como l(a1 Py o+ aPs) = (a1 Poo+ (v — 1) Py), o teorema de Riemann-Roch nos diz que
I(W—(a1Pyg+aPy)) = L (W—(a1Pyo+(a—1)Psy))—1, ouseja, L(W—(agoPi+(a—1)Py)) #
LW — (aqnFPop + aPy)), onde W é um divisor canonico. Logo, existe uma funcao racional
h onde:

(h) = (a—1)Px + (a1 +t)Pop — W + E,

sendo E um divisor efetivo cujo suporte nao contém Py e Py, e 0 <t <2g—1— (a1 + ),

t estd em tal intervalo pois deg(h) = 0. Portanto, temos
(W) =G=(Q1+...+Qa) + P=(w) »W ~ (@ = 1)Ps + (a1 + ) Fop + E.
Mas G = (a1 +71 — 1) Py + (e + v — 1) Py, assim, existe uma fungao racional f tal que:
(f)= =P —(m—t=1FRyo—P+(Qi+...+Qa) + E.

Vejamos que isto nao pode ocorrer. Consideremos os seguintes casos.
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1°) Suponhamos ¢ < v, — 1.

1°a) Se P € Supp(E), entdo (f)so = 7P + (11 —t — 1) Py, que é uma contradigao, pois
supomos (71 —t — 1,v) € Gaps(Fo o, P)-

1°b) Se P = Py, entao (f)eo = (7 + 1)Px + (71 —t — 1) Py, que contradiz o fato de
(m—t—1,v+1) € Gaps(FPyp, Px). O mesmo ocorre se supomos P = Fyy, pois terfamos

(1 —t,v) € H(Py, Px), que é um absurdo, lembrando que (v1,7) € Gaps(Po, Px)-

"1 1
(¢ )Rm_@ )Rw
—1 ’ q—1

)P + (71 —t—1)Fy 0, que é um absurdo, ja que supomos

Logo P = Q;, para algum j, d+1 < j < n. Sabemos que (y) =

T

Portanto, (f.y)e = (7 + 1 1
q J—
T—1
(m—t—1,7+ qq_ 1 ) € Gaps(Fop, Peo).
2°) Consideremos agora o caso 73 — 1 <t <29 —1— (a1 + ).

2°a) Se P € Supp(E) ou P = Py, entao (f)s = 7P, contradigdo com o fato de v ser
um gap.
2°a) Se P = P, também teremos uma contradigao, pois v+ 1 também é um gap.

Logo nos resta P = @), para algum j, d+1 < j < n, que também serd uma contradi¢ao,
T

pois v + 1

é um gap.
Portanto temos que d > degG — 2g + 4. O
X o _ (-1
Observagao 5.4.3. Se temos uma funcado racional f € F,(X,,) tal que (f) = —1P1 —
q —
T—1
MPOO, com P, # Py ponto Fj -racional de X,,, temos que o teorema também serd

q—1
véalido para P.

~ . L1 . d .
Definigao 5.4.4. Seja C' um cddigo [n, k,d]. Definimos § = — como sendo a distancia
n

k
minima relativa de C. E R = — serd a taza de informacdo de C.
n

Nota: Observamos que a comparagao entre dois codigos é feita baseada em 0 e R, cujos
valores estao dentro do intervalo [0, 1], ou seja, 0 <6 <1e0< R < 1.

Assim, podemos representar um cédigo C' por um ponto (0, R) que estd dentro do
quadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Quanto mais préximo (4, R) estiver do vértice (1,1) melhor
serao os parametros relativos §, R de C'. Na maioria dos casos ocorre justamente o contrario,

isto é, o ponto (J, R) estd mais préximo de (0,0), e mais ainda, uma parte deste quadrado,
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incluindo o vértice (1,1), nunca conterd (0, R). Isto ocorre devido a algumas restrigdes,

relacionadas a cotas, sobre os parametros de C.

No resultado a seguir veremos uma comparacao entre cédigos bipontuais e pontuais de

mesma dimensao sobre a curva Norma-Trago.

Teorema 5.4.5. Ezistem codigos bipontuais Co(D,G) sobre X, que possuem possui mel-
hores pardametros R, 6 do que cédigos pontuais Cp(D, mq ' Ps,) sobre Xyr, de mesma di-

mensao que Cqo(D,G).

Demonstracao:

q21‘—1

Seja Cr(D,mq" "' P,,) um cédigo pontual sobre X, ., onde D = Z P;, é o divisor for-
i=1
mado pelos ¢*" = pontos F-racionais de X, diferentes de Ps..
De [23] sabemos que se d ¢ a distancia minima de C7(D,mq"~'P.), entdo d > n —

deg(G) — q2r—1 _ mqr—l‘

Seja f = H(z —a') € L(mq"'Py), onde a ¢ um gerador de F,.
i=1
Sabemos que os ¢*" ! pontos F--racionais de X, , sao da forma
(0, ago)) onde ago), sdo as ¢" L rafzes de y?  +y? T+ ... 4y=0;
(aj,agj)), com(0<j<q¢ —2 e ol sendo as ¢ raizesde y? 4+ y?T 4. +y=al

Assim f possui mg"~! zeros e nos d4 uma palavra-cédigo de peso ¢*~! — mqg" L.

Portanto, a distancia minima de Cp(D,mg" ' Ps) é exatamente ¢*"~' — mq"!, e tal

codigo terd os seguintes parametros

comprimento n = ¢*"~1;

dimensao k = mq"~! — g+ 1;

2r—1 r—1

distancia minima d = ¢ mq

Agora vamos ver quais serdo os parametros do bipontual Cq(D, G).

q27‘7171

Temos que D = Z Q; ¢é o divisor formado pelos ¢*~! — 1 pontos F --racionais de

j=1
A, distintos de Py e Pu.

Sabemos pelo teorema 5.3.2 que 3 = 2g — 1, isto ¢, (1,29 — 1) € H(FPyp, P) € (1,\) €
Gaps(Py o, Px), para todo A < 2g — 2.
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Seja (a1, ) = (1,29 — 2) € Gaps(Py o, Px), que satisfaz a condi¢ao (a1 P + aPs) =
[((n — 1)Poo + aPy).
Sejaq" — (" '+ ¢ 2+ . +@F+q+q<m<qg. Como2g—1=¢"2+¢"3+... +
—(¢" P+ ...qg+1)—1,entdo 0 < ¢* ' —mqg"™! — 1 < 29 — 1, para todo m e (y1,7) =

T

q
(1,¢* 1 —mq"~' — 1) € Gaps(Py, Px) satisfaz a condi¢ao (1,7 —t — 1) € Gaps(Po, Pro),
para todo ¢, 0 <t < min{y—1,2g — 1 — (a; + ) }.

Por fim para estar nas condigoes do teorema 5.4.1 temos que G = (ay +y1 — 1) Py +
(a4 —1)Pyx, logo G = Pyo+ (¢* ' +29 —mq" — 4) Py, e usando tal teorema, temos que

a distancia minima de Cq(D, G) serd
d>degG —2g+3=q¢"""'—mqg "

Sabemos que Cq(D, G) tem comprimento n = ¢* ~! —1. Agora vejamos que sua dimensao
também serd k = mq" ™' — g + 1.

De fato, sendo W um divisor canénico sabemos de [23] que
i(G)=1(W —=G) e dimCq(D,G) =1i(G — D) —i(G).
Mas degG > 2g — 2, logo i(G) = (W — G) = 0 e portanto
dimCq(D,G) =i(G—D)=1(W -G+ D).
Agora deg(W — G + D) > 2g — 2, assim pelo teorema de Riemann-Roch temos
(W -G+ D)=deg(W—-G+D)—g+ 1.

Sabemos que deg(W) = 2g — 2, deg(G) = ¢~ +29 —mq"~' =3 e deg(D) = ¢> " — 1.
Logo
dimCq(D,G) =mq" ' —g+1.

Portanto os cédigos Cq(D, G), que é bipontual, e Cr(D, mq" ' Ps,) que é pontual, ambos
sobre &, , possuem mesma dimensao e assim podem ser comparaveis.

Como Cq(D,G) possui uma distancia minima maior e um comprimento menor que o0s
respectivos de Cp(D, mq" ' Py), entdo também terd uma maior distancia minima relativa
e um maior raio de informacdo, e assim podemos dizer que possui melhores parametros

relativos que Cp(D, mq ™' Py,). O
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Exemplo 5.4.6. Sejam ¢ = r = 3 e X33 a curva Norma-Traco sobre Fy; de género g = 48.
Consideremos os c6digos Cr(D,180P,,) e Co(D, Py + 155P,,), onde D é a soma de todos
os 243 pontos racionais finitos. Assim, os parametros relativos do cédigo O (D, 180Ps,) sao
01 = 63/243 e Ry = 133/243.

Pelos teoremas 5.4.1 e 5.4.5, temos que os parametros relativos do cédigo bipontual
Ca(D, Py + 155P,) sao 6, > 63/242 e Ry = 133/242.



CAPITULO 6

Apeéendice

6.1 Apéndice A: Bases de Grobner

Os conceitos de base de Grobner e ordem POT foram ferramentas de extremo valor utilizadas
em todo o trabalho. Nesta se¢do daremos um breve estudo sobre tais conceitos.

Entao vejamos.

Seja A = klxy, ..., x,] para algum corpo k. Sejae; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),..., e, =
(0,...,0,1) uma base de A™.

Um monomio em A™ é um vetor do tipo Xe;, onde 1 <7 < m e X é um mondémio em
A. Ou seja, um monomio é um vetor cujas coordenadas sao todas nulas exceto uma que é
um produto em A.

Se M; = Xe; e My = Ye; sao monomios em A™, dizemos que M; divide My se i = j e
X divide Y.

Notemos que no caso em que M, divide My, existe um produto Z em A tal que My =
Z .M. Nesse caso definimos Mj =x= Z.

Similarmente, um termo é um vetor do tipo ¢M, onde ¢ € £\ 0 e M é um monomio.
Assim T = (0,5z%23,0,0) = 5M, onde M = (0, 22x4,0,0) = zx}.eo 6 um termo de A* mas

nao um monomio.

Também se T; = ¢1Xe; e Ty = c2Ye; sao termos de A™, dizemos que Ty divide Ty se

T Y
1 =7 e X divide Y, e escrevemos 2= 2
Tl ch

86
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Agora podemos definir uma ordem para mondémios em A™.

Definigao 6.1.1. Uma ordem sobre monomios de A™ sera uma ordem total, <, sobre esses

monomios satifazendo :
i) M < Z.M, para todo monomio M de A™ e monoémios Z # 1 de A;

ii) Se M; < My, entdao ZM; < ZMs,, para quaisquer mondmios My, My de A™ e todo

monomio Z € A.

Em todo o trabalho, a ordem utilizada para a construgao das bases de Grobner foi a

ordem POT, que tem a seguinte definicao:

Definigao 6.1.2. Dada uma ordem total em A e dados dois monomios M; = Xe; e My = Ye;
de A™, dizemos que My <por My sei > joui=je X <Y (onde X e Y sdo monomios
em A).

Notagoes: Vejamos agora alguma notagoes.

Primeiramente fixamos uma ordem < sobre os mondémios de A™. Entao para f € A™,

com f # 0 temos que :

f=aMy+ aMs+ ...+ aM
onde, para 1 < i <[, 0 # a; € k e M; é um monémio em A™. E com tais monoémios
satisfazendo Ml; > M, > ... > M. Assim definimos :
Monémio lider de f= Lm(f) =M,
Coeficiente lider de f= Lc(f) = aq
Termo lider de f= Lt(f) = a1M;

Podemos, entao, dar a seguinte definicao:
Definigao 6.1.3. Um conjunto de vetores nao nulos G = {g,...,g,;} contido em um

submédulo M é chamado de base de Grébner para M se para todo f € M existe ¢ €
{1,...,t} tal que Lm(g,) divide Lm(f).
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Observagao 6.1.4. Tal defini¢ao nos diz que se G = {g;, ..., g} é uma base de Grobner para
um submédulo M e Lm(gy) divide Lm(g;), entdo G = {g,,...,8;} continua sendo uma

base de Grobner para o submédulo M.

Dois resultados, vistos em [2], que podemos citar estao na proposigao a seguir:

Proposigao 6.1.5. 1) Todo submddulo nao nulo M de A™ tem uma base de Grébner.

2) Se G = {¢gy,...,9,} € uma base de Grébner para o submddulo M de A™, entao
M: <glv"'>gt>'

Definigao 6.1.6. Dados f,g,h em A™, g # 0, dizemos que f é reduzido a h médulo g, e
escrevemos
f -%8h

se, e somente se, Lt(g) divide um termo X que aparece em f e h = f — —Lt)((g)g,

Usando tal defini¢ao conseguimos:

Definicao 6.1.7. Sejam f . h e fi,... f; vetores em A™, com fi,... f; ndo nulos. Seja

F={f,... f,}, dizemos que f é reduzido a h médulo F', denota-se

F
f—_h
se, e somente se, existe um sequéncia de indices i1, ...,4; € {1,...,s} evetoreshy,... hy_; €
A™ tais que
f ofiny e hy, St Sfiein, | Sfieh

Defini¢ao 6.1.8. Um vetor r em A™ é dito reduzido com respeito a um conjunto F =
{f1,....f;} de vetores nao nulos em A™ se r = 0 ou se nenhum dos monémios que aparecem
em r é divisivel por qualquer um dos Lm(f;), i =1,...,s.

Se f —>§ r e r é reduzido com respeito a F', entdo diremos que r é um resto para f com

respeito a F'.

A observagao a seguir é de extrema importancia na construgao do algoritmo de codificacao

dado na secao 2.
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Observagao 6.1.9. Este processo de redugao permite a construgdo de um “algoritmo de di-
visao” que imita o algoritmo de divisao para polinomios.
Dados f,f;,... f, € A™ com fi, ... f, # 0, tal algoritmo nos dé coeficientes aq, ..., as €

A =Eklxy,...,2,], e um resto r € A™, que é reduzido com respeito a F', tais que
f=afi +...+af, +r.

Este algoritmo pode ser visto em [2] ou em [3].
O resultado a seguir, visto em [13], é de muita importancia para nosso trabalho, pois
ele nos garante a existéncia de um tipo muito especial de base de Grobner: uma base de

Grobner diagonal, que é peca chave na construgao do diagrama de raizes. Tal resultado é o

seguinte.

Proposicao 6.1.10. Se M € um submddulo do médulo livre F[t]", entao M possui uma base

de Grobner G com a propriedade: para cada j = 1,2,...,r, existe no mdximo um elemento
de G cujo mondmio lider € da forma t'e;. Portanto, é uma base de Grobner G = {gx, ..., 8}
tal que:

g® = (g (1), g7 (1), ..., gD (1))

g® = (0,68(t), ..., g2 (1))

g =(0,...,0,9 (1)

Em particular, M possui uma base de Grobner com no mdximo r elementos.

Demonstracao:

Sabemos de [2] que todo submédulo de F,[t]" possui uma base de Grébner. Seja G =
{g1,...,8s} uma base de Grobner genérica para M.

Suponha que dentre os elementos de G existam dois, g; e g, com Lt(g;) = t'e; e
Lt(gy) = t"e; para o mesmo j.

Sem perda de generalidade, suponhamos u < v. Logo, Lt(gy) é divisivel por Lt(g;) e os
termos lideres de G; = G\ {gk} geram o mesmo submédulo M que é gerado por G. Portanto,

pela observacao 2.4, G; também é uma de Grobner para M.



SECAO 6.1 e Apéndice A: Bases de Grébner 90

Repetindo o mesmo argumento para G; e assim, sucessivamente, conseguimos uma base
de Grobner G com a propriedade desejada.
Em particular tal G possui no maximo r elementos, ja que temos ey, ..., e, fazendo parte

dos geradores dos Lt(g;). O

Agora, vejamos o algoritmo de Buchberger para se encontrar uma base de Grobner para
modulos.

Primeiramente introduziremos o conceito de ”S-polinémio”.

Sejam X = Xe; e Y = Ye; dois monomios em A™. Assim, vamos dizer que:

0, sei#j

mmc(X,Y) =
( ) { Le; ,sei=j, onde L =mme(X,Y)

Por exemplo, mme((z?yz,0), (vy*,0)) = (2*y*z,0) e mme((2°y,0), (0, 2y%)) = (0,0).

Definigao 6.1.11. Sejam 0 # f,g € A™. Seja L = mme(Lm(f), Lm(g)). O vetor S(f,g) =
L

Lt(f)'f_ Lt(g)

.g é chamado de S-polinomio de fe g.

Teorema 6.1.12. Seja G = {g,,...,9,} um conjunto de vetores nao nulos em A™. Entdo
G € uma base de Grébner para o submddulo M({g, ..., g,) de A™ se, e sd se, para todo i # j

temos S(g;, 9;) iur 0.

Agora estamos prontos pra descrever o algoritmo de Buchberger para médulos que é o

seguinte:

Algoritmo 7.13:
Entrada: FF = {f},....,f;} CA™ com f; #0,1 <i<s
Saida: G = {g;,...,g,} base de Grébner para (fi,... f)
Inicializagao : G:=F , G :={{f,,f;} ; fi #f;, € G}
Enquanto G # () faga

escolha algum {f, g} € G

G:=G\{{f g}}
S(f,g) -, h
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Se h # 0 entao
G :=GU{{u,h}; Vue g}
G :=GU{h}

6.2 Apéndice B: Um Estudo do Diagrama de Raizes

Nesta secao vamos fazer um estudo sobre o diagrama de raizes. Veremos como fazer sua
construcao e como podemos relacionéd-la ao semigrupo de Weiertrass, se podemos dar uma
relacao de equivaléncia entre diagramas, dentre outras questoes. Para comecar vejamos,

passo a passo, como ¢é feita sua construcao.

6.2.1 Como se constréi um diagrama de raizes

Seja C'= C(D,G) um cédigo de Goppa geométrico. Para se definir um diagrama de raizes
relacionado a C' é necessario que C' possua um automorfismo o que fixe D e GG. Assim o
diagrama de raizes D(C, o) de C é associado a 0. A construgao de tal diagrama é feita da

seguinte forma.

1° Passo: Seja C' com o automorfismo o, assim, através de o, podemos associar C' a um
submédulo C' do médulo livre F,[t]" (veja secao 1.0.2 no capitulo 1), onde r é o nidmero de
érbitas, Oy, ..., O,, geradas por o quando aplicado aos pontos de Supp(D).

2° Passo: Verificar que as raizes de t/9 — 1 = 0 sdo distintas, onde i = 1,...,7.

3° Passo: O submdédulo C' possui uma base de Grobner diagonal com r elementos, ou

seja, uma base do tipo

g = {glv"'agr}
onde, para cada i, g; = (0,...,0, gii)(t)), ggl(t), . ,g,(«i)(t)).
4° Passo: Seja F; = {1, q, a? ...,a97?}. Paracadai=1,...,r, olhamos para as rafzes

de t19 — 1 = 0 que estdo em [y e colocamos um quadradinho em cada uma delas.
5° Passo: Vemos quais sdo as raizes de #1911 — 1 = 0 que também sio raizes de gl-(l) (t) e
marcamos, com um X, os respectivos quadradinhos. E; assim, a ¢-ésima linha do diagrama

de rafzes D(C, o) esta construida.
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Questao 6.2.1. Podemos comparar diagramas de um cédigo C' com diferentes automorfis-
mos?

Vejamos. Seja C' um c6digo sobre F, com dois automorfismos o e o/, onde, sem perda de
generalidade, |o| < |0’|, com |o| e |o|" dividindo ¢ — 1. Assim C' é associado a um submdédulo
C por o, e associado a um submédulo c’ por o’.

Pela forma como C e C' sdo construidos a partir de C' temos que eles possuem um mesmo
nimero de elementos (geradores), e portanto a complexidade do algoritmo de Buchberger
para se encontrar as bases de Grobner G e G’ para este mddulos é praticamente a mesma,
assim como transformacao destas bases em bases diagonais, para ver isto basta olhar para a
demonstracao da proposigao 6.1.10.

A primeira diferenca relevante entre os dois automorfismos na construcao do diagrama
serd o numero de drbitas. O automorfismo ¢ possui um menor nimero de drbitas e levara
vantagem sobre o/ quanto ao nimero de elementos de sua base diagonal, pois este nimero
(%)

serd menor, porém os graus dos elementos g, (t) serdao maiores e consequentemente pode se
tornar mais dificil a obtencao de suas raizes, que é uma desvagem de o. Assim concluimos
que a complexidade na construgao do diagrama serd praticamente a mesma para os dois

automorfismos.

Para cédigos Hermitianos podemos fazer um outro tipo de construgao, sem utilizar a

base de Grobner. Tal construgao é feita da seguinte forma:

e Para cédigos Hermitanos pontuais C(D, aP.,):

I : Utilizando o automorfismo o € Aut(C), de ordem m? — 1, dado por: o(z) = ax

e o(y) =a™y.
Este automorfismo decompde os m? pontos de D em m + 2 6rbitas, e, assim, teremos

m + 2 linhas no diagrama D(C, o), que serao preenchidas da seguinte maneira:

1° Passo: Para cada i = 1,...,m + 2, olhamos para as raizes de t/% — 1 = 0 que estao

em [* , e colocamos um quadradinho em cada uma delas.

2° Passo: Olhamos para o valor de a e, temos:
1) Parai <m+1. Sea < (i — 1)(m? — 1), entdo a i-ésima linha do diagrama de raizes
é toda preenchida (com marcas X). E, se a > (i — 1)(m? — 1) + m? + (m — 2)(m + 1), entdo

a i-ésima linha do diagrama de raizes é vazia (nao tem marcas X).
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2) Para 1 < i < m (analogamente se faz para i = m+ 1 e i = m + 2) e a no seguinte
intervalo:
(i—1m*—1)<a<(i—1)(m*=1)+m*+ (m—2)(m+1)
Entao, a i-ésima linha do digrama de raizes nao é nem vazia, nem totalmente preenchida.
Sendo A; o conjunto das raizes maracadas na i-ésima linha do diagrama de raizes, o
complementar de A; é o conjunto de elementos o™ € Fy tal que k = r + s(m + 1), onde
0<r<m,0<s<m-—-2erm+s(m+1)+(i—1)(m?) <a.

m—1

IT : Utilizando o automorfismo 1 € Aut(C), de ordem m+1, dado por: n(z) = ™ 'x
eny) =y.

O automorfismo 1 decompde os m® pontos racinais de X,,, em m? érbitas, sendo m(m —1)
de comprimento m+1 e m de comprimento 1. Logo teremos m? linhas no diagrama de raizes
D(C,n), que sdo construidas de uma maneira semelhante a de o, sé com intervalos diferentes

de a. Esta construgao ¢ feita da seguinte forma:

Mais uma vez o primeiro passo sera:
1° Passo: Para cada i = 1,...,m?, olhamos para as raizes de /% — 1 = 0 que estdo em

[* » e colocamos um quadradinho em cada uma delas.

2° Passo: Olhamos para a e temos:

1) Parai < m(m—1). Sea < (i—1)(m+1), entdo a i-ésima linha do diagrama de raizes
é totalmente preenchida. E, se a > (i — 1)(m + 1) + m?, entdo a i-ésima linha do diagrama
de raizes ¢é vazia (ndo tem marcas X).

2) Param(m—1)+1 <14 < m?, temos que |0;| = 1, logo teremos apenas um quadradinho,
que serd embaixo do 1 que é a tinica raiz de t —1 = 0. Assim se a > (i — 1)(m + 1), entdo a
linha ¢ sera vazia.

3)Sei<m(m—1)e(i—1)(m+1)<a<(i—1)(m+1)+m?

Entao a i-ésima linha do diagrama de raizes nao é nem vazia nem totalmente preenchida.

Sendo M o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama de raizes, o

* .
m2)

complementar de M é o conjunto M¢ = {a % € F
merm+ (i—1)(m+1) <a}.

tal que k = r(m — 1), com 0 < r <

Vemos que estas construgoes do diagrama de raizes sao mais faceis, ja que basta olhar o
valor de a e compara-lo a certos valores, e ndo é necesséario encontrar uma base de Grobner

para C.
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Também podemos fazer uma construcao deste tipo para cédigos Hermitianos n-pontuais
C(D,aPy + bPy + 1Py, + ... + cyn2Ps, ,) (com 2 < n < m+ 1), onde P, é 0 tnico
ponto no infinito, /4 é a origem, e para cada j = 1,...,n — 2, B, € O, onde k; €
{mm—-1)+1,...,m* -1}, que é P, = (0,a) e Oy, onde |Oy,| = 1.
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6.2.2 QOutra interpretacao para encontrar o conjunto de raizes
sobre a linha ¢ do diagrama de raizes de um cdédigo

Hermitiano pontual

Nesta secao vamos fornecer uma outra interpretagdo, utilizando o semi-grupo de Weier-
strass H(Px) para a curva Hermitiana, para encontrar as raizes marcadas sobre a linha ¢
do diagrama de raizes de um cddigo Hermitiano pontual C(D, aP,,) sobre F,,2 com o au-
tomorfismo o, de ordem m? — 1. A base para tal interpretacao sao os resultados obtidos por
J. Little et al. em [14].

Antes de comecarmos a falar desta nova interpretagao daremos os resultados obtidos por

J. Little et al. em [14], que s@o os seguintes:

Teorema 6.2.2. Considere o diagrama de raizes do cddigo Hermitano Cr(D,aQ).

(1) Sejai <m. Sea > (i—1)(m?—1), entio a i-ésima linha do diagrama de rafes para
0 cddigo nao € totalmente preenchida.

(2) Sejai <m. Sea> (i—1)(m*—1)+m?*+ (m—2)(m+1), entdo ai-ésima linha do
diagrama de raizes € vazia.

(3) Finalmente consideremos o caso i = m+ 1. A (m + 1)-ésima linha do diagrama de

raizes nao € toda preenchida se a > m(m?—1). E ela é vazia se a > m(m?*—1)+(m—2)(m+1).

O proéximo resultado é onde baseamos nossa nova interpretagao. Através dele construimos

uma outra forma de encontrar as raizes marcadas na i-ésima linha do diagram.

Teorema 6.2.3. Sejam 1 < i < m e a no sequinte intervalo:
(i—Dm*=1)<a<(i—1m*=1)+m?+ (m—2)(m+1)

entdo a linha i do nosso diagrama ndo € nem totalmente preenchida, nem vazia. Sendo M;
o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama, o complementar de M;, ou
seja, Mf é o conjunto dos elementos a™" € F*, tais que k = r+ s(m+1), 0 < r < m,

0<s<m-—2,erm+s(m+1)+(Gi—1)(m*>—-1)<a.

Observacao 6.2.4. Note que para todo a dado, existe no maximo duas linhas do diagrama

que nao sao totalmente preenchidas, nem vazias.
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Para vermos isto primeiramente notemos que se j; € jo, com j; < ja, sao tais linhas,
entdo pelo terorema 1.2 (j; — 1) (m? —1) <a< (1 —)(m* =1 +m?*+(m—-2)(m+1) e
(jo—1)(m*—1) <a < (jo—1)(m*—1)+m*+ (m—2)(m~+1), se existe i entre j; e jo, entao
(i—1)(m*—1)<a< (i—1)(m*—1) +m?+ (m —2)(m + 1) e consequentemente a linha i
também n&o serd totalmente preenchida, nem vazia. Portanto concluimos que as linhas do
diagrama que nao sao totalmente preenchidas, nem vazias, sao consecutivas.

Agora suponhamos que existem trés linhas do diagrama que nao sao totalmente preenchi-

das, nem vazias. Sejam j,j + 1 e j + 2 tais linhas. Assim a estd nos seguintes intervalos:

G-—Dm?*—=1)<a<(G—-1)m*=1)+m>+(m—2)(m+1)
jm?* = 1) <a<jm?*—1)+m?+ (m—2)(m+1)
G+1Dm* =1) <a< (G+1)(m* = 1) +m® + (m —2)(m +1)

mas (j +1)(m* —1) = (j —1+2)(m* = 1) = (j — 1)(m* = 1) +2m* =2 > (j — 1)(m* —
D+2m?*—2—-m=(j —1)(m*> — 1) + m* + (m — 2)(m + 1) que é uma contradigao, pois
temosa < (j—1)(m?* —1)+m?+(m—2)(m+1) < (G+1)(m*—-1)ea> (j+1)(m*-1).

Portanto nao podemos ter trés ou mais linhas deste tipo em nosso diagrama.

Observagao 6.2.5. Observamos que m? — 1 = [F* .| = |o| e (m —2)(m+1) = 2g — 2, onde g
é o género de nossa curva. Estes fatos podem ser importantes para estudarmos o diagrama

de de raizes para outro tipos de codigos.

A nova interpretacao:
m(m — 1)

5 . Sabemos

Seja X, a curva Hermitiana X™"! = Y™ + Y, cujo género é g =
que P, = (0:1:0) é o ponto no infinito de tal curva.

O semi-grupo de Weierstrass, ou conjunto de nao-gaps de X,,, H(Px) em Py, é:
H(Py) = (m,m+1,2m,2m+1,2m+2, ..., (m—1)m, (m—1)m+1,..., (m—1)(m+1) = m?-1,...)

Sejam:
go1 =0
gt =m,gi2=m+1

921 = 2m, ga2 = 2m + 1, go3 = 2m + 2
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Jim-1)1 = (m - 1)mag(m71)2 = (m - 1)m +1,... y Y(m—1)m = (m - 1)(m + 1) =m’—1

m1 = m27gm2 = m2+ 17‘~'7gm(m—1) =m? + (m_ 2)
Jmsvz = (M+1)m+1,gminz = (m+1)m+2,..., gmi1)m-1) = (m+1)m + (m — 2)

Iimt2)3 = (M +2)M + 2, gamyoy = (M +2)m +3,. .., gmt2)m-1) = (M +2)m + (m — 2)

gdem—3)(m—-2) = (2m - 3)m + (m — 3), 92m—-3)(m—-1) = (2m — 3)m + (m - 2)

isto é, nés apenas demos uma notagao para alguns nao-gaps especificos. Isso serd im-

portante para explicar nossa interpretagao. Seja T o conjunto formado por estes nao-gaps
(m—1)(2+m)
5 +

—1 =m?—2. Note que se a linha 7 do diagrama nao é totalmente preenchida,

citados acima menos {gm—1ym = m? — 1}. Tal conjunto tem ordem 1 +
(m—2)(m+1)

2
entdo esse ntimero , m? — 1, é o niimero maximo de raizes marcadas em tal linha, ou seja

podemos preencher tal linha com no méximo m? — 1 rafzes marcadas.

Agora sejam:
8oz =1,803=2,...,8om =m—1
giz=m+2,gu=m+3,...,8m=2m—1

g24:2m+37g25:2m+4a"'>g2m:3m_1

g(m-3)(m-1) = (m - 2)m -2, g(m-3)m = (m - 2)7’)’L -1
gm-2)m = (m—1)m —1
que sao os gaps menores que m? — 1.

Definimos a seguinte ordem para os g;; e gj;:
Gij > Grs & j>sorj=sandt>r

analogamente para os gi; > Ers-
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Utilizando esta ordem construimos um conjunto ordenado 7" da seguinte maneira: Primeira-
mente tomamos go; = 0, depois tomamos, em ordem decrescente, os non-gaps menores que

m? — 1, e finalmente tomamos, também em ordem decrescente, os gaps. Assim temos:
T := {07 9Jim—1)(m—1)s Y(m—2)(m—1)s (m—1)(m—2)s J(m—2)(m—2)s Y(m—3)(m—2)» - - - s Y(m—1)1, Y(m—2)1, - - -, 911,
g(m—-2)m; E(m-3)m, - - -y B0m) Em—3)(m—-1) E(m—4)(m—1), - - - ; E0O(m—-1), - - - ; 813, 803, o2 = 1}

Feita estas construgoes podemos comegar nossa nova interpretacao para o teorema 1.2.

Seja a no intervalo:
(i—1)(m?*—1)<a<(i—1)(m*—=1)+m?*+ (m—2)(m+1)

e seja M{ o conjunto dos elementos o™ € F*, tais que k = r + s(m + 1), 0 < r < m,
0<s<m-—2erm+sm+1)+(i—1)(m?*-1) <a

Tomemos a' = a — (i — 1)(m? — 1), entdo @’ < m? + (m — 2)(m + 1). Agora vejamos
quantos nao-gaps ¢;; € T sdo menores ou iguais a a’. Seja n este numero. Assim tomamos
os n primeiros elementos do conjunto ordenado 7', suponhamos 0, ay, as, .. ., a,_1. Com isso

podemos construir M{ sa seguinte maneira:
c __ 0 _ al az A —
Mf={a"=1,a",a%, ... a"™ '}
E portanto o conjunto M; das raizes marcadas na i-ésima linha serd F* , \ M;.
Exemplo 6.2.6. Daremos agora um exemplo de como funciona nossa interpretagao. Seja

m = 5, Assim temos X5 dada por X® = Y5 + Y. Let a be a generator for F%,. Entao

Fi = {1,a,0?, ..., a%}.
Seja a = 80. Vejamos como é feito o diagrama de raizes para o cédigo Cp (D, aPy,) sobre
Xs.

Aqui temos:
7 :={0,5,6,10, 11,12, 15,16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 31, 32, 33, 37, 38}

e o conjunto ordenado

T :={0,23,18,22,17,12,21,16,11,6,20, 15,10, 5,19, 14,9, 4, 13,8,3,7,2, 1}
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e Para a linha 1, que é, 1 = 1, temos:
(i—1)(m*—1)=0<aand (i—1)(m*—1)+m?*+(m—2)(m+1) =25+3.6 =43 < a = 80

assim, pelo teorema 6.2.2, temos que a linha 1 do nosso diagrama é vazia.

e Para 7 = 2 temos:
(i—1)(m?*—1)=24<aand (i —1)(m* —1)+m>+(m—2)(m+1)=67<a

assim, pelo teorema 6.2.2, a linha 2 do diagrama também serd vazia.

e Para:1=3:
(i—1m*—1)=48<a=124< (i —)(m* = 1) +m? + (m —2)(m + 1) =91

logo a estd no intervalo do teorema 6.2.3. Assim seja a’ = a—(3—1)(5%—1) = 80 —48 = 32,
logo @’ = 32. Olhando para T vemos que 20 de seus elementos sdo menores ou iguais a a’ =
32. Os 20 primeiros elementos do conjunto ordenado 7 sao {0, 23, 18,22,17,12,21, 16,11, 6, 20, 15, 10, 5,
e assim M§ = {1,a®,a'® a?? ... a®}. Portanto Mz = Fj3; \ M§ = {a,a? a® a"}, e temos

que as rafzes marcadas na linha 3 serao {a, a?, a3, a’}.

e Para 7 = 4 temos:
(i—1Dm*—1)=72<a=80<(i—1)(m*—1)+m?>+ (m—2)(m+1) =115

e novamente a estd no intervalo do teorema 6.2.3. Assim seja @’ = a — (4 — 1)(5* — 1) =
80 — 72 = 8, logo a’ = 8. Olhando para T vemos que 3 de seus elementos sao menores ou
iguais a @’ = 8. E os 3 primeiros elementos de 7T sdo {0, 23,18}, e temos M = {1, a3, a!®}.
Portanto My = F3; \ M§ = {a,a?,...,a'7, o' a? a?! a?}, que sdo as 21(= |My]) raizes
marcadas na linha 4.
e Parai1=>5,6:
(i—1)(m*—1)=4.(25—1) =96 > a = 80

portanto, pelo teorema 6.2.2, as linhas 5 e 6 sdo totalmente preenchidas.

Questao 6.2.7. Poderiamos fazer algo similar utilizando o automorfismo 7?
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Sim, vejamos.
m

QiR 1)y

D

No caso do automorfismo 7 conseguimos funcées B, ;(z) = H(x -
k=1
sendo M o conjunto das raizes marcadas na i-ésima linha do diagrama de raizes D(C,7), o

complementar de M é o conjunto M® = {a™" € F*,; tal que k = r(m — 1), com 0 < r <

merm—+ (i —1)(m+ 1) < a}. Mais ainda, temos o seguinte resultado:

Teorema 6.2.8. Considere o diagrama de raizes do cddigo Hermitiano Cp(D,aPs).

1) Sejai < m(m—1). Sea > (i—1)(m+ 1), entao a i-ésima linha do diagrama nao é
totalmente preenchida.

2) Sejai <m(m—1). Sea> (i—1)(m+ 1) +m?, entio a i-ésima linha do diagrama é
Vazia.

3) Para m(m—1)+1 < i < m?, temos que |O;] = 1, logo teremos apenas um quadradinho,
que serd embaizo do 1 que é a unica raiz de t —1 =0. Assim se a > (i — 1)(m + 1), entdo

a linha i serd vazia.

Novamente construimos um subconjunto m de H(Poo) composto por elementos
de H(Poo) que nao sao miltiplos de m + 1 e que sao menores que m?, que serdo somente os
m (incluindo o 0) primeiros elementos da primeira coluna do semi-grupo H (P,,), isto pois o
lado direito da desigualdade a’ < m.m, onde @’ = a — (i — 1)(m + 1), nao depende de m + 1

e temos m.m = m?.

Agora vemos quantos elementos de H, (FPoo) sdo menores ou iguais a a’ = a—(i—1)m(m+
1). Sendo n esse nimero, vamos até o conjunto R;{1,a™ 1, aQ?m=1) ,am(m_l)}, formado
pelas rafzes de t1% — 1 = 0, para 1 < i < m(m — 1), e excluimos n de seus elementos na

(m=1)(m=1) "¢ assim sucessivamente até

seguinte ordem: primeiro 1, depois o™V, depois a
o dltimo que serd a™!. O restante,|R;| — n, serao as raizes marcadas na i-ésima linha do
diagrama.

Para os demais valores de i, ou seja, m(m — 1) + 1 < i < m? temos % — 1 =¢ — 1 que

possui somente o 1 como raiz e assim s6 temos que analisar a parte 3) do terorema 6.2.8.

Exemplo 6.2.9. Seja m = 4, com o!'® = 1. Assim teremos o seguinte automorfismo:

n(z) =’z nly) =y

Portanto |n| = 5 e teremos 16 érbitas, sendo 12 de comprimento m + 1 = 5 e 4 6rbitas

de comprimento 1.
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Para 1 <17 < 12 temos t'oi‘_lzts_l, logo R; = {1,a'2,a°,a% a3}, onde obviamente cada

raiz tem multiplicidade 1.

Sabemos que H(P,) é dado por:

0
45
8910
121314 15
Logo H,(Poco) = {0,4,8,12}.
Para a = 35 construimos o seguinte diagrama de raizes para o coédigo Hermitiano
CL(D,35P,).

Linhas 1,2,3,4: Parai=1,2,3,4 temos a > (i—1).5+ 16, logo pelo item 2) do teorema

2 temos que as linhas 1,2, 3,4 sao vazias.

Linha 5: Para i = 5 temos 20 < 35 < 36, assim tomando a’ = a — 20 = 15 vemos que 4

elementos de H,(Poo) sao menores ou iguais a @’ = 15. Assim sé marcaremso o® na linha 5.

Linha 6: Para i = 6 temos 25 < a < 41, logo a’ = a — 25 = 10, e temos 3 elementos

3

de H,(Poo) que sao menores ou iguais a a’ = 10. E assim marcamos o e a® na linha 6 do

diagrama.

Linha 7: Para i = 7 temos 30 < a < 41, logo '’ = a — 30 = 5, e temos 2 elementos de
H,(Poo) que sdo menores ou iguais a a’ = 5. E assim marcamos o®, a® e o’ na linha 7 do

diagrama.

Linha 8: Para ¢ = 8 temos 35 < a < 41, logo @’ = a — 35 = 0, e temos somente um

3 6 9 12

elemento de H, (Poo) que é menor ou igual a ' = 0. E assim marcamos o’, a®, a” e o' na

linha 8 do diagrama.
Linhas 9,10,11,12,13,14,15,16: Para i = 9,10, 11,12,13,14, 15,16 temos a < (i —
1).5, logo tais linhas sao totalmente preenchidas, sendo que as linhas 9,10, 11,12 possuem

5 quadradinhos, um para cada elemento de R;, e as linhas 13,14,15,16 tém somente um

quadradinho, que é embaixo do 1.

Assim teremos o seguinte diagrama:
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Linha | 1 | a® | a® | & | o!?
1

2

3

4

5 X

6 X | X

7 X | X | X

8 X | X[ X ] X
9 X | X[ X ] X
10 XXX ] X
11 X[ X | X ]| X
12 X | X | X | X

—
W

—
ot

3
R PR PR R ]| K] e

—
=)

Conclusao:

Fixemos as seguintes notacgoes:

|O;| = ordem da 6rbita O;;

Xo, = nimero de coordenadas X diferentes na 6rbita O;;

Yo, = numero de coordenadas Y diferentes na érbita O;;

Apés estudarmos o comportamento do diagrama de raizes de um codigo Hermitiano
CL(D,aP,) com estes dois diferentes tipos de automorfismos, conseguimos expressar o dia-
grama de raizes da seguinte forma:

1) Se a < (i — 1).Jautomor fismol|, entao a i-ésima linha do diagrama ¢é totalmente
preenchida;

2) Caso Xop, e Yo, nao sao miltiplos nenhum do outro, se a > (i — 1).|automor fismo| +
(Xo, — 1)m.+ (Yo, — 1)(m + 1), entao a i-esima linha do diagrama ¢é vazia.

Caso Xo, e Yp, sejam miiltiplos, ou seja, Xp, = ¢.Yp,, entdo se a > (i—1).|automor fismo|+

(c—1)m. + (Yo, — 1)(m + 1), entdo a i-ésima linha do diagrama ¢é vazia.
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3) No caso em que a estd entre as desigualdades dos itens anteriores, entdao a i-ésima
linha do diagrama nao sera nem vazia nem totalmente preenchida, e assim construimos os

seguintes conjuntos:
e Seja R; o conjundo formado pelas raizes de t1% — 1 = 0.
® Huiom(Ps) composto por elementos de H(Px) e formado da seguinte maneira:

1°Caso: Quando (X, — 1) e (Yo, — 1) sao nao nulos, caso de 0. Assim as funcoes B, ;
dependem de x e de y.
Sabemos que os elementos de H(Py) sdo da forma rm + s(m+ 1), incluindo o 0. Neste caso
tomamos Hgytom(Pso) como sendo o conjunto formado pelos elementos h = rm + s(m + 1)
de H(P,) tais que s < (Yo, — 1) e que sao menores que (Xp, — 1)m. + (Yo, — 1)(m + 1), ou
no caso de o, menores que (¢ — 1)m. + (Yo, — 1)(m + 1), onde Xo, = c.Yp,.

2°Caso: Serd quando (Yp, — 1) = 0, caso do automotfismo 7. Assim as fungoes B, ;

dependem apenas de z. E formaremos Hyom(Ps) pelos elementos h = rm + s(m + 1) de

H(Py), com s <0 =Yy, — 1, ou seja, s = 0, e que sejam menores que (Xp, — 1)m.

Com estes dois conjuntos em maos tomamos a’ = a — (i — 1.|autom.|) e vemos quantos
elementos de Hyytom(Pa) $80 menores ou iguais a o/, sendo n esse nimero, vamos até R; e
excluimos n de seus elementos em ordem. Assim marcaremos sobre a linha ¢ do diagrama

os |R;| — n elementos que restaram em R;.

Questao 6.2.10. Poderiamos fazer algo semelhante para cédigos Hermitianos bi-pontuais,

ou seja, construir suas linhas através de seu semi-grupo de Weierstrass?

6.2.3 Associando diagramas a codigos

Dado um diagrama D, como na definicao 2.0.34, podemos associd-lo a um determinado
codigo C'(D,G)?

A resposta é sim se este diagrama D satisfaz algumas condigoes.

1°) Se o numero de lugares vazios de D é igual a dimensao de C(D, G);
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2°) Se existe 0 € Aut(C') tal que o nimero de linhas de D é igual ao nimero de drbitas
|O;| geradas por o, agindo sobre os pontos de D. Mais ainda, as raizes de %l — 1 =0 tém
que ser distintas em F7;

3°) Se os quadradinhos na linha i do diagrama estdo abaixo das raizes de t/%! — 1 = 0;

4°) E, por fim, se existe uma base de Grébner diagonal de C' tal que as marcas da linha

i estdo sobre as raizes de g” (1).

i

Esta analise é feita baseada na defini¢do e construgao de um diagrama de raizes dada na

primeira secao.
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