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Resumo

Neste trabatho, estudamos as singularidades simétricas de campos veto-
riaig reversiveis sobre um espaco de dimensao trés, € tal que a dimenséo do
sspacae de pontos fixos da involucdo associada é dois. Apresentamos todos os
tipos topoldgicos de singularidade simétricas de codimensao zero, um e dois,
¢ suas respectivas formas normais, usando a nogao de CV—equivaléncia.
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Introducao

{J objetivo deste trabalho € estudar localmente as singularidades simétricas
de campos vetorials reversivels em dimenséo 3.

Este estudo se desenvolve ac longo das linhas gerais propostas ne pro-
grama de Thom-Smale restrite a campos vetoriais reversiveis, Isto &, para
tal classe se estuda primeiramente aguela subclasse constifuida pelos campos
vetoriais estruturalmente estaveis e posteriormente a estabilidade de familias
a k-parametros, com k = 1,2, ..

A abordagem adotada neste trabalho segue a linha de pesquisa estabeleci-
da por {Sotomayor [20]) e {Setomayor-Teixeira,21}), através da reformulagao
do problema original em termos de campos vetoriais definidos em variedades
com bordo.

Seja X um germe de um campo vetorial de dasse Cr, definido em [JR™, ).
Seja @ um germe de uma involugdo de classe »L-" [fR"ﬁ 0); isto é, » & um
germe de um difeomorfismolem 0) de classe C® e pop = Id.

Denotemos por § = Friz{y}, o conjunto dos pontos fixes da involugdo
Por {Sevryuk,{18]), sabemos que, 5 é uma subvariedade de (/" 0).

Dizemos que X & p—reversivel do tipo {n, k) se valem as seguintes con-

digdes:

e
fam—
e

{i} .,‘_ _. pe _.,4"'(’;
(2} dim 5 =k



Seja 1 o espano de germes de campos vetorials, em U, o — reversiveis sobre
3 e - vy . . ; . o
7, de classe 7, r > 3, onsideremos (¢ munide da topologia O,

Seia ptal que X{p) = 0. Be p € 5, entao dizemos gque p ¢ uma singulari-
dade simélrica. Caso contrario, p é uma singularidade assiméirica. (Jualguer
cutro ponto em (R, 0) 8 um ponto regular de X

Na teoria de sistemas dinamicos, & importancia da reversibilidade foi
primeiro notada por Birkhoff{[6], 1913}, que a usou no estudo de problema
restritc de trés corpos. Kim sistemas mecdnicos, as equacdes de movimento
podem ser deduzidas de um Hamilteniano, H{p, ¢}, que é a energia funcional
definida no espage de fase com momentum e coordenadas de posicio (p, g).
Tal sistema é w—reversivel do tipo (2n, n} quando

Hip,q) = H{-p,q)

onde a involucde associada € dada por
e(p.g) = (=p:q)-

Devaney({i7}}, trabalhou com campos vetoriais do tipo {2n,n), € demonstron
um Teorema de Kupka-Smale para campos vetoriais reversiveis.

O trabalho de Devaney, provocou um crescente interesse por sistemas
dinamivos reversiveis. Arnol'd e em particular Sevryuk, discutiram extensdes
dos resultados dos sistemas Hamiltonianos para os reversiveis{tais como Teo-
ria KAM). Neste contexto mencionamos o trabalho de Vanderbauwhede ({271,
1990} sobre bifurcacio subharmonica{subharmonic branching). Arnob’d {4,
1984} e Sevryuk ({18] 1936), trabatharam com campos vetorials fracomente
reversiveis, ou selam, s30 campos vetorials que satisfazem a equacgdo (1},
mas o difeomorfismo ¢ nao precisa ser necessariamente uma involugao,

Mackay{{10]), no inicie dos anos 30, obteve resultados interessantes en-
volvendo renormalizacao de aplicagoes que preservam area e sistemas re-
versivels. Lamb{{9]}, em sua fese estudou sistemas reversiveis sob diversos
aspectos. Além de muitos exemplos, ele exibiu formas normals de sistemas
3. Na lteratura

reversivels usando as téenicas desenvolvidas por Takens{]

prnicnntramoes um leque enorme de exernplos e aplicagdes envolvendo sistemas
reversivels, Sugerimos ao leitor para mals detalhes e conexdes com outros
problemas o trabatho de Roberts e Quispel em ({{17],1002).



Neste trabatho classificaremos genericamente, via equivaléncia topoldgics,
familias locals & 2-parametros de campos de vetores reversiveis do tipo (4,2}
numa vizinhanga de um ponto critico simétrico.

Em (Teixeira. 126}, é desenvolvida nma téenica que classifica, de uma
forma simples, as singularidades simétricas de campos vetorials reversiveis
do tipo (2,1}, Neste trabalho, seguimos esta idéla 2 nosso principal objetive
¢ classificar as singularidades, as quais ocorrem genericamente em familias a
dois parametros de campos vetoriais reversiveis sobre [R°. Esta técnica con-
siste em, primeiramente, efetuarmos uma mudanca especial de coordenadas
numa vizinhanca da singularidade simetrica e entac dirigir a analise ao es-
tudo do confato entre um sistema geral e uma subvariedade de codimensio
um de JR®. Descrevemos o comportamento da singularidade e estabelecemos
uma relagdo enfre estas singularidades, as quals emanain do contato entre
o campo vetorial e a superficie simé{rica original. A principal razao do uso
desta técnica ¢ que a teoria do contato fornece ferramentas geométricas muito
1teis.

Neste trabatho, apresentamos todos os tipos topoldgicos de singularidades
simétricas de campos vetoriais reversiveis do tipo (3,2} de codimensdes 0,1
e 2, suas C%—formas normais e respectivos desdobramentos versais, Assim,
geramos uma lista completa de modelos topoldgicos locais para todas as
possiveis familias genéricas & 2-parametros de campos vetoriais reversiveis.

Para atingirmos este objetivo, estendemos o estudo de campos vetord-
ais definidos em variedades de dimensao trés, com bordo de dimensao dois,
iniciado em (Sotomavor-Teixeira, (211), classificando os campos vetorials de
codimensao dois. Completamos o nosso estude, usando a simetria e reversibil-
idade dos campos vetorials reversivels,

Mencionamos gue um campo vetorial de codimensao zero tem uma curva
regular ¥ de pontos criticos em &, Esta curva pede ser vista como uma
famflia & 1-pardametro de campos vetorias planares, no sentido que o espago ¢
folheado por planos invariantes tais que wma das segnintes situagoes ocorre:
{1} qualquer ponto critico ¢ uma sela hiperbolica ¢ cada folha é transversa
A~ [H1) qualquer ponto orftice é do tipo Eliptico e cada folha é transversa
a v {7} a famiia & um desdobramento genérico de uma cispide reversivel
{Medrado-Teixeira, {111}, de tal forma gue na cispide, o contate enire a folha
e v ¢ quadratico.{veja fgura 0.1) Tal fato é provado no Capftulo 3.



Figura 0.1: Singularidades Codimensio Zero

Iste trabalko, estd composto de quatro capitules, além da presente in-
trodugao, onde apresentamos apresentamos os resultados principais: Teo-
rema A, Teorema B e Teorema C, que serao demosntrados nos capitulos sub-
sequentes. No Capitulo 1, estabelecemos a notacio e definimos a mudanca de
coordenadas fundamental para o desenvolvimento deste trabalho. Esta mu-
danga de coordenadas, faz a conexdo entre os campos vetorials Reversivels
¢ o8 campos vetarials definidos em variedades com Bordo. No Capitulo 2,
demonstramos o Teorema A. No Capitulo 3, demonstramos o Teorema B. No
Capitule 4, classificamos as singularidades de codimensao 2 de campos veto-
riais definidos em variedades de dimensio 3 com bordo. A seguir, exibimos
as C%— formas normals, os Diagramas de Bifurcacio. de campos vetoriais
reversiveis, e provamos o lenrema O



0.1 Resultados Principais

(0 conceito de estabilidade estrutural em O vem da seguinte definiclo .

Definigdo 0.1

Dizemaos que dois carmpos vetorinis Xy e Xy em ) sio OV — equivalentes,
se existe wn hemeomorfistmo de RS em IR, gue aplica trajetdrias de X, em
traojetoras de Xo preservando o sentido dos mesmos.

Denotamos por vy o conjunto dos elementos em £ os quais sdo estrutu-
ralmente estaveis.

Teorema A

(i) vy ¢ aberto e denso em {1
(it} X & 11 se somente se X é 0 — equivalente & uma das seguintes formas
nOrais:

{0.0) Ponio Regular: X{x, v, 2) = {0,0,1);
{0.1) Tipo Dobra Sela: X{zr,y,2) = {2,0, 1z}
{0.2) Tipo Dobra Eliptico: X(x,y, 2) = (2,0, ~ 1)
{0.3) Tipo evspide: X{z,y,2) = (2,0, 3(y + z9)).

Denotamos por 1y o conjunto dos elementos em {1 os quais sdo estrutu-
ralmente estdvels relative & 37 = 0 — 1.

Consideremos o espago € dadeo por:

By = {v:(~z,2) — 1) de classe C'}

munide da Topologia (7



Teorema B {Classificagio singularidades de Codimensao 1)

{1} 1 & uma subvariedade de codimensdo 1 em ) ¢ denso em (0

(i) Consideremos ¢ conjunte [, dado por:

[y = {v £ 8 tal que v é transversal & 14 }.

Entao, qualquer v € I'1 é (P—equivalente 4 wma das seguintes formas

NOrniais:

{1.0} Todos os tipos listados no Teorema A;

(az +hy+c2®+ o)), com {a,b,¢) =

b+

{(1.1) L 1.1-Né X, (x,¥, 2} = (azz, byz,
5(3,2.1). ¢ 6 = +1;

{(1.2) L 1.2-Né N, (z.y, z) = {azz, byz, s (ar +by-+tez? +a)), com {a, b, c) =
8(1,3,2), e & = £1;

(1.3) L L.3-N& X, (r,y, 2} = {azz, byz, j{az +by+cz?+a)), com (a, b, ¢} =
8(1,2,3) e d = &1,

(1.4) Sela X.(r.y.2) = (zz, 2z, 3z + 2y ~ 2* + a));

{(1.5) Foco 1 X, (x.y, 2} = {{~x + y)z, (~z ~ y)z, 5(-3z —y + 2* + a));
{1.6) Lips X.(r.y, 2} = (2,0, (32 + 3 + a));

(1.7} Bec to Bec X, (x,y, 2} = {z,0, %(—3;&'2 — %)),

Denotamos por 1y o conjunto dos elementos em {I o3 quais sao estrufu-

ralmente estaveis relativo & Oy = Oy — 14,

Consideremes o espago £, dado por:

By e {v i [~z2) (=22 — £ de classe (1)

munido da Topologia O



Teorema T {Classificagao singularidades de Codimensdo 2)

{i) 172 é uma subvariedade de codimensio 2 em {1 e denso em g

(i) Consideremos o conjunto I'y dado por:
Iy = {7 € G3 tal que v é transversal & 12}

Entio, qualquer € [z é CP—equivalente 4 uma das seguintes formas
normaits:

{2.0) Todos os tipos listados no Teorema B;

(2.1) Sela-né X, 5(r.y,z) = (z(e{z +y)* + o), 2{z — ), 33z +y — 247
e(x +y)" + 8))

{2 2) Hﬂ?f f}k 3{3:;3?1 Z} (“& J+$( IQ“U2))?£($+y(&—hfzmvz_})ﬁ -
3y +22% + (z + Yl — 2° —0?) + B));

(2.3) L 2.1-N& X, 5(z.y. 2) = (azz,byz, Yy +c2? +e{c—2a)% + au+ B8,

com (a,b¢} = §(5,3,1), ses < O, {g,he) = 8{1,3.3), sez > Qe
_ {5 T :i:l‘
{2.4) L. 2. 3~N5 -"(,2 slroy 2} = lazz byz, Hy +e2® + sle—2a)e? b ou+ 3.
com {a, bl =83, 1,5)ed = £1;
(2.3) L 2.5-Né X, 5(z.y,2) = TER- (y—ir-c %—z( —Za)zt + au+ 31},
com {a,bc) = £{1,3,35), se = (} (a,‘bgc:) = §{5,3,1), s8¢ > U e
&= +1:
{2.8) L 2.0-8ela X, a{r.y.2) = {azz, byz?%(y%»u' te{e—2a)x* +ou +w5)},
com {a.b, ¢} = §{(=3,-1,1), se = < 0, {a,b,c} = §{—-1, -3, 1} se £ > )
£ f) e 31
{(2.7) L 2.2-8ela X, s{r.y,2) = (azxz, byz, 3{3; Feztesle—2akr® fou +3)).
com {abool = 81 =31}, sez <0, (0,b ) = 8{-3, ~1, 1), se 2 >0
5 (S e ;@:1



(2.8) Foco 2 X, s(r.y,2) = (axz, (0 — 2ab — 8%)yz + 2ab2® — 2aba®z

Rabeerz, H{—2by 4 (a+ b12® ~ {a+ b + 2002 — ala + b+ oz + D)), com

25

{2.9) N6 Degenerado X, 5{(z.y,2) = {avz +ayz,xz +ayz, %{:ﬁ'vé—-y—}— ez g
Ay, com {z,c) € {§(1,2),6(1, -2} e § = £1;

{2.10) Foco Degenerado X, 3(r,y,2) = arztbyz+ors, —brrt+ayz, {z+
y+az+ 2t fogyt (g —sg)ay+ 8)), com {a,B) € {8(1,2),8(1,-2)},
§=tlesge{l, -1k

(2.11) Foco Tangente 1 X. g(z.y. 2) = {axz + byz, —bvz + ayz, {c2® +

4y +ar+ 8)), com {a,b,c) € {8(1,2,3),81.,2,-3)} e & = &1,

(2.12) Foco Tangente 2 X, {z,y,2) = {azz + bys, —boz + ayz, ;{cz® +
22— y* + ax + 5)), com {a,b,¢) € {8{1,2,3),6(1,2,-3)} e § = £1;

(2.13) Goose X.s(z.y,2) = {20,532 + % +ay + 5));

(2.14) Gull X, 2(x.y,2) = (2.0, 1(4&° + Zry — v + ay + B));

(2.15) Butterfly X, 5(z,v.2) = (2,0, ;{52* + 3ez®y 4+ y + az® + Bx)) com
g = &1

Observacac 0.2 Ndg enigimos continuidade com relaggo aos parémeiros
na ohiencdo das formas normais,

0.1.1 Exemplos

A seguir, apresentaremos dois exemplos para ilustrarmos alguns resulta-
dos desta tese. Notacdes e defini¢des 530 encontradas no capitulo 1.

Exemplo 1 S¢je o campy vetorial p—reversivel X € 8 dade por

[

Nz 2) o= {z{a+ floy, 200, 0,20/2),



onde:
‘r:(?-* i, Z) ""_“'3" {rz,r, _’3)*: £ fé 0 e

w2y 22y » : gy L2k
Je 2% = Loy Mupx 2™

Consideremos 8 = Fix{y} = {z = 0}, Temos entio uma Hnha de pontos
criticos gimétricos Ly dado por

Ly = {{z,y,2) € R® 0lx = z = 0).

Seja a mudanca de varidveis em IR, 0 dada por:
{u,v,w) = {z,y,2°),2 > 0.
Ficamos agora com
Xilu,v,w) = (Vwla + Flu,v,w)), 0, Vww)
que & topologicamente eguivalents A
F=FXy={a4 flu,v,w),0,u},

para w > 0. Consideremos S dado implicitamente por h{u,v,w} = w.

Através desta mudanca de varidvels temos gue, sstudar o campo veto-
rial w—reversivel X € Q & equivalente & estudar o campo vetorial F ¢ &7
definido em /7,0 com bordo 5.

Observermos que F' ndo tera pontos eriticos numa vizithanca do 0, em §
¢ termnos uma lnha de tangéncias das orbitas do campo F com 5, dada por
Fhiue,0) = u =0, cusefp Le = {{u,v,w} € R, 0lu = w = 0} Temos
ainda que ac longo de Ly, F?h £ 0, ou seja as tangéneias siao quadréticas.

Assim pelo Teorema 2.1, temos que F tem codimensao zero em £ e
forma normal C%—equivalente 3 F fu, v,w) = {0,0,u). E, equivalentemente,
X tem vodimens#o zero em {) e forma normal C%—equivalente & X(z.y,2) =
{az,0,2).{Teorema A}

Exemplo 2 Sejo o campe vetorial p—reversivel X € 0 dade por

Xroy. ) = (2 ¢ o) 2y + Play, 20 (0 by - 327)/2),

4



olzy ) = (x5, —-f-*}: »
2!:
ik TR yj

’Eke

Consideremos 5§ = Fix{yp) = {z = 0}. Temos entdo uma ligha de pontos
criticos simétricos Ly dado por

Ly = {{z.y,2) € B Dz = —y, ¢ =0}

Seja a mudanca de varidveis em R, 0 dada por:
{(u, v, w) = {z.9, 2%,z > 0.
Ficamos agora coin
X, v, w) = (Ve + FH (0, 0)), Vi 2y + F v, w)), il + v+ )
gue é topologicamente equivalente &:
Flu,v,w) = F(X) = {{z + fH{u,v,0)), 2y + F2u,v,0)), u -+ v+ 3w),

para w > 0. Consideremos § dado implicitamente por A{w,v,w) = w.

Afravés desta mudanga de varidvels temos que, estudar o campo veto-
rial w—reversivel X € {2 é equivalente & estudar o campo vetorial £ € £
definido em R*.0 com bordo S.

Observemos que F fem um ponto critico hiperbdlico e 0 € 5 com au-
tovalores Ay = 1, 3; = 2, A3 = 3 e 08 antoespacos associados transversais 4 5
em 0. Temos uma linha de tangéncias das drbifag do campo # com S, dada
por Fhiu,v,0) = ntv =0, ouseja Ly = {{n,v,w) € R?Olu = —v, w = 0}
Temos ainda gue ao longo de Ly, FPh # 0, ou seja as tangéncias sio
quadraticas.

Assim pelo Teorema 3.3, temos que F tem codimensio um em £ e

forma normal CP—equivalente & Flu v,w) = {1, 20,0 b0 4+ 3w). B, equiva-
lentemente, X f’mn eodimensio um em O e forma normal C%—equivalente &
Xix,y, 2} = lex, 22y, 2 + y + 3:2% + o). (Teorema B)
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Capitulo 1

Preliminares

Consideraremos sistemas dindmicos gerados por campos vetoriais sobre
variedades com bordo. Por simplicidade, consideramos M mergulhada em
uma variedade tri-dimensional V, sem borde.

Dizemor que dois campos vetoriais X, Y sdo germe equivalentes sobre M
se eles coincidem em uma vizinhanca de M. Um campo vetorial X sobre M
é por definicdo uma classe de campos vetorias germes equivalentes(sobre )

definides em N, Se o campo X tem um representante X de classe €7, 0 <
7 < oo, sobre N, dizemos gue X é de classe {7,

Definimos agora o fuxo de X. Tome o fluxo & de um representante X de
X: & esta definida sobre um conjunto D{X = {{x,#} € N x R, t € I}, onde
7 é um intervalo aberto com extremos o_, wi., 08 quals podem ser infinito.
O fluxoe @ de X é definido por @{z,t) = S{z. t) parax € M et € [{x], onde
I{z} é o intervalo maximal contende 0 para o qual ¢ € M quandot € I{z).
e D{X) ndo dependem do representante X de X Mais ainda, quaisquer dois
representantes de X definem fluxos sobre NV que coincidem numa vizinhanca

de D{X). Temos que ¢ = J|D{X}.

A Orbita vir} de X, passando por » € A & por definigao a imagem de
I{x1 pela aplicagao curva integral o{z) © £ — 2{r. ¢}, Ocbitas 540 orlentadas

pela orientacdo induzida por esta aplicacédo ds orientagio positiva de /().
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Germe de drbitas e germe de trajetoria tem definicbes similares.

Dizemos que dois campos vetoriais X e ¥ sobre M sdo topologicamente
equivalentes s existe um homeomorfismo 2t sobre M, aplicando drbitas de
X em drbitas de Y preservando o sentido dos mesmos,

Estudaremos familias locais numa vizinhanga de (0,0} € R® « R*, on
seja, germes de familias em {0,0). Tal familia local X, sera chamado desdo-
bramento & k— parametros de Xp.

Como o conjunto § = Fiz(p) & uma superficie suave em (JR°, 0}, sabemos
{Teorema Montgomery-Bochner em [13]) que a involugio p é C™—conjugada
& wele,y,2) = (z,9, —z). Observemos ainda que este mesmo resultado €
consequéncia da Proposigao 1.5, Nestas coordenadas, temos que & = {z =

0},

Seja X um campo vetorial{germe de} C7 sobre (IR*, 0} & » uma involugio.

Definicac 1.1

Dizemos gque X € p— reversivel se
Dp(p)X(p) = ~X{¢(p)

para p € (IR3,0).

Fixemos coordenadas em (MR, 0), de tal forma que oz, y, 2) = {2,y ~2)
e denotemos por Q o conjunto de todos campos vetorials p— reversivels sobre
{IR*,0). Nestas coordenadas temos que o conjunto dos pontes fixes de o, 5,
£ dado por § = {z = 0}

Munimos 3 com a topologia L7, com r > 3.

Qualgquer ponto critico de X € §1 sebre 5 £ chamada uma singularidade
simétrica{ou simplesmente, singularidade’ de X caso contrarnio, € uma singu-
laridade assimétrica. Qualquer outro ponto em (R, 0), & um ponto regular

de X,



1.1 Singularidades no Bordo

Seja (1, v, w) um sisterna de coordenadas em {R°, 0).

campos vetoriais C7 sobre M{r > 3) munido com a topologia U7. Denotemos
o bordo de M por 5.

Definicao 1.2

Um ponto p € 5 é uma S— singularidadefou simplesmente singularidade)
de F de E” se Flp) é tangente 4 S em p.

Seja b (JR2.0) — IR dado por A{u, v, w) = w.

Nestas coordenadas o conjunto S — singular de Fem &7 ¢ determinado
pelas seguintes equagdes |

hu,v,) =0 e Fhiu,v,w) =10

Em nosso contexto. as 5 — singularidades de F. sao primeiramente clas-
sificadas por:

(i) Flp) #£0

(ii) p ¢ um pontn critico de F.

0 segundo caso nao acontece genericamente para as singularidades de codi-
mensdo 0, No primeiro caso, a teoria de singularidades ocupa lugar de
destaque na classificagio das singularidades.

Mo decorrer dde nossos argumentos, embora omitidas algumas vezes no
texto, nsamos téonicas conhecidas (Melo-Palis, 112 e Sotomayor-Telxeira,
211Y para determinarmos homeomorfismos locais o8 quais sdo C%— equivaléncias
entre dois campos vetorials definidas numa vizinhanca da fronteira de nma
vegido em [R°. Para {®—equivaléncias entre duas familias de campaos vetori-
ais, n6s néo requeremos continuidade com respeito aos parametros.
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1.2 Sistemas de Coordenadas

A seguir, apresentaremos trés sistemas de coordenadas, os quals serdo

muito 1iteis no decorrer deste trabalho.

O primeiro, usando a definicao de reversibilidade do campos vetorial X,
fazemos uma troca de coordenadas, enderecando a analise das 5— singulari-
dades ao estude de campos vetorlais em variedades com bordo.

Os outros dois sistemas de coordenadas, sko usados na analise dos cam-
pos vetoriais com bordo. Usamos estes para analisarmos as singularidades
Tangenciais {F{p} # 0}.

1.2.1 Mudanga de Coordenadas

A seguinte construgio serd muito 1util ao longo deste trabalho.
seja X em (1. Nas coordenadas acima, a definicdo de um campo vetorial
reversivel iimplica » seguinte forma geral para o campo vetorial X

i
Xir.y,2) = {zf e, 3.5, oy, 2, f’]—(—%%”—k (1.1)

No semi-espago 2z > {, consideraremos

2

U=, V=Y e W=z
Um ealoulo simples mostra que nestas coordenadas X & transformado em:

Xotu, o) = (S o v w), Ve f2 e, v, Yaeglu, v em w > 0

Para z > 0, # ¢ topologicamente equivalente & F = F{X}, onds:
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Fluvowl = (fHu e, w), f2(uv,), glu, vow)) para w > 0

Observemos que F pode ser O — estendido 4 uma vizinhanga completa
do 0. Devido & propriedades de simetria de X{com respeito & involugao
canonica), deduzimos que 6 comportamento de F{X} em (M, 0), determina
completamente o comportamento de X em 0. Assim o problema inicial é
conduzido & analisar o retrato de fase de F em M. A seguir, nao faremos
distingdo entre F e qualguer uma de suas extensées,

Observaciao 1.3 Teixeirn, [26]

Em wm ponto regqular o trajeidria de X € sempre “ortogonal” 4 5. Em um
ponto critico de X, o contate enlre uma variedade invarianie e S decai por um
fator de 1/2 em romparacde com a drbita ou variedade invorignie passando
pelo mesmo ponto. [lustramos este fato, assumindo que {w = u*, k > 0} £
wma variedade invariante de FIX) sobre g regido w > 0. Isto implica gue o
curva z = %% € uma variedade invariante de X sobre z > (.

1.2.2 Fluxo Tubular

Seja F um campo vetorial (% sobre /R® parametrizado por {z.y. 2}
tal que X{zo,we, 20) # 0. Um Fluro Tubular Ke em {20, 40, 20} consiste
de uma mudanga de coordenadas C™{ie., um germe de um difeomorfis-
mo ), Kplz.y.2) = {u,v,w) em uma vizinhanga de {zp, yo, 20), tal que

Ke{ro, yo 20} = (0,0, 0) e no novo sistema de coordenadas temas X{u, v, w) =

{1,0,0). Temos que se (7 ¢ uma pequena perturbagio de F, entao a aplicagao
G — Kg é O {Melo-Palis, [12])



1.2.3 Singularidades do Tipo Tangencial

Consideremos agora coordenadas £ = {&,86.& ) numa vizinhanca de
p& & tal que £ = o= e possamos resolver 8{£;,£,, &) = 0 por & = n{&, &)

L E
com n{0,0} = 0, Fixemos V = {£y = 0} sendo uma seccdo transversal & F
em p. Definimos, agora a aplicaczo , op 2 8,p— N, p por:

. GF(é.ia ‘621?}(51152}) == ({}}52? Q(&l*‘fﬁ))

A aplicagdo op € da mesma classe de diferenciabilidade de F' e & chamada
de projecao de 5 ao longo das orbitas de # sobre uma superficie fransversal
N{detalhes em Sotemayor, {19]).

A seguir uma generalizacio para IR de um resultado dado por {Teixeira,[25])
para R%.

Seja 2y : B0 — R0, um germe de uma involugdo com coordenadas

ey (91._1 E}E: 83)

3

Lema 1.4

Supenhamos que p satisfaz

Entdo existe wn germe de uma C°° dobra b R0 — R0 tal que oy = b,

Prova:

Temos que



{);{L fzf{}} = %(*L* j‘;ﬂ"‘{}) 51} i{l\ y{}) %{I?j‘ (}‘%

500 Bry.0) %ﬁiﬂinsf«.f}i")

Usando o fato de ¢ ser uma involugdo |, ou seja
v ool y,2) = (B1(p) 0e(p). 62 (p)) = (2.9, 2)

onde p = {6?1(:5,;_; ), iz, y, 2), Bl u, 23},
Apds alguns céleulos, temos que:
Lilr y,0) = 65’(1: 7,0 =1e 22z, y,0) = —

A fungéo requerida ¢ dada por:

'&(r* Y, 2,‘) = fI--é-g'i(lT,g?Z), y"i"g'z(g": .z ) rﬁ ( W< )T.jg’ﬁ(l .z } {; {f»!}a Z)}

Pes,
a4 a8 29
" %2 .
D(S h ' B4 fﬁ !ﬂi 1 + “5?; iy ’?éh 3!9}};2 i
B+ xat {ij—; + 252 + %w;-;;; o, T YRy b 257
5 oy
,\ ¥ s
Dé0)= | & 2 2 )
o 0 0
A fungao Alz,y, 2} = det{D8(x, ¥, 2)} satisfaz:
24X
= 0} = — &
53'() @?( ﬁf ;<
Eoassim K = Kemnel{ DS(0)) é transversal & 58) = {{r.p, Az, 2} =
0} em O
O que fnaliza a prova, -



Proposicao 1.5

Clom as hipdtese do Lema 1.4, existe um germe de um CF— difeomor-
fismo ¢ RS0 — 0 tal que .0 = G, onde p - IR20 — R0 ¢ dado

por o, y, o) = {z. gy, —2).
Prova:

Seja & a dobra associada & p(via Lema 1.4).
Sabemaos que o seguinte diagrama € comutativo
: 5
RO 5 RO

¢l k1
miLo 3 R0

onde Solx,y, 2} = {z,y, ).
{3 Resultado agora & imediato. n
A sezuir apresentaremos o polindmio caracteristico relacionade com uma
matriz em dimensaoc 3.
Observacao 1.8
O polinémie caracteristico de uma matriz Ag.q € dado por:
PA) = 2% — g (AN + gAY — det{A)

onde:

e 7{A} € 0 frago da malriz A;
o A* 2 a malriz dos cofateres de A;

o detid) £ o deferminanie da matriz A



Relacionaremos a seguir, o polindmio com o tipo de aufovalores A que
podemaos ter

L. Temos as relapoes :
fk‘{ "3" Af‘!. 'J‘“ )\3 = O‘([\i)
/Xi.-}‘qg.)\;} = ‘det(;‘%)
2 Se det(A} £ 0, entdo os autovalores sdo ndo nulos;

8. O polindmio pode ser escrito nas formas abaizo:

PA) = (A= M)A = (0(A) = M)A+ M(As — a(A)) + o(A47))

U
| O detds
LAY = (= 2a)(V — (o(4) = dapr + S5 g
Y3
ou ainda;

P;&{A) fomd )\{:}ﬁg - O—(A)A + J(A&l}}, )\3 = 3
onde Ax € um qufovalor real

4. Seja

det{A)
A

LA

A ={A —o{A} — 4 | se det(A)# 0

O
Se & < D os autovalores Ay, Ao tem parte imagindria ndo nula; caso
contrare, Ay, Ag sdo reais;

5. A parte real dos autovalores Xy, Ay € dado pelo valor de Ay — o{A);



Capitulo 2

Singularidades Codimensao 0

Neste capitulo, demonstraremos o Teorema A. Usaremos fundamental-
mente o artigo de Sotemayor-Teizeira {{21]}). Neste artigo, temos a andlise
de singularidades de campos vetoriais definidos em variedades com bordo em
{(IR*,0). Usamos a construgao feita na seccio 1.2.1 e enderecamos a anélise
para os resultados deste artigo, Usamos alnda a simetria e a reversibilidade
para completarmos o estude.

O proximo resultado esta provado em {Sotomayor-Teixeira, [21].

Teorema 2.1 {Sotomayvor e Teixeira}

As sequintes afirmacdes sdo vdalidas:

1. Um campo vetorial F € BT estd em ¥y se 2 somente se

{a) Fip) #0 para todo p & 5;
{b) para teda definicdo local, b, de § em p, wma das seguintes condi-
gdes £ satisfeitar

{b,} Caso Regular Fh #0;
(b} Caso Dobra Fh(p) =0 ¢ FPhip} # 0
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{(b3) Caso Cuspide Fhip) = Fh{p) = 0, Fhip) # 0 e 0 con-
junto de vetores {dh(p), dFh{p), dF*h{p)} € Linearmente In-
dependente,

2. Fizando h{u,v,w) = w, as formas normais genéricaz 4os compos veto-
riazs em Yy sao dadas por:

1-Caso Regular Flu,v,w) = {0,0,1};
2-Caso Dobra Flu,u,w) = {1,0,u);
3-Caso Cispide Flu,v,w) = {1,0,2° +v).

2 O conjunto de todos campos vetoriais estdueis € aberto e denso em X

Os pontos em § para os quais FA #£ O{resp. Fh = 0} sio chamados
pontos S— regulares(resp. 5— singulares) de F. Os pontos S— singulares
em S que satisfazem bq, sdo chamados de Dobra. Estes formam cwrvas Lp
em S, ac longo das quais, F tem contato quadratico com 5. Esta tangéncia
pode ser interna{se F*h{p) < 0} ou externa(se F?h{p) < 0).

0 conjunto, onde by & satisfeito, € a unido de pontos isolados de contato
ciibico entre F e §, localizados no extremos das curvas de singularidades
tipo Dobra e sdo chamadas singularidades tipe Cispidais, ou simplesmente
ctspides,

Assumimos que X {0) = 0. Isto implica que g(0) = 0. Assim, o campo
vetorial F fica escrito na forma: Tomemos o campo vetorial #' dado por:

FHu,v,w) = agoe + Gt + 2garv -+ holt.
fHu,v,w) = byoo + bigot + bom + heot,
glu, v, w} = opgg + Cinpl + Cog¥ + Aol

De X{0) = 0 temos que cppe = 0. Como h{w, v, w)} = w, temos que

Fhlu,v,w) = glu,v,w)

Se X =, denotemos por Ly o conjunto critics de X £ {(R* 0},

) proxime Lema nos garante que, se uma trajetoria de um campo veto-
rial reversivel intercepta & em dois pontos distintes, enfdo esta trajeténia é
fechada,



Lema 2.2

Seja X, o fluze associade ao campo vetorial X € 0, tal que Xo{p) = p e
peS. Se X, (pi=qg&S comp+#qerelR, entio, Xoo(p) =p.

Prova:

A segninte expressao segue da defini¢io de reversibilidade:

JX; BRaY th(P) = ‘fr(p)

Assim,
XropoXi(p) = ¢(p)
Mas,
pq €S = Fiz{g) = (p) = pe (X (p}) = Xo{p)
Portanto,

Xoelp) = p
E ]

{J préximo Lema, caracteriza todas as singularidades de Codimensiao 0
de X em (3.

Lema 2.3

Seja X € Q tal que X{0) =0 e D £ wmna singularidade de Codimensde D
de F{X). Entde, o conjunfo critice de X numa vizinhanga do U € conslifuide
por wna curva Lx{s) € §, com 5 € (IR, Q). Muis ainda, (IR*,0) € folheado
por “planos” invarianies suaves =5, 0 € =, de tal forma que:

(1) pura todo ponto p € Ly femos que, ou p é wna sela hiperbslica ou wm
ponto Eliptico de Xz, , desde que 0 seya uma singularidade tipe Dobra
de F{X}:

{2 se 0 ¢ uma singularidade (hispide, entdo p & Ly € wm pondo critico de
Xz, enquanto que Xz, ndo tem ponfo critice de X desde que XA < 0
£ Xz, fenha dois ponfos eriticos{um ponfo sefa e um ponle Eliptico)
pare A > 0



Prova:
Nas coordenadas candnicas{ver seepdo 127}, o campuos vetorials reversiveis,
fica na seguinte forma:

‘K(x:ys Z) = {zfi(xa'yr 32)3zf2(13y522:}19{21y: 32))

Assim, o campo vetorial auxiliar F = F{X) fica na forma:

Flu,v,) = (7 (u,0,0), f2(u, v, w), glu, v, w))

A curva Ly de tangeéncia entre F e 5, ¢ expressa(veja Teorema 2.1) por

{w=0} e {g=0}

Neste caso, F{0} # 0, entdo nos temos, pela Teorema do Fluxo Tubular,
um campo vetorial & e planes invariantes =, tals que nas Delbras, =), &
transversal a linha de tangéncia e na Cuspide, Z; tem contato guadratico
com a linhsa de tapgéncia. Mals ainda, genericamente temos que 0, ou é uma
{a} Dobra on uma (b} Cispide de F' (veja Sotomayor-Teixeira, [21}).

Agora, traduzimos este resultado para o campo vetorial original X, No
caso (), devemos separar os casos: {a,) FPR{D) > 0 (tangéneia interna) e
{ay) F2h{0) < 0 {fangéneia externa). Nos encontramos que:

Caszo {a,) significa que existe uma curva Ly{s) € 5 com s € {[R,0) de
pontos criticos de X de forma que (JR*,0), & foltheado por planos suaves
invariantes =, transversal a Lx{s) tal que em s, p == Lx{9) & um ponto
critico do tipo sela hiperbolica de Xz, , p € Zy;

Caso {ag) significa que existe uma curva Ly{s) € S com 5 € ([H,0) de
pontos criticos de X de forma que (JRS,0), & folheado por planos suaves
invariantes =, transversal & Ly {3} tal que em g, p = Ly{sy) é um ponto
critico Eliptico de Xz, | p € =y,

Caso {b) significa que existe uma curva Le(s) € 5. with s € (R0}, de
tal forma que {JR%,0) é folheado por planss invariantes & um parametro =,

onde { & um ponto critico Csprde de X 2,0 mals ainda, ¥z, ndo contém

R
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pontos crfticos, desde que A < B, e para A > 0, X contém dois pontos criticos,
o= Ly{s;) e po = Ly{s3} em Ly(s) satisfazendo 5,59 < 0, vom pi{resp.
rz), sendo ums sela{resp. Eliptico) de Xz, .

Agora a prova do Lema @ imediata, |

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Lema 2.3 e do
Teorema 2.1,

Corolario 2.4

X € 15 se somente se F{X) € 55, Mais, as C°~Jormas normais das
singularidades de codimensdo 0, ou sdo X{z,y,2) = (2,0, 26z) com § = £1,
ou X(z,9,2) = (2,0, 3(y + 7))

2.1 Prova do Teorema A

Q Teorema A, segue do Corolério 2.4 & do Teorema 2.1. |

2.2 Propriedades Globais de campos vetori-
ais reversiveis do tipo (3,2)

Nesta secgao |, listaremos algumas propriedades globais persistentes de
um elemento X € (L

1, Se X{p} = 0 entdo X{p(p)} = 0 e ¢ permuta as variedades estdveis
e instavels, Mais, gualquer ponto critico simétrico ndo pode ser, nem
atrator, nem repudsor;

2. Qualguer orbita periddica de X intersectando 5 € chamado de drbita
periodica simétrica, (Jualquer orbita periddica simétrica, minca £ wn
ciclo limite isclado. Se, por outro lado, uma 6rbita periddica, v, de X
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estd sempre longe de S, ela € chamada de assimétrica, e sempre estd
acompanhada de outra Srbita periédica assimétrica dada por w(~v});

3. Qualquer drbita de X conectando duas selas hiperbolicas assimétricas
& persistente sob pertubacoes de X em O

4. Sejam py e pr dois poutos criticos sim#étricos de codimensdo zero de X
do tipo sela. Chamemos por L; o conjunto critico numa vizinhanga de
pis ¢ = 1,2, Suponhamos que existz uma drbita v de X, inteiramente
contida em IR® — 5, conectando py e py. Cenericamente, esta conexio
implica na existéncia de um lago heteroclinico, o gual ndo pode ser
destruido por pertubacdes de X em (3.{veja figura 2.1}

‘,,*Q T ol ____.,-*‘/v
- - fm“ﬁ -
e Ty T P2 T

Figurs 2.1 Lago Heteroclinico Persistente

g
[



Capitulo 3

Singularidades de Codimensao
1

Consideremos os conjuntos L] = E7 \ (o conjunto de bifurcagio de
F7 ). Seja £ o subconjunto de T constituido por elementos os quais sao
estruturalmente estiveis relativo & 7 .

Como antes, o primeiro passo € encontrarmos as (Y—formas normais
para as singularidades de codimensao 1, Isto é feito nos Lemas 3.4, 3.5, e na
Proposicao 3.7

Inicialmente, daremos uma idéia intuitiva da estratégia usada para clas-
sificar as singularidades do campo vetorial que estao no bordo.

Dado F = {f* fA gl em &7 tal que g{0) = 0, nds temos as seguintes
possibilidades:

(FH0), £7(0)) # (0,0) ou (){(f(0), F2(0)) = (0,0)

Para o caso {1}, todas as formas normals procuradas podem ser obtidas do
Lema das Formas Normais de Vishik{128]}. Observermos que o caso (i1} nio
oeorre em codimensdo . Na sequéneia de nossa analise, temos o resuitado
principal contido em {{21]), o qual nos da uma classificagdo das §— singula-
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ridades de codimensao 1. Iniciamos definindo os subconjuntos ¥;{a) e £,{h)

de 1.

Seja b uma definicao local de § em 0,

Definigao 3.1

Dizemos que F estd em Ti{a} se ag sequintes condigdes valem.

1. O & um ponfo critico hiperbdlice de F;

2. os autovalores de DF{0) sdo distintos aos pares e os autoespagos cor-
respondentes sao fransversais 4 8§ em §;

2. cada par de auiovalores complexos ndo conjugados de DF{D) tem partes
reqis distinfas.
Definicao 3.2
Dizemos que F estd em 5,(b), se F{0) # 0, FR{0) = 0, F2h{0) = 0 e
vale uma daos seguinies condicdes ;
(b} F2h{0) # 0. posto {dh(0),dF H(0),dF*h{0)} = 2 ¢ a funcdo Fhg tem
em 0 um ponto critico ndo degeneradofMorse);

(ba} FRR{Q) =0, F*h{0)} £ 0 e 0 & um ponto regular de Fhys.

O proximo resultado ¢ muito util na analise das singularidades de Codi-
mensao 1, e estd provado em [21].

Teorema 3.3 {Sotomayor e Teixeira)

Az sequintes afirmacdes valem:

2, 3, & wna subvariedade de rodimensdo 1 de F7 ;
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3. %, ¢ aberto e denso em B, na topologia induzida de E” ;

4. para wm conjunto residual de curva suaves v . B — ET | v intersecia
Yy transversalmente e~ B, ) = B B = E] — 5.

Consideramos ao longo deste capitulo, a fungac i uma definicao implicita
de § numa vizinhanca do ponto critico de F. Todos os resultados e defint
ches nesta secgdo {3) nado dependem da particudar funcio A.

A préxima definigdo caracteriza com detalhes 0s campos vetoriais de Codi-

mensao 1.
Denotemos por # o Hessiano de uma fungao f.

Definicao 3.4

1. OUs elementos de 2, {a) sdo classificados por:

{an) N6 - F{0) = 0, os autovalores de DF{DY, Ay, 7 = 1,2,3, sdo
reais, distintos, A A; > 0, 7 = 2,3, ¢ 05 autoespacos sdo transver-
sais & S em (;

{ai2) Sela - F(0) = 0, os autovalores de DF{0), A;, 7 = 1,2,3, sdv
reais, distinfos, AyA; <0, J = 2,3, € os nufoespagos sdo fransver-
sais 4 5 em O

{a13} Foco : O ¢ um ponte critico hiperbslico de F, os autovalores de
DF(0) sdo Mg = a ik, Ay =, coma,b,c ndo nulos, ¢ # a, e os
autoespagos sdo transversais a4 5 em 0.

2. Os elementos de Ly (b) sdo classificados por:
(b1} Lips definido em 3.2 (b}, comn det H(Fh,;5(0}) > 0;
(b1z) Bec to Bec definido em 3.2 (by), com det H{Fh;s(0})) < 0;
(Bi3) Dove's Tail definido em 8.2 (by);

No proximo Lema classificamos todoes os tipos fopoldgicos de singulari-
dades de codimensdo 1



Lema 3.5 (Lema da C°—Forma Normal Codimensao 1)

Gualquer familia 4 wm pardmetre F,, 1 € {—z,2), de campos veloriais
em ET | transversal 4 ¥y em Fy, tem uma das seguinies C°— formas normais:

(L1 L 11-N6 Flu,vow) = {au,bvyau + v + cw + p), com {a,b,c) =
(3,2, 1), e & = £1;

{(1.2) L 1.2N6 F(uv.w) = {au, v au + bu 4+ cw + p), com {a,b,¢c) =
8{1,3,2), e & = L1,

(1.3) L 1.3-Né F.lu,v,w) = {au,bv,ou + bv + cw + g), com {a,b,c) =
§(1,2,3), e § = £1;

(1.4) Sela F,(u,v,w) = {(n, 2v,u + 2v — w + p);

(1.5} Foco Flu,v,w)={—u+uv,—u—v,~3u—v+w+u.
(1,6} Lips F,{u,v,w) = (1,0, —=3u* + 2% + u);

(1.7} Bec to Bec F,{u v, w) = (1,0, —3u® — % + u};

1.8) Dove’s Tail F,(u,v,w) = (1,0,46u° + v+ pu) com § = &1,
I3

Prova:
Daremos um eshoco da prova.

1 Se 0 é uma singularidade Lips de Fy = {J!, f*. g}, entao temos que f1{0) =
aono, fHO) = byon © g, v, 0) = Camots + Copot” + he0.t, com age # 0,
eogn # O € cosp # 0. A forma normal e o desdobramento universal de
tal singularidade vem da aplicagido candnica da teoria geral de singula-
ridade de aplicagoes |

2 Se Fy = 0, existem vizinhancas V de O em IR? ¢ B de Fy em E7 tal
que: {a) qualquer ¢ € B tem um tnico ponto critice hiperbdlico p{()
em V., o qual é do mesmo tipo de p; (b} existe uma funcao O o
B — V), tal que se p{GF} & SOV, entao o) € uma Dobra de Glvein

{p (G, el G m(G)). A conclusas da demonstrac@o segue mostrando
mue a fungao v 1 B — R dado por (G} = pa{G) é uma submersdo . B
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3.1 Prova do Teorema B

Denotemos {2 = O\ ».

Em {3, definimos o subconjunto 1y da seguinte forma: "X € 1y desde
gue a origem seia uma singularidade de codimensao 1 do correspondente
F = F(X)". Isto significa que X € 1y se, somente se, F' = F{X) € .

Segue da definicao de 1y e do Teorema principal em [26] que:

Lema 3.6

wy € aberio e denso em (. Mass, vy € uma subvariedade de codimensdo
1 de 3.

0 préximo resultado ¢ uma consequéneia do Lema 3.5 e do Teorema 3.3

Proposigao 3.7

1. X € Oy ¢ estruturalmente estidvel relative 4 0y se, somente se, F{X)
€ estruturalmente estdvel relativo 4 £ ;

X 6 esiruturalmente estdvel relative 4 00, se, somente ze, X € 1y;

s

3. as formas normais de qualquer familia @ uwm pardmetro em {) passando
por Xy € i1y e lransversalmente 4 114 3do :

(1.1) L L.1-Né X,(z,y,2) = (az2,byz, J(az-+by+c2® 4-f), com (a, b, ¢) =
A(3.2,11 ed = 21

(1.2) L 1.2-N6 Xo{r,y, 2) = (azz,byz, Loz +by+ee*+a)) com {a,b,e) =
5{143- :-}—«Ev i 5 = xl:

(1.3) L L3NG X, {ry o) = (are, bys, Har+by +ez b a)), com(a.boe) =
31,2,3), 26 = £1;
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(1.4) Sela X {r.y,z) = (zz,2yz, 3{z + 2y — 2% + o))

{1.5) Foco X.{r.y.2} = ({-x +yle, [~z —yiz, 3(-Bx —y + 2z
(1.8) Lips X,(r.y,2) = (2,0, 2 (3" + P+ o)),;

(L.7) Bec to Bec X,(z,y.2) = (2,0, }{~32% — y* + a)),;

(1.8) Dove’s Tail X,{x,y,2) = (2,0,;(462% + y + o)), com § = &1;

Prova do Teorema B
A prova segue da Proposicao 3.7 e do Teorema 3.3.

3.2 Propriedades Globais de campos vetori-

ais reversiveis do tipo (3,2)

A seguir listamos algumas propriedades globais de campos vetorials, rela-

cionados com CAMpos em L.

No que segue, listamos alguns fendmenos globais, os quais ocorrem ge-
nericamente para familias & um pardmetro de campos vetoriais definidos em
variedades com bordo. Uma bifurcagio genérica de codimensdo 1 ocorre para

3 r . B - -
Fem F' s uma das seguintes situagtes ocorre:

{i)} ¥ tem uma separatriz de sela, a qual € tangente a S em um dnico ponto

tipo Cspide;

{41} F tem uma trajetoria periddica a qual é tangente & 5 em exatamente

nm ponto tipe Dobra.
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Figura 3.1: Beaks:Bordo x Reversivel



Figura 3.2: Lips:Bordo x Reversivel
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Figura 1.3: Dove’s Tail:Bordo x Beversivel
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Capitulo 4

Singularidades de Codimensao
2

Neste capitulo exibimos C°—formas normais das S-singularidades de co-
dimensao dois e deduzimos os tipos topoiog:cos de familias & 2-pardmetros
de campos vetoriais em {1

He;a X oem {ly = Q) \ 1. Entdo o correspondente F = F(X) estd em
Eh = ET \ ¥y e vice-versa.

Seja Y9 C F5 , constitulde por elementos os guais sfo estruturalmente
estiveis relativo & &5 . Estes campos vetoriais serdo caracterizados a seguir.

Inicialmente, daremos uma idéia intuitiva da estratégia usada para clas-
sificar as singularidades do bordo.

Dado F = {f!, f% 5) emn F" tal que g{0) = 0, nds temos, como antes, as
seguintes possibilidades:

({FH0Y, £2(0)) = {0,0) o (EH{£1(0), F7(0)) # (0,0)

jum-o de ;55?,_; tals que aat.xsffzgem a condu;lo () acima, C) conjunto do:;
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. [ 1 ™ N P .. i
campos vetoriais Fem &L que satisfazem a condigio (3), denotemeos por

Ta(b).

Beja b uma definicao local de § em O

Definigao 4.1

Denotamos por La{a) o conjunto des campos vetoriais F € EL | os
quais temn um tnice ponto 0 € S tal que F{0) = 0 e vale uma das sequintes
rondicies :

{a9:)

(a22)

( {as )

(1194)

Sela-INGS 0 € uma selo-nd de F e os cuto-espagos de DF(Q) sdo trans-
versas ¢ 5 em Oy

Hopf 0 € uma singularidade de codimensdo ! de Hopf de F' e os auto-
espagos de DF{0) sdo transversais ¢ § em 0;

NS Degenerado Os autovalores Ay, Ag, Az € IR de DF(0) satisfazem
X o= Ag # As, rank(DEF(0) — M Id) = 2 Maws ainda, os auto-espagos
associades aos aulovalores sdo transversais & 5 em U;

Hiperbolica Tangente Os gutovalores Ay, da, Az € IR de DF{0) sdo
distintos e existe uma variedade invariante de dimensde I com con-
fato quadrdtico com S em 0. Mais ainda, os oubros aubo-espagos sdo
transversais 4 § em 0,

Foco Degenerado Os gulovalores A\ € I ¢ A, AE C de DEF{) sal-
isfazern Re (A) = Ay, Mais ainda, os aute-espacos associados aos auto-
velores sdo tranversais 4 8 em O ¢ o rank{Hesstano{Fh,s) ¢ ndo nulo.

Foco Tangente Os autovalores Ay € IR e M x& C de DF{0) satis-
Jazem Re [N} #£ A Mais ainda, os auto-espacos associados aos au-
tovelores complexos tem contato guadrdtico com S em U Morse) e o
auto-espace assoctade ao awlovalor real € fransversal 4.5 em O
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Definigao 4.2

Penotamoes por Lalb) 0 conqunta dos campos veloriais F € £4, 08 qucis
tern um unico ponto p € 8 tal que Fp) # 0, Fhip) = 0, F*h(p) = 0 = vale
wrna das seguintes condigdes :

(by ) Goose F3hip) # 0, posto{dh{p), d(Fh){(p),d(F*h){(p}} =2 ¢ a fungdo
Fhs € equivalente, em p, 4 um germe simples de codimensdo 1;

(b} Gull FOh{p) = 0, F*h{p) £ 0 e p € um ponio critico ndo degenerade
de ,Fz’lfg.

(bss) Butterfly F3h(p) =0, F4h(p) =0, Foh{p) # 0 e p é wm ponto regular
de Fhys.

Proposigaoc 4.3

1. ¥y € aberto e denso em E ;
F ¢ estruturalmente estdvel relative 4 ., se, somente se, F € Lg;
2 > 1

Ya € uma subvariedade de codimensdo 2 de E7 |

as CP— farmas normais de qualguer familia @ 2-pardmetros Fag trans-
versal 4 Yo em Fpg sdo -

2.1 Sela-nd

u= glutvita
P= U -
w= utv+iw+l
com Ay ¢ 0, -1, & = &1

F,slu,v,w) =

2.2 Hopt
o= b u(c}: —~ - ?"!2_}
THIEER T S ?,r'f{f — "{,f? - '2?2)
ooyl v = . . N
._,._.}( 1 ) o A oy :‘3'1{; 4 ;{j

cam Az @ 0,1 A £ 1
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2.3 N6 Degenerado

%= Ay o

v 0 A

we= udvdAzw+ 8
vom Az # 0; Ay & A

}1“{*3{&‘ . u;) B

2.4 Hiperbélico Tangente 1

i = /\111.
! Ay
W= A+ v+ (A — 2000 Fau 3
Lo }\3 }é fJ, )\3 ?E 2.}%1’ ,;\3 ?g 2;\2; }\*2 —/’f 2/\1

H

2.5 Hiperbdlico Tangente 2

= A

b= {a?— 2ab — B\ + Zabw — 2abu® - 2abou

we= —2%v+(a+bw—{+a+b+20u? ~afa+b+Nu+ J
tom a,b, A reais, distinfos e ndo nulos

Fyalu v w) =

2.6 Foco Degenerado

#= au+bv+oau
= —bu b av

Fog{u v owy = 2,

W ub v+ aw b aud begw? — {5 —suv + 4

2.7 Foco Tangente 1

U= au-+by
= —bu+av
w o= Aw + w0 ou B
com Az, o reais, dishinios e ndo nulos

Fa;ﬁ ('U:._t (29 'u.?) et

2.8 Foco Tangente 2

= au- by
. S — 3
£, sluv,w) = v bu + a;: )
e W= Agw b ut — vt au b 5

com As, a reais, distinios e ndo nulos
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2.9 Goose

j = 1
Fagluvw)=q 1= 0
1 I R R
2.10 Gull
TR |

F:i‘j(u? Dg ’{i}) = "]:.! —_= B
W= AUt 24?4 ov o+

2.11 Buiterfly

n= 1
.Fﬂﬁg(%?ﬂ,w} S = {
w = Sut+ ZenPv v toud+ Fu

onde £ = +1

Iremos a seguir, demonstrar este resultado.

4.1 Construcao das Submersoes

Nesta secgho estabeleceremos os resultados necessarios para mostrarmos
que ¥y ¢ uma subvariedade de Codimensao 2 em &7 .

Dividiremos a prova em duas partes: na primeira frabalharemos ¢om os
campos vetoriais & que tem ponto erifico no bordo € na ontra com os campos
vetorials que tem singularidades tangenciais(sem ponto critico no bordo).

4.1.1 Pontos Criticos no Bordo
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Nesta seccao mostraremos que o conjunto de campos wetorials que teimn
um ponto critico no borde, como cada um dos citades na definicao 4.1, é
ama subvariedade de codimensao 2 em £ .

O préxdmo Lema, é muito til, pois em quase todos 08 easos abaixo, com
excessao da Sela-No, ele assegura a existéncia de um ponto oritico para um
campo vetorial (7, na vizinhanga de wm campo vetorial F dade. Este Lema
esta demonstrado em [19], e repetimos aqui o argumento principal da prova.

Lema 4.4 (Sotomayor,[19})

Sejam as vizinhancas V dep € M e B do campo vetorial F € 7 | onde
p £ wm ponto critico simples de F.
Seja a aplicacio [ dada por:

f: Bx V - IR
gGepG} G(pﬁ;)

Entdo, eristem uma vizinhanca By C B de F e uma fungdo O77F, pr : By —
Voetais que Glpg) =0 e pe e F.

Prova:
Observemos que f(F.p) =0 e Zag—G(F‘- p) # G De fato, peis det{DF), £ 0.

O resultado segue do teotema da fungdo implicita. [

Lema 4.5 (Submersao: Sela-Ng)

Sejap € S, um ponto critico do tipe Sela-Nd do Campo Vetorial F & [ET |
Entdo, existem vizinhancas, B de ¥ em (E7 , e N dep em M e wna fungdo
Gl € B — IR®, tais que:

1, LG = 0w G & B, fem um inico pondo orftice, que é uma Sela-NG,
Py & FON;

2 d&p € sobrejetora
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Prova:

Seja (1), ug, uz) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:

us(p) = ug(p) = ua(p) =0

8
- T, i=1,23
8%_!ip}e ;1=

onde T} é 0 autoespago associado ao autovalor A, de {DF},. Nestas coorde-
nadas, temos pela forma normal de Takens que, podemos escrever o campo
vetorial # na forma:

F = (F*{uy, ug, tiz), F*{uy, u,u5), F2{u,u0,u3)) = (uF, Mgug, Aguz)  {4.1)
com Ay, Az reais nao nulos e distintos.
Seja 5 dado implicitamente por:

Blwy,uy, us) = auy + bug + cug + Z a,,-:j,kn;uéagc =0 {4.2}

i+i+k>1
onde a, b, ¢ sdo reals nao nulos,
Pela equagao 4.1, femos que:
1 —f gt 2. o2 L0 B3 L ..
z{"n-g_({)) - g'f F;s;n; (0) ?{_ 0? Fi&Q{Q) J;é 0‘ F‘zn{{}} f[' 0 {:433

Das relagies em 4.3, femos por continuidade, a existéncia de vizinhangas
By e Ny de F e p, respectivamente,

Seja o campo vetorial & € By, dado por

G o= (Gl {:u‘x s g, u3): Gg(ul‘. By, 'U.-3), (;3(%1 » Y2y 1‘1‘3)} (;4)

Definimos a aplicagio ¢ @ By x Ny — R por

GG, uay uy) = (GFuy, ugaus), GHuy, e, ug)) (4.5
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¢ 4 de classe O pois € ums “evaluadion map” {{1]), mals:

COF0,0,0) = (0,0)
BQL Ay O
'c}u.gf)ug(F 0.0,0) = ( 0 As )

Prio Teorema do Funcao Implicita, existemn vizinhangas 8y x [ de i+

e fy » Iy de {0,0) e um (nico par de aplicacdes C7, 11,40 By x Iy — [,
tals e

CUF0,0,0) = (D,0)
GGy, ug,ug) =0

para - Luy) € By X Iy, (ug,ua) € Ip x I somente se

Uy = 61(83 Uz) Uz = fszfgaui)

Dernimos a aplicacgo @ (o By x Iy — JB de classe (7, por

’:2(*5: ui) = Gl(uh Ll(ga U1}, f»z(G;ui)}

Tamos:

LIF,0)=0

Do
Foy=40
(3?;,1( )
f}zf\z
{?ul

Z2(R )= 2> 0

Asmm, pelo Teorema da Funcde Implicita, existem uma vizinhancs &

F. B~ B eldeleumainica funcio O™ (&0 B — [ tals que

G(F) =0

para = £ A, uy € 1 somente se uy = Q7).



Definimos as aplicagbes £, : B — R e po - B — R por

EUG) = GIY. GIG)) = GHGIY L 0 (G GUGH L (G GIG {4.10j

Pl G) = (GIY), (G, G5(C)), 2l G G(CY) (4.11)

Das definigdes de (1,$,¢3, & € B tem um ponte critico {uy,up, %) €
N == Iy % Iy % I3 se somente se ug = 0, {G, 1), us = (G, uy) e LG wy) =0

Das equagoes 4.3 e 4.9 temos que §,{) ¢ minimo de (G uh,uy g€l e
este minimo é atingido em po{G).

T

Assim, se &{G) > 0, G nao tem pontos criticos em N; & tem um finico
ponto critico em N se &{G) = 0, que é uma sela-nd e G tem dois pontos
criticos se £1{G} < 0, os quais sdo uma sela e um no.

Seja IT a projecdo de N sobre T° paralela & 5.
Consideremos a fimgdo 774 & 0 B — A definida por

& = pa(G)) {412)
Definimos a aplicacio £ : B — IR? por
E(G) = (§(0), &(0)) (4.13)

Temos gue:

£UE) = (0.0)

Observemos que E(G) = (0,0}, implica que o campo vetorial 7 € B tem
um ponto critico pe em N M5 que € uma sela-nd.

A reciproca é imediata. De fato, pois se pg € § € um ponto critico do
tipe sela-nd, entio GHpg) = 0= £,{G) =0, e de pg € § = §(G) = 0.

Mostremos entao que (DE)p & sobrejstora.
Tomemos a curva & @ A — B definida por:

afs) = F +5(1,0,0): o) = F (4.14)
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Temos que o ponto de minimo para a curva o é atingido em p =
{0,0,0). Assim,

(D8l = Glelals))Glala)]
= {%i (p’k{b‘)) ‘{I(pm“”‘j}ia =
- (1,0

Tomemos agora a curva 3: B — /R definida por:

Bls) = F 4 5{0,0,%;); B{0i=F {4.15)

Temaos que o ponto de minimo para a curva 5 ¢ (0,0, —s). Assim, temos
que

(d&a)p = —1#0

Segue entdo que (D&} p & sobrejeiora. »

Observacao 4.6

Se £{G) > 0. entdo G ndo tem pontos critices.

Se £{GY = Q, enido G tem wn dnico ponto crflico po que é uma sela-
nd. Mais ainda, se £{G) = 0, entdo po € S; caso contrdrio, pg ¢ S. Se
LIGY < 0, G tem dois pontos critices, wma sela e um nd.

-

Antes de construirmos a submersdo para o case Hopf, apresentemos al-
zuns resulfados Uteis para este caso.{Ver {8])

Consideremos um sistema auténomo de equacdes diferencials ordindrias

:
%+F@u)a (4.16)

onde F IR < R — IR" & U e p & o parametro de bifurcagio

Suponha que
F{Ou) =0 (4.17)



Entdoe » = 0 ¢ um ponte critico de 4.18, para todo u.

Seja Al{p) = {dFo,. 0 jacoblano da matriz de F oem 0. e A{y) tem
autovalores simples Ay = wi{i) & fwg, com wh,w? sdo suaves.

hzemos que U ¢ uma ponto critice de Hopf se

H1 A(0) tem autovalores simples &i;

H2 A{0} nao tem outros autovalores schre o eixo imaginario,

H3 22(0) # 0.

Temos o seguinte Teorema:

Teorema 4.7

A,

Se o sisterna 4.16 tem em O wm ponie coritice de Hopf, enido exisie
uma familia & f-parametre de drbitas periddicas de {.16, bifurcando do
ponte critice u =0 em p = {;

Exziste um germe suave g{x, u) na forma
gl e = r{z®, 42); 7(0,0) =0

tal que, locaimente as solugdes de gla, pu} = 0, com x > 0, estdo em
correspendéncia btunivoca com drbilas periddicas de pequena amplitude
do ststema 4. 16, com periodo prizimo de 27,

Ser,{0,0) # 0, £ = 2%, entdo para cada i, a equagdo de bifurcagdo re-
duzida g é Zy—equivalente & pitchfork ex®+-8ux. ondes = sinal(r,{0,0)

Se os autovalores reais sdo positives, entdo as sclugdes periddicas cor-
respondentes ds solugdes de (x, p} de g{z, p) = 0, sdo assintoticamente
sstdeeds se gz, pl > 0, e instdveis se g(r p) < O



Podemos caleular r,{0,0) e r (0,0} usando as formulas:

. . i IF P ; .
7 {0,0) = (w (0,0} = SRe(d) A, (De: {(1.18]
r (0.0} = ZR@(d‘ (@2 Fle by} + d*F(E,by) + %r}fﬁﬁ(c, e, E5) (4.19)

onde, ¢, s80 autovetores de Ag, A respectivamente tais que:
Age = —ic;, Fe=2
Ad = id; dce=2 d'c=0
e by, by € C" definidos por:

1

z"%gbg = “‘5‘&{2?(8, {E}
o P,
(Ag +2i13by = ——;isz(c, ¢

Tomemos agora a forma normal do campo vetorial F, tendo em § um
ponto critico de Hopf.

Flu,p) = Alpdu + P 2 = (uy, 4z, u3) {4.20)
onde
po=1 0
Alpgy=~11 o 0
0 0 A

Temos entao que A tem avtovalores
Mg = —pudki; Mg #D
Observamos que (d*Flgp = 0 e assim ,{0,0) fica dado por:
(0, 0) = T Re{d'd® Fle. e, 2))
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Substituindo, ficamos com
L {GO) =1
Portanto, glz. ) & equivalente & 22° + fuz, onde 2 = sinal(r. (0,0 e
& = stnal{{w 1,{0}};
Lema 4.8 (Submersido : Hopf)

Sejap € 5 uma ponto critico de Hopf do campo vetorial F € JE™ . Fnido,
existem vizinhangas B de F em E™ |, N de p em M, e uma fungdo C7°F,
£: B~ [R? tais que:

1L (G =0 & G & B tem um inico pento critico, que 6 de Hopf, pg €
SNN;

2 d{&)p £ sobrejetora.

Prova:
Seia {127, 1y, uy) nm sistema de coordenadas numa vizinhanca de p tal que:

uripl = ualp) = uglp) = 0

w—{py €T, 1= 1,23
{9‘2&‘ \?) Ly H :
onde 7; € o autoespago associado ao autovalor A; de (DF),.
Denotemos por dp a matriz {DF). Como 0 € wm ponto eritico de Hopf,
femos:
hl Os antovalores de Ap 880 A = 28, Ay = d £ O

h2 {DF,}, tem autovalores:

Apfa) =a+d N=d#0

&7



Mestas coordenadas, temos pela forma normal de Takens que, podemos
escrever o canpo vetorial £ na forma:

From,up, ug) = —ug v§ wi{oe — uf —uly + hot
Foo=< Fi{unugpus) = up +uslo —ul—ud) + hot (4.21)
52(%1! Ua, 11.3) - dug +h.of
com 4 # 0
Denotemos por £ = Fy.
Seja § dado implicitamente por:
Bty ug, ta) = auy + bug + cus + Z aukuluﬁug =0 {4.22}
f-di-k> ]

onde g, b, ¢ sdo reals nao mlos,

Temos entdo a existénela de vizinhangas By e Np de £ e 0, respectiva-
mente,

Sejam as vizinhancas By de Fem F™ e N; de O em M. Se¢ja o campo
vetorial & € Hy, dado por

&= (_Gl(u:n g, Uz, G’z{u}, ug, Uz ), Gs{uzj Uz, U3 }) {4.23)

Pelo lema 4.4, tem{}b que a correspondéncia G € By — po e Np e 070 &
pr=0e Glpg) =

Pela Observacas 1.6, temos gque o polinémin caracteritisco associado &
T : 1 B

Ag = (DG, 4 dado por:

Pildg) = A = 6(Ac)N? + o(A%)h — det{Ag) (4.24)

Devido aos autovalores de F, temos que det{dp) # G e por continuidade
det{An1 # 6. Consideremos £, € A, uma vizinhanca de Ay =4,

Comnsideremos a seguinte aplicagio .
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n: Byx R, — IR
{ ;1 }‘) Dﬁ(*’!}*G}
Temos n{F,d} = 0{d é autovalor de F7}.
Mostremos agora que g’-{( F.dy £0.

g(@? A) = 3% = 25 (A + o (AL) (4.26)

Suponhamos, por absurdo, que gﬁ =B,

Assim, temos entdo que [0{4g)]? — 30{AL) > 0. Como Ap tem autova-
lores complexes, com parte imagindria ndo nula temos a relagio

[d—o{Ap)]® — 4[d(d — o{Ap)) + o{dk] < 0 {(4.27)

ou ainda,
D’(AF)E —30{A%) < 3d? — 20{Ap)d + o{A}) = (4.28)

e temos assim uma contradicao .

Assim, pelo teorema da fungdo implicita, temes que existemn vizinhangss
BC X deF, Nyded, e uma fungio Ay : B — N} tais que n{C, A} = 0 =
A ,\3(6)

Definimos & aplicaggo : &+ B — IR por
£(6) = 2a(G) - o((Ac)y,) (4.20)
Temos assim que se §{(G) = 0, com & € B, entdo o campo vetorial &

temn autovalores A{GY € IR e Ay = +ed. Assim, pe & um ponto critico de
Heopf de &

Seja [T a projecio de N sobre T paralela & 5.
Consideremos a fungio €774 &1 B — IR definida por

£ = {pe (&) {4.30)
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Definimos a aplicacao £ B — R? por

£(C) = (6(G), £(G)) (431)

Temaos HEGH

Observemos que £,{G) = 0 implica que & tem em pg um pounto critico de
Hoplf. pois tem autovalores

A, = dki; AS = d

e por continuidade,
BAE,

A

onde i € o parameétro da bifurcacio de Hopf desta {amilia,
Observemos ainda que, £&{G) = 0 implica que py estéa em 5.

A reciproca é imediata. De fato, pois se pg € 5 é um ponto critico tipo
Hopf, entdo {(7),, tem autovalores 1, A3 e assim & (G) = 0. Temos ainda
que pg € 5 = £ =0,

Mostremos entdo que {£8)r é sobrejetora.
Tomemos a curva ¢ @ [ — B definida por:

oo {s) = F 4 5{u, v, 0} gl = F {4.32)

Para a curva ¢;1{3) temos que o ponto eritico € p,, 5 = (0,0,0). Calcule-

mos entéo, {d€)p.

{
r'_s N . | . TI( |
B _‘%; { f\S{_fi!_i\ﬁ_} — i (ﬁl (3})? Ii(f‘mﬂ )) %5;_—_-;.53
= (2.0}



Tamemos agora a curva 3 B — R definida por;

j(s} v _E‘? %— S(O,! i}? {f)l 3)(8} == f:';‘ {133}

Temos que o ponto critico para a curva 3 € (0,0, —s). Assim, temos que

(d&rp =—1#0
Segue entdo que {DE€}p € sobrejetora. |

Observagao 4.9

Se £1{G) £ 0, entdo G tem wm ponio critico pg, tal que (DG, tem
autovalores Ayg = { £ (3t e Az real ndo nulofse §{GY =0, entdo (; =0), e 0
pento critico € um foco atrator ou repulsor. Caso §{G} > 0, ¢ ponte critico
continua sends um foco, mas surge wma driita periddica prizimo de pg.

Se £{G) = 0, entde G tem um ponto critico em S; se £(G) < 0, entdo &
nde tem pontos criticos; e finalmente, se &G} < 0, entdo & tem wm ponto
eritico fora de 5.

Lema 4.10 (Submersdo : N6 Degenerado)

Seja p € § um ponto critico do tipe Nd Degenerado do campo vetorial
F e E . Entdo eristem: uma vizinhonge B de F em & T wma vizinhanca
N dep em M, e uma fungdo C774, £ B — IR* tnis que:

L EG) = 0« G & B tem wm dnico ponto eritico, que € do tipo Nd
degenerado, po € N

5

d{&)p € sobrejetora.

Prova:

i
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Seja (u1, up, 1y) um sistema de coordenadas nnma vizinhanga de g tal que:

‘?"{'l (p) = ug (f}} = 31-3 {p} i {_}

a
a“iég

onde T; é a autoespago associado ao autovalor A; de (DF),.

el i=123

Como p € um ponto critico do tipo né degenerado temos que, Ap = {DF),
tem autovalores Ay # { & = Az) € B, Assim, pela observagdo 1.6, temos as
relagoes ©

det £ #£ 0

E assim, nas coordenadas acima, temos pela forma normal de Takens que
podemos escrever o campo vetorial F na forma:

Uy = N+ hoot
Fom { g = uy + Apuz + holt (4.34)
iy = Agug + Aot
Seja By C &7, uma vizinhanga de F e Ny M uma vizinhanca de p.
Pelo Lema 4.4, temos que para ¢ € By temos pg € Vg e Gipg) = 0

Pela observacio 1.5, temos que o polindmico caracteristico associado a
i hd .
(D), é dado por:

PG = A — 0(G)A2 + o(GMIX — det{C) (4.33)

onde o{G} é o traco da wmatriz (DG, e o{G*) é o trago da matriz dos
cofatores de (DO,

Uonsideremos £ uma vizinhanca de Az em F.



Definimos a aplicagdo £+ By x By — IR dado por:

G A = AG) (4.36)

Assim, temos que £{F M) =0 e
% (s . 3 ey 932 4 22
é,.:i(Fg )\3} o 3/\3 - 0(}: )}23 e @'(F '} — EAS + )\1 ?é {}

Assin, pelo teorema da funcao implicita, temos que existe uma vizinhanga
B ¢ B T By e uma unica aplicagdo Az : B — R tals que (G0 =0 &
Az = MG} com G € B.

Definimos agora a aplicagac £ : B — IR, dado por:

(6) = (0(6) ~ 2(C)? 155 (437)
Seja I a projecao de N sobre T3 paralela 3 S,
Consideremos a funcido C7°1 £ : B — IR definida por
& = (pc(G)) (4.38)
Definimos & aplicagio £+ B — R? por
§1G) = (6(G), &(G)) (4.39)

Temos que £(F) = (0,0}, Observemos que £{G) = 0, implica que o campo
vetorial ¢ € B tem un ponfo critico po em NNS| o qual £ um néd degenerado,
pois £,{G) = 0 implica que (DG)pg tem autovalores AY = A 4 AY € R,

A reciproca é Imediata, De fato, pois se po € 5§ ¢ um ponto critico tipo
N4 Degenerado, entdo (DG, tem autovalores Ay = Ay, Ay % Ay & assim
E{G) =1 Temos alnda que pg £ 5 = £, =1

Mostremos gue (D8 é sobrejetora.
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Tomemos a curva o 1 1~ B definida por

cefs} = F 4 s{0,0,0); 00} = (440}

Para a curva a{s) temos que o ponto erftico € pag) = (0,0,0), Caleulemos
entao, {DEp),

(DE)r = Z{&(es(s)), Sl
= Zl{a(a(s)) — Asla(s)))* - 4550 Mpae))|_,

= 2(45,0)]
= (4,0)

a=0

Tomemos agora a curva 3 : B — IR definida por:

B(s) = F +5(0,0,X); B(0) = F (4.41)

L

Temos que o ponto critico para a curva 3 (0,0, —s + h.o.t).

Assim, temos que

(d&)p = 1 40

Segue entdo que (¢} p & sobrejetora. »

Observacaoe 4.11

Observemos que £(G) = 0, implice que o campo vetorial G £ B fem
um pontoe crifico pg em N NS, o qual € um nd degenerado. De faia, pois
(G = O implica que {(DGps tem autovalores \Y = A5 £ \{ £ R, 52
EGY > BEG) > 0), entdo G tem um ponto critico hiperbolico que ¢ um
ndifoce) atrator ou repuisar.

nde tem pontog critivos: ¢ finabmente, se £{G) < 0, entdo G iem um ponic
critice forg de ¥



Lema 4.12 {Submersao : Hiperbélico Tangente)

Seje p € 5 wm ponto critico do tipe Hiperbdlico Tangente do campo ve-
toviai ¥ € B . Enido ezistem. uwma vitinhanga B de F oem E [ wna
vizinhanca N de p em M; ¢ uma funcdo C771 £ B — R? tais que:

LGy = U+ G &€ B tem um dnico ponte oritice, gque € do fipo
Hiperbslico Tangente, pc € N;

2. d&p £ sobrejeiora.

Prova:
Seja {uy, uy, us) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:
a

a’lig

onde T; é o autoespago associado ac autovalor A; de (DFY),,.

(p)Eﬁx i = lfgsg

Seja FF e F™ tal que D € § é um ponto critico do tipo Hiperbolico
8! i . B
Tangente de F. Podemos escrever os campo vetorial na forma:

Gy = Ay - Aot
Fed e A+ hot, (4.42)
g = Agug b e + £ ;(7\3 ~ 2Ay }Zi%

onde g = &1 e gp = kL

O campo vetorial F tem uma variedade invariante, v, tangente a 5, dada

por:
{11} = (g, 0, —5 ) {4.43)

Sejam B e ¥ vizinhancas de F e § respectivamente, e uma fungao 07,
Seia o campo vetorial (7 € B, com Glu) = (CHuw), G*(u), G2 {ud).

L%
Sl



Pelo Lema 4.4, temos que & tem um ponto critico pg € N, Como 0
& um ponto critico hiperbdélico de F, temos que a variedade invarianie é
indestrutivel por pequenas pertubagoes de F, ou seja G tem também uma
variedade invariante v% préxima de v.{ver {14])

Por continuidade temos que (DG, tem autovalores AP, AL, AY, reais e
nao nulos, e
DC AN D £
i;?ig (pe) #£ 0, Gh(pa) #0; (4.44)
t 5. . +, E
C’?&}‘Lﬁj (_pfj)l ;é 0% Gig&g(pﬂ} ?é G

Qbservemos ainda que,

Gh(u1,0,0) = Gy, 0,0) e GFh{uy,0,0) = Gy, 0,0063 (u),0,0) (4.45)

L5

Definimos entio a funcao C7°1 & B — R, dada por:

£(G) = Gy, (pa) {4.46)

Seja I 2 projecio de N sobre T% paralela & S.

Consideremos a funcdo O771, & : B — IR definida por

& = Mps(G)) (4.47)

Definimos a aplicacio £ B — IR* por
$G) = (GG, SIG) (448}
Temos gue &F) = (0,0}, Observemaos que &) = 0, implica que o

campo vetorial & € B tem um ponto critico pz em N MY, o qual é do tipo
Hiperbdlico Tangente{ver equagdo 4.44).

A reciproca é imediata, De fato, pols se pp € § é um ponto critico
Hipebsdlico Tangente, entdo & tem uma variedade invariante tangente A

P €5 = & =



Mostremos que (D€)p ¢ sobrejetora.
Tomemos a curva o R — B delinida por:

als) = F 4+ s(0,0,u); a{0) = F O (449)

Para a curva afs) temos que o ponto critico é pys = {0,0,0). Calonlemos

entdo, (D€} F).

(D&yr = E{&{a{s)), &ala(s)))
= Z(o3,(),0] _,
_ &
~ 26:0)
= (1,0}

|
{50

§=0}

Tomemeos agora a curva J © B — IR definida por:

Bls) = F + 50,0, %) 8(0) = F (4.50)

Temos que o ponto critico para a carva § é (0,0, —s + h.ot). Assim,
temos que

Segue entdo que [DE)p é sobrejetora. -

Observagao 4.13

Observemos que E(G) = 0, onplica que o campo vetorial G € B tem wn
ponto critico pe em NN S, o qual é wm hiperbslico tangente, pois £(G) = 0
implica que G tem uma variedade invarianie uni-dimensional tangente 4 5.
Se £(GY # 0, entde G tem wm ponte critico hiperbdlico com as variedades
invarianies transversais ¢ S,

Se &G = 0, entdo G tem um ponto erttico em St se §{G) < 0, enddo &
nio tem ponfos critices: e finalmente, se &{G) < 0, entdo G fem um ponto
eritico fora de S,

=

fu il



Lema 4.14 {Submersdo : Foco Degenerado)

Seja p € § um ponfe critico do tipo Foco Degenerado do campo vetorial
F e B . Entio exmstern: uma vizinhanca B de F em ET ; uma vizinhanca
N depem M; e uma fungdo C77L, £ B — IR® tais que:

LEYHG) = 0 & € B tem um dnico ponto critice, gue € do tipo Foco
Degenerada, pg € N;

2. dip ¢ sobrejetora.

Prova:

Seja (u;, up, 13) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:

w{p} = uy(p) = ua{p) =0

&
&
duy
onde T} & o autoespago associado ao autovalor A; de (DFY,.

(p)ETg, i=1,2,3

Seja £ € " tal que 0 € § ¢ um ponto critico do tipo Foco Degenerado
de F'. Podemos escrever o8 campo vetorial na forma:

= Kyl o+ Rite b oot
Flom & owg = —hgy -+ kjug + koot (4.51)
Ty = —kau + kv b ko 4+ hood,

onde &y, ks, Az sdo ndo mulos, € hy # Ky Ay # 2Ry

Da observacas 1.4, temos que:

, dj (F) _, (4.52)
.

Ap = {o{F) ~ k)

Sejam vizinhancas, Bde Fem & e Ndepem M. Seln G & B,
Do Lema 4.4, temos gque & tem um ponto critico pn € N, Seja ainda a
fungao Af como definida na demonstragio do Lema 4.10.
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Por continuidade, temos amnda que:
An < (153}
Definimos entac a funcio C77Y £ ¢ B — IR, dada por:

onde ¢{(Z} € o traco da matriz (DG,

Seja I a projecao de N sobre T2 paralela 4 S,
Consideremos a fungao C"7, & B — R definida por

g = H(P@(Q)) {4.55)

Definimos a aplicacio £ : B — IR? por

§IG) = (£(G), &(6Y) (4.56)
Temos que £(F} = {0,0}). Ohservemos que £{G) = 0 e da equagdo 4.53,

implica que o campeo wetorial (G € B tem um ponto critico poem V15, 0
qual € do tipo Foco Degenerado.

A reciproca é imediata. De fato, pois se pe € 5 € um ponto critico tipo
£ () = 0. Temos ainda que pg € § = £, =

Mostremos que {£€)r € sobrejetora.

Tomemos a curva o . [ — B definida por:

afs) = F+s{u, 0,0} a0)=F (4.57]

N {..’

Para a eurva af{s) temos que o ponto critico € pu = {(8.0,0). Caleulemos
entao, {D€)p).

(DSe = Z(e(als). &lals)))]
= Z{o(a(s)) — A§lals), 0)]
= %{8*{}}%@-@{}
= {‘i O)
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Tomemos agora a curva 81 B — IR definida por:
Temos que o ponto eritico para a curva 7 & (0,0, —s + hot). Assim,

temas que

(da)p = —1#90

Segue entdo que (DE)p é sobrejetora. |

{Observagao 4.15

Observemos que £(G) = 0, implica que o campo vetorial G € B fem um
ponto critice pg em N 1S, o qual € um foco degenerado, pois £{(G) = 0
implica que (DGipe tem autovalores Re{(A3) = \§. Se £(() # 0, enido G
tem um penfe critice hiperbdlico que € wm {foco) atrator ou repulsor, com
Re((DG) # 5.

Se (G = 0, entdo G fem um ponio aritico em 5; se 5{G) < 0, entdo &
nde tem ponfos criticos; e finalmente, se &(G) < 8}, entdo G tem wm ponto
eritico fora de 5.

Lema 4.18 (Submersao : Foco Tangente)

Seja p £ 5 wm ponte critico do Hpo Foco Tangente do compo velorial
Fe E . Entdo eristern: wna vizinhanca B de F em &7 ; uma vizinhanca
N dep em M: e uma funcdo 78, € B — IR* tais que:

-

1. 8GYy =0« G € B tem am dnice ponto critico, que £ do tipe Foco
Tangente, pg € N;

2. dfr ¢ sobrejetora.
Prova:

it



Seia (1. e, us) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:

u{p) = un{p) = usipl = 0
54 a
JE—— = T g o 27
5?_.&{ (P} had 1{1? : 1:—9‘3

onde T; é o autoespago associado a0 autovalor A de (DF),.

Seja F'& &7 tal que 0 £ 5 é um ponto critico do tipo Foco Tangente de
F. Podemos escrever os campo vetorial na forma:

ul @ il -+ bug + h.ol.
F = g = —buy + auqg + h.o.t,
Uz = Agqug + e1{2a — AgJu? + 22(2a — NgJud + 2b(1—22) + Aot
{4.59)
onde a.b, X3 s80 ndo nulos, A3 £ a1 Ay #£ 2a e gy = £, 55 = £1.

O campn vetorial F tem uma varfedade invariante, v, tangente & £, dada
POT:
e Z 2
’?(ul! U3, u3) = Uz iUy + Zally (460)

Bejam H e V vizinhancas de F e 0 respectivamente.

Seja o campe vetorial G € B, com G{a) = (G}, GPlud, GP{u)).

Pelo Lema 4.4, temos que (3 tem um ponte critico pg € N. Como 0 é um
ponto critice hiperbdlico, temos gque a variedade Invariante ¢ indestrutivel,
ou seja (7 tem também uma variedade invariante v¥ proxima de . {ver {14])

Observemos ainda que 0 € um ponto critico nio degenerado de v e assim
~+“ tem em pp um ponto critico nao degenerado,

Por continuidade teraos que { D), tem autovalores Af = a™ £ 8%, A%,

com a®, b¥ XY reais, ndo nulos, e

Definimos entao a fungao O & 0 B — R, dada pon:

E(GY = (pe) {-1.62)

Sy



Seja 1T a projecio de ¥ sobre 77 paralela & S
Consideremos a funcas 7Y, £ 0 B — IR definida por

& = lpa(G)) {4.63)

Definimos a aplicagio £ - B — IR por

EG) = (§(G), &(GY) (4.64)

Temos que E{F) = {0,0). Observemos que £{G} = 0, implica que o campo
vetorial & € B tem um ponto critico pe em N 1 5, o gual & do tipo Foco
Tangente{ver equagio 481}

A reciproca é imediata. De fato, pois se pg € 5 é um ponte critico
tipo Foco Tangente, entdo existe uma variedade invariante bi-dimensional,
+% tangente 3 S em pg e assim 77 {pg) = "Yg; (pg) = 0, e portanio §{G) = 0.
Temos ainda que pp € 5 = & = 0.

Mostremos que {D€}1p & sobrejetora,
Tomemos a curva @ : i — B definida por:

afs) = F 4+ 5(0,0,u); a0} =F {4.85)

Para a curva o{s} temos que o ponto critico é puge = (0,0,0) e a variedade

invariante +© ¢ dada por:

als) 2 v, @ b \ (4 p
S e i e C 1) It su {4.66
I 3 1w T2 g a? + bg( ) a2 + bz( } , )

(D8r = £& ) &lal=)]

...... B aish gy
""" 2™ 0

e



Tomemos agora a curva 30 B — IR definida por:

3(s) = F 4+ 5{0,0, %3 30} = F (4.67)

Temos gue o ponte critice para a curva 3 é (0,0, —s + k.ot Assim,

temos que
(d&)p = =1 #0

Segue entdo que (DE€)p é sobrejetora. "

Observacao 4.17

Observemos que £(G) = 0, implica que o campo vetorial G € B tem um
ponto critico po em NS, o qual € um hiperbdlico tangente, pois §{G) =0
implica que & tem uma variedode invariante bi-dimensional tangente 4 5.
Se £{GY # 0, entdo G tem win ponto critico hiperbdlico rom os variedades
invariantes transversais ¢ 5.

e &H{G) = 0. entde G tem um ponte critico em 5; se &{G) < 0, entdo G

nde tem pontos criticos; e finalmente, se £{G) < 0, enido G tem um ponto
eritico fora de 5.

A andlize complefa numa vizinhanga de G 6 feita nos Lemas {31 © {52,

4.1.2 Singularidades do Tipo Tangencial

Nesta seccao , mostramos que o conjunto de campos vetorials que tem
um ponto critico no bordo, como um dos citados na definican 4.2, ¢ uma
subvariedade de codimensao 2 em X7 |

Lema 4.18 2.9 Joopse

Seja O uma S singularidade do fipe Govse de F & 7 | Entdo, existem
vizinhangas B de Foem BT,V de 0 em IR 2 wma fungdo %, &0 B — R?

tal que:
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1L 8e Gy =0, G € B, entdo existe wma dnica S—singularidade de ¢
zm Vo do tipo Goose;

2 DE(FY € sabrejetora.

Prova:

Nas coordenadas (u,v,w)} previamente fixadas temos que o campo F €
dado por:
Flu,v,wh = ([T, v, w), Flucv,w), gl v, w))
¢ o conjuntos dos pontos fixos da involugdo , & tem a seguinte definicéo
implicita:
hlu, v, w) = w

Sende ) uma S—singularidade de ¥ do tipo Goose, temos quer

F{0) #0;
Fh{G) = h{0) = 0 =+ coeo = boge = 0, aoee % 0;

*®
s
Py
G
[
i
o
4
o
:g
I
o

Fh;s equivalente 3 um germe simples do tipo Ay = copp.cosn # 0 {Neste
caso temos que Fhyg(n, () = £ + 02 = 1)

b

»

Temos assim que o contato entre a trajetdria de F e Y em 0 € de terceira
ordem. Escrevemos entao:

Y o a
o (u, 1, 0) = Coanple” b Cazal” ..

Seja  uma pertubagio do campo F em F7 dado por & = {GF, G2 GY)
nas coordenadas {(u, v, w). Por continuidade. para pey = {1, 2, w) numa vizi-

nhanca do ) Heamos con

frimou,w) #0

- i/

Fuplu v,y £ 0
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E‘;’.;‘:A,,!a,_;{a_, '{-.5, M}) ;;é ﬁ

Genericamene temos que G, v, 1) se desdobra em:

o i 2 K :
}’E;__‘.gf:'{‘i-‘: v ) = cggeu” i - av + 3+ hot.
Parametrizamos as trajetérias de & que passam por {,z,0) por:

Dl v w) = (1,0, cigot” + Gogotit” + cuv + Fu + hot)

Consideremos agora, como em {28], novas coordenadas para o campo G
em uma vizinhanga pequena de F, dadas pelo fuxo tubular K, ou ainda;

Glry,ry,ma) = {1,0.0)

5 oo {.(?‘21'}”21 ?”3_3 N i e 'T??:(}(rl: 7"3}

onde m¢ é uma funcio C™ tal que mp{ry,ry) = bu? + b2l

Observemos gque as relagoes & — Ky e (7 — my sdo continuas com
K'{; < Lﬁx(ﬁzq ﬁ‘a\} & Mg Ux‘\{l??‘ a{i{?)

v il L. a - o~ 3 . - - z y
Fixemos e analisemos o8 pontos de tangéneia, cu seja os pontos onde
(s = 0, o ainda os pontos tals ques

dme{ry, o)
if?'l

Definemos entao a aplicagdo (7 dada por:

£: B — IR?
G (G, )
tal que se S{G) = {0, F) entao  é equivalente 3 Gos = {1,0.0), no sistema

de coordenadas dade por Kz e § dado implicitamente por:



Tl g = F);'u.s -+ f}g-zw‘j + o+ Fu

Assim pela definicdo de £{G) a conclusao segue.

Observacdo -
2 £(F) =0 «= p e 5, tal que pé uma S—singularidade do tipe Goose;

o DEF) = ( é ? ), cujo determinanie é diferente de @, ou ainda DE(F)

& sobrejetors.
|
A demoenstracac dos Lemas 4.19 e 4.20, é feita forma andloga a demon-
stracao do Lema 418,
Lema 4.19 210 Gull

Seja O wma S—singularidade do tipo Gull de F € ET . Enido, existem
vizinhaneas B de F em &,V de 0 em [R® e wna fungdo C=, & B — IR®
tal gues

1. Se £{GYy = 8, G € B, enido existe uma unica S—singuloridade de &
ern V' do tipo Gull;

2. DE(FY é sobrejetora,

Prova:
De forma andloga & demonstragio do Lema 4,18 [

Lema 4,20 2.1 Bulterfly

Seja Ut uma S-singuloridade do tipe Goose de F € FE | Entdo, existem
A - e - -1 - I - ryd
vizinhancas B de F oem ET ,V de O em IF° e wna fungdo O, £ B ~ IR

tal gue:
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1 8e E{G) =0, G € B, entdo existe uma dnica S—singularidade de
em V' do fipe Butterfly

2. DE(FY) € sobrejeiorn.

Prova:
De forma andloga & demonstracic do Lema 4,18, -

4.2 Caracterizagao das Tangéncias

Na sequéncia assumiremos a seguinte notagio |

Seja p € M um ponto critico do campo vetorial £ € &7 . Denotemos
por A, Az, Az € C, os autovalores de (D F),,

Seja (1, ug, ug) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:
ur(p) = up{p) = ua(p) = 0

¢ 8
Sty

onde T} € o autoespaco assoviado so autovalor A; de {DF,.

(p)ET i=1,23

Sejam ainda, By C £" e Ny € M, vizinhangas de F e p respectivamente,

Denotemos por Lp a linha de tangéncias entre as érbitas do Campo Ve-
torial F e S, ou ainda

Lp={qe M hilg) = Fh{g) =0} (4.68)
onde f1 & uma definicao implicita de 5 tal que A{p) = 0,

Lema 4.21 (L Begular ou Cénica) .

L

Seju p € S um ponto critice do campa vetorial £ & F

67



L} Se temos dois nufoespagos que sdo transversais 4 8 e Re(A) # Re(M),
para elgum i # jo 4,7 £ 4{1,2,3}, entde Lp € uma curve regular;

L3 Se os autoespages sdo tols que, dois sdo tangenies & 8 e o oubro fruns-
versal @ §, ¢ (Re(M) —243) # 0, i € {1,2,3}, entdo Ly ¢ uma conica;

Prova:

Seja S dado implicitamente por:
P gk
}L(ZLL, g, '22.3) = gy b 13}252 + oz z il{.,j:k_u;ﬁ'éug) = (469)
i+frk>l
Digamos que os autoespa¢os transversais & 5 sejam 75,73, temos entdo

que b, ¢ sdo reals nac nulos.

Sejam os campos vetoriais Fp, Fiy € 7 | onde Fy tem autovalores reais
Apy Az, Ag @ Fiyy com autovalores Ay = &y ik, ke £ 1 Ay € IR, dados pon:

iy = Ay + FMuy, ug, ug)
FR = tg = }\gug + {’2(?.-11; ’ug}ug) (4?0)
'fzg o=t )\3"&3 B F & (ul , Un, ugj

u

1y = Ky + Rglts 4 ja Hug, tg, g}
E‘%},g = "M-Q e ""'“;1,3'{}.2 E—Jlu T g“?{?},] o, E.tg) E}? )

Temes que,
[Fah)(u) o (oA uy + (Bhg)ug + (chglus + Aot (4,72}
(Fagh¥{u) = {ak) — bky)uy + {aky + bk Juy + (cAshus + Aot {4.73}

Definimos a aplicacdo Cp : N — R? por
Picag SR 0 B

{rlu) = (A{u), FA{u))

m._k
..
-
P
-

onde % = (. ug g e Fhoou é Frhou Fyh
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Temos que,

a(0) =10
(D o | f b S
iy = (FRY, (0) (Fh1u(0) (Fh)u,(0)

onde Fh ooué Fahou Fuh.
Das equagées 4.72 e 4.73, temos que:
V{Feh)(0) = [aA). BAg, c)s)
C{Eh)(0) = (aky ~ bhy, aky + by, chg)
Se A, € R, i = 1,2,3, e \; # X, para algum 4,7 € {1,2,3}, entao
(VhY(Q), (V{FhIr}0) sdo linearmente independentes;
Se A = ky kg by # O Ay & R, entdo (VA0 (V(Fuh})0) sio

linearmente dependentes, s¢ somente se,
ﬁ-k-; - 5};32 _ iI-)Ii,'Q -+ b}il

Ag = == 4.75
3 o 5 (i 3

Mas, se vale 4.75, temos que:

firgig 4 {J.IC;" - b)'s.g = B

Portanto, {FA)(0Y, (¥ {Fyh) 0] sdo linearmente independentes, e segue que
{dCgr}o € schrejetora, e entao LF e 5:_;2-1({}} & uma curva regular em 5. B
assim, mostramos o item 4.21{LL).

Provemos agora o item L. Digamos que os autoespagos tangentes  sao
T;, 7Ty e tomemos S dado implicitamente por;

Boarlun, o, us) = au® +bus + b Bt 1,761

wlug, wo ug) = aul +bus + cug + holk (4.76)

com @ = 21, b= 21 e o real nao mulo, Observemos qne, como U é um ponto

critico nao degenerado{Morse], podemos desconsiderar os termos de ordem

mais alta{h.o.f.)
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Temos que:
(Frhytu) = (2aA 0 + (282002 + {edghug + haot {4573

{Faghar)(u) = (2ak; Yud + {20k Jui+ (2ake —2bko Yty 1y +-{cAgheg +hoot (4.78)

Tomaremos como antes Fhyy come senda Frhiiayy ou Fiyha.
Observemos que (VFhy }{0) € nulo, e assim 0 ¢ um ponto critico de Fhys.

E,
(Frhae)islu) = (A = Agdaut + (23 — Aa)bul + Aot {4.79)
/ 1 2 )
(Ex{hﬁg);s (?_L) o {le - }sg)&"‘u% wh (Zk}_ — )\3)%3 + (Eakg - gbkg}ulﬂg + h.od
(4.80)

Definimos a aplicagdo (a1 Ny — R* por
Carl) = ((Fh)u, (u), (Fh), () {4.31)
onde Fh, ou é (Fuhaciss ou (Fuhar)s.

Temos que,

(i) =0

e (F(FR)HO)
(Do = ( (V{ fh)m (0) )

onde Fh, ou é {Faharts ou (Fyharlss,

| (V{{Frhar) s} (0) = (201 — Ma)a,0)
(V{{ Fahar)ghe, (0} == (0, (220 — Ag)b)
(VU Farhag)is)u, (Q) = (2a(2ks — A5), 2ka{a — b))
(VU Fuhag)s)u(0) = (2kala = b), 26(2%; — Ag))
Como.
det{{ D) = (24 — aH2h — A\ £ 0
o,

Aet{(DCopda) = 4ab(2ky — A5)* — dhila — 1)° £ 0
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Temos assins que {r)g € sobrejetora & portanto (1 & um ponto critico
nao degenerade de Fh g ¢ Lp é uma conica.

Observames ainda que se {ZRe{A ] — A332Re{As) — Aglad > 0{< (1) temos
que Ly é um ponto ou elipse{par de retas on hipérbole), |

Tomemos agora um sistema de coordenadas (e, ue, 43} com ulp) =
0, 1 =1,2,3 tal que § € dado Implicitamente por:

h{uy, ug, i) = u

A curva Lg agora é dado por:
E"F == {q € IRS g = (ulau‘za {})1 5*3({?‘) = 8}
pois Fh(g) = F*{q).

Temos o resultado:

Corolario 4.22

Sejam p € M wma ponte crilice do campo vetorial F € F | ¢ 5 dado
implicitamente por h{uy, ug, Us) = ua.
LL. Se F Fr 2 {n) ou F ( Y € nao nulo, entdo Ly € wma curva reqular em S;

2, B3 o . o S S . oy A
Ez se Fl{p) = F(p) = 0 e 0 Hesslano de F7; £ ndo nulo, entdo Ly ¢ uma
conica em 5.

Prova:

- . . | - p 3
Segue como no Lema 4.21, considerando as aplicagoes n « Np — H e
Cap 0N IR* definidas por:

Crlu) = (A{u), F*(u))
Carlu) = [F2 (ud, B2 (u))
‘

Claracterizaremas a segull, as curvas de tancencias Lo de um campo
gl =]
vetorial & numa vizinhanga By C &7 de F
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Lema 4.23 {Caracterizagio de L;)

s vizinhancas By de campe vetorial F oem BT | e Ny do ponfo
Sejamn a8 vizinhangas By de campe vetorial F ET ) i
critico p de B oem M. Tomemos G € By

L Se temos dois aufoespagos que sdo transversais & 5 e Re(A;) # Re(A}),
parg algum i # §; 4,7 € {1, 2,3}, enido Lg € wma curva requlor;

L% Se os auboespagos sfo tais gque, no minimo dois sdo fangentes & S, ¢
@ .
(Re{M) —~ 203} # 0, 1 € {1,2,3}, entdo, ou L € uma cinica em 8, ou
{5 € transversal ¢ S,

Prova:

Definimos as aplicagdes (% : By x Ny — R¥ e (M By x Ny — IR%,
definidas 18}
MG u) = Crlw) (1.82)

)
CH(G,u) = Curlu) (4.83)

onde u = {uy, us, %3}

O aplicacao do Lema 4.21 e do Teorema da Pungao Implicita, prova o
item L. No caso LY, a aplicagdo do Lema 421 e do Teorema da Funcao
Implicita, zarante a existéncia de um inico ponto pg € N tal que € um
ponto tal que

({;’h; S’)m (ﬁ(:} _— 9, (G;?us ?&2 (}3(: ) e {}

Por continuidade, temos que o Hesslano de (Gh s}{Pe) # 0. Podemos ter
entao:

(Ghis){Pe) = 0; (Ghys)(Pe) # 0

Se (Gh;s}{pe) = 0, entdo fg ¢ um ponto critico nao degenerado de {Ghyg)
e o Hessiano de (Ghys{pg)) tem o mesmo sinal do Hessiano de (Fh,5(0)).
Assim, se Hesstano de [Ghis(Pg)) € menor que zero | entdo Jy, on é um par
de refas, ou é uma Aipérbele; Uaso contrario, P, ou é um ponfo, ou & uma

elipse.
Se (Ghsipe) # 0, entdo em Pl ¢ numa vizinhanga deste) temos que
& transverszal & 5, -
‘:'}



Lema 4.24

Sesn p € S, wna singularidade do Campo Vetorial F & E . Sejam
Ay, Ao, Ay oF aulovalores de {f)F"}p

Se os aufoespapos T;, 1 == 1,2, 3 associados aos autovalores A, 1= 1,2,3,
sdo fransversais 4 5 e vale wna dus aegumfm hipdteses:
1 A, Ag, As £ IR, ado distintos nos pares;
2 =M# R erank{(DF), - \Id)=2
3 A Mg, A € C, com parfe imagindria ndo nula.

Entdo, o conjunto {{Fh)p, (VFR)p, (VF?R),} € linearmente independente,
onde h € uma definicdo implicita de S,

Prova:

Seja (uy, g, uy ) un sistema de coordenadas numa vizinhanga de p tal que:

u{(p) = ug(p) = us(p) =

3 o
(}u‘;(;ﬁﬁéi i 1,23

onde T} é o autoespaco associado ao autovalor ), de (DF),.

Seja 5 dado implicitamente por:

his, g, ugd = 2ty + bug + cug + it wdus =0 4,84
. G ARy

ikl
onde 2, b, ¢ eals nao nulos.

(1) Seja inicialmente F, tal que {DFY, tenha autovalores M, Az, Ay €
IR, Nestas coordenadas, temos pela forma normal de Takens que, podemos
escrever o calmpo vetorial £ ona forme

j i = A+ FHo . un, s
l Ty = \yw + F{y

"]

L
.
H
At

{ }

2 3

L1, e, U )

?i; ea ;?i’; -+ F?%[I?ls 1, 7!;)
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com F{0}=0, i=1,23

Ficamos com:

Fhluy, uy, ua) = adiny + bhgus + chus + Rod. (4.86)
ngz-{-ul:ug.: uz) = a-/\-:ful + b}‘%ug + eAiug + Aot {4.87)
Assim,

(Vh‘jﬂ = (ae b*. {3} (‘188)

{VER) = (aA, Ay, c)g) {4.89)

{(VFh)p = (aX}, b2, c)\3) {4.90)

e
a b £

19,« = det @}\1 é)&g (‘3}\3 = G«b{,’()\l - )\2_){:"\2 - .}&3)(}\3 - /\1) 6-1:91)
CaAd BAE oA

Assim, D, = 0 se, somente se Ay = A;, para algum i # j,e 4,7 = 1,2, 3.

{2} Tomemos agora F, tal que {DF)g tenha autovalores Ay = Jp # M3 &

H. Temos que a forma normal de pode ser escrita na forma:

"E:I-l = ;\}_'IL';_ 4 koot
Wy oy b Ag o+ hood. {4.52)
fig = Aatta + R.0.L

Ficamos com:

Fhiuy, ua, uz) = {ady +bjuy + (bAyuy + cAgug + hoo L. {4.83}
FPh(us o, ug) = {add + 200wy + (AT Jug + (eAIhuy + hooit, {4.94

Assim,
(Thig = (@b, ¢) {4.93)
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%vxph}g = {{l-/‘l\l + i‘}.} ;‘f)}ﬂ_, C}sg} (g‘{}ﬁ}

(TF Ry = {ax? + 2B, BAG, eXE) (4.7}
o
i3 Ly o
D7 == det ari+5 Ay chg 1= —FPe(d - X)P 4,88}

arl +2bA; bAY oM

Assim, DI =0 se, somente se Ay = Aj.

Tomemos agora £, tal que (D F); tenha autovalores Ajg =+ 8, 3£ 0,
Az € [ Nestas coordenadas, temos pela forma normal de Takens que,
podemos escrever o campo vetorial # na forma:

2y == oty + Bug b FHug, Uy, us)
fig = —Juy + 0wy -+ FP(uy, 1, u3) (4.99)
1ty = /'\3'&3 -+ Fﬁ{ub g, u3)

com FH(8)=10,1=123

Ficamos com:

Fhluy ug, ug) = lan — b0y + {ac + b us + cuy + h.o.t. {4.100)

Foh(uy, upoug) = [a{a®— 35— 2bafiuy +(b{e — %)+ 2aafiuy +eXjug + koot

(4.101)
Assim,
(Vhip = (a,b,¢] {4.102)
(VFhYy = (ao — b3, oo + 58,0y (4.103)
(VE Y = (ala® — 8%) — 2bad, blo® — 3%) + 2008, ¢Ad) (4.104)
o
' 2 b f.".’
. = det ac — b3 a4 b3 ez {4.105)
ala? — 3%~ 2bad Ha® — 35+ 2aad XD

-
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0, = cda® + 008 — axg + a° 2 3 {4,106}

Na equacao 4,106, temos que

o — 4o’ + 57 = ~(3e® + 48 < 0

Assim, D, # 0. "

O préximo lema caracteriza o tipo de contato{debra ou cispide} com S,
do campo £, que estd numa vizinhanca de F, onde F tem os autoespacos
15, 1 = 1,2,3 associados aos antovalores Ay, 1 = 1,2,3, sdo transversais 4 5.
Lema 4.25 (Ponto critico ou Cispide)

Seja p € § um ponfo crifico de F tal que os auloespagos T;, ¢ = 1,23
associados aos aulovalores Ay, 1 = 1,2, 3, sdo transversais ¢ 5.

Entdo eristemn vizinhancas B de F em & ¢ N de p em M, & wma tinica
aplicando fg o B — R, tal que:

1. Pg ¢ o unico ponto em N, para G € B, tal que
hBe) = Ghips) = GPh{pe) = b;

2. ou Pe € um ponto critico de G, se GPh{pe) = 0, ou case contrdrio, po
£ uma cuspide.

A Seq & Lo, com g & Po, entdo g € uma singuleridade fipo dobra

Prova:

Beja {11, ug. 13} um sistema de coordeniadas numa vizinhanga de p tal ques

£



onde T} é o autoespago associado ao autovalor A; de (DF,,
Sein 5 dado implicitaments por:

. L p H P Wt Jo& _ el
hies, e, uz) = Gy + Mg + cug + E g g ety iy = 0 {4.107)
R Lt ]

onde a, b, ¢ 540 reals nao nulos.
Consideremos vizinhangas By C £ de F € By{a), e N de p.
Definimos a aplicagio : €1 By x My — R? por
C(G,p) = (h(p), Ghlp), G*h(p)) (4.108)

Temos que:

((F.0)=0

ac {Vhia
S (F.0)=| (VFh) (4.100)
op (V F2h),

e pelo lema 4.24 temos que

det (Z}%QE;O }) 40

Pelo Teorema da Pungéo lmplicita, existe uma vizinhanga I O By de ¥
e N O Ny de peuma tGnica fungao pp + B — R tal que para & € B,
C{G, py = 0 somente se p = Pul(). Isto prova o primeiro item.

Seja entao GPR{Pe(G)) = 0, Denotemos fr = pe{G). Temos que:

(Ch)(Pe) + (G*h)(Pa) + (GPR)(pe) = 0
Glpay (Vi + Gl VG, + Caal{VEh)s, =0

Pela Lema 1.24 e por continuidade, temos que os vetores

(Vh)a,. (VGR)g., (VGPh) 4,



séao linearmente independentes e portanto formarm wma base em /&Y.
Portanto, temos que G{pgt = 0.

Agora, seja g € Lg, com g # P, Temos que

Se Ph{g) = 0, entio, pelo item 2, temos gue ¢ = Pe. Caso contrario,
temos que g € um singularidade tipo dobra. "

A seguir, caracterizaremos as tangeéncias de um Campo Vetorial, &, numa
vizinhanca de um Campo Vetorial F7 € %p dado. FEstabeleceremos, caso a
£as0, 85 tangéncias bem como o tipo do ponto critico existente,

No caso dos Campos Vetoriais com ponto critico, usaremos as O — for-
mas normais dade por Yang{ver [29]} para campos vetoriais em R®, nos
Lemas a seguir. Uma vantagem destas ¢ —formas normais, é que para
nosso caso, temoes que elas s3o Anitamente determinadas. Entretanto, ndo
conseguimos efefuar a mudanga de coordenas a Bm de encontrarmos a forma
normal, e a0 mesmo tempo termos uma expressdo simples para a funcéo
implicita que define 0 bordo 5. Devemos observar ainda que, para a analise
dos diagramas de bifurcagées , usamos CP—equivaléncias (€°— formas nor-
als ).

Lema 4.26 {Sela-Né:DB)

Seda p wm ponto critico do tipe Sela-N9 do campo velorial F e B uma
vizinhanga de F e B, Se G € B, entdo Lg, tem wma unica Cispide/se
vo € Lg, entdn ndo temos (hispides), e G, ou ndo tem pontoes criticos, ou
tern um dnico ponto criticeo siméirico, ou tem um pondo critico simélrico e
wm ponto oritice asstméirico, ou ainda fem dois pontos crificos assiméirices,

Prova:

Consideremos 5 dado implicitamente por Alu v ow) = w + ...
Neste caso. o Campo Vetorial (DF), tem autovalores 0, Az, Ay ¢ os res-
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pectivos autoespacos sao transversais & 8. Assim, por 29 e [26], a forma
normal de & fea dada por:

. i
= zlutvy b gud

{f= ¢ o= u-—uv+iguy 14.110)
W U4 v+ Agw - oguw b o™

onde § € {0,1} e m € Z no caso de termos ressonfnica do tipo Ay = mi,.
Caso nao tenhamos ressonanica HeI100s Que& f1, ig, 13, & S0 mlos.

Assim para analisarmos o diagrama de bifurcagbes , consideramos 5 dado
imnplicitamente por, A{u,v,w) = w, e o £~ desdobramento universal do
Campo Vetorial &, dado por:

G (4.111)

il
|
=
I
w2

W=y Agw o 3

Temos que:

Ghis =u+v+f
Ghys =clut+ v +at+u—v

"y el & :
GPhip, =8 + o+ 2u+ 3

Observamos entao que GPhyr,(g) = 0. apenas em um inico ponto g, o
qual & simples, logo G*h;.{g) # 0 e g é uma cispide;

Analisemos agora para quals o, (8 temos que (7 tem um ponte critico
simétrico. Basta resolvermos G{g) = 0, com ¢ € 5. De um breve cilculo,
temos que ao longo da curva (o, §) = 4% + & =0,  tem um ponto critico
simétrico, parta 2v{@, 0} > 0, o # 0, G tem um ponto critico assimétrico
para =v{e, 37 < 0, @ # 0, ou i tem dois pontos criticos assimétricos{or > 0},
ou €7 ndo tem pontos criticos; se o = 0, 7 tem um ponto eritico do tipo

Sela- NG assimétrico, ]

Lema 4.27 {(Hopf:DB)
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Seju p wm ponto oritice do tipe Hopf do campe vetorial F. Se (3 estd
prizime de F, entdo Le, tem sempre duss Cispides(se pg € Lg, entio

temos uma Cspide), o existe wma curva de Campos Vetoriats, gque fem a
drbita periddica fangentefquadrdtica) & 5.

Consideremos § dado implicitamente por A{u, v, w) = w + ...
Neste caso, o Campo Yetorial (D2 F), tem autovalores b, —bi, A3 ¢ o5 res-

pectivos antoespacos sdo transversais & . Assim, por [29], a forma normal
de ( fica dada por:

3 i

= —bv+auo = oo + gue’
G=14¢ 0= buttour + nvo + 1300° {4.112)
6 =

ku 4+ v+ daw + o k£ 1

onde iy, iz, t3 a0 constantes e ¢ = {u? 4+ v?). Observamos ainda que, neste
caso temos necessariamente que 1 # 0.

Assim para analisarmos o diagrama de bifurcagdes , consideramos 5 dado
implicitamente por, iy, v, w)

= w, e 0 U°— desdobramento universal do
Campo Vetorial ¢, dado por:

U= —u+ula-— u? — ?}2) 4+ a
v w b v(e —ud — ) (4.113)
w= kudvtAwt S kAL

Temos que:

Ghys =hku+v+ 8
GPhys = kv +u + (ku+ vi{a — uf — %)
G2hyry = B0k 4+ Uu® 4+ (28% + k% 4+ Lu + Bk — o + 3%)

As orbitas periodicas surgem para & > 0, e sfo dadas por:

2

ot =

1

. 5} . . . P
Analisemos o8 zeros de G%hp .. Devermos neste caso analisar o disorimi-
Flas
pante desta equacio . que & dado por:
E - b £y 2 1y % S s T
A= LAY 280 L 432 23%7 £ 288 4 5k

)

k-t 8Y)
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Entdo, para {o, ) numa vizinhanga do 0 temos que & > 0. Logo, G%h,,,,
tem sempre dois zeros simples{G*h, . # 0), e portanto G tem duas ciispides.

Estudemos agora o tipo de contato da drbita periddica de Gio > 0).
Para termos a drbita periddica tangente & S, devemos ter

2 3
wrvt=o, e kutv=~-j

Hesolvendo este sistema, impondo solugao unica, concluimos que para todo
campo vetorial G = £ g, tal que

A=+ a

tem uma Srbita periddica tangente 4 8 em ¢y, e

2 ] 2
Cohya(g) = = (K = )

que € sempre nac nulo, e portanto o contate ¢ guadratica.

Lema 4.28 (N6 Degenerado:DB)

Seja p um ponto erilico do tipe Né Degenerado do campo vetoriel F. Se

estd prozime de F, entdo Lg, tem sempre uma dniva Cispidelse pe € La,
entdo ndo femos (iispide).

Consideremos S dade implicitamente por Alu, v, w) = w +

Neste caso, o Campo Vetorial (DF), tem autovalores As, Ay, M\ reals

e
nao nulos, & os respectivos autoespagos transversais & 5. Assim, por [20]) a
forma normal de (7 fica dada por:

= Mut ug +duo?
G { 0w ud Ao+ v {4.114)

W Wk w b Agu 4 gt

onde 1y, Lg, 13 sA0 constantes, o = wS %™ com &y ky, &y £ %7 satisfazendo
(By 4 hadAy + kgdy = D e o £ {0, 1} Observamos ainda que, se X 8 > 0,
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Assim para snalisarmos o diagrama de bifurcagdes | consideramos S dado
implicitamente par, Rlu, v, ) = w, e o C7~ desdobramento universal do
Campo Vetorial G, dads por:

= A b ov
G=d o= utAvw (4.115)
W= utuAwe d

Temos que:
gh;s = A v ,8

G‘Qh;g m= (A 4+ e+ (o + A
GPhyps = (1= aju — Bla+ A

Logo, G tem sempre uma unica cuspide, E pelo Lemad. 25, sabemos que
: P : q
se po € L. entdo nao femos cispides neste caso, ]

Lema 4.29 (Foco Degenerado:DB)

Seja p um ponto critico do tipo Foco Degenerado do campe velorial F.
Se (7 estd prozimo de F, entdo Lg, tem sempre duas Cilspides(se pg € Le,
entdo temos uma Cispide).

Constderemos S dado implicitamente por Al v,w) = w + ...

Neste caso, o Campo Vetorial {DF), tem autovalores a £ 8, a, com a. b
nao nulos com 08 respectivos autoespagos sao transversals a & e o Hessiano
de Fh;s ndo nulo. Observamos ainda que neste caso nao temos ressonancia,
logo por Sternberg{[22]}, temos que £ tem a O~ forma normal dada por:

aw — b
—bu -+ av {4,116}

‘ S ST S S
U aw b 2 Ut b sgut — {5y — e luw

[ 5
Ny



Assim para analisarmos o diagrama de bifureagdes , consideramos S dado
implicitamente por, h{u, v w) = w, e o % desdobramento umiversal do
Campo Vetorial (G, dado por:

w= au by ou

U= —bu -+ av

wom a4 v aw 4 o uf +oegr® - (g = splun + 0
s= i 1,2

Temos que:

GPhyg = (2e{a + a) + (g1 — ea)bu’® + {2200 — bley — o)+
+{gy — e H2{b - a) — aduv-+
+{2{a — &) + 2e)u + 2{a + b

Considerermnos inicialmente o caso ¢; = £5 = 1, e ainda, para simplificar
os caleulos, e sem perda de generalidade, consideremos a =5 = L.
Ficamos com:

Ggh;f,c = &’&2 4~ (C?. - 2)’& - 8
e o discriminante ¢ dado por
A =44 ala— 4445
Entéao, pars {o, ) numa vizinhanga do 0 temos que & > 0. Logo, GPh,r,
tem sempre dois zeros simples{G*h, ;. # 0), e portanto & tem duas cispides.

Para o caso &y = 1, 2y = ~1, e fazendo os mesmos calculos acima, ficamos
Com:
GPhyp, = 2(2 4 ayd® + 2 + 2u + 28

e o diseriminante & dado por

A=dtala+2)—43a +2)

E temns a mesma conclusan gue acima, ou seja & tem sempre duas

cnispides,



Assim para analisarmos o diagrama de bifureagdes | consideramos 5 dado
implicitamente por. Ay, v, w) = w, e o C"— desdobramenfo universal do
Uampo Vetorial & dado por:

wo= ow - b ou

U= = ay . -

W= 2y 42wt aw +su? L oge? — (6 - ghuw 4+ 5; \.117)
Zp =kl 1=1,2

o=

Temos que:
Gheg =2u+2v+ uf 4 ggr? — {g5 — o juw

Fhig = (2e1{e +a)+ (g — )by’ 4 (2e0a — blzy — =) WP+
gy — e H2(b — a) — a)uv+
+{2{(a — b} + 20)u+ 2{a + by

Considerernos inicialmente o caso £, = 3 = 1, e ainda, para simplificar
os caleulos, ¢ sem perda de generalidade, consideremos a = b = 1,
Ficamos com:

szz‘.jfLG = Ca‘.".’_t2 - (CX — 2)’{5 - 1'3
e o discriminante é dado por:
A=d+ale—4+45)
Entdo, para {o. 3) numa vizinhanga do 0 temos que A > 0. Logo, G*hyp
tem sempre dois zeros simples{Gh;, . # 0}, e portanto ¢ tem duas clispides.

Para ¢ caso 2y, = 1, g4 = —1, e fazendo os mesmos caleulos acima, ficamos

CUNTE
GPhip, = 202 + aju® + 20 + 2)u + 23

& o diseriminante € dado por:
A=4+ale+2)—43{a + 2

E temos a mesma conciusdo que acima, ou seja (7 fem sempre duas

crispides, |

83



Consideremos 0 caso do Hiperbélico tangente. Neste caso F lem um
autcespaco tangenie 4 5, digamos 7). Temos o seguinte lema:

Lema 4.30 (Hip. Tangente:DB)

Seju p wm ponto crifico de tipe hiperbélico langente do campo vetorial
F. Se & estd prozimo de F, entdo Lg, ou tem duas singularidades do lipo
Ciispide, ou uma singularidade tipo Dove’s Tail, ou somente dobras.

Prova:

Pelo Lema 4.23, temos que a curva de tangencias de 7 € uma curva
regular. Seja {4y, us, ug) um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p

tal que:
?i!_(p) = e (p) = ?1‘3{}3) =0

3
By

onde T; € o autoespago associado ao autovalor A de (DF),.

(p) ET&‘: i = 1‘213

Seja FF € " tal que 0 € § é uma singularidade do tipe Hiperbdlico
Tangente de F, e Aq, Jdg, Az o8 autovalores de [DF),. Considermos & dado
implicitamente por Aluy, tg, ua) = ug + ...

Fm 20! temos 08 seguintes resultados sobre O™ —formas normais, para
i . o L

este caso.

Seja a equacao

R+ kade + kada =0 (4.118)
com ky, ke, ky € ZF

Se a equacén 4.118 for satisfeita apenas para ki, kg, ks nulos, entao as
relacdes de ressondncia sfo da forma:

& a forma normal de F ¢ Anttamente determinada.
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(Caso contrario, ou seja exstem &y, kg, k3 ndo nulos que satisfazem a
equacac 4.118, entdo a forma normal é dada por;

. "
e = Agiy ok apuz 4+ duzs

G = ﬂ'a‘_:i-g = '1'{,;2 s ,"‘\‘;32,{-2 + Ltz {! -11{9)
thy = Agiug b up + £1 (:\3 — ?/\1 )’g‘i.% b iz

L o i i i 1 & - %
onde £y = +1, Ly, 43,13 sho constantes, § € {0, +1}, z = u*’fl + 1y’ ug?

Assim para analisarmos v diagrama de bifurcagdes | consideramos § dado
implicitamente por, h{u,v,w} = w, e o L% desdobramento universal do
Campo Vetorial ¢, dado por;

G = Frx,ﬁ frmad -‘f__{,? s )\2'{{,2 (éi:}ﬁ}
g s Agtiz -+ ug + e {ds — ZA S b au + 8

onde €y = %=1 e g5 = 1 e os autovalores Ay, Ay, A3 530 distintos e nao nules.

Calculemos Fh)g,F2h g, pois a prova segue da analise dos tipos dos zeros
de F‘h;s = FQ }?f;,r' g = G,

Fhs{ug, us) = ug + 21 {As — ‘ZAI_}u‘f + oty 4 3 (4.121}
F2h,slug, ugd = A2 (0 — 20 107 + aug] -+ A (4.172)

Fixemos v e 8. Assim ac longo de Ly temos:
ug = —{21{x3 — 2As J2i + auy + 3) {(4.123)
Fehypo(un) = e(dg = 20)(22 ~ AJuf + o] + oAy = Anduy —~ A28 (4.124)
Observemos que, conforme o valor de
A= fo A = A 4+ 428 — 20 (22 = Ag)

o ainda

A = kia® 4 kA



onde
3"3-1. = i:-f""t. - ;‘\2_}25 )ZC-:; = "351}12(3‘3 - 2,\1_}(‘2}11 - -)’%2_}

temos que th.._:..- L O tem dols zeros simples, ou um zero duplo, ou alnda
nao tem 7eres.

Se g é um zero duplolA = 0) de F?hy,,;, entio temos que
FS}Z’,”LG (g) =90, Féh\?ﬁr} (@) #0

e V{Gh{g}) # 0, temos que g é uma singularidade do tipo Dove's Tail; se g
¢ um zero simples{A > 0}, entdo

Fhyplg) #0

ou seja, g ¢ uma singularidade do tipo cispide, neste caso termos duas cispides;
finalmente, se F2h; {g) # 0,Vg(A < 0), entdo Lg, somente tem dobras.

Observemos ainda que ao variarmos o e 3 temos que & se amula ao longo
de uma curval{pardbola) nos parametros a e 3.

(3 mesmo resultado € obiido, quando consideramos o caso onde o ponto
critico é um Foco. Consideramos neste caso o seguinte CP—desdobramento
universal do Campo Vetorial G dado por:

Ry A
Go=Fyg=1 = (a%— 2ab— b + 2abw — 2abou — 2abu®
g = ~2hwt{a+bw—alat+b+ Nu~{a+b+ 20+ 3
(4.125)

onde a, b, Az sao reals, distinios e nao nulos.

Lema 4.31 {Foco Tangente Paraboldide:DB)

Seja p € 5 um ponto critico do fipe Foro Tangente do campo vetorial F
com o Hessiano de Fhig positive. Se G estd prizvime de ', entde Lo, ou
tem duas singularidedes do tipo Ciispide, ou wma singularidade fipo Dove’s
Tail, ou somenie dobras.
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Prova;

Pelo Lema 4.23, sabemos que para todo campo vetorial & numa vizin-
hanca de F, Lg & uma conica, Neste caso, ou Ly se reduz a um ponto, ou é
uina elipse ou ainds vazio{(7 € transversal 3 5.

Consideremos S dado implicitamente por A{u, v, w) = w + ..,

Neste caso, o Campo Vetorial (DF), tem autovalores a-+b, a~b1, Ay £ ae
os respectivos autoespaqos sao fransversais & 5. Assim, usando o Lema 4.12,
e por 129, a O~ forma normal de & fica dada por:

U= au— bu 4+ uo — 1uo + uo®
Gl o= bu+av+ uo+ uuvo + tare’ (4.126)
W= kutv+dgw b vt bgwe k£
onde ty, by, b3, L4 880 constantes e ¢ = (u2 + U?}mw”? onde 7, 71 580 08 mMenores
inteiros ndo negativos tais que m+n > 0 e 2ma +nd; = 0. Observamos ainda
fue, neste caso, {emos uma condicio de genericidade dada por 2mue, +ney # O

Assim na analise do diagrama de bifurcacdes , consideramos A{u, v, w) =
w e o C°— desdobramento universal do Campo Vetorial G, dado por:

:E:Ll =  daiy + F??,i.g

= _,!_'11,3 s Ug R """E}’liq 4 iy (1- 12?}
. ‘ . 9 .
g = }‘3'?)‘;3 En E:L'?.&? -+ fg'?,f',g +- ey + 3

onde €16y > 0 e a b Ay a £ A sdo ndo nulos Caleulemos Fhys, F%h g, pots

perda de generalidade, e para facilitar os calculos, consideremos a = b = ~1
@&y =g = 1,

Fhg{uy, ug) = uf + -ué + oy + 3 {4,128}

\ f 2 b p 4 % %

F2h gy ug) = —2uf — 203 - aluy + ug) (4.129)

{bservemos que

2
Fhioslug,ug) = (g + ‘—}) b = 5} ~ (4.130)
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& ASSII 8 Curvsa
o

o, 8) = T J=0
separa no espace de parameiros, os campos veforiais (& tais que G tem Ly
como um ponto(y{e, 51 = 0}, uma elipse{v{(ex, 3) > 0) pu vazio{~{a, 5) < 0).

Fixemos o e §. Assim ao longe de Lg, temos:

2
T ﬁ; a#0 (4.131)
184 .

o +48 (e + 485
.._._.....,,,,._._.ul i._ —— e

£2 Gy 92
Fohrglm) = 2uy + — =3

(4.132)

Se o == 0, temos que F2h_ = 20=0w 8=0,0ouseja G = F

Observemos que, conforme o valor de

(o® +45)(a® ~ 48)
ol

A=

ou ainda

A=0 o =48 oua® =43

temos gue F2h,; ., ou tem dois zeros simples, ou um zero duplo, ou ainda

nao tem zeros.

[

Se g & um zero duplo{A = 0) de F 2?&, Lo €ntdo temos que
Eipa () =0, Fh.lqy #0

e VIGh{g)) # 0, temos que ¢ é uma singularidade do tipe Dove’s Tail; se g
é um zero stmples{A > 0}, entdo

Fohypalg) # 0

ou seja, ¢ € uma singularidade do tipo ciispide, neste caso temos duas cispides;
finalmente, se F?h . (q) # 0,94{A < 0), entdo L, somente tem dobras.

Ubservemos alnda que ao variarmos o e & temes que A se anola a0 longo
de duas curvas{ pardbola) nos pardmetros o e 5.



Lema 4.32 {(Foco Tangente Sela:DB)

Seza p € 5 um ponto crifico do tipe Foco Tangente do campo vetorial F,
com o Hessione de Fhyg negativo. Se (G estd prévimo de F, entdo Leg, ou
tern duas singularidades do tipe Cdspide, ou wma singularidede tipo Dove’s
Tad, ou somente dobras.

Prova:

Pelo Lema 423, sabemos que para todo campo vetorial G numa vizin-
hanga de F', Ly € uma conica. Neste caso, ou Ly sdo duas refas on séo
hipérboles.

Consideremos S dado implicitamente por h{n, v, w) = w4 ... Neste
caso, 0 Campo Vetorial {DF), tem autovalores a + b.a — bi, A3 # a e os
respectivos autoespagos sao transversals & S, Assim, usando o Lema 412, ¢
por [28], a O~ forma normal de G fica dada por:

%= au — by + nqus — U + ue?

Ge={ v= butav+ oue + qoo + iguo® {(4.133)
o= ku b vk Agw 4+ ut - 0? b e k£

onde i1, £y, Ly, L4 840 constantes e o = {u? + ¥} w", onde m, n sdo vs menores
intetros ndo negativos tals que me+n > U e Zmad+niy = 0. Observamos ainda
fue, neste caso, temos uma condicdo de genericidade dada por 2y frey # O

Assim para analisarmos o diagrama de bifurcagdes | consideramos 5 dado
implicitamente por, A{u,v,w) = w, ¢ o C®— desdobramento universal do
Campo Vetorial &, dado por:

wy = Ay b by

m Fyam= ¢ = —buy +aus {4.134)
" ; . T S y i
fg = Agliy b ey begud b oauy + 3

onde c1ey > 0 e a, b, A7 a & Ay sao nao nulos

Caleulemos Fh g, #%h, 5, pois a prova segue da andlise dos tipos dos zeros
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de Fhg = F?h;s = 0. Sem perda de generalidade, ¢ para facifitar os caleulos,

considersmos g = h = —~1 ag; = 1, £, = —1,
Fhisluy, ug) = u? — ng A ¥y 4 3 {4.135)
F? sl ug) = 2 4 2ul ~ dugug - aluy + uy) (4.136)

Obgervemos que
o at
Fhys(ug, ug) = (1 + "27)2 - ug = ':{ ~ 4 (4.137)
€ ASsim & curva
1o f) = L~ =0
separa no espaco de pardmetros, os campos veloriais &7 tais que & tem Lg
como duas refas{~{a, 51 = 0) ou hipérboles(~(a, #) # 0).

Fixemos o e §. Assim ao longo de Lg, temos:

Jauy + 20 o
o # — 4,15

Fhypa{m) = 16ut +8an? +16(8— oM )uf +alo® —208)u, + B(a®—4b) (4.139)

b

Sll‘t)ﬁtﬁlililldﬂ Hy = T £mM _P,}Z T, Ha ) = th.- ¢ ;'U;' LM = U temos que
i r P\l 42 fLoithi, g 3 4
F;“Z_I {11, 40} # 0. Temos ainda que:

() discriminante de F"zfz;LG é dado por:

8909, 2648 410 6185 oSate 2T s ?31 . '

= I 3+ a°. - 31648
65536 s1o2” 7 i0ag” 2 }b [T '

A = 0, sdo duas curvas{pardbolas) pelo zero, e temos que Frh,, tem

I ZETO duplo e dais zeros simples. Analisande o sinal do diseriminante da
derivada de F*h, . com respeiio a u, com o auxilio da teoria de singulari-
dades{analisamos o desdobramento do germe z* e encontrames a curva de
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histeresis e duplo limite), e de teoria sobre raizes de polindmios, coneluimos
P

Fihor g =0, F*h (g #0

e V(Ghig)) # 0, temos que ¢ & uma singularidade do tipo Dove’s Tail; se g
# um zero simples{A > 0}, entdo

FS;&J;LG {{{‘} “;?é {3
ou seja, ¢ € uma singularidade do fipo chspide.

Neste caso temos duas caspides quando A < 0 e quatro cispides quando
A0

Lema 4.33 {Goose:DB)

Seja p wna 5— singularidade do tipo Goose do campoe vetorial F. Se &
estd prozime de F, enldo Lo tem, ou wna Cispide, ou trés Cdspides, ou
ainda wng Chspide ¢ wn Dove’s Tal

Usemos o desdobramento{dado por Arnol’d) deste caso para analisarmos
completamente o que ocorre na vizinhanga de F = Fyg.

Consideremes S dado implicitamente por h{u, v, w} = w e o campe veto-
rial G = F, 5 dado por{ver Lema 4,41}

1= 1
Ged o= 0 (4.140)
o= 3y boaw 4 3

Temos que:



Gshs{'g e —6

. etk s -
Do £7°h = § Heamos com = 0 e substibuindo em Gh = 0, temos a
seguinte equagan |

—* v 3

Pevemos entdo analisar o tipo dos zeros desta sgacio (duplos ou sim-
ples). Para isto, come sntes, calculamos o discriminante desta equagéo | ¢
neste caso ¢ dado por:

4a* - 27K =0
As solugbes para o discriminante nulo, numa vizinhanga de (8, (), fica:

b:‘agﬁa

- g\/gg%

L

Para (e, 3) so longo destas solugdes temos que ( tem uma Cuspide e um
Lips. Fora destas curvas temos duas regioes distintas, onde & ou, tem uma
Chspide, ou tem trés Ciispides.

Lema 4.34 {(Gull:DB)

Seja p uma S— singularidade do fipo Gull do campo vetorial F. 5e (&
estd prozimo de F, entdo Lg tem, ou duas (spides, ou guairo Ciispides, ou
ainda duas Cispides e wn Dove's Tail

Usemos o desdobramento{dado por Amol’d) deste caso para analisarmos
completamente o que ocorre na vizinhanga de £ = Fup.

Consideremos ¥ dado tmplicitamente por Afu, 2, w) = w e o campo veto-
rial G = F, g dado por{ver Lema 441}

T
{; frsiet (3 = 8 ( 1 141 }
o 4wt Quw vt b av + 8
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Temos gue:
Cffz.'_;g = 42 - Pup 4+t ka4 3

GPhys = 12u® + 2
GOhys = 24u
Glhys = 24

De G?h = 0 Beamos coma v = —6u’. Substituindo em Gh = 0, temos a

seguinte equagao
36ut — 81l — Bau® 4+ 3 =0

Devemos entdo analisar o tipo dos zeros desta equagio {duplos ou sim-

ples). Para isto, como antes, calculamos o discriminante desta equagdo |, e
neste caso € dado por:

1096b(20160° — 1036%8ba® — 1206ba + 92180 + 2560 — 97h) =

As solucdes para o discriminante nulo, numa vizinhanca de (0,0}, fica:

b=0
1 1 1 V o
= 2t g b e {120 4+ 103
EP LT LR T TTA A

Para {0, 8} ac longo destas solugdes temos que & tem uma Ciispide e um
Dove's Tail. Fora destas curvas temos quatro regides distintas, onde & ou,
tem gquatro Clspides ou tem duas Cuaspides.

Lema 4.35 (Butterfly:DB)

Seja p uma S— singularidade do tipo Butterfly do campe vetorial F. Se
(' estad provome de F, entdo Le fem, ou duas Cispides, ou quatre Clispides,
pte ainda duas Ciispides e um Dove's Tail,
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Usemos o desdobramenta{dado por Arnol'd) deste caso para analisarmos
completamente o que ocorre na vizinhanga de F o Fhg.

Consideremos 5 dado implicitamente por A{u, v, w) = w e 0 tampo veto-

rial G = F, 4 dado por{ver Lema 4.41}:

= 1
('"; _— T 1) (=L 1°12}
W= Sut 3wty b v+ ou? 4+ Bup £ = k]

Sem perda de generalidade, consideremos ¢ = &1, Temos que:
Ghig = 3u* + 3w + v + au’® + Bu
GPhyg = 200 + 6uw + 20u + B
G*hys = 60u* + 6v + 20
G""fz_/,g = 120u
GPhys = 120

De Gh = 0 ficamos com
Sut + au® + Bu
3u? 41

(A

e substituindo em G%h = 0, temos a seguinte equagio

30u® £ 2007 — 380 4+ 20u 4+ 8 =0

Devemos entdo analisar o tipo dos zeros desta equagdo {duplos ou sim-
ples). Para isto, como antes, calculamos o discriminante desta equagao | e
neste caso & dado por:

663552000a* + 1670616000ab” + 111974400006* — 236196006* = 0

As solucdes para o discriminante nulo, numa vizinhanca de {0, 0), ficam

dadas por:

—525 4 31/ 30625 + 133925 — 3091750

hom ey | - n
3\ 075 - 29175
94




2 1 525+ 330625 + 135925 — 30175q

3 a3 - 29175

Para {a, 7} ao longo destas solucdes temos gque & tem uma Cdspide & um
Diove’s Tail, Fora destas curvas temos duas regides distintas, onde & ou, tem
trés (hispides ou temn uma Cispide.

4.3 Estabilidade Estrutural

Nesta seccao sstudaremos a estabilidade estrufural relativa & Zo.

Dividimos o estudo em duas partes. Primeiro, trabathamos com %:{a).
Neste caso, usamos o caminho geométrico para definirmos o homeomor-
fismo{equivaléncia} entre 0s campos vetorias, numa vizinhanca de £ seguindo
estratégia estabelecida em [21]. A seguir, usamos fortemente a teoria de sin-
gularidades de aplicacdes no estudo de Zu(8).

4.3.1 Ponto Critico Hiperbdlico

Nesta gecgio construiremos o homeomorfimo necessirio para assegurar-
mos a estabilidade estrutural em %, Usaremos 0 caminho geoméirico, e

-
]

utilizaremos varies resultados e téenicas contidas em {18}, [21] e [26]. E,
provaremos a seguinte Proposicio:

Proposicao 4.36

Eristern vizinhancas V dep em M e B de F e [T tais que:

Y (F.p) 6 O™ —equivalenie & (G pa) € {B x V') se somente se £(GY = U



2 50 (,Gy € B e &{GL.E6{(G) > 0 enfdo (Gy) v ¢ OV cquivalente &

4.1} pare cada campo em 4.

A seguir definiremoes nma estratificacdo de uma vizinhanga de um ponto
eritico p £ 5, do campo vetorial F, a qual & essencial para a prova desta
proposicao . Usaremos a notagao contida em {26},

Inicialmente, distinguimos alguns subconjuntos em V, e elaboramos a
sepuinte lista

1 8, Le, Iy = Ugerolo:(@), o N S5 pu(g) € o fluxo de & por g5

2 po £ Pe sdo distinguidos, bem como as trajetorias de G por eles;

Consideremos agora o8 casos dos campos vetorials em 2o, Seja entdo
Pe do tipo:
3-Sela-NG significa que temos autovalores Ay = 0, Ag, Ay reais, distintos e
nao milos e com os respectivos autoespagos, 13,7 = 1, 2, 3, transversais
a §. Listamos:
3.1 W, a variedade invariante bi-dimensional de & tangente ao espaco
linear gerado por 11 e Ty,
3.2 Wy a variedade invariante unidimensional de & tangente & Ty,
4-Hopf significa que temos autovalores Ay = 1,42 = —i ¢ Az real, e nao
nulo ¢ com os respectivos autoespacos, 73,1 = 1,2, 3, transversais 4 5.
Listamos:
4.1 Wy a variedade invariante bi-dimensional de (G tangente ao espago
linear gerado por T} e Ty,

4.2 Wy a variedade invariante unidimensional de & tangente 4 T3

5-NO Degenerado significa que temos antovalores Ay = Ay # Mg reals, nao
midos, posto{ DG — Ajdd),. = 2, & com os respectivos autoespagos,
1,0 = 1,23, trapsversais a4 8. Listamos:



5.1 Wiz a variedade invariante bi-dimensional de {7 tangente ao espaco
linear gerado por 14,

5.2 Wy a variedade invariants unidimensional de & tangente 4 TY;

6-Hiperbolica Tangente 1 significa que temos autovalores Ay, kg, Az, g &

2X3. Ag # 2xq, Ay # 2 reais, distintos e nao nulos, com os respectivos

autoespagos, 73,1 = 2,3, transversais A S ¢ 7] tangente 4 . Listamos:

6.1 Wiy a variedade invariante bi-dimensional de & tangente ao espaco
linear gerado por 11 e Ty

6.2 W3 a variedade Invariante unidimensional de & tangente & 75;

7-Hiperbolica Tangente 2 significa que temos autovalores Ay = adnb e Ay,
onde a,b, A sdo reals, distintos e nac nulos, com os respectivos au-
toespacos, Ti, 1 = 1,2, transversais a 5 ¢ T3 com tangéncia quadraitica
com S, Listamos:

7.1 Wis a variedade invariante bi-dimensional de & tangente ao espaco
linear gerado por T3 e T;

7.2 W; a variedade invariante unidimensional de & tangente a T,
8-Foco Degenerado significa que temos autovalores Ay = a £ ib, a,b #
0, A3 = a reais, com 0s respectivos autoespacos, ;.1 = 1,2, 3, transver-
sais & J e o Hesslano de Gh,s{py) € ndo nulo. Listamos:
8.1 Wy avariedade invariante bi-dimensional de & tangente ac espago
linear gerado por 1} e T,
8.2 Wy a vartedade invaniante unidimensional de & tangente & T3,

9-Foco Tangente significa que temos autovalores Ay = n b, 4,6 #
0,3 # 0, Ny £ a, Az # 2, Az #£ 2ha, A # 2Ag com os respecti-

£
vos autoespagos, 1,7 = 1,2 com tangéncia quadratica com 5, e T
transversal 4 5. Listamos:

7.1 Wi, a variedade invariante bi-dimensional de (¢ tangente ao espago
linear gerado por Ty e Ty

7.2 Wy a vartedade invariante unidimensional de & tangente & T5;
10 a {ronteira de V'

11 incluimoes as intersecgoes entre dols conjuntos distinguidos listados acima;
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4.3.2 Estratificagao de uma vizinhanga de p¢

Denotemos, como em |21}, por E3{(7) a unido de todos conjuntos distin-
guidos O-dimensional definidos acima. Se pg = fg entéc, pelos Lemas 4.23 ¢

@

E=3
4,25,
>ste caminho, definimos Fy (G}, E{GY), F3(G) = V. Temos que considerar os

Eg C 8. 3e pg # P, entdo temos que pg € Fo{C) e po & 5. Seguindo

seguintes casos:

o

£aso Pe nao seja uma scla, consideramos G transversal & oV,

caso pe Seja uma sela, existe uma subvariedade uni-dimensional de
AV, a qual ¢ o conjunto de tangéncias externas entre G e 9V, Esta
subvariedade é incluida na lista de conjuntos distinguidos e esta longe
de }_r;{';_:

Caso Po seja um foco tangente, tal gue €129 = 1, temos que distinguir
a curva fechada dada pela interseccdo de Wiy com 9V

caso pe seja um foco tanpente, tal que £,85 = —1, temos que distinguir
dois arcos distintos dados pela intersecgdo de Wiy com 0V

Provemos agora a proposicao 4.36, através da estratificaciio acima.

Prova:Proposicae 4.36

Seja p € & um ponto critico de # do tipe Z{a).

A prova seguird o caminho geométrico. Para provarmos a suficiéncia

procedemos COmMe se segue:

Para os casos 3,4,5.6,7 usamos o homeomorfismo construfdo em (28]
aplicado & variedade invariante bi-dimensional Wiy assumimos, sem
perda de generalidade, 1V, é atratora, ou seja, Ay ¢ A; s8o negativos,
chservamos ainda que W5 & transversal & §.
estes caso, como em [21], onde devemos considerar os casos onde Ay é

positivo o negativo;

Tratamos entao. agora



2. analisamos o comportamento de Ip M 3V com respeito a interseccio
entre 2V o o5 variedades invariantes distinguidas de F;

3. devide & definiglo de ponto critico do tipo Lafa), este comportamento

persiste para pequenas pertubacdes de F em £ |

4. o homeomorfismo € primeiro definide sobre GV, e entio estendido para
o imterior da vizinhang¢a como uma aplicacdo estratificada. Do Lema
3.2, em [211, segue que qualquer trajetdria passando por g € [ NIV
encontra Ly 1nma tnica veg,

Nos caso 3,4.5.8,7,% 0 homeomorfismo é construddo primeiro considerando
o homeormorfismo em [26} aplicado & Wyy. Observemos que W), separa V'
em duas componentes conexas, e dependendo do sinal de Az{positivo ou nega-
tivo}, consideramos ¢ homeomorfismo construido tal come em [21](Proposicao
3.6, pz 182), nos casos n6{A3 < 0) ou sela~-nodal{A; > 0}, O homeomorfismo

No caso Ay > 0, 7 é formado por duas curvas [/} e Us, £ temos ainda a curva
T, formada pelas tangéncias externas de F com 4V, Veja a figura 4.1.

Fizura 4.1 Homeomorflsmo: Vizinhancgas nos casos 3.4.5.8,7.8

No caso 9, devemos separar em deis tipos: quando £p5
- E 1 18
No primeiro caso. devemos observar ainda que:
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1. Lp & um ponto, £ coincide com pg;

[

. Wi 13V é uma curva fechada

)

. F é transversal 4 8V

4 gy = Wy naV,

Pevemos entao exigir que ¢, gz sejam preservados pelo homeomorfismo.
o N [
Veja a figura 4.2,

Figura 4.2: Homeomorfismo: Vizinhancas nos casos 9.1 e 9.2, respectiva-
mente

Quando 21e9 = —1, devemos observar ainda que:

1. Ly e um par de retas, que se interceptam em pp;
2, Wis MV € um par de arcos U, Oy

3. F é fransversal & 81"

Os Lemas 4.31 ¢ 4.32, garantem a persisténcia destes elementos. Veja a
faura 4.2,
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Assim definimos o homeomorfismo em IV impondo que os elementos
distinguidos de F sojam levados nos correspondentes distinguidos de ) e
entao estendermos para V', aphicando por exemplo, a téenica de comprimento
de arco que preservam determinada proporgdo | respeitando as estratificagdes.

Prova:Parte 2

Sejam Gy, Gy € B, tais que £(Gh18(G4) > 0. Procederemos a construcao
da equivaléncia entre () e (9 como na parte 1.

Notemos que para qualquer G € B com £{G) # 0, tem também os
seguintes conjuntos distinguidos:fg, pe = Lg MW, onde W, € uma va-
riedade invariante distinguida bi-dimensional de & ou 9V, bem como as
trajetorias de (G passando através dele. Consideremos como antes, Wy, atra-
tora{autovalores negativos}, temos ainda:

1. 8e Wy é atratora, entdo 7 = I N AV é um intervalo fechado em 9V
com ponto final sobre Lg, transversal & variedade forte invariante bi-
dimensional de F

2. se W35 é repulsora, entao U/ = [gNAV é composta de dois semi-intervalos
Uy = lgy. b}, U3 = [as,b3) e um intervalo fechado Iy = [aq.bs] onde
by, by estao na variedade invariante uni-dimensional de (7 ¢ a;, 4q, a3, b,
estdo nas trajetdrias de G passando opr L NIV, Devemos mencionar
ainda que, G entra{ou sai} de V em U} e U e sai{ou entra) de V em Uy,
Em adicac as trajetdrias de G passando através de po ¢ pey encontram
4V no interior de L,

Classificamos as trajetérias de ( da seguinte forma:

1. as trajetorias de G as quais entram ou saem de V em tempo fnito, e
nao encontram L,

2. as frajetérias as quals tem uma inica fangéncia externa com A1

3. as trajetdrias as quals entram ou saem de V passarudo através de pontos

{
distintos de pe;
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4. as trajetonias passando por L, Us, £y

5. a classe composta por Fg

Agora seguimos a mesma linha da prova como na parte 1 para fnalizarmos
esta prova do Hem 2.

4.3.3 Singularidades Tangenciais

Consideremos agora coordenadas & = (£,£,£;), numa vizinhanga de
p& Stalgque F = 3‘21 & possamos resolver s(£y,&,, &) = 0 por & = n{&, &)
com 7{0,0) = 0.

Fixemos N = {&; = 0} sendo uma seccdo transversal & F em p.
Definimos, agora a aplicagao , op : S, p — N, p por:

o {61, &2, €, €23 = (0, &2, 161, &2))

A aplicacdo op € da mesma classe de diferenciahilidade de F & € chamada
de projecao de 5 ao longo das orbitas de F sobre uma superficie transversal
N{detalhes em [19}}.

Nesta seccdo . usaremos fortemente a teoria de singularidades de aplicacoes.
Os seguintes resultados, sao fundamentais.

Teorema 4.37 {V. 1. Arnol’d, [2])

No espago de hipersuperficies suaves compactas em IR?, existe wm con-
junto aberlo e denso formado por superficies cujas projegdes de qualguer
ponto de observacao e em qualguer direcdn € localmente equivalenie as pro-
jecoes de uma das 10 superficies, da sequinte lista, em (0,0.0), ao longe do
L X!

I-Submersdo 1 =1



2-Dobra z = z%;

3-Cispide z = 2% + xy;
4-Lips ¢ = 2% + zy%

5-Bec to Bec z = % — ny?;
8-Dove’s Tail » = z* + zy;
7-Goose z = 1° + 3%

§Gull 2 = z* + %y + 29
9-Butterfly z = z° + 2%y L zy

Estas projegdes sdo distintas aos pares. As singuloridades das projecdes
desta lista ndo :do remowivels por pequenas pertubagdes da superficie.

Usamos, os tipos 2 e 3 na classificagdo das singularidades tangenciais de
Codimensao 0{Capitulo 3), os tipos 4, 5 e 6 na classificacio das singularidades
tangenciais de Codimenséo 1{Capitulo 4). Rieger em {16}, demonstra que os
tipos 7,8 e O sao de codimensdo 2 neste espago. Usamos estes tipos para
classificarmos as singularidades tangencias de Codimensio 2{em & ) em
nosso trabalho. Isto € possivel via sistema de coordenadas deseribo acima,

() préoximo resultado estd demonstrado em [16], através dos Lemas 1.3.2
e 1.3.3,

Teorema 4.38 (J. H. Rieger, [16])

(Goose z x® “+ 3:-'5;3 + GIY -+ ,{J’J:;
Gull 2 = z* + 2%y + 2y + azy + B
Butterfly z = 2° + 'y oy + oa’ + 5

sdo o8 desdobramentos universais de z = 2%+ 2, 2 =2v b2y b2yt o=
%+ 1ty + xy, respectivamente.



Os proximos resultados seguem diretamente do Teorema 4.37 £ do Teo-
rema 4,35

Proposigao 4.39

O ponto p € S ¢ wna sngularidade tangencial de F do tipo Ea(b) se,
somente se op € U7 — equivalentefno sentido usual de teoria de singularidades
de aplicagdes } 4 ume das seguinies aplicagdes :

Goose oy = (2° +29°, ¥
Gull ogp = (2 + zhy + 1, )

Butterfly o = (z° + 2% + 21, 9)
Prova:
Segue direto dos Teoremas 4.37 ¢ 4.38. |

Proposicac 4.40

As formas normais do desdobramenis de ume singularidade fangencial
do campe vetorial F' em Lo(b), sdo dadas por:

Goose Flx,y, 2} = {1,0,0) e hlz,y, 2} = z— 2% + 29* + ozy + Fr;
Gull Flz.y,z) = (1,0,0) e b{z,y,2) = 2z — 2% + 2% + 2y* + ooy + 52,

Butterfly Flz,y.2) = (1,0,0) e Ay, 2) = z — 2% 4+ 2% £ oy + az® + 323

Prova:

Segue direto dos Teoremas 4,37 & 4.38 e do uso do sistema de coordenadas
deserito acima. -
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Através de uma mudanca de coordenadas adequada, usando o sistema
de coordenadas acima, e aplicando a proposicio  4.40, temos o seguinte
resultadao.

Lema 4.41
As formas normais do desdobramento de wmo singularidade tangencial

do campo vetorial F' em To(b), sde dadas por:

Goose

Faglu,v,w) =
w= =3u-vyav+f

Gull
e 1

7 o=
Foaluvyw)y=¢ o= 0
W= 4ud +2uw o Fav+ 3

Butterfly
= 1

Foglu,vyw) =4 9= D
w= but+3zufv+ v au®+ Gu

Prova;

Fazemos agora a seruinte mudanca de coordenadas:
3 foe ] .
wo= Lo Y, w = h{e, Yy, 2)

e o resultado segue afravés de um simples cdlondo ¢ da Proposicae 440 2

{Jhservemos ainda que a estabilidade sstrutural para o conjunto de cam-
pos vetoriais com singularidades tangencials Y,(h), segue diretamente do Teo-

rema 4.37.
His



4.4 Diagramas de Bifurcacao

Nesta seccao |, daremos todos os diagramas de bifurcacio das S—singu-
laridades de codimensao 2, indicando os tipos de singularidades tangenciais
& pg pontos criticos. lsaremos principalmente os Lemas contidos na secgao
4.2, Lembremos que ao longo da linha de tangéncias, temos dobras, Caso
ocorram, outro tipo de singularidades tangencisis, elas sao isoladas. Assim,
nos diagramas de bifurcacdo | faremos mengao as singularidades tangencials
isoladas, que venham a ocorrer.

A partir dos diagramas de bifurca¢tes para campos vetoriais com bordo,
fica fAcil construir os diagramas de bifurcages para os campos vetoriais re-
versivels, observando as caracteristicas intrinsecas destes tltirnos.

Observemos que para cada ponto critico assimétrico gue temos para o
caso de campos veforials com bordo, os campos vetorials reversivels, por
stmetria, tem outro ponto eritico assimetrico e pela reversdc do tempo, as
variedades invariantes trocam o sinal, ou seja se determinada variedade €
atratora, o outro ponto critico tem a variedade Invariante associada repulsora.
Assim, por exemplo, se temos um ponto critico atrator{nd), temos outro
repulsor(nd).

Quando o contato da Grbita do campo vetorial com borde € tangente
a 5, pela observacan 1.3, temos um ponto critico para ¢ campo vetorial
reversivel; se o contato se da em nma dobra ou Dove’s Tail, devemos observar
se o contato é externo, temos um ponto critice do tipo Centro, caso contrario
seja interno, temos tm ponto critice do tipo Sela.

Denotemos por & = F, 5, com o, § fixos, wm campo vetorial reversivel
do tipo {3, 2). Entdo, temos os seguintes diagramas de bifurcagio:



Figura 4.3: Ponto Critico Sela-Né

4,4.1 Sela-Né

1o

ff.‘.“:.

Para todo &, existe em Lz uma dnica cispide;

Na regigo 1, & ndo tem pontos criticos;

Na regido 2, G tem 2 pontos criticos assimétricos{sela ou nd};
Na regido 3, (7 tem 4 pontos criticos assimétrico{sela e um né);

Ao longo da semi-reta vertical, & tem dois pontos criticos do tipo Sela-
No assimétrico:

Ao longe da pardboln v, G tem 1 ponto critico simétrico{sela ou né),
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Figura 4.4: Ponto Critico Hopf

4.4.2 Hopf

1. Para todo €7, em Lo existemn duas edspides;
2. Na regifo 1, &7 ndo tem ponfos eriticos;
3. Na regiao 2, ¢ tem 2 pontos criticos assimétricos{foco);

4. Ao longe da semi-teta vertical, G tem dois pontos coriticos do tipo Hopf
Assimetneo;

5. Ao longe da reta horizontal, G tem um ponto critico simétrico{foco);

6. Ao longo da semi-pardbola ~, G tem dois pontos criticos assimétricos e
um ponto critico simétrico{sela ou centro}cicly fimite tangente{ quadrdiica)
a5

p—
o,
Lot
2
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Figura 4.5: Ponto Critico N6 Degenerado

4.4.3 N6 Degenerado

o

Para todo &, Lo apenas tem dobras;

Na regido 1, {7 ndo tem pontos criticos;

Na regiao 2, G tem 2 pontos criticos assimétricos{foco{nd));
Na regiao 3, G tem 2 pontos criticos assimétricos(nd(foco)),

Ao longo da semi-reta vertical, ¢ tem dois pontes criticos do tipo No
Degenerado assimétricos;

Ao longo da semi-reta horizontal estquerdal{do zere), & tem um ponto

eritico simétrico{foco{nd)y;

Ao longo da semi-reta horizontal diretta{do zerol, ¢ tem um ponta
critico stmétrico{né{foco));



Figura 4.6: Ponto Critico Hiperbolico Tangente by <0

4.4.4 Hiperbdlico Tangente

Temos dois diagramas de bifurcacdo, dependendo do sinal de kp(ver Lema 4.30).
Neste caso, 0 ponto critico pode ser ou um No, on uma Sela on ainda um
foco. Diremos entdo, apenas ponto critico.

Consideremos inicialmente, ks < 0,

1. Ma regido 1, & nao tem pontos eriticos, e Lo tem duas Clspides;

2. Na regido 2, (7 tem ¥ pontos criticos assimétricos, e Lo duas Cispides;
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Na regiao 3, 7 tem 2 pontos critivos assiméiricos, e Le, pontos criticos
simétricos do tipo Sela on Centro (asspciada 6 Dobras);

Ao longo da semi-reta vertical, 7 tem dois pontos criticos do tipo
Hiperbolico Tangente assimetricos, e Ly, pontos criticos simeétricos do
tipo Sela ou Centro {assoctade & Dobras);

Ao longo da reta horizontal, (7 tem um ponto critico simétrico, e Lg
duas Caspides;

Ao longo da pardbola vy, G tem 2 pontos criticos assimétricos, e Lo um
ponto critico Sela ou Centro{associada ¢ Dove’s Tail).
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Figura 4.7: Ponto Critico Hiperbdlico tangente ky > 0

Consideremos agora, by > 0.

Na regidge 1, G nac tem pontos criticos, e Lg apenas pontos criticos
simétricos do tipo Sela ou Centro (associada & Dobras);

Na regiso 2, ¢ nio tem pontos criticos, e L duas Cilspides;
Na regiao 3, G tem 2 pontos criticos assimétricos, e L duas Cuspides;

Ao longo da semibreta vertical, G tem dois pontos criticog do tipo
Hiperbélico Tangente assimétricos, e Lo duas Cispides;

Ao lomgo da reta horizontal, & tem um ponto critico simétrico, e Ly

duas Cispides;



8. Ao longo da pardbola v, & nio tem pontos critices, e Lg um ponto
critivo distinguido do tipo Sela ou Centrofassocinda & Dove’s Tail).



Figura 4.8: Ponto Critico Foco Degeneradoe

4.4.5 Foco Degenerado

1. Para todo GG, Lg tem duas Ciispides;
2. Na regido 1, &G ndo tem pontos criticos;
3. Na regifo 2, (& tem 2 pontos criticos assimétricos{foco};

4. Ao longo da semi-reta vertical, G tem dois pontos criticos do tipo Foco
Degenerade assimétricos;

5. Ao longo da horizonfal, & tem um ponto critico simétrico{foce), ¢ Lg
tem uma tnica Caspide:



Figura 4% Ponto Critico Foco Tangente 1

4.4.6 Foco Tangente 1

Neste caso temos que Lg pode ser: vazio, um tinico ponto, ou ainda, w
elipse,

1. Na regido 1, ¢ nfo tem pontos criticos, ¢ Lo tem somente pon
criticos do tipe Sela ou Centro {asseciada & Dobras),

2. Na regifo 2, (¢ ndoe tem pontos criticos, e Ly tem duas Ciispides;



. Na regiao 3, G tem dois pontos criticos assimétricos(foco), € Lg tem
duas Cuspides;

. Na regido 4, G tem dois pontos criticos assimétricos(foco), e Lg é
vazio(G é transversal & S);

. Ao longo da semi-reta vertical, G tem dois pontos criticos do tipo Foco
Tangente assimétricos, e Lg é vazio(G é transversal & .S);

. Ao longo da reta horizontal, G tem um ponto critico simétrico(foco), e
L¢ tem uma Cuspide;

. Ao longo da curva 7, Lg é um tdnico ponto. Fora de 7, se G estd na
regiao 4, entao Lg € vazio; caso contrario, Lg é uma elipse;

. Ao longo das curvas, v; e 7y, Lg tem um ponto critico distinguido do
tipo Sela ou Centro(associada ¢ Dove’s Tail);
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Figura 4.10: Ponto Critico Foco Tangente 2

4.4.7 Foco Tangente 2

1. Na regido 1, {7 ndo tem pontos criticos, e Lg tem duas Caspides;
2. Na regiac 2, {5 ndo tem pontos criticos, ¢ Lo tem quatro Cuspides;

3. Na regido 3. ¢ tem dois pontos criticos assimétricos{foce), e Ly tem
quatro (ispides;

4. Na regido 4, ¢ tem dois pontos criticos assimetricos{foco}, e L tem
duas Chiispides;

117



-4

Ao longo da semi-reta vertical, & tem dois pontos criticos do tipo Foco
Tangente assirodtricos, ¢ Ly tem duas Cuspides;

Ao longo da reta horizontal, & tem tm ponto critico simétrico{fpeo), e
L tem trés Ciispides;

Ao lengo de vy, Lo sdo duas retas se interceptando no 0. Fora de 7,
L¢ 830 duas hipérboles.

Ao longo de 2, G tem dois pontos erfticos assimétricos{foce), e Lg tem
duas Ciispides e um ponto critico siméirico distinguido do tipe Sela ou
Centro{ associada & Dove's Tail),

Ao longo de 73, G néo tem pontos criticos, ¢ Lg tem duas Clspides e
um ponto critico simétrico distinguido do tipo Sela ou Centro(associada
4 Deve’s Tail),;



Figura 4.11: S—singularidade Goose

4.4.8 Goose

1. Na regido 1. Lg tem uma Clspide;
2. Na regiao 2, Ls tem trés Caspides;

3. Ao longo de v, Lg tem duas Ciispides sendo uma associada {Lips);

iy



Figura 4.12: §—singularidade Gull

4.4.9 Gull

1. Maregido 1, Lg tem quatro Cispides;

[

Na regido 2, Lo tem duas Chispides:
= i [

3. Ao longo de v, L tem duas Crispides separadas por um ponto critico
simétrico distinguide do tipo Sela ou Centro{asseciada a Dove’s Tail):

4, Ao longo da reta horizontal, Le tem duas Clspides e um ponte critico
simétrico distinguido do tipo Sela ou Centro{asseciada & Dove’s Tail),



Figura 4.13; S—singularidade Butterfly

4.4.10 Butterfly

1. Na regido 1, Lg tem trés Cispides;
2. Na regido 2, Lg tem uma Caspide;

3. Ao longo de v, Ly tem uma Cispide & um um ponto critico simétrico
distinguido do tipo Sela ou Centro{ associada ¢ Dove's Tail).



4.5 Prova do Teorema C

Denotemos {1y = {14 14,

Em {), definimos o subeconjunto 14 da seguinte forma: "X € 1y desde
que a origem seja uma singularidade de codimensde 2 do correspondente
F = F{X)". Isto significa que X € 1y se, somente se, F = F{X} € 3,

Segie da definicdo de v & da Proposigao 4.3 que:

Lema 4.42

vy € aberte e denso em (Jy. Mais, 19 € uma subvariedade de codimensdo
2 de {1,

(O proximo resultado é uma consequéncia imediata da Proposigio 4.3.

Proposigio 4.43
1. X € Oy 4 estruturalmente estduel relative 4 Oy se, somente se, F{X}
£ estrufuralmente estdvel relativo d EJ ;
2. X é estruturnlmente estdvel relative @ ), se, somente se, X € 1y;
3. as C°—formas normais de qualguer familia & wn pardmetro em () pas-

sando por Xg € va e transversalmente 4 vy 8do -

{2.1) L 2.1-N& X o{z,y, 2) = (azz, byz, %(yff‘zz +e{e—2a)r® +aut+ 7)),
com {a, b} = 8(3,2,1}, ses < 0, {a,b,e} = §(1,2,3), sez > 0 ¢
R

(2.2) L 2.3-Né X, 5w, v, 2) = (axz, byz, {(y+ e +2le - 2a)a” + au-+ 31,
com (b0} = &2, 1,3 e & = &1,

{(2.3) L 2.5-Né X, s{z,y,2) = (axz,byz, Hy + e +2(e—2a)2" + o+ ),
com {a,bey = 8{1,2,3), see < 0, {a,b,e) = &3,2, 1}, sez > 0 ¢
§ = £1;
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(2.4) L 2.0-Sela X, 5(z,y,2) = laxz. byz, Hy+exl+2{e—2a)2% + aut- 5)),
vom {a, b, e} = §{~2, —1, 1}, se s < B, {f.z*_ by =8—-1,~2,1}, se 2 >0
£d=%1;

(2.5} L 2.2-8ela X, s(zx.,y,2) = {ax2, byz, ;{y+ez* +s{e—2a)2®+out 8)),
com {a,b,c) = §{—1, -2, 1}, see <D {a,bc) =8{-2, ~1,1}, se2>10
e b= &1;

{2.8) Foco 2 XN, s(z, 9, 2) = (azz,(a® — 2ab - 8)yz + 2ab2® — 2abx?z —
2abazz, (~2by + (a +Db)2® — (o + b+ 2c)2® — ala + b+ cjz + 5)), com
abce iﬁ’, distintos e ndo nulos;

(2.7) N6 Degenerado X, 3{z,y,2) = {agz +ayz,zz+ayz, He +y+o +
3YY, com a,c € IR distintos e ndo nalos;

{2.8) Foco Degenerado -‘{M £y, 2) = (axz+byz+owz, ~brztayz, S(z+
y+az® +o2% + 5y + (g = s2)zy + B)), com e, b € R ndo mzio& e

&1, 8% & —--1}

{2.8) F(}Ci) Tangente 1 X, s(z,v, z) = {azz +byz, —bzztayz, e + 2 +

Y +or+ 8, comab,c € R nio nules e ¢ # a;

(2.9) Foco Tangente 2 X, s(x, ¥, 2) = {azrz+byz, ~brz-+ayz, §(c2? +2%~
WA azr+ 8, comahc& IR ndo nulos e o # a;

{2.10) Goose X.z{z,y,2} ={(2,0,5 (32 + ¥ + ay + 5;
(2.11) Gull X sz, y,2) = (2,0, 54 + 20y — 7 + oy + 4

(2.12) Butterfly X, a{x,y,2) = {2.0, 56" + 32y + y + az® + Jz com
£ =41

Prova do Teorema C
A prova segue da Proposicio 4.43. n

A seguir apreseniamos figuras com o eshogo do espago de fase de campos
vetorias de codimenséo 2. Em todas as figuras apresentamos os campos
associados F e X, onde F € 0 campo vetorial tomando 9 rwomo bordo, X é o
campo vetorlal reversivel associado. Lembremos que quande a tangencia
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interna{para F') temos associado um ponto critice do tipo sela{para X}
e gquando a tangéncia e externa{para F), temos um ponto critico do tipo
centro{para X).
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