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Resumo 

Neste trabalho, estudamos as singularidades simétricas de campos veto­
riais reversíveis sobre um espaço de dimensão três, e tal que a dimensão do 
espaço de pontos fixos da ínvoluçâo associada é dois. Apresentamos todos os 
tipos topológicos de singularidade simétricas de codimensão zero, um e dois, 
e suas respectivas formas normais, usando a noção de L-.o-equivalE>ncia. 
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Introdução 

O objetivo deste trabalho é estudar localmente as singularidades simétricas 
de campos vetoriais reversíveis em dimensão 3. 

Este estudo se desenvolve ao longo das linhas gerais propostas no pro­
grama de Thom-Smale restrito a campos vetoriais reversíveis. Isto é, para 
tal da~se se estuda primeiramente aquela subdasse constituída pelos campos 
Yetoriais estruturalmente estáveis e posteriormente a estabilidade de famílias 
à k-paràrnetrosl com k = 11 2, ... 

A abordagem adotada neste trabalho segue a linha de pesquisa estabeleci­
da por (Sotomayor.[20j) e (Sotomayor-Teixeira.[2ll), através da reformulaçi'io 
do problema original em termos de campos vetoriais definidos em variedades 
com bordo. 

Seja X um germe de um campo vetorial de classe c·. definido em (JR", 0). 
Seja-:.;; um germe de uma involução de classe c~'Ç em {JRn, O); isto é. -;e um 
germe de um difeomorfismo{em O) de classe cc:c e :p o :p = ld. 

Denotemos por S _-;::_ f\:r{-,..~}, o conjunto dos pontos fixos da involnç<lo .;;. 
Por (Sevryuk[l8J). sabemos que, Sé uma subvariedade de (!Rn_o). 

Dizemos que X é p-rF"verd1:el do tipo (n. k) se valem as segnint("-S con­
di(;úe~: 

{1).; • .\ -.\rc 
(2) ttim S ~ k. 

'li I . 



Seja (1 o espaço de germes de campos vetoriais. em O, y- reversi ';eis sobre 
fR_:-1, de classe L'"'T. r > ~t Consideremos Q munido da topologia C". 

Seja p tal que X(p_) -=O. Se p E S, então dizemos que pé nma sinqulan­
dade simétrica. Caso contrário. p ê uma singularidade ass·imdrica. qualquer 
outro ponto em (fJ{l,O) é um ponto regular· de X. 

~a teoria de sistema..s dinàmicos, a importância da ren:rsibilidade foi 
primeiro notada por Birkhoff([6j, 1915), que a usou no estudo de prob!erna 
restrito de tr€s corpos. Em sistemas mecânicos, as equações de movimento 
podem ser dedtl2idas de- um Hamiltoniano, H(p, q ), que é a t:>nerg:út funcional 
definida no espaço de fase com momentum e coordenadas de posição (p, q). 
Tal sistema é rp-reversível do tipo (2n, n} quando 

H(p,q) = H(-p,q) 

onde a involução associada é dada por 

;(p,q) = (-p,q). 

Devaney(l7J) 1 trabalhou com campos vetoriais do tipo (2n, n), e demonstrou 
um Teorema de Kupka-Smale para campos vetoriais reversíveis. 

O trabalho de Devaney. provocou um crescente interesse por sistemas 
dinàmicos reversfn::'is. Amol'd e em particular Sevryuk. discutínun extensões 
dos resultados dos sbtemas Hamiltonianos para os ren:rsiveís(tais como Teo­
ria K:\.\I). :-reste contexto mencionamos o trabalho de Vanderbauwhede ([27], 
1990) sobre bifuroH.:<"io :mbharmônica(subhar;nonic branching) . . \rnol 'd ([-fi. 
198.-1) e Se\Tyuk ({18/, 1986), trabalharam com cn.mpos \l~toriais fracamente 
n:vers{ueiB, ou sejam. são carnpos vetoriais que satisfazem a equação (1 ), 
mas o difeomorfismo +"' não precísa ser necessariamente uma involuçào . 

.\!ack.:'ty([lO]), no ímcio dos anos 80 1 obteve resultados interessantes en­
\·olvendo renorrnalização de aplicações que preservam área e sistemas re­
versÍW'is. Lambd9)}, em sua t.cse estudou sistemas reversíveis sob d.ive-r::;os 

aspt•dos . .-\lém de nmi1os exemplos, de exibiu formas normaÍl'i de sistemas 
H'W'rsin'is 11sando AS técnicas desenvolvidas por Takens(i2Ji). :\a ht('f<\t!lr:a 
t;nnmlT<nnos urn leque <:norrn<~ de exemplos e aplic:tv;ões t'nYol n::ndo sisff'm;ts 
ww·;noJH'LS. Sugerimos ao leitor para m.a.is detalhes e corwxôes com muros 
problemas o trabalho de Hoberts e Quispd em ([17!JH91). 



:;este trabalho clas;.;ificaremos genericamente, via equivalCncia topológica, 
famílias locais à :2-·pnràmetros de campos de vetores teH'rsívcis tio tipo (~1. 2) 
numa viz1nhanr;a de um ponto crítico simêtrico. 

Em (Tcíxeira. [:26]), é desenvolvida uma técnica que classifica, de urna 
forma simples. as singularidades simétricas de campos vetoriais reversÍveis 
do tipo (2, 1). ;-.:este trabalho, seguimos esta idéia e nosso principal objetivo 
é classíficar as singularidades, as quais ocorrem genericamente em famílias à 
dois parâmetros de campos vetoriais reversíveis sobre !R3

• Esta técnica con­
siste em, primeiramente, efetuarmos uma mudança especial de coordenadas 
numa vizinhança da singularidade símétrica e então dirigir a análise ao es­
tudo do contato entre um sistema geral e uma subvariedade de codimensão 
um de JR!. Descrevemos o comportamento da singularidade e estabelecemos 
uma relação entre estas singularidades) as quais emanam do contato entre 
o campo vetorial e a superfície simétrica original. A principal razão do uso 
desta técnica é que a teoria do contato fornece ferramentas geométricas mu..ito 
Úteis . 

.\"este trabalho. apresentamos todos os tipos topológícos de :singularidades 
simétricas de campos vetoriais reversíveis do tipo (3,2) de codimensões O, 1 
e 2, suas C0 -formas normais e respectivos desdobramentos versai.s. Assim1 

geramos uma lista completa de modelos topológicos locais para todas as 
possíveis famílias genéricas à 2-parâmetros de campos vetoriais reversíveis. 

Para atingirmos este objetivo, estendt:mos o estudo de campos vetori­
ais definidos em variedades de dimensão três, com bordo de dimensão dois, 
iniciado em (Sotomayor-Teixcira, [21]). classificando os campos w~toríais de 
codimensão dois. Completamos o no..-;so estudo, usando a ~imetria e reversibil-· 
idade dos campos vetoriais reversíveis. 

\lencionamos que um campo vetorial de codimensão zero tem nma curva 
regular y de pontos críticos em .S~. Esta curva pode ser vü;ta como uma 
família à l-parâmetro de campos vetarias planares, no sentido que o <:?spaço é 
folheado por pbmos invariantes tais que uma das seguintes situações ocorre: 
(i) cp1atquer ponto crítíco é nma sela hipt'rbólica e cada folha é transwTsa 
à'":: (ii) qnnl(p:er ponto crítico é do tipo Elíptico t' c;\da Folha é tntns\·ersa 
à >. {iú) a Lmdia é nm desdobramento gcnéríco dt; uma tl'tspidf.' reyersín:l 
(\kdrado-Teixcir,t. [111). de tal fonna que na cÚ;:,pide, o contato entre ü folha 
e.,_, é quadrático.(\·eja fignra 0_1) Tal fato é provado no Capítulo ~t 
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figura 0.1: Singularidades Codimensão Zero 

Este trabalho, está composto de quatro capítulosr além da presente in­
trodução, onde apresentamos apresentamos os resultados principais: Teo­
rema:\. Teorema B e Teorema C, que serão demosntrados nos capítulos sub­
sequentes. ~o Capítulo L estabdecemos a notaçào e delinirnos a mudança de 
coordenadas fundamental para o desenvolvimento destt~ trabalho, Esta mu­
dança de coordenadas, faz a conexão entre os campos vetoriais Revers.í veis 
c os campos >:etoriais definidos em \·ariedades com Bordo. );o Capítulo :L 
demonstramos o Teorema A. )ío Capítulo 3, demonstramos o Teorema B. :\o 
Capítulo 4, classificamos as singularidades de codimensão 2 de campos veto­
riais do::finidos e-m variedades de dimensão.") com bordo. A seguir, cs:ibimos 
as C"0

-· formas normais. os Diagramas de Bifnrcação. 1k campos vetnrinís 
rew.·rsívcis. r pnn·arnos o Teorema C. 



0.1 Resultados Principais 

O conceito de cstabiHdade estrutural em Q Yem da seguinte definição . 

Definição 0.1 

Dizemos que do-is campos vetoriais X 1 e X 2 em Q i;ão ("'0 - eqvit:alentes, 
5e ~:n:ste um homeomorfismo de IR3 em IR3, que aphca traJetórias de X c em 
trajetórias de X2 preservando o sentido dos mesmos. 

Denotamos por Vo o wnjunto dos elementos em n os quais são estrutu­
ralmente estáveis. 

Teorema A 

(i) v0 é aberto e denso em O; 

{íi} X E v0 se somente se X é CO - equivalente à uma das seguintes formas 
normrus: 

(0.0) Ponto H.egularo X(x, y, z) co (0, O, l); 

(0.1) Tipo Dobra Sdac X(x,y,z) ~ (z,O,~x): 

(0.2) Tipo Dobra Elípticoc X(x,y,z) o (z,O.-jx) 

(0.3) Tipo cúspidec X(x,y,z) "' (z,O, HY cx2 )). 

Denotamos por VI o conjunto dos elementos em n os quais são estrutu­
ralmente estáveis relativo à fh = D - v0 . 

Considcretnos o espaço 8 1 dado por: 

mnnido da Topologia C 1
. 



Teorema B (Classificação singularidades de Codimensão 1) 

(t} l!l é utna submriedade de codimensão 1 em [1 e denso f'm nl: 

(h) Cons'Íderemos o conjunto f 1 dado por: 

Então, qualquer 1 E r1 é (:o-equivalente à nma das seguintes formas 
normais: 

(1.0} Todos os tipos listados no Teorema A; 

(1.1) L 1.1-Nó X,(x, y, z) = (axz, ~yz, ~(ax+by+cz 2 ta)), com (a, b, c) = 
8(3, 2, 1), c 8 =·±I: 

(1.2) L 1.2-Nó X"(x, y, z) = (axz, lnjZ, ~(ax +b1J+cz 2 h>)), com (a, b, c) ·= 
8(1, :l, 2), c 6 =· ±1; 

{1.3) L 1.3-Nó Xa(x, y, z) = (axz, b1Jz, ~(ax +b1J+cz2 +a)), com (a, b, c) = 

6(1, 2, 3), e 6 = ±!; 

(L4) Sela X"(x.y, z) ,, (xz, 2yz, Hx + ly- z2 +a)); 

(L5) Foco 1 x.,(x, y, z) = ((-x + y)z, ( -x- y)z, \( -3.T- y + z2 +a)); 

(L6) Lips X"(x,y,z) "(z,O,H-:lx2 ty2 +a)), 

(1.7) Bec to Bec ,'(,(x,y,z) = (z,0,~(-3x 2 -y2 +a)); 

(1.8) Dove's Taíl X,(x,y,z) ,, (z,O, H48x3 +y + ax)), com 6 • +!; 

Denotamos por l/z o conjunto dos elementos em n os quais são I:'Stnüu­

ralmente estáveis relativo à D2 :-= íl 1 - v1 • 

Con-:;idr:;n~rnc~':i o e:>p.ru~o H 2 dado por: 

8-2 h : ( -::-, :::) ':;{ ( ·~::, ::-) -~ n de da::;sc C 1
} 

mnnido da Topologia C l, 

6 



Teorema C (Classificação singularidades de Codimensão 2) 

(i) t12 é uma snbvariedade de codimensào '2 em n e denso em rtz: 
(ii) Cons1tieremos o conjunto r 2 dado por: 

Então, qualquer ~~ E f 2 é C0 -equivalente à urna das seguintes formas 
norma1s: 

(2.0) Todos os tipos listados no Teorema B; 

(2.1) Sela-nó X"_3(x. y, z) ~ (z(2(.r + y) 2 +a), z(x- yqpx + y- 2z2 + 
z(x l·y) 2 +8)); 

(2.2) Hopf F;,.e(x, y, z) ~ ( z( -y+x( a- x2 -v')), z(x+ y( a- .r2
- v2

) ), - x-
3y + 2z2 + (x + y)(a- x2 - v2

) +fi)); 

(2.3) L 2.1-Nó X 0 ,3 (x.y,z) ~ (axz,byz, Hv+cz2 +c(c-2a)x2 +cw+B)), 
com (a,bJ:) "-~ f(5,:1, 1), se::< O, (a,b,c) --"" {(1,3,5), se.s- >O e 
6 -'~±L 

(2 4) L 2 3-No' " (x y ·) -· (ax· lru- 11'1/ ·,.,z L -·(c- ·2a).r2 '·av L- 3)) • - • ~'\,-,_j • l "- - , "-• o/;:_, 2 , [' -·- J - - ~- T ' , ' 

com (a.b.c) ••• 6(:3, 1.5) e 8 ~ ±l: 

(2.5) L 2.5-Nó X 0 _3 (x. y, z) ~ ( axz, byz, ~(y + cz2 + 2(c- 2a )x 2 +a u i· iJ)), 
com (a,b,c) ~ 5(1,3,5), sez <O. (a,b,c) = 6(.5.:3,1), se2 >O e 
15 -_'oO ±L 

(2.6) L 2.0-Sela XoJ(x. y, z) = (axz, byz, HY·I·cz2 +2(c- 2a)x2 + ün +3)), 
com (a.b,c) ,, &(-3.-1, 1), se 2 <O, (a,b,c) ,, 6(-1, -~l, 1), se c> O 
e 6 ::::L 

. ) ' ' . ' ó ' ( ' . ) \ 2 J)' (2.7 L 2.2-Sela X,:c,J\X.y,z) := (axz, y;;, ~ y F c.::- h;(c~:.a,.r +etn +·, ). 
t:om (o.,b.t:) ·"' {(-l. -3, l), se::< O, (a,b.c) ·co: 6(-;5, -L 1), .':'t':: >O 
e 6 :c:. ±l: 

M 

' 



(2.8) Foco 2 X"J(.r,y.z) ·~ (axz,(a 2
- 2ab- b2 )yz + 2abz3 -- 2abx 2z-

2abt:J:r:;, ~( -2by +(a+ b)z 2
- (a+ b +- '2c)x1

- n:(a -+- b +· c)x + 3) ). com 
(a,b.c:) E {é(L2,3),6(1,2,-:l)} e 6 • ±1: 

(2.9) Nó Degenerado Xa,p(x~ y, z) ~:: ( 11xz -+-nyz. xz +· ayz. ~{x + !J -1- cz2 t-
3)). com (a, c) E {6(1,2),/i(L-2)} e é'" ±1: 

(2.10) Foco Degenerado X 0 _8 (x, y, z) ~ (axz+byz+axz, -bxz+ayz, )<x r 
y + az2 + z 1x

2 +z2y2 + (z1 - z2 )xy + 8)), com (a, b) E { 6(1, 2),/i(!, -2) }, 
8 -~ ±1 e .o1,z2 E {1,-1}; 

(2.11) Foco Tangente 1 Xe,,1(x,y, z) = (a.rz + úyz, -bxz + ayz, Hcz2 + 
x 2 t y2 + ax + .8)), com (a,b, c) E {6(1, 2,3), b(L2, -3)} e 15 = ±1; 

(2.12) Foco Tangente 2 Xa, 8 (x,y,z) = (axz + byz, -bxz + ayz, Hcz2 + 
x2 - y2 + ax + !3)), com (a, b, c) E {8(1, 2, 3), 6(1, 2, -3)} e 8 = ±1; 

(2.13) Goose .X."_p(x, y, z) ••• (z, O, H3x2 1- y3 t- oy + B)); 

(2.14) Gull x.,_J(x.y,z) --~ (z.O, H4x3 + 2xy- y2 + 0)/ + 3)): 

(2.15) Butterfiy Xa,e(x, y, z) = (z, O, H5x4 + &x2 y + y + ox2 + _8x)) com 
é= ±1; 

Observação 0.2 Nào exigimos continuidade com relação aos panirrudros 
na obtençâo das forrnas nonnats. 

0.1.1 Exemplos 

A seguir. apresentaremos dois exemplos para ilustrarmos alguns resulta~ 
dos desta te-se. 2\otações c definições siio encontradas no capitulo 1.. 

Exemplo 1 -,',"a o U7171'1f' t'i>liJ"li'li ·-r'Pi'f'~-_,r)'ei v c O lla,lu" [JOr 'j -- }--' -'-r . _,,c, .. "·\_~--~ • .. 



Consideremos S ~:::: Fíx(.p);::::;; {z ~:::: 0}. Ternos então uma linha de pontos 
uíticos simétricos L x dado por 

Lx oc {(x, y, z) E IR", Olx = z = 0}. 

Seja a mudança de variáveis em JR'1, O dada por: 

(u, v, w) = (x, y, z 2
), z >O. 

Ficamos agora com 

X 1(11,v,w) = (vw(a+ f(u,v,w)),O,Jií}u) 

que é topologicamente equivalente à: 

F= F(X) =(a+ !(u,v, w), O, u), 

para w > O. Consideremos S dado implicitamente por h(u, v, w) = w. 
Atra-n~s desta mudança de Yariáveis temos q1.1e. estudar o campo veto­

rial y~reversível X E Ç1 é equivalente à estudar o campo vetorial F E g:_;r 
d.efinido em JR1

, O com bordo 5'. 

Observemos que F niio tem pontos críticos numa vizinham;a do O, em S 
e terrws uma tinha de tangt>ncia.s das ôrbitao do campo F' com S', dada por 
Fh(u.u,O) .-o.~ u '"'O, ou seja LF ~..::. {(11,u,u.:) E lR3,0in u.: -,_~ 0}. Temos 
ainda que ao longo de [p, F2h f O, ou seja as tangéncias s;.io quadráticas. 

Assim pelo TCorema 2. L temos que F tem codimensão zero em X'' e 
forma normal C 0 ~equivalente à F(u, v, w) '----= (a, O, u). E. equi\·alent<::mente, 
X tem codimensão zero em 0: e forma normal C 0 ~equivalente à .Y(x. y, z) .m. 

(az, O, x·).(Teorcma A) 

Exemplo 2 s~}IJ. !) nunpo vdorinl r~~ !'PJ'PT'SÚ:d X E n dwlo por 



onde: 

"c( r. y, z) ·'' (x. y, -z), 
Jl(x,y,z2

} =--' >i--J~-bl míikxiyiz2k e 

/ '(~· y "'l ., " '' x'yj ~2k '""• '"' - ~-~ L...!'-'-j-k>1 íjk "- ' 

Consideremos S' = Fix(;p) = {z = 0}. Tt'mos ent<io uma linha de pontos 
críticos simétricos Lx dado por 

Lx = {(x,y,z) E llf.Oix •= -y. z ·= 0}. 

Seja a muda..11ça de variáveis em IR3 , O dada por: 

Ficamos agora com 

X 1Cu. v. w) = ( JW(x i· f 1 (u, v, w)), JW(2y + f 2 (u.v, w )), JW(u + v+ :.sw)) 

que é topologicamente equivalente à: 

F(u, v, w) =F( X)~= ((x + f 1(u, v, w)), (2y + f 2(u,v, w)), u +v+ 3w), 

para v.2 > O. Considf'remos S dtHio imphcitamente por h(u. u, t.c) ,_., te. 

Através desta mudança de variáveis temos que, estudar o campo veto-­
rial i-?~reversivd X E O é equivalente à estudar o campo vetorial F E $" 
1 C'!·, IT>3 O· b i 5' ce,1nH o i. m 1n , com ore o . 

Observemos que F tem um ponto crítico hiperbólico em O E 8 com au­
tomlores ,\1 ,;;;. L-\: ,--= 2, ..\3 = 3 e os antoespaços associado::> transversais à ~S~ 

em O. Ternos uma linha de tangéncias das órbitas do campo F com 5~ dada 
porFh(u,u,O) ·:cc u+l' ""-Ü1ousejaLF = {(u,P1u:) E !Ra,Oiu :;= ~1_r, w --" 0}. 
Temoo ainda que ao longo de LF, F 2h l O, ou seja as tangt:ncias sâo 
quadráticas. 

A:'<;;:im p<:lo Teorema 3.3. tPmos que F tem codimt:nsào um. em .:C" c 
formn nornwl C 0 ~t•quiYakntc à i'(u, l', u·) '~- (u, '2c. u !-i' l· :Jtr). E. U1HÍY<J­

lcnte-ment.e. X ~v-m codímensão um em O r; forma normal C 0 ~cq<ti,:ah·llt<' it 
_':(x. y, z) ::__--;: { Z.T, hy, L' f- y +- az2 +- (l).(Teore-rna B) 



Capítulo 1 

Preliminares 

Consideraremos sistemas dinámicos gerados por campos "·etoriais sobre 
\'ariedades com bordo. Por simplicídade~ consideramos Jf mergulhada em 
uma variedade tri-dimensional N, sem bordo. 

Dizemos que dois campos vetoriais X, Y são germe equivalentes sobre Af 
se eles coincidem em uma -.izinhança de /V!. Um campo vetorial X sobre M 
é por definição uma classe de campos -vetorias germes eq~Üvalentes(sobre Jl) 
definidos em .V. Se o campo X tem um representante X de classe cr, O :; 
r $ :X\ sobre N, dizemos que x· é de classe cr. 

Defmímos ~•gora o fluxo de X. Tome 0- fluxo ? de um repreS<'ntant(;' ."\" de 
X: j: esta definida sobre um conjunto D(5: '·""' {(x,t) E N x JR,t E f}. onde 
f é um intervato aberto com extremos w-_, W+, os quais podem ser infinito. 
O fluxo :p de X é definido por <p(x, t) :-.:: j:;(x. t) para .:r E AfetE I(x), onde 
I(x) ê o inter-mlo maximal contendo O par~ o qual-.,.,.-:.. E Jf quando tE !(.t}. ;(:­
e D(X) não dependem do representante X de X. \1ais ainda, quaisquer dois 
rt'presentantes de X definem fluxos sobre N que coincidem numa dzínhança 
de D(X"}. Temos qw~ p ::o .;]ID(X). 

A órbita '";>(.T) de X. passando por :r E :\1 é por ~efíni,;áo a im;.tgem de 
l(.rj pda üplküçáo curva intt.:'gral ,:(x): t . .......,. r·(r.l). Orbiras sáo orÍ1'rtLtda:-: 

pela orient.açáo induzída por esta aplicação da orientação positint de !(x). 
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Germe de órbitas e germe de trajetória tem defini<;ões símilares. 

Dizemos que dois campos vetoriais X e )/ sobre J! sào topologicamente 
equivalentes se existe um homeomorfismo h sobre _\f. aplicando órbitas de 
X em órbitas de Y preserYando o sentido dos mesmos. 

Estudaremos famílias locais numa vizinhança de (0, O} E !R3 ~x: mk_ on 
sejal germes de famílias em (0, 0). Tal família local X» será chamado desdo­
bramento à k- parâmetros de X0 . 

Como o conj1mto S = Fü(r.p) é urna superfícíe .stwve em (IR3
, 0). sabemos 

(Teorema :\1ontgomery-Bochner em [13]) que a involução r.p é C 00 ~conjugada 

à ;p0 (x,y,z) = (x,y,-z). Observemos ainda que este mesmo resultado é 
consequência da Proposição 1.5. Nestas coordenadas, temos que S ::::-~ {z = 
0}. 

Seja X um campo \·etoria1(germe de) C'" sobre (JH3 .0) e :.puma ínvoluçào. 

Definição 1.1 

Dizemos que X é <p- reversível se 

D'f'(p)X(p) ~ -X('f'(p)) 

para p E (IE3
, O). 

Fixemos coordenadas em (IR.3 ,0}, de tal forma que .p(x,y,z) -c, (x.y, ··-·.::) 
e denotemos por 0 o conjunto de todos campos vetoriais ç- reversíveis sobre 
(111:1 . 0). ;.,'estas coordenadas ternos que o conjunto dos pontos fixos de ;, S, 
é dado por 8 ·~ {z = 0). 

"\lunímos {1 COffi a topologia (''~', com T > 3. 

Qualquer ponto crítico de X E Sl sobre S é chamada uma singularidade 
:>irnétrica(on simplesmente, singularidade) de X.- caso coutuí.rio. é umn singu·· 
larl(bd.e ;~.;;simétrica. Qualqner ontro ponto em (!HJ ~ 0 ). é um ponto n'g;ular 
de Y. 



1.1 Singularidades no Bordo 

Seja ('u, v, te) um sistema de coordenadas em (JR3,0). 

Consideremos Jf =~ {(_u,v,w) E (JR3 ,0)iw 2: O} e o conjunto Xr dos 
campos vetoriais cr sobre A f (r > 3) munido com a topologia cr _ Denotemos 
o bordo de A f por S. 

Definição 1.2 

Um ponto p E Sé umaS- singularidade(m.t simplesmente 8ingularidade) 
de F de :E" se F(p) é tangente à S em p. 

Seja h: (!R3
• ü)--+ IR dado por h(u, v, w) = w. 

:'\estas coordenada<:; o conjtmto S- singular de F em ;c r é determinado 
pelas seguintes equações ; 

h(u,v,w) =0 e Fh(u,v,w) ecO 

Em nosso contexto . .as S- síngtdaridadEs de F. são primeiramente das­
::;ificada.<; por: 

(i) F(p) f O 

(ii) pé um pomo crítico de F. 

O segundo caso não acontece genericamente para as síngularidades de codi­
mensão O. i\7o primeiro caso, a teoria de singularidades ocupa lugar de 
destaque na da..-;sificação das singularidades. 

Xo decorrer d.e no;:;sos argumentos, t"mbon>. omit.idas algumas '-·ez<';:; no 
texto, nsamos técníca.i conhecidas ().lelo-Palis. il2j e Sotomn.vor~·r~'ixeira, 
i:2l n para determinarmos horneomorfisrnos tocais os quais siio C0 ~ f'qui vaknclns 
entre dois campos vcroriais ddlnídas numa ,·izinhaiH;a da fronteira de Jtma 
regiáo f:'m !H3

. Para C 0 ~equivaléncias entre duas farrúlias de campos \'t:'Wn­

ais. nós não rE'qUt'remos continuidade com respeito aos paránwtro.s, 
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1.2 Sistemas de Coordenadas 

A seguir, apresentaremos tres sistemas de coordenadas, os quais ser ao 
muito úteis no decorrer deste trabalho. 

O primeiro, 115ando a definição de reversibilidade do campos ,:etorial .\, 
fazemos uma troca de coordenadas, endereçando a análise das S- singulari­
dades 110 estudo de campos vetoriais em variedades com bordo, 

Os outros dois sistemas de coordenadas, são usados na análise dos cam­
pos vetoríais com bordo. Usamos estes para analisarmos as singularidades 
Tangenciais (F(p) # 0). 

1.2.1 Mudança de Coordenadas 

A seguinte construção será muito útil ao longo deste trabalho. 
Seja X em D:. Nas coordenadas acima, a definição de um campo vetorial 

reversível implica a seguinte forma geral para o campo vetorial X: 

"( ) ( J'( ') '"( ') g(x,y,z
2
)) -' J.!J,Z = Z X,!J,Z ,zj~ .r.y,z , -:2 .. (U) 

:\'o semi-espaço z > O, consideraremos 

.. , 
u "'"~ x, v = y e u; = z"' 

Um cákc.tlo simples mostra que nestas coordenadas X é tran:sformado em: 

Pnra:: >O. F f. topologicarnentr: i·~quivaknte à F'"'"' F( X). onde: 

1! 



Observemos que F pode ser ex- estendido à nma -..izinhança completa 
do O. De,·ído à propriedades de simetria de X(com respeito à involuç,-io 
canônica), deduzimos que o comportamento de F{X) em (Jf,O), deterr:nina 
completamente o comportamento de X em O. Assim o problema inicial é 
conduzido à analisar o retrato de fase de F em ~H. A seguir. não faremos 
distinção entre F e qualquer uma de suas extensões. 

Observação 1.3 Teixeim, f26j 

Em um ponto regular a tmjetória de X é sempre "ortogonal" à S. Em um 
ponto crítico de X, o contato entre uma variedade invariante e S decai por um 
fator de 1/2 em comparaçào com a órbita o-u variedade invariante pas.::;ando 
pr:lo rnesmo ponto. Ilustramos ei3te fato, assumindo que {w;::;:;; ·1l. k >O} é 
uma uariedade invariante de F(X) sobre a reg-;ão w 2:: O. fgto implica ![Ue a 
c1.trua z = xkf'l é uma variedade i~variante de X sobre z 2: O. 

1.2.2 Fluxo Tubular 

Seja F um campo \-etorinl c·xo sobre !H3 parametrizado por {x. y . .:: l 
tal que X(x 0 , y0 , Zo) ;L O. Cm Fluxo Tubular KF em (x0 , y0 , z0 ) consiste 
de uma mudm1ça de coordenadas C""'(i.e., um germe de um difeomorfis­
mo c=L Kr(x,y,z) = (u,v 1 tv) em uma vizinhança de (x0 ,y0 ,zo), tal que 
f:r{r0 , y0 , .z-0 ) = (0, O, O) c: no nom sistema de coordenadas Lemos .. \ ( u, c, u:) 
(1, O, 0). T'emos que se G é uma pequena perturbação de F, então a aplicaç<'io 
G--+ K0 é C"º.(Y.Ielo-Palis. [12]) 



1.2.3 Singularidades do Tipo Tangencial 

Consideremos agora coordenadas~ = {Ç 1 ,Ç 2 ,~ 3 ), numa 1.izínhança de 
p E S tal que F-:;:;; ;~, e possamos resolver s(6.(2, (3) --O por Ç3 o-= lJ(Ç1,6) 
com ry(O, O) ::;;: O. Fi~t~mos :.V_:::::: {6 =O} .sendo urna secçáo transversal à F 
em p. Definimos. agora a aplicação_, Jp: S,p ___. N,p por: 

A aplicação U"p é da mesma cla.':ise de diferenciabilidade de F e é chamada 
de projeção de S ao longo das órbitas de F sobre uma superficie transversal 
N(detalhes em Sotomayor, [191). 

A seguir uma generalização para IR3 de um resultado dado por (Teixeira,(25]) 
2 para IR. 

Seja !R''). O ---!" IR3
, O. um germe de 11ma involução com coordenadas 

?1 .~(O, O,, O.,). 

Lema 1.4 

Suponhamos qu,e -P sati.sfaz: 

2. ::EJ3 (x,y,z) <O se z <O 

Então enste um germe de uma C:x> dobra 6 ; IFf. O _____,. JR3 , O tal que 15 o;p1 o:::: 1\ 

Prova: 

Terno~ que 
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Dx x,y, ;;:-x.y. 

( 

2fl( ' O) ue. ( o·) 

D;(.r.y.O) •• t(x,y.O) ~(:r.y,O) 

Csando o fato de p ser uma involução. ou seja 

]j?(r. y, O) .·) 
!Yhfr, 11 0\ 
<Jz I :_1' • 

'~(.r. y. O) 

:po:p(x,y,z) =• (01(p),Oz(p),B.,(p)) •• (x.y,z) 

onde p •• (O,(x,y,z),02 (:r.y,z),Ba(x,y,z)). 
Após alguns cálculos, ternos que: 
1fl(x y O) ·~ õo-, (x " O) = 1 e ""'-(x y O) = -l 
Dx•' 1 ôy'·'~'· ôz'' 

A função requerida é dada por: 

h(:r. y. z) ·~ (r 1-01 (x, y, z), y+02 (x, y, z), .r01 (x, y, z) + y02 (x. y. z) 1 z03 (x. y. z)) 

Pois. 

E. 

., 
oy 

1+~ 
.rQfb._ -+- O. 1- 1 :~o~ ·,'·- ~2!b_ 

!Jy' 2 Y:J 11 "-J:y 

:\ fuw;ào ó..(;r: y, z) ~o: det( Db(x. y. z)) satisfaz: 

à!l à!l iJ!l 
-, (O) •• -, (O) = O e -, (O) < O 
àx ày àz 

E a::-;si:m f{ ,-_: Kt·,mei(DE(O)) é tnutsver;.;al à t(C) --- {{.r. y . .::)iD.(.r.y, z) 
O} em O. 

O que finaliza a prout. 

17 
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Proposição L5 

Com as hipótese do Lema J.,j, existe nrn genne de um CXJ- difeomor­
jiMno (. !R3,0 ----l" JJ{1,0 tal que ·fl( '""·(.;;,onde .p JR3,0 .......... !R3,0 é dado 
por 't;{x: y, .:) ~ (x, y, -z). 

Prova: 

Seja b a dobra associada à '.Pt(via Lema 1.4). 

Sabemos que o seguinte diagrama é comutativo 

JR3 ,0 

O Resultado agora é imediato. 

Iff,o 
!: l 

8o rr>..1 O 
~ m, 

• 
.:\ ::>egcrir npre~entaremos o polinômio característico relacionado corn uma 

matriz em dimensão 3. 

Observação 1.6 

O polinómio camctr;rístir::o de uma matriz A3 x:{ é dado por.· 

onde: 

• IT(.-1) 1'1 o traço da matriz A: 

• A* é' a matriz dos co fatores de A; 

• d.et(.-·1) é o detaminante da matriz _.-t 

l.B 



Rt:lacionaremos a sP.g1úr, o polinômio r::orn o tipo de autot·aiores À que 
podemos ter. 

L Temos as relaçõt-:.s : 
,\\ + À2 + .\3 c' cr(A) 

,\, . .\,.,\3 ~ det(.4) 

2. Se det(A) /:-O, então os autovalores são não nulos; 

3. O polínõmio pode ser escrito nas forma.s abaixo: 

ou 

011. amda: 

onde >.3 é um autovalor real. 

" I( ( )'' det(A)I 1 ( ') , u _.,_.= _ >.3 - a ;-1 J - 4 \ se < ct .tt r O 
' 3 

ou 
i'.~ <7(A) 2 - 4u(.4')) se det(A) • O. 

,8e D. < O os autovalores ),1, À2 tem parte imaginária não n.11la; caw 
r:ontrárw. ,\r, >-.2 são reais; 

5. A parte n::al dos aut-ovalores À1, ,\,2 é dado pelo valor de >-. 3 - cr(A); 



Capítulo 2 

Singularidades Codimensão O 

Neste capítulo, demonstraremos o Teorema A. t'i5aremos fundamental­
mente o artigo de Sotomayor- Teixeira ([21 ]). :\este artigo, temos a análise 
de singularidades de campos vetoriais definidos em variedades com bordo em 
(.Ilf, 0). Usamos a construção feita na secção 1.2.1 e endereçamos a análise 
para os resultados deste artigo. Usamos ainda a simetria e a reversibilidade 
para completarmos o estudo. 

O próximo resultado está provado em (Sotomayor-Teixeíra, í21 ]. 

Teorema 2.1 (Sotomayor e Teixeira) 

.4s seguintes afirmações são válidas: 

l. Um campo uetonal F E :E'' est:á em I:0 se e somente se 

(a) F(p) r O para todo p E S; 

(b) para toda dejiniçiio local, h, de S em p. uma da/i seguintei! r:ondt­
ções P. -~ah.sfeita: 

(b;) Caso Regular F'h f 0: 

(1>2) Caso Dobra Fh(p) ·''O e F2 h(p) I 0: 
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(b3 ) Caso Cúspide Fh(p) ~ F 2h(p) oo ll, F'h(p) J O e o con­
junto de vetores {dh(p), dFh(p), dF2 h(p)} P Linearrwmte In­
dependen.te. 

2. Fixando h( 1L, v. w) ·.~~ w, as formas normais genérica-B dos campos ueto­
rúus em }-.:;0 3ào dadas por: 

l-Caso Regular F(u, v, •E) ~ (0, O, 1); 

2-Caso Dobra F(u, v, w) •o• (1, O, u); 

3-Caso Cúspide F(u, v, w) '' (1, O, u2 + u). 

3. O conjm1.to de todos campos vetoriais estâvets é aberto e denso em :E'" . 

Os pontos em S para os quais Fh !- O(resp. Fh = O) sao chamados 
pontos S~ regulares(resp. S~ síngulares) de F. Os pontos S- slngulares 
em S que satisfazem b2, são chamados de Dobra. Estes formam curviiS L F 

em S. ao longo das quaís, F tem contato quadrático com :r Esta tang&ncia 
pode ser interna( se F 2h(p) <O) ou externa( se F2 h(p) < 0). 

O conjunto, onde b3 é satisfeito, é a união de pontos isolados de contato 
cúbico entre F e S, localizados no extremos das curvas de singularidades 
tipo Dobra e são chamadas singula-rídades t-ipo Cúspidais, ou simplesmente 
CIÍBpidPs. 

Assumimos que X(O) -=O. Isto implica que g(O) '-""'O. Assim1 o campo 
vetorial F fica escrito na forma: Tornemos o campo vetorial F dado por: 

J1(1l, v, 11) 

J'(u, v, w) 
g(u,v,w) 

-;::-_ aooo + awott +- r4:Jorl-' +- h.oL 
= hooo +- bwolt + bcxn v+ h.o.t. 
:.~ cooo + cwo·u + C{JmV +- h.o.t. 

De X(O) -"''O temos que c0 oo =O. Como h(u, v, w) ""-=- i_L', temos que 

Fh(u, v, tv) = g(u, u, 1.c) 

q v- ~ O l L - t ' - " '' " ( JR·' O') ,_.e·"'- c·-· C('notemos por x o conJun o cntiCO ue ·"'- c . . 

O próximo Lema nos garante que, se nma trnjt'tória de nm campo veto­
rial rcv<;rsívd intercepta 5' em dois pontos distínros, então c::;ta trajetória é 
fechada. 

21 



Lema 2.2 

St:ja Xt o fluxo associado ao campo uetonal X E \1, tal que X0 (p) --- p e 
p E S. Se X,(p) ~ q E 8 com p /c q e T E IR. então, X 2r(p) ~c p. 

Prova: 

A seguinte expressão segue da definição de reversíbilidade: 

X, o p o X1(p) ~ p(p) 

Assim, 

Mas, 

Portanto, 

• 
O próximo Lema, caracteriza todas as singularidades de Codimensão O 

de X em 0. 

Lema 2.3 

Seja X E O tal !file X(O) =O e O é uma singularidade rle Codimensão O 
de F( X). Então, o conjunto critico de X numa dzmhança do O é conslitu.ido 
por urna curva Lx(s) E S, com sE (IR, 0). Ma-is amda, (lR3 ,0) é folhwdo 
por "planos" invariantes suaves 3>,, O E 3:J, de tal fonna que: 

(l) paro todo ponto p E Lx temos qu.e, ou p é urna sela hiperbólíca ou um 
ponto Eli'ptico de Xr::~, desde que O seja uma singularidade tipo Dobra 
de F( X): 

(:2) se O { urn.fl sing1tlandade CtLpide, então p E Lx é u.m ponto !'.Tt'tim ,fr; 

.Y :;::_, Pnqw_mto que X.-:;:, rdio ton ponto crif'tco de X de3de qnt; c\< o 
e X_.-:::., tf':nha dois ponto3 crdico,-,fum ponto sda r; nm ponto ftiptiw) 
paro.?\> O. 
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Prov"a: 

\"as coordenadas c.anónicns( ver secção 1. 2.1). os campos ,-etoriais reversíveis, 
fica na seguinte forma; 

v( ) ' f'( 2) '( '') ( 2 .·1 x,y,z o::-o \Z x,y,z ,,zf x,y,z~_,g x.y,z )) 

Assim, o campo vetorial auxiliar F = F(X) fica na forma: 

F(u, v, w) = (f1 (u, v, w),f2 (u, v, w), g(u, 11, w)) 

A cun-a Lp de tangência entre F e S, é expressa( veja Teorema 2.1) por 

.:.Jeste caso, F( O) f O, então nós temos. pela Teorema do Fluxo TubulaL 
um campo vetorial G e planos invariantes .=:A tais que nas Dobros, ::::.\ é 
transversal à linha de tangência e na Cúspide, 2,>. tem contato quadrático 
com a linha de tangência. Mais ainda, genericamente temos que O, ou é uma 
(a) Dobra ou uma (b) CúBpide de F (veja Sotomayor,Teixeira, [211), 

Agora, traduzimos este resultado para o campo vetorial original X. ~'\o 

caso (a), devemos separar os casos: (a1) F 2h(O) > O (tangência interna) e 
(a2 ) F 2h(O) <O (tangência externa). 7:'\ós encontramos que: 

Caso (aL) significa que existe uma curva L_y(8) E 5' com sE (lR,O) de 
pontos cdtícos de X de forma que (JR3

, 0), é folheado por planos suaves 
irn:ariantes :=:>. transversal à Lx(s) tal que em s0 , p =:c::. Lx(Bo) é um ponto 
crítico do tipo sela hiperbólica de .Yp:._\

0
, p E :=:..\0 ; 

Caso (a2 ) significa que existe uma curva Lx(s) E S com sE (ff1,0) de 
pontos críticos de X de forma que (iR?, O), é folheado por planos S!taves 
lmTtriant<'S :=:.\ transversal à Lx(s) tal que {'ffi s0 , p ;::::: Ls(s0 ) é nm ponto 
critico Eliptico de X i::; 1,,, p E :=:Ãe; 

C1so (b) :-;ignihca que existt~ uma ctlf'/1.1 Lx(.s) E :3. with sE (!R. O), rle 
tal forma que (IR?, O) é folheado por planos mv,~riantes à um paránwtro .;:,\, 
onde O (• um ponto critico Cúspirif: de X ::.J: mais ainda. X/:::, náo contém 



pontos críticos, desde que À< O, e para À> O, X contém dois pontos críticos, 
p 1 :::: Lx{sd e fJ2 ·:cc:. Lx(s2) em Lx(s) satisfazendo s 1s2 < O. corn Pl.(resp. 
p2 ), sendo uma :::ela{resp. Elíptico) de X::;:\_ 

Agora a pro>:a do Lema é imediata. • 
O próximo resultado é uma consequência imediata do Lema 2.3 e do 

Teorema 2. L 

Corolário 2.4 

X E v0 se somente se F(X) E 2::0 . • Mais, as C 0 -formas nonnaís das 
singularidades de codimensão O, ou são X(.x1 Y1 z) = {z1 O, ~bx) com{; = ±1 .. 
ouX(x,y,z) = (z,O,~(y+x 2 )). 

2.1 Prova do Teorema A 

O Teorema .~ segru.~ do Corolário 2.4 e do Teorema 2. 1. • 

2.2 Propriedades Globais de campos vetori­
ais reversíveis do tipo (3,2) 

l\esta secção , listaremos algumas propriedades globais persistentes de 
um elemento )(_ E O. 

1. Se X(p) = O então X(~(p)) = O e <p permuta as variedades estáveis 
e instáveis. \1ais. qualquer ponto critico .simêtrico não pode :o;er, nem 
atrator. n.;:'m repulsor; 

:2. QuaJqner órbita períódica de X intersectando Sé chamad.o de órbita 
periódica simétrica. Qualquer órbita periódí(:a sinH~trica, nnnca é um 
ciclo limite isolado. Se, por outro lado~ urna órbita periódica, f, de X 



es;tâ sempre longe de S, ela é chamada de &>.simétríca, e sempre está 
acompanhada de outra órbita períódica assimi'trica dada por y·('y), 

3. Qualquer órbita de X conectando duas selas hipt.'rbólicas a.ssimétricas 
é persistente sob pertubações de X em fl; 

4. Sejam p1 e P2 dois pontos críticos simétricos de codimensão zero de X 
do tipo sela. Chamemos por Li o conjunto crítico numa vizinhan<;a de 
Pi, i = 1, 2. Suponhamos que exista uma órbíta} de X 1 inteiramente 
contida em lR3

- S, conectando p 1 e p2 . Genericamente, esta conexão 
implica na existencia de um laço heteroclínico, o qual não pode ser 
d{~Struído por pertubações de X em n.(veja figura 2.1) 

__. . ..--·········································-~::::;> 

.... ---·$---.,.;:;;:_ c =::::::::=::--· --, .. '?-""'/ 
.. ---········ ~i :_ ..... 

,~:· .......................................................... ········· .... --·· 

.-· .... ·" .................................. ~:::>"' 
___ ... ...-::...:> ....-- = -s---·· ... -·· .... -

·~·::::: ........................................... .-..................... _ .. ···· 

Figura 2.1: Laço Heterodíuíco Persistente 



Capítulo 3 

Singularidades de Codimensão 

1 

Consideremos os conj1mtos X~ = Xr \ .L0(o conjunto de bifurcação de 
a;r ). Seja ~ 1 o subconjunto de X~ constituído por elementos os quais são 
estruturalmente estáveis relativo à $~ . 

Como antes. o primeiro passo é encontrarmos as C 0 -fonnas normais 
para as singularídades de codirnensào l. Isto é feito nos Lemas 3A, 3.5. e na 
Proposição 3.7. 

Inicialmente. daremos urna idéia intuitiva da estratégia usada para clas­
sificar as singularidades do campo vetorial que estão no bordo. 

Dado F= (f 1,j2 ,g) em Xr tal que g(O) ~""O, nós temos as seguintes 
possibilidades: 

(i)(f1 (0),J2 (0)) cJ (0,0) ou (ii)(f1 (0),f2 (0)) ~ (0,0) 

Para o caso (i). todas as formas normais procuradai:i podem ser obtidas do 
Lt.'lW1 das Formas ;\armais de Vishik(i)Si). Obsern·rrnos que o caso (i i) n;-~o 
ocorre em codimen:;ão O. :'<a scquéncia de nossa amllise, temos o rc::.nlt:<vio 
principal contido em ([21]), o qual nos dá uma dassificaçào das S- singula-
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ridades de codimensào L Iniciamos definindo os .subconjuntos }:1 {a) e !~ 1 (b) 
de .t~-

Seja h uma definição local de S em O_ 

Definição 3.1 

Dizemos que F está em :E1 (a) se as seguintes condições valem: 

L O é um ponto cn'tico hiperbólico de F; 

2. os autovalores de DF(O) são dist-intos aos pares e os autoespaçoH cor­
respondentes são transversais à S em O; 

3. cada par de autovalores complexos não conjugados de DF(O) tem partes 
reais distintas. 

Definição 3.2 

Dizemos que F está em 2:1(6), se F(O) f O, Fh(O) :O, F'h(O) =O e 
vale uma das seguíntes condições : 

(6JÍ F 3h(O) f O. posto {dh(O).dFH(O),dF3h(O)) ·= 2 e a função Fh;s tem 
em O um ponto cn"tico não degenerado(lvforse); 

(62 ) F 3 h(O) .c O. F'h(O) f O e O é um ponto regular de Fh, 5 . 

O próximo resultado é muito útil na análise das singularidades de Codi­
mensão 1, e está provado em [21]. 

Teorema 3.3 (Sotomayor e Teixeira) 

As sr>gnmtf',~- afinnaçàes ua.lern: 

2. z=l é uma ~ubmr-iedade de r:odirnensào 1 de ;E~ ; 
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:J. Z:.: 1 e' aberto e den~~o em .13~ , na topologia l:w}uzida de .Er ; 

4, para u.rn omjunto residual de curva suares ; : IR ----+ ;·'Er , ~, interar:cta 
1~ 1 lranflver.salmente e y-·I(.:t;) ~-= 0, :E; _-::::.;E~ -l?t. 

Consideramos ao longo deste capitulo) a função h uma definição implícita 
de S numa vizinhança do ponto critico de F. Todos os resultados e defini 
cões nesta secção (3) não dependem da particular funçáo h. 

A próxima definição caracteriza com detalhes os campos vetoriais de Codi­
mensão L 

Denotemos por H o Hessiano de uma função f. 

Definição 3.4 

1. Os elementos de l:1(a) são classificados por: 

(an) Nó F(O) =,O, os autovalores de DF(O), el,. j .. , 1, 2,3. são 
reazs, distintos1 ,.\1 \ 1 > O, j -= 2, 31 e os autoespaços são trans-ver­
sais àS em O; 

(a12 ) Sela: F(O) ~O, os autovalores de DF(OJ. Àj • .i= 1,2,3, são 
reais, distintoB, ,\u\1 < O, .J ::co 2, 3, e os n-utoeBpaços :Jão tranBver­
sais à S ern O; 

(at:J) Foco : O é um po-nto critíco fúperból-ico de F, os auto-valores de 

DF(O) são >..12 =a± ib, À 3 :=c, com a, b, c n.ão nulos, c -/11, e os 
autoespaços são transver,mis à S ern O. 

2. Os elementos de Í: 1 (b) são classijtcados por: 

(b1,) Lips definido ern 3.2 (bt), com det H(Fh13 (0)) >O; 

(bd Bec to Bec definido em 3.2 (b,), com det H(Fh;s(O)J <O; 

(b1:d Dove's Tail definido em 3.!2 (b2 )_: 

:\o próximo Lema classificamos todos os tipos topológícos de :;ingulari­
dades d.e cod.ime!lsào i. 
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Lema 3.5 (Lema da L--{1-Forma Normal Codimensão 1) 

q-,_wlqu,er farm1ia à um parâmetro f~, J.t E (-s-,s-), de campos uetoriais 
em :Fr , transver·,ml à 1::1 em F0, tem uma das i3eguintes C'0- forma.s normar3: 

(Ll) L 1.1-Nó F~(w,v.w) cc (a~L,bu,au + &u + nc +- p.), com (a,b,c) o• 

8(3.2,1), c·ó= +!, 

(!.2) L 1.2Nó F~(u,v.w) (au,bv,a<J + bu + cw + p.), com (a,b,c) --
8(!, 3, 2), e6 = + l; 

(L:l) L 1.3-Nó F"(u,v.w) ·~ (au,&u,au + &u + cw +- p.), com (a.,b,c) -
6(1,2,3), e 6 = ±1; 

(1.4) Sela r-;_(u, v, w) ·~ (11, 2v, u + 2v- w + p.); 

(1.5) Foco F"(u,v,w)=(-u+v,-u-v,-3u-v+w+Jt). 

(!, 6) Lips F"(u, u, w) ~ (1, O, -3u2 + u2 + !'); 

( !.7) Bec to Bec F"(u, v, w) = (!,O, -3u2 
- v2 + p.); 

(1.8) Dove's Tail F"(u, v, w) = (1, O, 4óu3 +v+ pu) wm 6 = ±1; 

Prova: 

Daremos um esboço da prova. 

1 Se O e uma singularidade Lips de F0 :::o {f L, f2, g ), então temos que f 1 {O) =--= 

a{Joo, f 2 (0) .:::: buoo e g(u, v, O) "'" c2oou2 + Y:J:;:ou2 + h.o.t, com aooo /:- O, 
c200 j:. O e c020 ::/ O. A forma normal e o desdobramento universal de 
tal singularidade vem da aplicação canónica da teoria geral de singula­
ridade de aplicaçõeo; . 

2 Se F0 ::::: O, existem vizinhanças V de O em IR3 e B de Fo em Xr tal 
que: (a) qualquer G E B tem um único ponto crítico hiperbólico p(G) 
em V. o qual é do mesmo tipo de p; (b) existe uma funçiio C"" Ct 

B ~-- 1/, tal que se p(G) t/. S'n V. então cr(G) é urna Dobra de G(v<:'ja 
Lema 8.9 em [2"1)): caso contrário. n(G) ·o·.:: p(D'), Denotemos p(C') ~:·_ 

(p1(G),p2 (G).p:1(G)). A condusào da d.emonstr.-u;ão segne mostrando 
qne a função~~: B _,. IR dado por ~r(G) -~ p3{G) é uma submersão. • 
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3.1 Prova do Teorema B 

Denotemos Ch -= Q \ v. 
Em rl1 , de-finimos o subconjunto v1 da seguinte forma: ., X E v1 desde 

que a origem seja uma singularidade de codimensão 1 do correspondente 
F= F(XY'. fsto significa que X E v1 se, somente se\ F c-e::: F(X) E E 1. 

Segue da definição de v1 e do Teorema principal em (26] que: 

Lema 3.6 

v1 é abP..rto e denso em Q1 . }l;[ais, v1 é urna subvariedade de codimensão 
1 de [l. 

O próximo resultado ó uma consequ&ncia do Lema 3.5 e do Teorema :13. 

Proposição 3. 7 

L X E 0 1 é estruturalmente estâvel relatwo à 0 1 se, sornente se, F(X) 
é eH.truturalmente estável relativo á :E~ ; 

1?. X é e.struturalrnente r.slável relativo à Dt se, somente se, X E vl; 

3. as forma.~ normais de qualquer Jamtlia à um parâmetro em n passando 
por x·o E v1 e trans·ue.r.<;almente â 111 são : 

(1.1) L 1.1-Nó Xu(.r,y,z) = (axz,byz, ~(ax+byicz 2 +a)), com (a, b, c) .. 
6(:l.2, 1L e6 = ±1; 

(1.2) L 1. 2~Nó .'C:,_(x. y, z) o:~ ( a.xz, by::, Hax +- lrlJ + cz2 -;- t'.l)), com, (a, b, c) 
6(L3.2L e 8 ±i; 

(L3) L 1.3-Nô X.:,{x.y,;;::) .·:o (nrz,byz. ~(a:r Hry-tcz2 +n:)), ~~om(a.l:u:) ·::::: 
6(1,2.8). e 6 "' ±1; 
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(lA) Sela Xa(r. y, ~J ~· (xz. 2yz, ~(x + 2y- z2 + n)): 

(1.5) Foco Xa(x. y.z) ""((-r+ y)z, (-x- y)z, h( -:J:r- y +· z2 +a)): 

(1.6) Lips Xa(:r.y, z) = (z, O, i( -3x 2 + y 2 +o)),; 

(1.7) Bec to Bec Xa(x,y,z) ~ (z,O,l(-3x2 - y2 +a)),; 

{1.8) Dove's Tail Xa(x, y, z) = (z, O, ~(4óx 3 + y +a)), com ó = ±!; 

Prova do Teorema B 

A prova segue da Proposição 3. 7 e do Teorema 3.3. • 

3.2 Propriedades Globais de campos vetori­
ais reversíveis do tipo (3,2) 

A seguir listamos algumas propriedades globais de campos vetoriais, rela­
cionados com campos em ).::;L· 

:.:o que segue, listamos alguns fenOrrH~nos globais, os quais ocorrem ge­
nericamente para fami1ias à um parãmetro de campos vetoriais definido...-; em 
variedades com bordo. C ma bífu.rcação genérica de codimensão l ocorre para 
F em X r se uma das seguintes ::.ituações ocorre: 

(i) F tem uma separatriz de sela. a qual é tangente à S em um único ponto 
tipo Cúspide-; 

{i i) F tem uma trajetória periódica a qual ê tangente à S em exatamente 
nm ponto tipo Dobra, 
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Figura 3.1: Beaks:Bordo X H..evershTl 
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Figura 3.3: Dove's Tail:Bordo X Reversível 



Capítulo 4 

Singularidades de Codimensão 

2 

Neste capítulo exibimos G'<0-formas normais das S-singularidades de co­
dimensão dois e deduzimos os tipos topológicos de famüias à 2-parâmetros 
de campos vetoriais em O. 

Seja X em f12 c-= 0 1 \ u1 . Entào o correspondente F --- F(X) está em 
:t; = X~ \ 'S1 e vice-versa. 

Seja )-::2 C .1:; , constítuído por elementos os quais sào estruturalmente 
estáveis relativo à x;. Estes campos vetoriais serão caracterizados a seguir. 

Inicialmente. daremos uma idéia intuitiva da estratégia usada para clas­
sificar as singularidades do bordo. 

Dado F= (J\J 2 ,g) em ;1;r tal que g(O) =O, nós temos, como antes, as 
seguintes possibílidades: 

(i)(f'(O).j'(O)) c (0,0} ou (ii)(f 1(0l,J2 (0)l;l (O, O) 

Escren:rnos então !:~ 2 como 1:2 _;::; I~2(a) U ):::- 2 (b)~ onde ~ 2 (11) é o subcon­
junto de x; tais que satisfazem a condíção (i) acima, o conjunto dos 



campos n:-toriais F em X~ que satisfazem a condição (ii), denotemos por 
l~,(b). 

Seja h uma definição local de S em O. 

Definição 4.1 

Denotamos por 1:2 ( a) o conjunto dos campos vetoriais .F E ::t; , os 
quais tem um único ponto O E 8 tal que F( O) = O e vale uma das segumtes­
condições : 

(a21 ) Sela-Nó O é uma sela-nó de F e os auto-espaços de DF( O) são trans­
versais à S em O; 

(a22 ) Hopf O é uma singularidade de codimensão 1 de Hopf de F e os auto­
espaços de DF( O) são transversais àS em O; 

(a23 ) Nó Degenerado Os auto·valores À1, \ 2 , Àa E IR de DF( O) satisfazem 
.\1 = .\2 f .\s, rank(DF(O)- )qld) ~ 2. Mais ainda, os auto-e,;paços 
assocíados aos autovalores são transversais à 8 em O; 

(a:H) Hiperbólica Tangente Os autovalores Àh ..\2, ..\3 E IR de DF( O) sao 
d~stintos e ;:::riste uma variedade invariante de dimensão 1 com con­
tato quadrático com S em O. }vf aís ainda, os outros auto-espaços sâo 
transversais à 8 em O; 

(a.25 ) Foco Degenerado Os autovalores ,\l E U? e À"\E C de DF(O) sat­
isfazem Re (> .. ) = ,~\. l'vfais ainda, os auto-espaços a.ssociadoB aos atdo­
wlores são tmnversaiB àS em O e o rank{Hess'iano(F'h/s) é não nulo. 

(a26 ) Foco Tangente Os autovalores )q E IR e À,ÀE C de DF(O) .5atis­
fazem Re (>.} f. ,\1. Afaís a·inda, os auto-espaços a.ssociados aos au­
t.ovalo·res r:omplexos tem contato quadrático com S em 0(-\forse) e o 
auto-espaço associado ao auto·ualor real é transi.Y;r8al àS em. O. 



Definíção 4.2 

Drnotamos por ]_:J(b) o con)imto dos campos vetoriais F E L 2 , os qu.ats 
tem um únú:o ponto p E S tal qne F(p) /O, Fh(p) •= O, F 2 h(p) =O e uale 
uma das seguintes condições : 

(1121 ) Goose F'h(p) f O, posto{dh(p),d(Fh)(p),d(F'h)(p)} = 2 e a funçlio 
Ph;s é equivalente, em p, à -um germe simples de codimensão 1; 

(b22) Gull F 3 h(p) =O, F 4 h(p) :f O e p é um ponto critico não dege-nerada 

de Fh;s. 

(b23 ) Butterfly F 3 h(p) =O, F 4h(p) •= O, F 5h(p) /O e pé um ponto regular· 

de Fh;s· 

Proposição 4.3 

1. l~ 2 é aberto e denso em :E; ; 
2. F é estruturalmente estável relativo à ;:t; .se, somente se, F E í:2; 

3. E2 é uma subvariedade de codimensão 2 de :Er ; 

4. as C'{)- formas norrnaUi de qualquer famllia à E-parâmetros f""'c,_3 t.rans~ 

versal à L:2 em FOo são : 

2.1 Sela-nó 

2.2 Hopf 

F;,p(n, v, w) = { 

U= 

V= 

W= 

F.,.J(u,t•,w) = { 
lU 

37 

e:(u+v)2 +n 
u --v 
u + v + À31l} + 3 
com ),3 tj. O, -1; E~= ±1 

. ( 2 ') -u + u o--u -v 
u + u(n- u.2 - u2

) 

kn + u +- ,\3 n· +- .3 
r:om ,\3 ~ O,!: k / l 



2.3 Nó Degenerado 

À(U + ü1) 

u + Àtl) 

U -j- V -J- À3W + 3 
com À3 f- O; ,\3 i ,\t 

2.4 Hiperbólico Tangente 1 

v= 

{ 

u ~ 

r-::. .. 3( H, V. te) ::;:; w C"O:: 

À1u 

.\2v 

..\3 w +v + c-1{...\3 - 2.Adu2 +nu + /3 
com À3 ;"O; À, i 2,111 À.J ;" L\z; ,\,;"2ÀJ 

2.5 Hiperbólico Tangente 2 

2.6 Foco Degenerado 

p (1> c' 'C) CC { '"·.3 ., . c 

2. 7 Foco Tangente 1 

2.8 Foco Tangente 2 

U= 

v =--= 

Àt1t 

(a2 - 2ab- b2 )v ·+· 2a&w- 2al:ru2 - 2abn·u 
-21m+ (a+ b)w- (+a H+ L\)u2 - n(a + b + ,\)u + 3 
com a, b, ,.\ reai.s, distintos e não nulos 

au+bv+au 
-!:tu+ av 
l.l +v+ aw + E 11.t

2 + E:,.:v2 - (::: 1 - . .::;:-2)uv + ,3 
com a 1 b não nulos e ê; = ±1, i-~"" 1, 2 

u = aH +· bv 
·v= -bu + av 
w ·= À 3w + u2 + v2 +o-u+ ,B; 

com )q, a reais, distintos e não n-ulos 

C · (11 '' '1'1 c• { c"'-.3 .. ". ,., 

'11 ·= 

H.' '-"' 

au +&u 
-bu + av 
.\3 w +-· u2 - v 2 ~-nu. +- 3; 
com )q, a reaís., distmtos e não nulos 
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2.9 Goose 

2.10 Gul! 

2.11 Butterlly 

onde s: = ...:__1 

F;,il(u, v, w) = { 

·u -= 
p -­

lU -.::;:; 

u= 1 
o -v= 

1 
() 

- }u 2 - 1./3 +- Ct1J +- ,B 

F:,,e(u,v,w) ·= { 
·lJ} -= 4-u3 +· 2uv + v2 + O:V + B 

1:t = 
v= 
W= 

1 
o 
5u4 + &---u2v +v+ cm2 + /Ju 

Iremos a seguir, demonstrar este resultado. 

4.1 Construção das Submersões 

:\esta secção estabeleceremos os resultados necessários para mostrarmos 
que r 2 é uma subvariedade de Codimensão 2 em xr- . 

Di vÜÜH'mos a prova em duas partes: na primeira trabalharemos com os 
campos vetoriais G que tem ponto crítico no bordo e na outra com os campos 
vetoriais que tem singularidades tangenciais(sem ponto crítico no bordo). 

4.1.1 Pontos Críticos no Bordo 



;..;esta secção mostraremos que o conjunto de campos vetoriais que tem 
um ponto crítico no bordo~ como cada um dos citados na definição 4, L é 
uma subYmiedade de t'Ddimensão 2 em ;:rr . 

O próximo Lema, é muito útil, pois em quase todos os casos abaixo. com 
exc(~ssáo da Sela-Nó, ele assegura a ex:istência de um ponto crítico para um 
campo vetorial C:, na Yizinhança de um campo vetorial F dado. Este Lema 
está demonstrado em [19j, e repetimos aqui o argumento principal da prova. 

Lema 4.4 (Sotomayor,[l9]) 

Sejam as -vizinhanças V de p E }V! e B do campo vetorial F E pr , onde 
p é um ponto crítico simples de F. 

Seja a aplicação f dada por: 

f BxV -
(G,pa) 

IR 
G(pc) 

Então, exzstem urna mzinhança B1 C E de F e uma funçlio C"' -t. pc : Bl ........, 
V e tais que G(pc) =O# pc E F. 

Prova: 

Observemos que J(F.p) .c O e /'--(f~p)J' O. De fato. pois det(IJfle lO. 
•,pa 

O resultado segue do teorema da função implícita. • 
Lema 4.5 (Submersão: Sela-Nó) 

Sejap E S, um ponto cn'tico do tipo Sela-Nó do Campo ~letorial F E :Er. 
Então, existem vizinhanças. B de F em ;sr , e N de p em AJ e uma função 
cr-·l, Ç: B ~ lR?1 tai8 que: 

1. Ç(G) oc,- O# G E B, tem um único ponto crítico. qüe f uma Sda-Nô. 
Pc E S n N_: 

2. df;F é sobreytom. 



Prova: 

Seja ( u1 , t~ 2 , u3 ) um sistema de coordenadas numa vizinhança de p tal qne: 

U;(p) ~ U2(p) '~ 113(p) .cc 0 

8 
:c;:-(P) E 7j, i,, 1,2,3 
uu, 

onde Ti- e o autoespaço associado ao autovalor À; de (DF)p< Nestas coorde­
nadas, temos pela forma normal de Takens que, podemos escrever o campo 
vetorial F na forma: 

com ).2 , ).3 reais não nulos e distintos. 

Seja S dado implicitamente por: 

(4.2) 

onde a, b, c são reais não nulos. 

Pela equa(;ão 4.1, temos que: 

Das relações em 4.3, temos por continuídade, a existência de vizinhan1;as 
B0 e :.Vo de F' e p, respecti'i/amente. 

Seja o campo vt:torial G E B0 , dado por 

Definimos a aplicação ( : B0 x ~\~J - !R2 por 

(t5) 

.lJ 



I '" ' ' ·' l l. ., 1'1') . c.nssf' C . pms e uma eva,ua wn map \l j . mrus: 

((F; O. O, O)~· (0,0) 

iJ(, . ( .\, 
"· 8. (F; O. O, O)= O 
ullz u3 

P.::~o Teorema do Função Implícita, existem vizinhanças B1 x ! 1 de 1 · 

e fz l3 de (0,0) e urn úniw par de aplicações cr, il,L2: Bl X h.........,. r1 
tais c:e: 

( 1(F;O,O,O) ~~ (0,0) 

( 1(G;u1,u2,u3 ) =O 

para G. u.1) E B1 X Ir, (u2, u~i) E !2 X !3 somente se 

[ . .,_::-.... nnos a aplicação : (z : Bt X I 1 ---"" IR de dasse c·' por 

(z(F', O) =O 

iJÇ2 (F.O) =0 
()ul < ' 

()2( 
., ; (F. O) = 2 > O 
cru1 

.1.~:~-::::1. pelo Teorema da Função Implícita, existem uma vlzinhanç11 

F. B = 3; e I de O e uma única função C"· 1. ( 3 ; B ~ [tais que 

(;(F')= o 

O(z ( ., . J -. - c;, ui) -"" ( 
ôu j 

para .... : -=: B. n1 é l somente se 111 :=- (3(G). 

12 



Definimos as aplícações ~t : B ___, IR e Pc : B --+ !R3 por 

(UO) 

Pc(G) ~ ((,(Y), <,(G, (,(GI), Ls(G. (:J(G)) (4.11) 

Das definições de ( 1,(z,(3, G E B tem um ponto crítico (u1,n2013) E 
N :;'-". [1 X h X r) se somente se Uz = Íl {G, ud_, 'Us = L2( G, Uj) e (2(G, ut) :_c:: o. 

Das equações -t3 e ,l,g temos que Ç1(G) é mínimo de Ç2 (G, ud, u1 E [1 e 
este mínimo é atingido em Pc(G). 

Assim, se Ç1 (C) > O, G não tem pontos críticos em N; G tem um úrúco 
ponto crítico em N se Ç1(G) =O, que é uma seJa-nó e G tem dois pontos 
criticos se 6 ( G) < O, os quais são uma sela e um nó. 

Seja I1 a projeção de N sobre T 3 paralela à S. 

Consideremos a f·unçii.o cr--<, ô : B ....... IR definida por 

i;,= II(pa(G)) (4.12) 

Definimos a aplicação Ç ; B --> IR2 por 

Ç(G) = ((t(G),ô(G)) (4. 13) 

Ternos que: 
Ç(E') •= (0, O) 

Ob:scrvemos que Ç(G) = (0, 0), implica que o campo vetorial G E B tem 
nm ponto crítim pc; em N n S que é uma sela-nó. 

A reciproca é imediata. De fato, pois se pc E S é nm ponto crítico do 
tipo s<:•la-nó, então G 1(pG) -:::::O-=? Ç1(G) --==O. e de pç E S-=> ~2(G) :::.~-O. 

:\1ostremos enUio que ( DÇ) F ê sobrcjetora. 

Tornemos a cuna n: . !R ---+ B definida por: 

n(') =F+ s(l,O,O): n(O) :~F 



Temos que o ponto de mínimo para a curva n é atingido ern Pre(sl 
(0, O. ü). A5sim, 

Tomemos agora a curva ,3 : B ___,.. m. defmida por: 

S(s) =F H(0,0,À 3 ); 3(0) =F (4.lii) 

Temos que o ponto de mínimo para a curva ,B é (0, O, -.s). Assím, temos 
que 

Segue então que (DO F ê sobrejetora. • 
Observação 4.6 

Se Ç:(C) >O, então C não tem pontos críticos. 
Se Ç;_ ( G') = O, então C tem um único ponto crítico Pc que é uma sda­
nó .. \!ais ainda1 se ô(G) :::O, então Pc E 8; caso contrário. Pc 1.- S. Se 
t;1 (C) < O. C tem do,is pontos críticos, uma sela e um nó. 

Antes de const.ruírmos a submersão para o caso Hopf. apresentemos al­
guns resultados úteis para este caso.(Ver [8]) 

Consideremos um sistema autónomo de equações diferf'nciais onhn<.irias 

du 
rlt + F(11,J.L) =O (U6) 

onde F JRn >< IR ------- !Rn é ex r: f-1· é o pariúnetro de bifmcru;ào 

Snponha que 
F(O, p.) CC ll (\.17) 

-14 



Então 11 c_c,_ O fc qm ponto crítico de 4.16. para todo J.l. 

Seja A{p) -,=- fdF') 0 .1,, o jacobiano da matriz de F em O. e A(/1-) tt~m 

\1 "l\ ')'" 19-au ova ores s1mp es, t2 ::::~ ~l\J.L x 1~ 2 , com '-'.r,:..;- sao suan~s. 

Dizemos que O e uma ponto crítico de Hopf se 

Hl A(O) tem autovalores simples +i; 

H2 A(O) não tem outros auto\--alores sobre o eixo imaginário; 

H3 8
8:: (O) # O. 

Temos o seguinte Tt"'Orema: 

Teorema 4.7 

1. Se a sistema {16 tem em O um ponto crítico de Hopf. entdo e:r~ste 

-umafamúia â i-parâmetro de órbitas periódicas de 4.16, b-ifurcando do 
ponto crítico u = O em J.h = O; 

2. Existe um genne ,suave g(x, fJ) na forma 

g(X,f<) ~ r(x2,)1); r(O,O) ~O 

tal que~ localmente as soluções de g(X".J.i) c::::: O. r:.om :r 2: O, estão em 
r:orTf:spon.déncia búmtuor.a co;n órbitas periódir:as de pequena amplittule 
do sistema r 16, com pe-ríodo p-róximo de 2rr: 

3. Se rz (0, O) ~F- O; z = x2 
1 então para cada J.l 1 a equação de b-ifurcação re­

duz-ida g i /Z2 - eqttit•alente à pitchfork :;;x3 -+-E p:r. onde E: :o-::. sinal(r z (0, O) 
c 5 "sirwl((c:1 ) 1,(0); 

4. Se os automlore3 reais stio positivos, entào as soluções periódicas cor­
re3pondentfs ,-);a soluções de (x._ p) de g(:r, fl) o_-_ O, siio assintotir:arru:nte 
e,~tânc/.8 Sf. ,fi)> O. e irLstliveis se !h·(x.J1) <O. 

-Vi 



Podemos calcular r~(O,O) e r~-'(0,0) u:Sando as fórmulas: 

r (.() O) ·· I ·11'0 O) ····· 
1 0 e(<·i.'' ' ('CJ'ic· iJ. • -~ ,""!~ '' --- 2[\,,' J<"ifl ·,-. 

r,(O.O) = ~Re(d 7 [d 2 F(c,bu) +d2 F(c.b2 ) + ~d 3 F(c,c,<')) 

onde, c, d são autovetores de Au, Ai; respectivamente tais que: 

4 C - ,·c· ·.te - 2 "0--,C,·-

A6d :::::: id; dtc = 2; dtc ·=O 

e bo, b2 E cn definidos por: 

1 2 -
Aobo =-i F( c, c) 

(A, + 2iJ)/J.;, = _!d2 F( c, c) 
4 

(US) 

Tomemos agora a forma normal do campo vetorial F, tendo (~m O um 
ponto crítico de Hopf. 

(4.20) 

onde 

Temos então que A tem autovalores 

Observamo~ que (d2 F)o.o =O e assim rz(O, O) fica dado por: 

)· 1'('). O) ·· l 1'<'(1 <·i·',i' ''(,· c· c')'l ' 16 t" ~ ["" ' ,, ,, ' . 

com 
c '(1, -i. O): d .c (1. -i. O) 



Substituindo, ficamos com 

r,(O,O) cc l 

Portanto. g(:r.t-t) é equivalente à Ex3 +- hpx. onde E 

o~ sina.l((»:)"(O)); 

Lema 4.8 (Submersão : Hopf) 

sinal(r:::(O, O)) e 

Seia p E Suma ponto cntico de Hopf do campo vetorial F E :Er . Entrio, 
existem vízinhanças B de F em :E,., N de p em J;f, e urna função cr-t, 
Ç : B --+ IR? tais que: 

1. ~{G) o::~ O# G E B tem um único ponto crít·ico, que é de Hopf, PG E 
SnN; 

E. d(~)F é sobn::jetom. 

Prova: 

Seja (n1 , 11.2 , u3) nm sistema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

0
') 1'' '3 ;_-\p E ,, : ,, L~., 

OtLt 

onde '1: é o autoespaço associado ao autovalor Ài de (DF) v-

Denoternos por AF a matriz (JJF) 0 . Como O é um ponto crítico de Hopf, 
temos: 

hl Os antonüores de AF ~ão At2 ~.::::±i, A:.; ·:;:;:dI 0: 

h2 (DF_,)p tem autonüores: 



_\"estas coordenadas. temos pela forma normal de Takens que, podemo::; 
escrever o campo vetorial P na forma: 

c ~- { r o; ---

Denotemos por F = FO. 

' - 2 2 ' -H2 T U1 (O: - UI - 112) -r- h.o.t 
n1 + 112(n- u~- u~) +- h.o.t 
dua + h.o.t 

Seja S dado implicitamente por: 

onde a, b: c são reais não nulos. 

(4.21) 

(4~22) 

Temos então a exístência de vizinhanças Bo e No de F e O. respect.iya~ 

mente. 

Sejam as vizinhanças B0 de F em Xr e No de O em },:f. Seja o campo 
vetorial G E 8 0 . dado por 

(4~23) 

Pelo lema 4A. temos que a correspondência G E B0 ------1 p0 E S 0 é c·r · t e 

PF -~O e G(pc) •= O. 

Pela Observaçào 1.6, temos que o polin6mio caracter-ítisc-o associado à 
AG ·:= ( DGlPG é dado por: 

(4.24) 

Devido aos aHto;:alorcs de F, temos que det(Ar) f O t' por continuidade 
det(AG) /:O. Con:siciercmos R 1 E Rr. nma \izinhança de "\3 '" rL 

Consideremos a seguinte aplicaf,:ão : 
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'l : B 1 -x R1 -----+ !R 
(G, Ã) P,(Ac) 

Temos rJ( F, d) = O(d é autovalor de F). 

\lostremos agora que ~~ (F, d) f O. 

Suponhamos~ por absurdo, que ~ = O. 

(4.25) 

(4.2tl) 

Assim, temos então que [D"(Ac)f- 3u(A(;) 2:: O. Como Ap tem autova­
lores complexos1 com parte imaginária não nula temos a rela(;ão : 

(\27) 

ou ainda, 

(4.28) 

e temos assim uma contradição . 
Assim, pelo t.eorerna da função implícita, temos que existem \'lzinhanças 

BC :;cr de F, :V1 de d. e uma função ),3 : B-----+ N1 tais que 7J(G, ,.\) ::::::O{:::} 
J- • .\3(G). 

Definimos a aplicação : ~L : B -----+ IR por 

(4.29) 

Temos assim que se ç_.(G) ..::: O, com G E B, então o campo vetoríal G 
tem autovalores ,\3(G) E IR e ),12 = ±ei. A.ssim, pç é um ponto critico de 
!-!opf de G. 

Si'ja ri a proje(;ão de N sobre y:! paralela à S. 

(130) 

-l!l 



Definimos a aplicação Ç : B "-+ IR2 por 

Ç(G) ·•••· (Ç1(G).Çz(G)) (Lll I 

Temos que: 
E,(F) = (0, O) 

Observemos que Ç1(G) =O implica que G tem em Pa um ponto crítico de 
Hopf. pois tem cmtovalores 

e por continuidade, 

8,\f, #o 
O f" 

onde J.L é o parametro da bifurcação de Hopf desta família. 

OhserYemos ainda que, Ç;;(G) -~O implica que Pa está em S'. 

A recíproca é imediata. De fato, pois se Pc E S é um ponto crítico tipo 
Hopf, então (DG)ru tem autovalores ±i,>.3 e assim ô(G) ~O. Temos ainda 
que pa E S => 6 = O. 

\Iostremos entíio que ( Df) 1~ é sobrejeton.L 

Tomemos a cuna a : IR -> B definida por: 

Para a curva !Xt(s) temos que o ponto crítico é Pcx1 (.5 ) -= (0, O, 0). 
moe entã.o. (dE,) F· 

(DÇ)F .. ~ :~s(6(üJ(s-)).Ç2(nl(s)))L"-JJ 

--~.,(\1(et1(-") ~ a(o1(s)), H(pCI(Bi)Jj_o-_0 
(2s. Oi I 

'"'~o 
(2, O) 

:}0 

11 :J.Y) \ .. -

Calcule-



Tomemos agora a curva 3 : B __,. IR d('finida por: 

3(s) c.c F+s(O.O,d): 3(0) c.c F (t:n) 

Temos que o ponto crítico para a curva 3 é (0,0, -s) . .'\ssim. temos que 

(df,,)y =-li o 

Segue então que (DÇ}r e sobrejetora. • 
Observação 4.9 

Se 6(G) ::; 01 então G tem um ponto crítico pc; 1 tal que (DG)Pc tem 
autovalores Àlz :.c: ( 1 + (2i e À3 real não nulo(se Ç1 (C) = 01 então ( 1 = O), e o 
ponto crítico é um foco atrator ou repulsor. Caso Ç,(G) >O, o ponto critico 
continua sendo um foco, mas surge uma cfrbüa periódica pró.rúno de Pc-

Se Ç2 (G) =O, então G tem um ponto critico em S; se 6(G) <O, então G 
não tem pontos crit-icas; e finalmente! se Çz( G) < 01 então G tem um ponto 
crítico fom de S. 

Lema 4.10 (Submersão: Nó Degenerado) 

Seja p E S um ponto critico do tipo Nó Degenerado do campo vetorial 
F E ;.E" . Entâo r.ristern.: uma utzinhança B de F 1:m Jr : uma Pi::in!wru;a 
cV de p em .\f; e uma função C'"- 1, Ç: B ......... !R? tais que.' 

1. Ç( O) = O ç;.. C E B tem um úníco ponto cdtico, que é do tipo Nó 
degenerado. Pc E _V,· 

2. d(Ç)F é sobrejetorn. 

Prova: 

51 



St'ja (u 1, u2, ·113 ) um sistema de coordenadas numa \'izinhança de p tal que: 

u 1 (p) ~ uz(p) ~ uAp) =• O 

e 
IJ() ']' > t23 :::L p E. ;, l :.:::: , · ,: 

Vtl} 

onde 7i é o autoespaço &.">Sociado ao autovalor .. \ de (DF)p· 

Como pé um ponto crítico do tipo nó degenerado temos que, .AF "'--'- (D F)p 
tem automlorc-'S 1\3 i (..\l =-.- \2) E IR. i\ssim, pela observação L6. ternos as 
relações ; 

detF f> O 

(cc(F)-.l.,)'-4detF =0 
,\3 

E assim, nas coordenadas acima. temos pda forma normal de Takens que 
podemos escrever o campo vetorial F na forma; 

{ 

ul = Àt1.il + h.o.t 
F ---:-~ 1~'2 ~::: u1 + ,\rnz + h.o.t: 

u3 -= À:3U3 + h.o.t 

Seja B0 C ;:rr . uma Yizinhança de F e ;V0 C .\! mna vizinhança de p. 

Pelo Lema 4.4, te-mos que para G E Bo temos Pc E /v'0 e G'(pc) :::O. 

Pela observa<;ão L6, temos que o polinómico característico associado à 
{ DCi)PcP é dado por: 

P,(G) = .\3
- u(G).\2 + cc(G')À- det(G) (4:l5) 

onde a(G) é o traço da matriz (DG)pr; e a(G~) é o t.raço da matriz dos 
co fatores de ( DC:)pr:;. 

Consideremos Rn uma v1zinhança de _\a nn /R 



Delinímos a aplicaçào Ç : B0 x Rn ---+ .!R dado por: 

(-L$6) 

Assim. temos que ~(F, A1) ·:::::. O e 

;\.ssim, pelo teorema da hrnção implícita, temos que existe tl}"na vizinhança 
B C B C 8 0 e uma única aplicação ,\3 : B ---+ IR tais que (( G, ,\) -= O # 

,\3 = À( G) com G E B. 

Definimos agora a aplicação Ç1 : B ---+ m, dado por: 

, ") ( (G) (GJ)' det(G) (,(G '·' i7 , - .\3 - 4 À,(G) 

Seja fi a projeção de N sobre 7'3 paralela à S. 

Consideremos a função cr·-l, Çz: B -----t lFl definida por 

6 = !I(pc(G)) 

2 Definimos a aplicação Ç : B - IR por 

((O) , (~,(G), 6(0)) 

(-137) 

(Ll8) 

(!.39) 

Temos que Ç(F) :::: (0, 0). ObserYemos que ({C) =---=O. implica que o campo 
vetorial G E B tem um ponto critico pa em NnS, o qual é um nó degenerado. 
pois Ç1(C) ==O implica que (DC)pc tem autovalores >,f'=---= À?/: ,\f E !R. 

A recíproca é imerliata. De fato. pois se Pc E Sé um pomo crítico tipo 
);ó Degc-nemdo. ent à o ( DC)PG tem ilut.ovalorf's ,.\ 1 "-" \ 1 , \ 1 j: .\, i" <lS:SllTl 

~;(G) -0" O. Temos ;-únda qw:: pc; E S~ ~ Ç2 :=O . 

.\Iostremos que (D~ir é sobrejet.ora. 



Tomemos a cun:a ü : IR ·-+ B dt~fir.Jda por: 

o(s) = F I, s(u, !J, 0): n(O) ,, F 

Para a curva a(s) temos que o ponto crítico é p,_ .. (s) =(O, O, 0). 
cnliio, (DI;) F}, 

Tornemos agora a curva _B : B ------r IR definida por: 

!3(s) ==F+ s(O, O, ,\a): 8(0) =F 

Temos que o ponto crítico para a curva _!3 é (0, O, -s + h.o.t). 

Assim, temos que 

Segue entào que (DE,) F é sobrejetora. 

Observação 4,11 

(UOI 
' ' 

Cakult>rnos 

(4,ll) 

• 

Obsen·emos q-ue ~(C) == O, implica que o r;arnpo uetorial C E B tem 
um ponto critico Pc em N n S, o qual -é um nó degenerado. De Jato, pois 
6 ( G) :::o O implim q-ue ( DG)po tem automlores /\? = J..f f- /\? E IR. Se 
~{G) > O{("( C) > 0), entiio G tem um ponto critico hiperbólico que é wn 
nó(foco) atmt:or o-u repulsor. 

Se 6(G) .o O, ,:;ntrio G tem um ponto crífú;o em S': se 6(G) <O, entâo C 

nâo tem ponto3 ("f"i'ticoJ: '; }inalmente, .:;e E,:J( O) < O, entiio G tem nm ponto 
1Tüko foru de S. 



Lema 4.12 (Submersão: Hiperbólico Tangente) 

S1:ja p E 8 um ponto crítico do tipo Hiperb6tico Tangente do campo ve­
tonai F E ;F/ . Então c.ústern: ama Ltizinhança B de F' r:m ;F" : urna 
t·iziJJhança ;'v' de p em Jl; e uma função cr-l, Ç : B __, !R2 taL<J que: 

L Ç(G) """ O {::? G E B tem um úmco ponto crítico, que é do tipo 
Hiperbólico Tangente, Pc E N; 

2. df:,p é sobrejetom. 

Prova: 

Seja (u1, u2, u3 ) um sistema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

u 1(p) .o.o u2(p) ~ u3(p) =O 

a . . o:-(p) E n, , ,= 1, 2, 3 
Ulli 

onde G é o autoespaço associado ao autovalor \: de (DF') v. 

Seja F E X,. tal que O E S é um ponto crítico do tipo Hiperbólico 
Tangente de F. Podemos escrever os campo vetoríal na forma: 

ondes1 = ±1 eE2 ~~±L 

"\ 111. 1 +- h.o.t.. 
,\ 2 u2 + h.oJ. 
-\3113 +· ·u2 + êc(À3- 2À.duT 

(112) 

O campo vetorial F tem uma variedade invariante,{, tangente à 8, dada 
por: 

(1 l:l) 

Sejam B e í-< vizinhanças de F e O respectiYamcnt.e. e uma funçáo C'"-. 
Seja o campo VC'i'orial G E B. com G( u) ::= ( Gl ( n), G2( u). G3 ( u) ). 



Pelo Lema ,1.4, temo::; que G tem um ponto crítíco pc; E ;V, Como O 
é um ponto crítico hiperbólico de F, ternos que a \"iHiedade invariante é 
indestrutí.-d por pequenas pertubações de F. ou seja G tem também uma 
variedade invariante ~r 0 próxima de )".(ver [141) 

Por continuidade temos que ( DG)Pc tem autovnJores \f, Xif, >,.:f, reais e 
não nulos. e 

(4.44) 

Obsen·emos ainda que, 

Gh(u1,0,0) = G1
(111 ,0,0) e G2h(u1,0,0) ~ G 1 (u"O,O)G~,(u"O,O) (4.45) 

Definimos então a função C'"'" 1, 6: B _____,.IR, dada por: 

(!.!6) 

Seja 11 a projeção de N sobre T 3 paralela à 8. 

Consideremos a função cr- 1 . 6: B _____,.IR definida por 

(4A7) 

Definimos a aplicação Ç : B -----. IR2 por 

~(G) (6(G),Çz(G)) 

Tt•mos que Ç(F) -"-~ (0, 0). Observemos que Ç(G') -= O, implica que o 
campo vetorial G E B tem um ponto crítico Pc em N n S, o qnal é do tipo 
Hiperbólico Tangente( ver equação 4.44). 

.\ H'CÍproca é imediata. De fato. pois se pc E 
Hipt:'bólico Tan~ente. mü\o G tem uma ,·ariedade 
';'(riitr;:uno<> na clirPcÚo de _

1
:) ) e j)Ortanto ,C,/G) 

._ \ ' '"~ ' ~. -· ' . - ' ' "l .., ' ' 

PG E s => ~2 '00 O. 
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S é um ponto crítico 
im·ariante L:mgente h 

O. Temos ainda qne 



.\lostremos que (DÇ)F é sobrejetora. 

Tomernos a c.urva Ci: : IR.....,. B definida por: 

o(s) 'c F+ s(O, O, u): a( O).~. F (H9) 

Para a curva a(s) temos que o ponto critíco é Pa(s) :~ (O, O, 0). Calculemos 
então, (DÇ)F)· 

Tomemos agora a curva /J : B -+ IR definida por: 

S(s) = F+ s(O, O, ,\3 ): 3(0) " F (4.301 

Temos que o ponto crítico para a curva {1 é (0, O, -s + h.o.t). Assim, 
temos que 

Segue f'ntão que ( D(,) F' é sobrejetora. • 
Observação 4.13 

Ob::;en:emos que Ç(G) "'~O, implica que o campo vetorial G E B tem um 
ponto crítico p0 f.'m S n S, o qual é um hiperbólico tungente, pois Ç1(G) ,--_O 
implica que G tem uma uariedade muariante uni-dimensional tangente à 8. 
Se Ç(G) .,L O, então G tem tom ponto critico hiperbólico com as uarierlades 
rnvariante~ transversais à S. 

S~:; 6(G) ·:co O. então G tem t•m ponto aitico em.)': se 6(G) <O, entrio G 
nrio tem pontos cdtkod; e finalmenf:e. se ~ 2 (Gl <O, enfáo C: tem IWI- ponto 
rTitico fora de S. 



Lema 4.14 (Submersão: Foco Degenerado) 

5'eja p E S um ponto cr-ítico do tipo Foco Dr:generado do ('ampo rdonal 
F E :E'" . Enúio existem.· uma uúinhanç-a B de F em :EF ; u.ma vizinhança 
<·V d~; p em.\!; e uma junçiio cr-t, Ç: B __, 1Ft· tais que: 

I. Ç( G) .-:c:: O -{:::} G E B tem um único ponto crítico, que é do tipo Foco 
Degenerado, Pa E N; 

2. dE,p é sobrejelora. 

Prova: 

Seja (-u 1 , Uz 1 u 3 ) um sistema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

Ut(P} = u2(p) = u,(p) =O 

i) 
&u (p) E T;, i= 1,2,3 

' 
onde -Tt é o autoespaço associado ao autovalor À-i de (D F)p-

Seja F E ,1;
1

• tal que O E Sé um ponto crítico do típo Foco Degenerado 
de F. Podemos escrever os campo vetorial na forma: 

{ 

IÍ.t ::=-: k(U.t -t- k21h. +· h.J).{. 

F ::::: ·1!z ::-= -k2u1 -t- kl n2 + h.o.t. 
U3 -~'-' -k2 u + k 1 v !-· k,w + h.o.t. 

Da observação 1.6, temos que; 

[',F .c (o"(F')- k,)'- Het (F) <O 
kt 

., . · . l B ! F' ~" \' 1 \! ., . C' IJ SeJam nznt umças, (e em .r_, e _: - ' e p l'm . - . ~t-~Ja ·' é _ . 

(l.éil) 

I l.'i2) 

Do Lema -iA. temos qu.e G' tem nm pouto crítico pc; E .\'. Seja ainda a 
fnnçiio ,\!( como definida na d.emonstração do Lema 4, 10. 



For continuidade. >:emos ainda que: 

Definimos entôo a função ()r-l, ( 1 : B ·--+!R, dada por: 

Ç1(G) = <T(G) -lAf 

onde o-( C) é o traço da matriz (DG)Pa. 

Seja fi a projeção de N sobre ya paralela à S. 

Consideremos a função cr·-l, Ç2 : B _,. IR definida por 

ç, = Il(pc(G)) 

Definimos a aplicação Ç : B ---+ IR2 por 

Ç(G) = (6(G),6(G)) 

(4.õ:l) 

(4.55) 

(4.56) 

Tt?mos que f.( F) :~c (0,0). Observemos que ((G) ,.~,O e da equação -L33, 
implica que o campo ..-etorial G E B tem um ponto critico Pc em N n S, o 
qual é do tipo Foco Degenerado. 

A recíproca é imediata. De fato: pois se pc; E Sé um ponto crítico tipo 
Foco Degenerado, então (DG)p

0 
tem autovalores A12 =a :t ib, ,\3 :c·: a e assm1 

6 (C) ·-= O. Temos ainda que Pc E S ~ 6 =O. 

\lostremos que (DE,) F é sobrejetora. 

Tomemos a curva o : m --+ B definida por: 

n(s) = F+s(u,O,O); a(O) =F (4.57) 

Para a çurva n(s) temos que o ponto crítico é Po:(s) = (0. O, 0). Cakulemos 
então, (DÇ)p). 

(DOF 
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Tomemos agora a curva í3 ; B __, IR definída por: 

J(s) c= F 1- s(O, O, !:t): 3(0) " F ( Li8) 

"I~; mos que o ponto crítico para a curva 3 é (0. O. -s + h.o.t). Assim. 
temos que 

(d/;,) F= -1 ;i Ü 

Segue então que ( DÇ) F é sobrejetora. • 
Observação 4.15 

Observemos que Ç(G) c:::: O, implica qu.e o cn.mpo vetorial G E B tem um 
ponto crítico Pa em N n S_, o qual é um foco degenerado, pois Ç1 (C) -=:::: O 
implim que (DG)pc tem autovalores Re((.\{2 ) = .\!(. Se ((G) f O, então G 
tem -um ponto critico hiperbólico que é um (foco) atrator ou repulsor1 com 

Re((.\{2 ) I.\? 

Se Çz(G) =O, então C tun um ponto critico em S; se 6(G') <O, então G 
não tem pontos críticosj e finalmente, se 6(G) <O, então G tem um ponto 
crítico fora de S. 

Lema 4.16 (Submersão : Foco Tangente) 

Seja p .;::: S um ponto ~;,rítico do tipo Foco Tangente do f.'ampo vetorial 
c -w I' I' -, '/ Bd F' '"'' ' r ;;: ,_.r; . ~n .ao t'TIIJ!m,: uma tnm. wnça e on .x:= : uma mzmnança 
N de p em }L e uma função c·r---l, Ç: B -"---jo JR2 tais IJIU!: 

1. Ç(C) = O <=? G E R tem urn único ponto crítico, lfUe é rio tipo FOro 
Tangente, Pc E S: 

E. d/.:,p é .sobrejetora. 

Prova: 
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Seja (11 1• Uz, u3 ) um sistema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

8 
-
8 

(p)EI[, i~l,2,3 
'llt 

onde T1 é o autoespaço associado ao autovalor,\ de (DF)p· 

Seja F E Xr- tal que O E Sé um ponto crítico do tipo Foco Tangente de 
F, Podemos escrever os campo v·etorial na forma: 

F = Uz = -bu1. + au2 + h.o.t. 
{ 

Út """' a.u1 + buz + h.o.t. 

u, = À3us + õ 1(2a- Às)ui + e2(2a- Às)u§ + 2b( 1-e2) + h.o.t 
( 4.59) 

onde a, b, \3 são não nulos . .\3 I a; À:~ 1- 2a e E1 =--" + 1: E2 ·= ± 1. 

O campo vetorial P tem nrna ,·ariedade in-;;ariante, J, tangente à S. dada 
por: 

( 4.60) 

Sejam B e V vizinhan<;as de F e O respectivamente. 
Seja o campo vetorial G E B. com G(u) = (G1 (u), G 2 (u). G:J(ü)). 
Pelo Lema 4.4, temos que G tem um ponto crítico Pc E N. Corno O é um 

ponto critico hiperbólico. temos que a variedade invaríante é lndestrutío;;et 
ou seja G tem também uma variedade im·ariante ~~a próxíma de f. ( V('f l t -·1 i) 

Observemos ainda que O é um ponto crítico niio degenerado de t e assim 
-1 G tem em pc; um ponto crítico não degenerado, 

Por continuidade temos que ( DG)pc; tem autovalores \f'; '= aG ± bci, ,\f 
com a c, bG, ,V:j reai-s, não nulos, e 

G,! \G· a2 r" 3, 

Defmimos .;·nt8.o a funçào ('''-· 1, ft : B ....... IR. dada por: 

( 1 61) 

( 1 ll2) 



Seja l1 a projeção de "V sobre T 3 paralela à S. 

Consideremos a função C" -l. E,1 : B ---+ IH definida por 

6 ·~ fl(pc(G)) (1.63) 

Definimos a aplicação ~ : B ---+ !R2 por 

Ç(G) ·~ (Ç1(G), Çz(G)) (4.64) 

Temos que ((F) = (0, 0). Observemos que Ç(G) :o= O, implica que o campo 
vetorial G E B tem um ponto crítico Pc em N n S, o qual é do tipo Foco 
Tangente( ver equação 4.61). 

A recíproca é imediata. De fato, pois se Pc E S é nm ponto crlt1co 
tipo Foco Tangente, então existe uma variedade invariante bi~dimensionaL 
fc tangente à S em Po e assim ~r: 1 (Pc) = ~~ (Pc) = O, e portanto E,1 ( G) ·.::= O. 
Temos ainda que Pc E S =::> ~2 ·::::: O . 

.\:fostremos que (DÇ)p é sobrejetora, 

Tomemos a curva a : IR ---+ B definida por: 

a(s) ~ F' +s(O, O, u); a( O) cc F' ( 1.65) 

Para a curn:. n(s) ternos que o ponto crítico é P"(-~) :.:::: (0, O, O) e a \·aricdade 
invariante ~p é dada por: 

(t66) 

Calculemos então, (DÇ)r· 

( IJÇ),. 
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Tomt~mos agora a cun'B. /3 : B ___,. IR definida por: 

3($) =r+ s(O. O, .\3 ): .J(O) .~r [HJ7) 

Temos qne o ponto crítico para a curva 3 é (0.0. -.5 + h.o.t). Assim. 
temos que 

(dÇ2 )r = -1 ;'O 

Segue então que ( DÇ) F é sobrejetora. • 
Observação 4.17 

Observemos que Ç(G) =O, implica que o campo vetMial G E B tem um 
ponto crítico Pc em N n S, o qual é um h-iperbólico tangente1 pois Ç1 ( G) '~ O 
implica que G tem uma variedade invari-ante bi~dimensional tangente à S. 
Se Ç(G) f O, então C tem -um ponto crítico hiperbólico com as uaríedades 
invariantes transversais à S. 

Se Ç2(G) -=O. então G tem um ponto crítir.JJ em S; se Çz(G) <O, então G 
não tem pontos cn.'ticos; e finalmente, se (2( G) < O, então G tem um ponto 
crítico fora de S. 

A análise txmpleta numa /.}iúnhança de G é feita noB LemoB 4.Sl e f3.f?. 

4.1.2 Singularidades do Tipo Tangencial 

);esta secção . mostramos que o conjunto de campos vetoriais que tem 
um ponto critíco no bordo, como um dos citados na deJinição 4.2, é nrna 
submriedade de codimensão 2 em xr . 

Len1a 4.18 2.fJ C:oo3e 

Styz O uma S~.~inunlaridade do fl.po Coose de F E ;'E,... Entâo. c:ri31Pm. 
t·-rúnhança" B de F em ._F r, v· de O r:rn llf e wna Junçáo C' )C. Ç. B .......... Il{2 

tal qu.e: 



l, Se Ç(C) ::::: O, G E B, então e_riste uma única S-smgularidade de G 
em \-' do tipo C oose; 

2. DÇ(F) é 5-'JÓrejetom. 

Prova: 

:.ias coordenadas (u. v, w) previamente fixadas temos que o campo F é 
dado por: 

F(u, v, w) = (!1 
( 11, v, u·), f 2

( u, v, w ), g(u, u, w)) 

e o conjuntos dos pontos fixos da involução ) S tem a seguinte definição 
ímplícita: 

h(u,v,w)=w 

Sendo O nma S-singularida.de de F do tipo Goose. temos que: 

• F( O) ·~ O; 

• Fh(O) =h( O) =O=> eooo = booo = O; aooo ~O; 

• F 2h(O) ·~O=> c100 =O; 

• _Fhfs equivalente à um germe simples do tipo 112 => c:mo-Cino /::O (:\este 
G1...':í0 kmos que Fh/s(L() "'"' ±(' +ElJ

2
::::l 0-= ±1). 

Temos assim que o contato entre a trajetória de F e Sem O é de t_('rceira 
ordem. Escrevemos então: 

S<-:ja C nma p~rtubação do campo F em $r- dado por G oo· (G 1.C1 .C:J) 
nas coordenadas (u, v, w). Por continuidade. para PG :·o: (u. u.w) numa \·izl­
nhança do O ficamos com: 



Parametrizamos as trajetórias de G que passam por ( 1.1_, 1\ O) por: 

Consideremos agora, como em [28], novas coordenadas para o campo C 
em uma vizinhança pequena de F, dadas pelo fluxo tubular K 0 , ou ainda: 

Observemos que as relações G -;. Kc e G -;. m0 são contínuas com 
KG E cx(IR2

, IR2
) e mG E C"(IR, IR), 

Fíxemos G e ana!isC;"mos os pontos de tangência, ou seja Oti pontos onde 
G's :·~:O, on ainda os pontos tais que: 

drno(r 1, r 2 ) '"'- 0 
dr1 

Definemos então a aplicação cr dada por: 

ÇB~ IR2 

G (G;{p),G3 (p)) 

t nl que St' ;;;( G) -·- (f.L .}) então G é eqtü \'alente à Gr;,_J --o (L O. O), no ~i:; ti' ma 
de coordenadas dado por Kc; e S dado implicitamente por: 



..\:5sim pela definição de Ç(C) a condusiio segue. 

Obst:n:ação : 

• Ç(F) -~O ~ :.:J!p E S, tal que pé umaS -singularidade do tipo Goose; 

• DÇ(F) = ( ~ ~ ),cujodeterminant.eédiferentedeO,ouaindaDÇ(F) 

é sobrejetora. 

• 
A demonstração dos Lemas 4.19 e 4.20. é feita forma análoga a demon­

stração do Lema -~.18. 

Lema 4,19 2, 10 Gull 

Seja O uma S-singularídade do tipo Gull de F E :Er . Então, existem 
uizinhanças B de F em :Er , V de O em IR:1 e uma função c=. Ç : 13 ---t IR2 

tal que: 

L Se Ç(G) -"'--~O, C E B, então existe wna único. 8-.singularidade de G 
em F do tipo Gult: 

2. DÇ(F) é 5obrejetom. 

Prova: 

De forma análoga à demonstração do Lema ·1.18. • 
Lema 4.20 2.11 Butterfly 

Sr:ja O uma .:.·~--~inqu!aridade rio tipo Ur;o.•e dr: F E :F'". l::ntào. enAf'ln 

t'ÍZ1.nlwn~·a3 !3 dt; F tem .1-:r , l- de O nn [J{l 1:' wna funçâo C x:. ~ : f3 ---. !H.1 

tal qw;: 
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l, Se Ç(G') _-.::o O, G E B, então existe uma única 8-singulandade de c; 
un F do tipo BuUerfl.lJ_: 

i!. DÇ(F) é i!obreJetora. 

Prova: 
De forma análoga à demonstração do Lema 4.18. • 

4.2 Caracterização das Tangências 

Na sequ€-rwia assumiremos a seguinte notação , 

Seja p E Jf um ponto crítico do campo vetorial F E Xr Denotemos 
por ..\1, . .\.2 , ),3 E C. os autovalores de (DF)P' 

Seja (ttll u2: u3 ) um sístema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

a 
( ) ~ I' . l ., '3 fJu- p C i• ~ ~.::o , L, 

' 
onde Ti é o aut.oespaço associado ao autovalor ,\, de ( D F)p-

Sejam ainda, Bo C X" e N0 E .\1, vizinhanças de F e p respectivamente. 

Denotemos por Lp a linha de tangências entre as órbítas do Campo \·e­
torial F e S. ou ainda 

Lp ~ {q E .\f • h(q) -~ Fh(q) ~O} ( 4.68) 

onde h é nma definição implícita de S tal que h(p) ---O. 

Lema 4.21 ( Lp: Regular ou Cônica) 

Seja p E S um ponto aítlCO do rampa retorial F E .'E" . 



L},, Se temos dois mttoFspaços que são tmns1.2ersais àS e Re(,\) :j: Re(Àj), 
para alg11m i ;i j; i, j E { 1. '2, 3}. enlão L r é 1tmn cu rua rt:gular; 

L~, Se os autoe<~paços são tais que, dois Bão tangentes àS e o outro trans­
versal à S. e (Re(,\.t) -2À3 ) f. O; i E {L2,~5}, então LF 4 nma cOmca: 

Prova; 

SejaS dado implicitamente por: 

(1.69) 

Digamos que os autoespaços transversais à S sejam T2, 73, temos então 
que b, c são reais não nulos. 

Sejam os campos vetoriais F R, F.H E ,;gr . onde F R tem autovalon:s reais 
. .\1 , .\2 , ),3 e fH com autovalores .\12 =--= k1 ± iA:.2 , k2 I- O; .<\3 E IR, dados por: 

Temos que, 

{ 

U1 = ÀtUl + i'1(u1,-uz,u3} 
FR = iLz = Àz'I.L2 + ~(H1 1 'Uz, u3} 

Ú3 '"' ,\)U3. + F 3
(ul, U:?, U,3) 

{ 

Ú1 == ktu1 -tk2u2 + f' 1(ut.Uz,u3) 

F_u --- Uz -kzul -+- kL112 + f'2(ul, n2, u3) 
Ú3 =· À:lll:J +- p:l(ttJ. U2, 'U3) 

D c . ,. .. " \' 1'02 e11mmos a <lpllcaçao \H : , -0 ~ n por 
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Temos que. 
(n(O) cc O 

(D(u)o "~' ( 
a 

(Fh),,, (O) 
b 

(Fh),.,(O) 

onde Fh, ou é FRh ou F_uh. 

Das t.'quaçôes 4. 72 e 4. 73, temos que: 

'V(F.h)(O) ~ (a.\1, b.\2 , d 3 ) 

v(F\1h)(O) = (ak1 - bk2 ,ak2 + bk1, c.\3 ) 

Se Àt E m, i = 1,2,3, e Âi f. Àj, para algum -i,j E {1,2,3L então 
(vh)(O), ('V(Fh)n)(O) sao linearmente independentes; 

Se .\12 c k1 + ik2 ; k2 #c O; ,\3 E IR. então (vh}(O), (v(Fuh))(O) sao 
linearmente dependentes, se somente se, 

(Fi) 

1Ias, se vale 4..75, temos que: 

ak2 t bk1 - b), 3 " O 

(J 

O =:~ o.k2 + bk1 - b(nk1 ~ bkz) ::cc (a2 l· b2 )k2 f O 

Portanto. (V'h)(O), (V(F.Hh))(O} são linearmente indcpendenh's, e segue que 
(d(R)o é sobrejetora, e então Lp ~ (R '{O) é uma curva regular em S. E 
;-\Ssim, mostramos o item ,t2l(L~). 

Provemos agora o item r..;,. Digamos que os autoespaços tangentes à só.o 
T1, T2 e tomemos S dado implicitamente por; 

( 176) 

com r1 ... ±L b ... ±: 1 e r; real nÃo nulo. Observemos qne. como O 6 lliH ponto 
uítico não degenerado(.\íorse), poch'mos desconsiderar os termos de ordem 

mais alta(lLo t.} 
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Thno!i que: 

CLI7) 

Tomaremos como antes Fh_\f como scmb FRh Jt ou Fuh7u. 
Observemos que (V Fhm){O) é nulo, e assim O é um ponto crítico de Fh,1s-

E, 

(4.79) 

W'fhM)js(u) = (2kl- À3)au; + (2kl- À3)/rn; + (2ak,- 2bk,)ulu2 + h.o.t 
(4.80) 

Definimos a aplicação (u : No --+ IR? por 

Temos que, 
(u(O) =O 

(D? 1 _ ( (V'(FhL,)(O) ) 
w.o- (V'(Fh),,)(O) 

onde F h. ou é (FRhv) s on U\rh.\1 )/S· 

E. 

Como. 

Oll, 

(V'(W,hvl;s),,(O) = ((2,\,- ,\,)a, O) 

(V'((FRhu);s),.,(O)" (0, (2.\,- >.,)b) 

(V'((F:\fh,t);sluc (O) = (2a(2k,- .\3 ), 2k,(a- b)) 

(V'((F,1 1l\l);s),.,(O) = (2k2(a- b), 2b(2k1 - .\,)) 
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Temos assim que ( D(H )o é sobrejetor.a e porianto O é nm ponto crítico 
nil.ü degenerado de Fh_ s e Lp <~uma cônica. 

Ob::servamos cünda qut' se (2Re(,\J.)- . .\:dORd\1)- /\ 3 }ab >O(< O) h'mo:s-

que L F' é um ponto ou e1ipse(par de retas on hipérbole). • 

Tomemos agora um sistema de coordenadas (u. 1, u2 , u3 ) com n!lp) 
0, Í ~-= 1, 2, 3 tal que 5' é dado implicitamPnte por: 

h(lJt,112,?.lJ) = I.!J 

A ct1rva L F agora é dado por: 

LF = {q E IR3
: q = (u1, u2,0), F3 (q) =O} 

pois Fh(q) ·~ F'(q). 

Temos o resultado: 

Corolário 4.22 

Sejam p E Jl uma ponto crltico do campo cetorial F E :Er , e S dado 
implicitamente por h(u1 , u2 , -u3) = us. 

L~ Se F,;
1 
(p) ou F,;

1 
(p) é não nulo, então L r é uma Cürva regular em S; 

'"'() c-3(' 8e c,-.<
1 

p ::::o r,. 2 p) 
cônica em S. 

Prova: 

Segue como no Lema 4.2L considerando as aplicações (R N0 ----" IF!? e 
(M : .Vo __,. fR

2 definidas por: 

(R(u) .c (h(n), F"(u)) 

(u(n) c.c (F~, (u), c:;,(u!) 

• 
Caracterizaremos a seguir, as curvas de tangPncia.s Lc (ie um campo 

n_'tori<tt G numa ,·i;:inhança B0 c :rr de P. 
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Lema 4.23 (Caracterização de LG) 

S'rjam as L'izinhançw; 80 do r.:ampo ('ttorial F ern .Jr . e "V0 do ponto 
cr{tir:o p de F nn M. Tomemos C E 8 0 

Lb Se temos dois 1nttoespaços que .são transversais àS e Re(Ad ~-i. Re(>..1L 
para algum i i j; i, j E { l) 2, ~i}, então L c é urna CitJ1.Ja regular: 

L~ Se os autoespaçoB são t.ais que, no mínimo dois são tangentes à S, e 
(Ite(At)-2>.3 ) :/:-0; i E {i,'2,3}, então, o-uLc éwnacônicaemS, ou. 
C é transversal à S. 

Prova: 

Definimos a .. "i ap!icaçües (R Bo x No ..-.--..)o IR? e C1 Bo >< No .---.-.f Jf{3. 

de-finidas por: 
(R(G, u) ~ (R(ll) 

(M(G, u) ~ (M(u) ( 4.83) 

O aplic:ação do Lema 'L21 e do Teorema da Fnnção Implícita. pnYm o 

itern Lb. :Jo caso L&. a aplicação do Lema 4.21 e do Teorema da Função 
implícita, garante a existência de um único ponto j5G E N0 tal que é um 
ponto tal que 

(Gh;s)",(iic) =O; (Gh,s)u,(i5c) •• O 

Por continuidade, temos que o Hessiano de (C:hi 5 )(i5c;) f O. Podemos ter 
então: 

(Gh15 )(pç) ,c, O; (Gh. 5 )(pc) f O 

Se (Gh/5)(_;5G) =O, então JYa é um ponto crítico não degenerado de (Gh/s) 
e o He~~iano de (Ch:s(fic)) tem o mesmo sínal do Hes.siano ele (Fh: 5 (0)). 
,A:::;sirn, se Hes::>ia.n.o de (Gh--sCfic)) é menor quE" zero . ent:ào j}c;. ou é um par 
,]c rda5, ou é uma hiphbok Caso contrário. fiG· ou é mn pNlfo, ou ,\ !Hnfl 

dip,~e. 

Se (Gh:sHPci .-i: O, t:nUlo em pc;( '~ nnma víziuhaw;a dt'ste) remos qne c: 
6 trnnswr:'al à S. • 

-., ,_ 



Lema 4.24 

Seju p E S. uma __ .;mglliaridade do C'ampo Vetor·ial F E :br Sl"jam 

A11 A2, A3 os autovalores de (DF)p· 
Se os autoespaços I~. i:::: 1.2,3 assacwdos aos automlores \, r--- L2,3_. 

iiàO trans-versais àS e cale uma das seguintPs hipóteses: 

1 Ã1, Àz, >.3 E IR, são distintos aos pares; 

3 À h ,\2 , À3 E C. com parte imaginária não nula. 

Então1 o conjunto {(V' h)Pl (\1 F h )p, (V F 2h)p} é linearmente 2'ndependente, 
onde h é uma definição implícita de S, 

Prova: 

Seja ( u 1 , u2 , u~.d um sístema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 

u1(p) = n 2 (p) = u3(p) =O 

3
() 1". 2 &u~- p E i· t ,-;;;; L , 3 

onde Tj é o auto<.:spaço a.ssocíado ao aut(rYalor -\ de ( D F)p-

Seja 5' dado :implicitamente por: 

(4.84) 

onde a, b, c sáD reais nào uulos. 

(1) Sej<1 inidalmente F, tal que (DF)o tenha autovalores ,\1, ,\2, J\1 E 
IR. ;\"estas ;.:oordt:'nadas, temos pela forma normal de Tnkens que. pod(•mos 
escrever o t:ampo n:torial F na forma: 

í li] .\Ut ' pt ( 1ft' 111, li:l) r 

1.!2 ··~ .\{U.z ' F'' . 

1 
T \ul.l!J, n:1! 

1l:l .... -\:l U3 L F'3(nl.u2,u3) ' 

(·U3S) 



corn F'(O) ·::::o O, i :::::· 1, 2, 3. 

Ficamos com: 

Assim, 

e 

('Vh)o = (a,b,c) 

('V Fh)o "" (aA" b,\2 , c,\,) 

('VF2h)o = (a,\i,b-l;,c,\i) 

( 1.86) 

(!.87) 

(4.88) 

(4.89) 

(4.90) 

(4.91) 

Assim, Dr = O set somente se Àt: = .\i, para algum i # j, e i, j = 11 2, 3. 

(2) Tomemos agora F, tal que (DF)o tenha autovalores )11 -= .-\2 f:. .\3 E 
H?. Temos que a forma normal de pode ser escrita na forma; 

(.Ul2) 

Ficamos com: 

(4.93) 

(l'll) 

.\s.-:ilm. 
('Vh)0 ,, (cr,b,c) (1!Vil 



( t<Jo) 

(UF) 

Assim. D; =O se. somente se Àl = À 3 • . . 

Tomemos agora F. tal que (DF)0 tenha autovalores À 1z =o:± B, t3 F O, 
..\3 E IR. Nestas coordenadas. temos pela forma normal de Takens que, 
podemos escrever o campo vetorial F na forma: 

Ficamos com: 

{ 

Ú1 =0'1-Lt +B-uz+F1(utonz,u3) 
1.~ 2 '=" -B1.tl .. f- ~uz + F2 (-u!, 112 , u3 ) 

113 -.-=:: À3U3 +F (1.~1, Uz 1 u3) 

(·1 99) 

(UOO) 

F2h(u 1, u2 , u3 ) ::;;; (a(a 2-32 )-2bn3)ul +-(b(o?-32
) -1-2an3)u2 f-c\~li:J + h.o.t. 

(-ttOl) 

A,_ssim, 

(vh)o .~(a, b, c) 

{'i7Fh)o '' {an-b;J,ao +b3,c.\3 ) 

('i7F 2h)o = (a(a'- 3 2
)- 2bodl,b(a2

- 112
) + 2aa8,dl) 

b 
110 ; .. b8 

6(0:2 - 3"2 ) f· 2an3 

( .). 102) 

(!.103) 

(4.104) 

f l lO:}J' ' . 



D .'( ., •.: ( " . ' 2 
· a' + &-) " ~' ' '·· .3· l c o-::;:; 1..1. , A;, - <-<>"\3 T Ü (t 106) 

.\a cquaçiio --1.106, temos que 

Assím, De i- O. • 
O próximo lema caracteriza o tipo de contato( dobra ou cúspide) com S, 

do campo C, que está numa 1.rizinhança de F, onde F tem os autoespaços 
Ti 1 i= 1.,2,;3 associados aos autovalores..:\, i= 1,2,:3, são transversais à S. 

Lema 4.25 (Ponto crítico ou Cúspide) 

SeJa p E S um ponto cn'tico de F tal que os autoe6paços T;·, i = 1, 2. 3 
assocwdo.s aos autovalores À1, i= L 2,3, .são trans·uersais à S. 

Então existem uizinhanças B de F em ~t;r e "V de p em JI, e uma ú.rúca 
3 aplicação Pc : B ~ IR , tal que: 

1. Pc é o único ponto em N, para G E B, tal que 

h(pc) ~ Gh(pc) ~" G2h(pc) ~ 0: 

2. Mt Pc é um ponto critico de C, se O"h(Pc) ~-o: O, ou, caso contrário, Pc 
é u:ma cú.~pide . 

. .'1 Se q E Lc. com q 1- (N_]_. então q é umu 5ingularidade. l1po dobra. 

Prova: 

Seja (u1 . u2• u3 ) um sístema de coordenadas numa vizinhança de p tal que: 
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onde T; é o autoespaço associado ao autovalor Ài de (DF)p, 

S(ja S dado implicitamente por: 

h( u.> il2, U::d ·~-:: ar.t 1 + lnt2 + C'l.l3 + L aiJkU~ It~u~ ~:;; O 
í-··J~k>L 

onde a, b, c são reais não nulos. 

Consideremos vizinhanças B0 C .Tr de F E E 2(o.), e N0 de p. 

Definimos a. aplicaçiio : ( : B0 x :V0 -;. IR3 por 

((G,p) = (h(p), Gh(p), G2h(p)) 

Temos que: 
((F, O)= O 

il( ( ('Vh)o ) 
c;-(F,IJ) = ('VFh)0 
up ('VF2h)o 

e pelo lema 4.24 temos que 

(4. 107) 

(4.108) 

(4.109) 

Pelo Teorema da. Fnnção Implícita, existe uma \izinhan<;a l3 C Bo de F 
e .V C .\'0 de p c- nma única funçáo PG B ___., JJf, tal que para C E B. 
((C,p) :;;:: O somente se p c::: fic(G). Isto proYa o primeiro item. 

Seja então 0 3h{f5G(C)) O. Denotemos Pc = Pc(C). Ternos que: 

(Gh)(flc) + (G2h)(pc) + (G3h)(p0 ) cc IJ 

C(ftc)\'Vh),, + G(jJc;)('VGhlfio + G(j5G)('VC2hl;c ,, O 

'' 



são linearmente indept,ndentes e portanto formam uma base em ll-?.3 . 

Portanto. temos que Cíf!G) :co O. 

Agora. seja q E Lc. com q /:fie. Temos que 

h(q) ,, 0: Gh(q) 'O 

Se G2h(q) ~-:::O, então~ pelo item 2, temos que q = p0 . Caso contrário. 
temos que q é um singularidade tipo dobra. • 

A seguir, caracterizaremos as tangências de um Campo Vetorial. C, numa 
vízinhança de um Campo Vetmial F E 1:2 dado. Estabeleceremos, caso a 
c~--o, as tangencias bem como o tipo do ponto crítico existente. 

:\o caso dos Campos Vetoriais com ponto crítico, usaremos as c=- for­
mas normais dado por Yang{ ver [29]) para campos vetoriais em !Ft1 • nos 
Lemas a seguir. Uma vantagem destas C"' -formas normais. é que para 
nosso caso, ternoo que elas são finitamente determinadas. Entretanto, não 
conseguimos efetuar a mudança de coordenas a fim de encontrarmos a forma 
normal1 e ao mesmo tempo termos uma expressão simpleB para a função 
implícita que define o bordo S. Devemos observar ainda que1 para a análise 
dos diagramas de bifurcações , usamos L""'!()-equivalências (C'0 - formas nor­
mais). 

Lema 4. 26 (Sela-Nó: D B) 

Seja p nm ponto crftico do tipo 8JC!a-N6 do campo l'eforial F r: B uma 
Pizinhança de F. E :E; Se C E B, então Lc, tem 11ma ú.n.ka C1ispiddse 
PG E LG, então não temos C1ispide.s), e C. ou n.ão tem pontos crüicos, ou 
tem um único ponto critico .~imét.rico, ou tem um ponto crdico súnétri.co r; 

um ponto critico as.sunétrico, ou ainda {em doiB pontos criüco8 as.:;mu;trtcos. 

Prov-a: 

Considen'rnos S dado irnpliciranwnte por h(rt, t'.l.r) .;::. w + ... 
.:\este caso. o ('ampo \'etorütl ( D F)p tem B..llüwalures O,\,, \l e os res-



pectivos <mtoe::>paços são transversais à 5'. Assim, por ['29] e i26]. a forma 
normal de {] fica dada por: 

( 
,,, 3 

S. U +-t'r ·1- L1U 

u-v+I-211V !4 110) 
' 

u +V+ À3W + l.;;tn.u-+- óvrn 

onde b E {0, 1} e m E 7l no caso de termos ressonânica do tipo .-\3 ::::: rn,\2. 

Caso não tenhamos ressonânica ternos que t 1, {z, t 3 , f; são nulos. 

Assim para analisarmos o diagrama de bifurcaçÕé-'5 , consideramos S dado 
implicitamente por, h(u, ·v, 1v) = 10, e o (:'l- desdobramento universal do 
Campo Vetorial C, dado por: 

Ternos que: 

G= { ~:= :'~:v)'+a 
U: = U -f- V -t- À;;W -t- /j 

Gh;s =cU+ V+ f! 
G2h;s = E(u + F)2 +o+ -u- ·v 

G2
hd" .:=: E/3

2 +o+ 2u + 3 ---·---

(4,111) 

Ob~C'namos então que G2 hn0 (q} =O. apenas em um único _ponto q. o 
qual é simples. logo G3hiLc(q) /:O e q é uma cúspide: 

Analísemos agora para quais o-, (J temos que G tem um ponto crítico 
simetrico. Ü<'lli"ta resolvermos G(q) = O, com q E S. De um breve oíJC11lo. 
temos que ao longo da curva I'( a, !3) = ;::{32 +a::::=: O, G tem um ponto çrítico 
simétrico, para :::-J(ct .. B) > O, 0: lO, C tem nm ponto critico assimétrico e 

para :::~:(a, 3) <O, a f O, ou G tem dois pontos críticos assímétricos(o- > 0). 
ou C niio tem pontos críticos; se a :::= O, G tem um ponto crítico do tipo 
Sda-2\"ó assimétrico. • 

Lema 4.27 (Hopf:DB) 
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S~eja p um ponto cdtú-;o do tipo Hop f do campo vetorial F 
pró.rimo de F, ~~ntâo Lc;, tem sr-mpre dttas C'ú.spides(~e Pc E 

tono.s uma Cú,spide}. f; t::r:úite 1una curva de C-'ampos Vetoriais. 
órbita perüidica fangenteílj1.tadrática) à S. 

Consideremos S dado implicitamente por h(-u, 1;, w) = u; ·+· ... 

Se G está 

qne tem a 

:'\este caso, o Campo Vetorial (DF)p tem autovalores bi, -bi, ),3 e os res­
pectivos autoespaços são transversais à S. i\ssim, por !29J, a forma normal 
de G fica dada por: 

tt= 

v~ 

W= 

-!Jv + L(WY - L2VCT + t 3u.cr2 

bu + LzUO' + t 1vo- + t.3vo-
2 

ku + v + À3W + 14wa; k I 1 
( 4.112) 

onde l.1_, Lz, L3 sào constantes e (J ':::: {u2 + v2). Observamos ainda que, neste 
caso temos necessariamente que L1 f- O. 

Assírn para analisarmos o diagrama de bifurcações, con ... "iideramo.'i 8 dado 
imphcit.arnente por, h(u, v, w) = w, e o G-;-Q- desdobramento universal do 
Campo Vetorial C, dado por: 

Tc·mos qne: 

(··"h ~y /L-c 

-v + u( a - u2 
- 1P) + a 

u+v(n-u2 -u2 ) 

ku +v+ ,\3 u:-+- _8; k /1 

G'h;s .. c ku +v+ 8 

G2h,1s = kv + u + (ku + :u)(o: ~ u2
- v2

) 

~ S(k2 + l)u 2 + (2i3''k + k2 + !)v• + B(k- <> + 32
) 

As órbitas periódicas surgem para o:> O, e são dadas por: 

(4.trl) 

.\nali::i<.'mos os zeros de G2h.·Lc Devemos neste caso analísar o discrimi­
rw.nte d_~-~sí.a t'quaçào . qne é (hdo por: 



Entiio. para (o:. 3) numa vizinhança do O temos que ti> O. Logo, G2h/Lo 

tem St'mpre dois zeros sirnples(G3h/Lc.: i- 0). e portanto C tem duas cú:;pides. 

Estudemos agora o tipo de contato da órbita periódica de C(c!! >O). 

Para termos a órbita periódica tangente à 5, dev(•mos ter: 

Resolvendo este sistema. impondo soluçao única, çoncluímos que para todo 
campo vetorial C-= F:l'.,_8 , tal que 

j32 = (k2 + l)a 

tem uma órbita periódica tangente à 8 em q1, e 

~ ( ) ~~ .!3k ( .2 ) C hnc ql - - ],;2 + 1 k - k_ 

que é sempre não nulo. e portanto o contato é qua(itát.ico. • 
Lema 4.28 (Nó Degenerado: DE) 

Seja p um ponto crítír:o do típo Nó Degenerado do campo vetorial F. Se G 
está pró:rimo de F, então Lc, tem sempre uma únira Ctí.::,pide(se Pc E Lc, 
então não temos Cú.spide). 

Com;ideremos S dado implicitamente por h.(n, v. w) :=-te + 
:\t~ste caso. o Campo Vetorial (DF)p tem autovalores )q, À c- ,\3 reais e 

não nulos, e os respectivos autoespaços transversais à S. Assim. por \29], a 
forma normal de O fica dada por: 

{ 

u - \1-u + t 1 ua t tirw-2 

C~ u-- U--)-ÀtU+t:JUO" 

lf li !"L' + ,\;W f· t.11UY 

(L 114) 

r)["-le I l I -.~10· ··ctJ<~tarJ[f'" rr --- l)krl):z//);1 f'OTill. f. J. c 77 '- .r.·,·)j)·~·r',o.zr','ltiO ""~···J,·2,-.J-~< '• • .,.<_ ,,o,v-- _ _ .e, !'<j,i'í,·J,•~:J·~IL ,,_ 

(k1 + k2),\1 '-· .I:1Al O e O" ~ {0, ±1 }. Observamos ainda que. o-;(' ..\1\1 > U, 
podC'mos con::_;iderar r1, 1. 2 , 1,:1 nulos e lÍ' -;;;: lt -i- u +- q\1 te+- h·q. onde ,\1 c:-::: ~r\ 1 . 

Sl 



Assim para analisarmos o diagrama de bifun~açúes , consideramos S' dado 
Írnplicitamentc por, h(u, V, w) ""-' W, e O C11

- desdobramento tmiw~rsal do 
Campo 1/r-•toriul C. dado por: 

Temos que: 

A1 u .. f- cru 

u t Alv 
u +v+ ÀJW + B 

Gh/s ~ u +v t /3 

Gah;s = (,\t + l)u +(a+ ÀtV 

c"h;v0 ~ (1- a)u- 6(a + ,\1 ) 

(4.1!5) 

Logo, G tem sempre uma única cúspide. E pelo Lema4.25, sabemos que 
se pa E La, então não temos cúspides neste caso. • 

Lema 4.29 (Foco Degenerado:DB) 

Seja p um ponto crttico do tipo Foco Degenerado do campo vetorial F. 
Se G está próximo de F, então La, tem sempre duas Oúspídes{se Pa E Lc, 
então temos urna Cú,_"!pide). 

Consideremos 8 dado implicitamente por h(u. v. w) = UJ + . 
.:\este caso. o C?:tmpo \'etorial ( D F)p t.em atüomlores a ± bi. a. com a, b 

não nulos com os respecti ~·os autoespaços sào transver:;-ais à 8 e o H~:.'ssümo 
de Ph 1s não nulo. Observamos ainda que neste caso não temos ressonància, . . 

logo por Sternberg([22\), temos que F tem a C 00 ~ forma normal dada por: 

(Ul6) 
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Assim para aru:dis<:mnos o diagrama de bifurc&;,'ões , COILiidcramos S dado 
implicitamente por. h{u, v, u:) U:, e o C0 - desdobramento 1miversal do 
Campo Yetoríal G. dado por: 

{ 

U ----

-, U c-=:: c :-:.::: . 
?.C --

Temo.<; que: 

au + bv + üU 

-lru 1- av 
2n 1- 2v +- mu + c::,u2 + €2t: 2 - (:::1 - ::2)uu + /J: 
êi C'O:' ±1) -í ;;;;::: 1,2 

CZh:s - (2E,(a +a)+ (é1 - t:2)b)u2 + (2Eza- bh- Ez))v2+ 
+(s1 - s2)(2(b- a)- a)uv+ 
+(2(a- b) + 2a)u + 2(a + b)v 

(til?) 

Consideremos inicialmente o caso s 1 = E2 = l, e ainda, para simplificar 
os cálculos, e sem perda de generalidade, considen•mos a = b -.o;;; L 

Fícamos com: 

e o discriminante é dado por: 

t>. = 4+<>(n- 4 + 4B) 

Então. para (n,_J) numa vi%inha.nça do O temos que .0.. >O. Logo, G'2h/Lr; 

tem sempre dois zeros simples(C:3h:Lr.; f:- 0), e portanto C tem duas cúspides. 

Para o caso E 1 -'7-" 1) Ez = -1, e fazendo os mesmos cálculos acima, ficamos 
com: 

G 2h/La = 2(2 +· 0:)u2 +~ 2(a + 2)u-+- 2_[) 

e o fliscriminante é dado por: 

i1_ :::. c1 +- (J:(o: +- 2)- 43(o:-+- 2) 

E temos a mt'SDH\ (:oudu~aü que <~cima. ou ::;ej<.t C tem ,;umpre duas 
cúspides. 



Assim para analisarmos o diagrama de bifurca(;Oes, consideramos S dado 
ímplicitame-nte por. h(u, (!,cu) = te. e o c"()_ desdobramento universal do 
Campo Vetorial C. dado por: 

{ 

u ~ 

G
·~ v~ 

- . 
'W= 

Temos que: 

au + bv +- CYU 

~&u + a!J 

:?u + :2v + aw + ,;1u2 + ~-:(V 2 - (21 - :~ 2 )m' +- [·); 
.E'j c~ ±L i = 1, '2 

Ci'h;s = (2&1 (a+ a)+ (c1 - e,)b)u2 + (2cza- b(c1 - s 2))v2+ 
+(ci- Ez)(2(b- a)- a)uv+ 
+(2(a- b) + 2a)u + 2(a + b)v 

í 4 117) 

Consideremos inicialmente o caso c-1 = 2 2 ;::;; l, e ainda, para simplificar 
os cálculos. e sem ~rda de generalidade, consideremos a _.~ b = L 

Ficamos com: 

e o discriminante ê- dado por: 

Então, para (a-. 3) numa vizinhança do O temos qw: 6.. >O. Logo. G2 h_·Lc; 
tem sempre dois zeros simples( CP h/ L(; f O), e portanto(] tem duas cúspides. 

Para o caso êt ::-___:: 1, ::: 2 -=-':::: -1, e fazendo os mesmos cálculos acima, ficamos 
com: 

G2 hiL; '-'"·' 2(2 + et)'u2 +" 2(a -·r 2)-u + 2_B 

e o discriminante é dado por: 

E temos a mesma conclusão que acima. ou seja G tem .sempre dua;; 
c1íspides. • 



Con::;iJeremos o caso do Hiperbólico tangente. Xt':Ste caso F tem um 
;·\.\ltoespa(;o bmg+'nte à S. digamos T1 . Temos o seg;ninte lema: 

Lema 4.30 (Hip. Tangente,DB) 

Se,;a p um ponto crltico do tipo hipt:Tbólico tangente do campo 1/eiorial 
F Se G está pnfrimo de F, então La, ou tem duas sing11/aridades do tipo 
Cú.spirle, ou uma singularídade tipo Dove 's Tail, ou somente dobras. 

Prova: 

Pelo Lerna 4.23, temos que a curva de tangências de G é uma curva 
regular. Seja (u1,u2 ,v,3 ) um sistema de coordenadas numa viz:inhança de p 
tal que: 

n 1(p) ~ tt•2 (p) 00 11.3 (p) CC o 

i) 
Du, (p) E T,, i~ !,2,3 

onde Yt é o autoespaço associado ao autovalor Àt de ( D F)p· 

Seja F E ;t;'~' tal que O E S é uma singularidade do tipo Hiperbólico 
Tangente de F. e ..\1,A2 , ),3 os autovHlores de (DF)p. Considermos S dado 
implicitamente por h(ut, 'U'J, Us) c-:: U3 + ... 

Em [29] teffiC).S os ::;eg1úntes rrsultados sobre ex--formas normaÍ:::i. para 
f'ste caso. 

Seja a equação 
(4.118) 

Se a cqua(;ão -1.118 for satisfeita apenas para kl, k2 , k3 nulos. então as 
rclaçócs de r('ssonància sào da forma: 

e a forma normal de F é finitamente determinada. 



Caso contrário, ou seja existem k1 , k 2 , k3 niio nulos que ~atisfazern a 
eqnaçao 4.118: então a forma normal é d.ada por: 

(U 19) 

Assim para analisarmos o diagrama de bifurcações , consideramos S dado 
implicitamente por, h(u, v, w) = w, e o C'1Q- desdobramento 1miversal do 
Campo Vetorial G, dado por: 

onde E1 = ±1 e ~:. 2 = ±1 e os autovalores ).1, >-2 , ),3 são dístintos e não nulos. 

Calculemos Fh;s,Ph;s, pois a prova segue da análise dos tipos dos zeros 
de F'h· 5 ~ Ph,s ~O. 

> • > 

Fhis( 111., nz) ""' liz + St (>..3 - 2)q )ui +· uu1 + /3 

F 2h;s(nr, u2 ) -~~ .\1(2stP3- 2Àl)u2 + cw.1] + ,\,2u2 

Fíxemos a e .3. :\ssím ao longo de Lc, temos: 

Observemos que. '-'onforme o \·alor de 

ou ainda 

(U2l) 

I! "•l·lj \ . L"-"-" 

(tl2:l) 



onde 
k1 ~ (,\ 1 - Ã 2 )

2
, k 2 '" ~lc 1 À 2 (,\ 3 - 2,\1 j(2,\1 - ,\,) 

temos que Fzh Lc;· ou tem dois zeros simples. ou um zero duplo. ou cünd.a 
não tem zeros. 

Se q é um zero duplo(.ó. =O) de F 2 h!I~r.:' então tenms que 

F 3 h;Lc(q) =O, F'1h;L0 (q) c;lc O 

e "V'(C'h{q)) i O, temos que q é uma singularidade do tipo Dove's Tail; se q 
é um zero simples(!:\ > 0), então 

ou seja1 q é uma singularidade do tipo cúspide, neste caso temos duas cúspides; 
finalmente, se Ph;Lc(q) I O, Vq(i:l < 0), então La, somente tem dobras, 

Observemos ainda que ao variarmos a e ,B temos que .0. se anula ao longo 
de uma cnrm(parébola) nos parâmetros a e B. 

O mesmo resultado é obtido, quando consideramos o caso onde o ponto 
crítico é um Foco. Consideramos neste caso o seguinte CO-desdobramento 
wllversal do Campo Vetorial G dado por: 

,\n 

( a2 - 2ab - b2)v + 2alrw ~ 2abou ·- 2aàu2 

-2bv +(a+ b)w- ü(a + b + ,\)u- (a+ b c 2,\)u2 + 3 
(!125) 

onde a, b, .\3 são reais, distintos e não nulos. 

• 
Lema 4.31 (Foco Tangente Parabolóíde:DB) 

SPJa p E S um ponto r;ritico do tipo Fom Tang;:,nte do campo r/etorial F, 
com o Hi!."5Úmo rle Fh1s po5itivtL Se C: e,~lâ prônmo de F, rntão Lc;, on 
tem duas jtngularidades rio tipo Cúspide, ou uma singularidade tipo Doue 's 
Tail, on 5omente dobras. 



Prova: 

Pe-lo Lema ·-L?:3. ~mbemos que para todo campo vetorial G m1ma vizin­
hança de F. Lc é uma cünica. ~este caso. ou Lc -se reduz a um ponto. ou é 
mna elipse ou ainda vazio( G é transversal à S. 

Consideremos S dado implicitamente por h(u, v, lL') = w + ... 
X este caso, o Campo Vetorial ( DF)p tem autovalores a+bi, a-bi, Aa -/a e 

os respectivos autoespaços são transvé'fsais à S. Assim, usando o Lema 4.1:2, 
c por {29j, a c=- forma normal de G fica. dada por: 

(l,U - bv t t 1 UO" - t 2VJ t t 3 ua-2 

bu + av + f,2uq + L1 v a- + I-3"V0"
2 

klt +v+ A3 w + ·u2 + v2 + Lt1L'O"; k 1- 1 
(4.126) 

onde '·L· t 2 , ta, L.t são constantes e a- = (n2 + v2 )mwn, onde m, n são os menores 
inteiros não negativos tais que m+n >O e 2ma t-n.\3 ·::::O. Observamos ainda 
que. neste caso. temos uma condição de generlcidade dada por :2nu1 ·Hu4 f O. 

Assim na análise do diagrama de bifurca<,:Ões, consideramos h(u1 V 1 w) = 
w e o CO- desdobramento universal do Campo Vetorial G, dado por: 

{ 

Ú-1 = ait1. + /:ru,'2 

G = }~~" 3 = ú2 """ -ln.J1 + au2 

Ú-3 = -A3n3 +- Etui + c2u5 +·ou L+ 3 
(4.127) 

onde é 1t:2 >O e a._b,,-\3 ; a i ..\3 são rúio nulos Calculemos Fh/s,F2 his· pois 
a prom segue da. análise dos tipos dos zeros de Fh/3 .:::: F 2h:s O. Sem 
perda de generalidade. e para facilitar os cálculos, consideremos a -_-::o:. b '"' -l 

e Et -= :.õz =- l. 

Ob~crwmos que 
,, (}_2 

-i- 112 --- - - 3 
4 

('l\28) 

(<! l2')) 

(L LlO) 



e assnn a curva 

separa no espaço de paràmetros, os campos vetoriais G tais que G tem LG 
como um ponto(-:-(n1 3) ;;c: 0), urna elipse(J(a . .3) >O) ou vaziob(a, ,3) <O). 

Fixemos a e 3. Assim ao longo de Lu. temos: 

cu:n) 

• ( 2 
F'h ( ) ? 2 a + 4.8 a + 4,8),8 

!Lc Ut -=-: ~U 1 + a Ut +- aZ (4,]32) 

Se ü' =O, temos que F 2h/Lc = 2/3 =O# j3 =O, ou seja G =F 

Observemos que, conforme o valor ~le 

(a'+ 4,8)(a2
- 48) "'= • " 

ou ainda 

6 =O""' a 2 = 4,8 ou a 2 = -4,8 

temos que F 2h!Lc· ou tem dois zeros simples, ou um zero duplo. ou ainda 
náo tem zeros. 

S{~ q é um zero duplo(ll =O) de F 2 h;Lc• então temos que 

e "V(Gh(q)) f: O. temos que q é uma síngularidade do tipo Dove's Tail: se q 
é um zero simples(.0. > 0). então 

F0 h;r.c(q) f: O 

ou seja, q é uma singularidade do tipo cúspide, neste caso temos duas cúspides; 
finalmente. se F2h L:;(q) 1- O, '1q(D. < 0), então Lc, somente tem dobras. 

Observt·mos Hinda que ao variarmos a e ,3 temos que 6. se- anuiu ao lonso 
de duas cur,:n::;{plltâbolrr") nos pnràmetros ü e 3. 

• 



Lema 4.32 (Foco Tangente Sela:DB) 

c: - r· <::. t ·r· d ' F T' t i t . l '" ,J}a p c ,J u,m pon .o cn wo _o upo oco angen_ e r o 1:ampo t•e .orw r. 
com o J-ie3súwa de Fh 15 negativo. Se C e.,tá próximo rle F. então Lc, ou 
tem duas .:-·ingnlaridades do tipo Cú.spúie. ou uma smgularidade tipo Dove 's 
Tail, on somente dobms. 

Pro"\-'Il: 

Pelo Lema 4.23, sabemos que para todo campo vetorial G numa vizin­
han<;a de F, Lc é uma cônica. :\este caso, ou La são duas retas ou são 
hipérboles. 

Consideremos 8 dado implicitamente por h(u, u, w) "'"" 'IL' +... Neste 
caso, o Campo Vetorial (DF)p tem autovalores a+ 7:ri,a- &i.~\ 3 f a e os 
respectivos autoespaços são transversais à S. Assim. usando o Lema ,1.12. e 
por (29], a C"""- forma normal de G fica dada por: 

au - bv + t 1 ua - t 2v<Y + t 3ua2 

ÚU + aV + LzUJ + 1.-1 VfT + /,3vu 2 

ht t· v+ -X3w t- u2 - t? + L1 UJJ; k ;f 1 
(4.!33) 

onde r1, t-2, r3, t.! são constantes e cr = (u2 + 1})m-wn, onde rn, n são os menores 
inteiros não negativos tais que m + n >O e 2m a+ n\1 c=: O. Observamos ainda 
que, neste caso, temos urna condiçào de genericidade dada por 2rru.1 +nc1 1- O. 

Assím para analisarmos o diagrama de bifmcaçi')es . consideramos S dado 
implicitamente por, h(u,v, w) = w, e o (::0- desdobTamento universal do 
Campo \'etorial C, dado por: 

att1 f-- bu2 

- b-u 1 -+- m12 

\ . ' 
'31fJ+-CjUJ: 

Calculemos Fh 3 .F2h13 , pois a prova segue da nnAli:5e dos tipos dos zeros 

S9 



de Fh1s c= F"2h.'s --·.::O. Sem perda de generalidade, e para facilitar os cálculos. 
!:onsiderenlOS a ~" b c= -l e E:; ~""' {, 0:2 ·='·-L 

Observemos que 

e a.ss1m a curva 
a' 

7(a, il) = 4- il =O 

(-! t.Fi) 

(U:l6) 

(4. í37) 

separa no espaço de paràmetros, os campos vetoriais G tais que G tem La 
corno duas retas( 'f( a_ 8) =O) ou hipérboles( r( a, B) 'f' 0). 

Fixemos a e 13. Assim ao longo de La, temos: 

(4.138) 

F 2hnu(u1 ) = 16u{+8aui+16(.B-a2)ui+a(ci-20/l)u, +B(a2 -4b) (4.139) 

Substituíndo 'Ul .:::_c~ em Fh;Lç(1.Lt,u2) o= F 2 hiLc{u.~,uz) =o, temos que 
Ff!i.](n 1• u2 ) 1- O. Temos ainda que: 

' 2 0:: 8,3 c.~: -30:: ~ llJ ·~ 
4 

O discriminante de P2h/Lc é dado por: 

~ O. ::;ão duas curvas(parábvlas) pdo zero. e temos que F 1h.L; rem 
um zt~ro dnplo e dois zeros simples. :\nalisRndo o süta1 do discrirninanr<' da 
d!...~rivada de F 2 h.·L:; wm respeito a n. com o awdlío da teoria de singulari~ 
dacks( nnaiisamos o desdobramento do germe -1:.4 e encontramos a curva de 

90 



hbteresi:f e duplo limite), e de teoria ;:;obre raízes de polinômios. concluímos 
que: 

e V(Ch(q)) J- O, temos que q é uma :;ingularidade do tipo Dove·s Ta.il; se q 
é um zero simples(ó > 0). então 

ou seja, q ê uma singularidade do tipo cÚ.5pide. 

Neste caso temos duas cúspides quando .6. < O e quatro cúspides quando 

"' > 0: 

• 
Lema 4.33 ( Goose:DB) 

Seja pumaS- singularidade do t-ipo Goose do campo vetorial F. Se G 
está próximo de F, então Lc tem, ou uma Cúspide, ou três Oúsp·ides, ou 
m.nda uma Cú:<pide e urn Dove 's Tail. 

t~semos o desdobramento( dado por Arnol'd) deste caso para analisarmos 
completamente o que ocorre na vizinhanç-a de F :-=-c E-O.o-

Consideremos S dado ímplicit.arnente por h(-u, L\ u.·) =-te c o campo veto­
ríal G ~"' }~,_ 3 dado por( ver Lerna 4.41): 

o (l.llO) 
-Ju2 - 1.•3 t nt-· i" 3 

Tz'mos que: 



De C 2h O 0.\.:a,rnos com u ::::: O e substituindo em Gh :.cc O. temos a 

3 < f .o -v 1 trV-··u 

Devemos entào analisar o tipo dos zeros desta equaçáo (duplos ou sim­
pk'S). Para isto, como antes, calculamos o discriminante desta equação , e 
neste caso é dado por: 

As soluções para o discriminante nulo, numa vizinhança de (0, 0), fica: 

2 ' b ~ --J3ai 
9 

2 ' 
b = -J3a' 

9 

Para (n, 3) ao longo destas soluçi)es temos que G tem uma Cúspide e um 
Lips. Fora destas eurvas temos duas regiões distintas1 onde G ou, tem uma 
Cúspide, ou tem três Cúspides. 

• 
Lema 4.34 (Cull:DB) 

Seja p uma S- singularidadP.- do tipo Gu,ll do campo L·elorial F Se G 
está prózinw de F, então Lc tem, ou duas Ctispides, o-u quatro Ctispides, ou 
ainda duas Cú.spides e um Dove '3 Tail. 

Cscrnos o de;;-dobramento{dado por Amohi) deste caso para ;.>.nalisarrnoo 
completamente o que ocorre na vizinhança de F = F'o.o-

C'on~iden-'mos S dado implicítamente por h(n. c, /_c) :== 1.u c o campo H'to­
:ritd (./ -~ .. Vt.J d .. ,,do por{ ver Lema 4.-H): 

(Ull) 



Temos que: 
Ghis ---= ,hJ3 + 2m_• + -v2 ~- n'l.: + .3 

G2h15 ·.:::: l2lt-2 + 2v 
' 

G3 h;3 "24u 

G4h;s -.::::: 24 

De C:2h =O ficamos com v ::::;; -6u2
• Substituindo em Gh =O, temos a 

seguinte equação ; 
.36tt 4

- 8u3
- 6au 2 + /3 =O 

Devemos então analisar o típo dos zeros desta equação (duplos ou sim­
ples). Para isto1 corno antes, calculamos o discriminante desta equação , e 
neste caso é dado por: 

l096b(2916b3 
- 10368ba2

- l296ba + 9216a' + 2,)6a3 - 27b) '"O 

As soluções para o discriminante nulo, numa vizinhança de (0, 0), fica: 

b=O 

1 2 1 1 1 ' ' )' 
b= 4a + 12a + 216- 2!6y\l 2a+ 1 

Para (a, 8) ao longo destas soluções temos que G tem uma Cúspide e um 
Dove's Tail. Fora destas curvas temos quatro regiões distintas. onde G ou, 
tem quatro Cúspides ou tem duas Cúspides. 

• 
Lema 4,35 (Butterfly:DB) 

Sr:ja p uma S- singularidade do tipo Butt.erfiy do campo vetorial F. Se 
(,' f:'SÜÍ prónmo de F, então L0 tem, on duas Cli5pide3, ou quatro CtL~pulf,~. 

ou ainda dua:-3 C'tispides e um Dove 's Ta1L 



Csemos o desdobramento( dado por A.rnol\i) deste caso para n.rw.lisarmos 
completamente o que ocorre na ;,-ízinhança de F .,--,, F0,0 . 

ConsiÜE'n~mos S dado implicitamente por h(u. v.n·) := 1c e o t:ampo veto­
rial G :c-;; F:d dado por(;;er Lema 4Al): 

Sem perda de generalidade, consideremos E= ±L Temos que: 

Gh;s = 5u4 + 3u2v +v+ au2 + ,Bu 

G'h;s ~ 20u3 + 6uv + 2cm + .8 

cJ3h,!s = 60u2 + 6·v + 2a 

G'1h;s = 120u 

De Gh = O ficamos com 

v= 

G 5h;s = 120 

5u4 + au2 + .Bu 

3u2 + 1 

e ::;ubstituindo em G2h ~~, O, temos a seguinte equação : 

;]On5 r 20·ti1 
- J3u2 + 2au + 3 ·;.~ o 

( cU42) 

Devemos então analisar o tipo dos zeros desta equação (duplos ou ::lim­
ples). Para isto. como antes, calculamos o discriminante desta equação . c 
neste caso é dado por: 

66:l552000a3 + 1679616000ab2 + 11197440000b2
- 23619600b3 =O 

.\s soluçÕ<.'S pma o díscrimínante nulo. numa vizinhança de (0, O): ficam 
dadas por: 



I . • , I •• , •. 3 '31J"2' 13' 'ff)O 'lO'"""'!"' b __ :. , _ -;;.-:J -r-, V u o+~·. ov L.'J- ·. v 1 ioa 
- 3 \I q v;- ·2 ~~~-· 

~ .. y0 VLIJ 

Para (a, ,B) ao longo destas soluções temos que G tem uma Cúspide e um 
Dove's TaiL Fora destas curvas temos duas regiões distintas, onde C ou. tem 
trés Cúspides ou tem uma Cúspide. 

• 

4.3 Estabilidade Estrutural 

);esta secção estudaremos a estabilidade estrutural relativa à E2 • 

Dividimos o estudo em duas partes. Primeiro, trabalhamos com L2(a). 
Seste caso, usamos o carnirLl)o geométrico para definirmos o homeomor­
fismo( equivalência) entre os campos vetoriast numa vizinhança de F, seg-u.indo 
estratégia estabelecida em [21]. A seguir, usamos fortemente a teoria de sin­
gularidades de aplicações no estudo de E~,db). 

4.3.1 Ponto Crítico Hiperbólico 

.'\esta secção construiremos o homeomorfimo necessário para assegurar~ 
mos a estabilidade estrutural em 'E2 . Usaremos o caminho geométrico, e 
utilizaremos vários resultados e técnicas contidas em IH!), [21] e (26]. E, 
provaremos a seguinte Proposição: 

Proposição 4.36 

EriBtern vizinhanças F de p em .\1 e 13 de F em .rr tais qtte: 

1 (f:p) é cx·-eqnivalente à (G,pc) E (B X V) se somente se Ç(C) = 0: 



2 ( ., c;·' B c 'C ) t (C' ) O t · (C' ) ' ·<J · l ' se r 1, 2 E e <..,2\ n -'-,2 2 > e·n.ao 1 ;v e C -eqwva ente a 
(C2 )iv' onde~ (Çl>-(;J) é a 3ubmersão definida anteriorrnente(.'!lecç/io 
4-1) pam mda campo r;m 1:2 . 

A seguir definiremos urna estratificaçã-o de uma vizinhança de um ponto 
critico p E 5, do campo vetorial F. a qual é essencial para a prom desta 
proposição . C saremos a notação contida em [26]. 

Inicialmente. distínguimos alg1ms subconjuntos em V, e elaboramos a 
seguinte lista: 

1 S, La, Ia~ UqELa('Pt(q)), Ia n S; 'Pt(q) é o fluxo de G por q; 

2 pa e fia são distinguidos, bem como as trajetórias de G por eles; 

Consideremos agora os casos dos campos vetoriais em }=2· Seja então 
Pc do tipo: 

3-Sela-Nó significa que temos autovalores Àt ""' O, À2, À3 reais, distintos e 
não nulos e com os respectivos autoespaços1 X., i = 1, 2, 3, transversais 
à S. Listamos: 

3.1 T-V12 a variedade invariante bi~dimensional de C tangente ao ,espaço 

linear gerado por 1'1 e T2 ; 

3.2 ~1<' 3 a variedade invariante unidimensional de G tangente à T3 ; 

4-Hopf signífica que tt>mos autm:alores À 1 ~-;;: i, .\2 = -i e ,\3 real. e niio 
nulo e com os respectivos autoespaços. Ti, i= 1,2,;~, transversais à 8. 
Listamos: 

4.1 Lílt2 a. variedacle invariante bi·dimensional de C tangente ao espaço 
linear gerado por T1 e T2: 

4.2 1V3 a variedade invariante unidimensional de G tangente à J\; 

5-Nó Degenerado significa que temos anto\"alores ,\ 1 ·:c. ,\2 f,\:) reais, niio 
nulos. posro(DG- ,\1 !d)p0 _._.,._. 2. e com os respectivos autocspar.,·o::;, 
r, i -~ 0 - L L 3. transversais h S. Lístamos: 



5.1 H'n a variedad.e invariante bi-dimensional de G tangente ao espaço 
linear gerado por T1 ; 

5.2 n:l a ntriedade irn~ariante unidimensional de G tangent.e à I;l: 

6-Hiperbolica Tangente 1 significa que temos autovalores À;, ),2 , ..\1 , -\1 /:-

2>..3. \1 /:: L\3 , À r -J L\z reais~ distintos e não nulos. com os respectivos 
autoespaços, Ti, i:_-= 2~ 3, transversais àS e 'I] tangente à S. Listamos: 

6.1 1Ft2 a variedade invariante h i-dimensional de G tangente ao espaço 
linear gerado por T1 e T2; 

6.2 ~V 1 a variedade imariante tmidimen..<;ional de G tangr:nte à T3 ; 

7-Hiperbolica Tangente 2 significa que temos autovalores Àl2 ,;;;; a±ib e À3 1 

onde a, b, À são reais, distintos e não nulos) com os respectivos au­
toespaços, Til i = 1, 2, transversais à Se T1 com tangência quadrática 
com S. Listamos: 

7.1 tV12 a variedade invariante bi-dimensional de G tangente ao espaf~o 
linear gerado por T1 e T2 ; 

7.2 H/3 a variedade invariante unidimensional de G tangente à 1:l; 

8-Foco Degenerado significa que ternos autovalores ).12 = a± ib, a, b f 
O, ).3 =a reais, com os respectivos autoespaços, Tt, i = 1, 2, 3, transver­
sais à 8 e o Hessiano de Gh15(p0 ) é não nulo. Listamos: 

8.1 H'12 a vari~dade invariante bi-dimensiona! de G tangente ao espaço 
linear gerado por T~ e T2; 

8.2 \V3 a variedade im·.;:uiante unidimensional de G tangt:nte à T3 : 

9-Foco Tangente signífica que temos autovalores At2 -= a ± ib. a. b P 
O, À:l i- O, \1 Y:, a, À3 f 2,\h >.3 1- 2>.3 , À1 /- 2.\2, com os respecti­
vos autoespaços, Ti, i = 1, 2 com tangência quadrática com S. e Ti 
t:ranswrsal à S. Listamos: 

7.1 lV'12 a variedade invariante bi-dimensional de G tangente ao espaço 
linear gerado por T 1 e T1: 

7.2 íF3 a vnriniade ínvariantt." 1midimensional de C tangtmtc à T;l: 

11 incluímos as intersecções entre dois conjtmtos distinguidos listados acírna; 



4.3.2 Estratificação de uma vizinhança de pc 

Denotemos. como em [21). por EiJ(G') a união de todos conjuntos distín~ 
gu.idos O-dimensional definidos acima. Se Pc :.::::::fie então, pelos Lemas 4.2:l e 
4.25. Eo C S. Se Pc .f. fie, então temos que Pu E E0 (0) e Pc r{:. S. Seguindo 
este caminho: definimos E 1(G), E2(C), E3 (G) = \/. Temos que considerar os 
seguintes casos: 

1. caso Pc não seja uma sela, consíderamos C transversal à aV; 

2. caso pc seja uma sela, existe uma subvaríedade uni-dimensional de 
8V, a qual é o conjunto de tangências externas entre G e av. Esta 
subvariedade é incluída na lista de conjuntos distinguidos e está. longe 
de La; 

3. caso Pc seja um foco tangente, tal que E1E2 = 1, ternos que distinguir 
a curva fechada dada pela intersecção de ~Vl. 2 com fJV: 

4. caso Pc seja um foco tangente1 tal que 2 122 = -1, temos que distinguir 
dois arcos distintos dados pela intersecção de tV12 com 8V; 

Provemos agora a proposicao 4<36, através da estrat.ifica•;ào acima. 

Prova:Proposição 4.36 

Seja p E S um ponto crítico de F' do tipo Z::2(a). 

A prova seguirá o caminho geométrico. Para provarmos a s1úicit'ncia 
procedemos como se segue: 

L Para os ca.."l:os 3,1,5.6,7 usamos o homeomorfismo construído em [:26] 
aplicado à variedade invariante bi-dimn1sional H-'t2; assumimos. sem 
perda de generalidade. H"12 é atratora. ou seja. /\ 1 e -\2 .súo negativos: 
(_;hsep::nmos ainda que Ih [; iransversal à S. Tratamos <'ntão. agora 
estes caso. como em [21], onde devemos considerar os ca.sos onde,\:; é 
positivo 01.1 negativo; 



L analisamos o comportamento de lp n âV com respeito a intersecçúo 
entre OF c os variedades invariantes distinguidas de F; 

:3. de,·ido à definiçào de ponto crítico do tipo L 2 (a), este comportamento 
persiste para pequenas pertubaçt)es de F em x; ; 

4. o homeomorfismo é primeiro definido .sobre av, e então estendido para 
o interior da vizinhança como uma aplicação estratificada. Do Lema 
:3.2, em [21j, segue que qualquer trajetória passando por q E lp n 8\/ 
encontra Lp uma única vez. 

0Tos caso 3A.5.6J 7,8 o homeomorfismo é construido primeiro considerando 
o homeormorfisruo em [26] aplicado à W 12 . Observemos que ~Vt 2 separa V 
em duas componentes conexas, e dependendo do sinal de Ã3 (positivo ou nega­
tivo), consideramos o homeomorfismo construído tal como em [2lj(Proposição 
3.6. pg 182), nos casos nó(.\3 <O) ou sela-nodal(.,\3 > 0). O homeomorfismo 
prcser\'"3 ainda os elementos: c ;:;;;: a'l2 n 8V, q3 = rv3 n DV e u -:::.: I F n a v' 
No caso >.3 >O, C é formado por duas curvas U1 e U2 , e temos aínda a curva 
T, tixmada pelas tangéncias externas de F com iJF Veja a figura 4. L 

Figura 1.1: Homeomorfismo: Vizinhnnças nos casos 3. LS.6,7.8 

:\o caso D. d_c;-Pmos separar em dois tipos: quando :ôl·::--2 
:\o primeiro caso. den~mos observar ainda que: 



l. [pé um ponto, e coincide com pp; 

2. H-'12 n 8\/ é uma curva fe-chada C: 

3. F é transversal à DV; 

Devemos então exigir que C, q3 sejam preservados pelo homeomorfismo. 
Veja a figura 4.2. 

I' 

Figura 4.2: Homeomorfismo: Vizinhanças nos ca."iOS 9.1 e 9.2, respectiva­
mente 

Quando .:;:,e:2 :o:o ~ 1, devemos observar aínda que: 

1. Lp é um par de retas, que se interceptam em Pr; 

2. lV12 n âV-' é um par de arcos Ct, C:~; 

3. F é transversal à DF; 

Os Lnw.ts 4.31 c -L)2, garantem a per::;lst&ncía destes elementos. Veja a 
f' ' ) l:O,'ltra -;.:_, 

IIJIJ 



Assim definimos o homeomorfismo em ar impondo que os elementos 
distinguidos de F st;jam levados nos correspondG1tes distinguidos de G', e 
então estendemos para V. aplicando por exemplo, a técnica de comprimento 
de arco que preservam determinada. proporção, respeitando <.ts ('Strat.ificaçües. 

Prova:Parte 2 

SejamC1,G2 E B 1 taisque6(G1)6(G2) >O. Procederemos a construção 
da equivalência entre G1 e G2 como na parte L 

Notemos que para qualquer G E B com Ç(G) -f- 01 tem também os 
seguintes conjtmta.'l clistinguidos:jí0 , J-la = La n ~F, onde TV, é uma va­
riedade invariante distinguida bi-dimensional de G ou a v, bem como as 
trajetórias de G passando através dele. Consideremos como antes, H'l2 atra­
tora( autovalores negativa.<;), temos ainda: 

1. Se TV3 é anatora, então [J "'" I c n âV é um intervalo fechado em dV 
com ponto final sobre Lc, transversal à variedade forte invariante bi­
dimensional de F; 

2. se Vt'3 é repulsora, então U = I 0 n8V é composta de dois semi-intervalos 
ul -= [al' bl ), u3 = [a3, b3) e um intervalo fechado u2 = fa2. b2] onde 
b,, b3 estão na variedade invariante uni~dimensional de C e a 1 , a 2 , a:1, 62 , 

estão nas trajetórias de G passando opr Lona v. De1/f.'Hl0S mencionar 
ainda que. G entra( ou sai) de 1/ em U1. e U3 e sai(ou entra) de V" ('In U2 . 

Em adição as trajetórias de C passando através de Pc e jJG encontram 
ôF no interior de C2 . 

Classificamos as trajetórias de G da seguinte forma: 

1. as trajetórias de G as quais entram ou saem de V em tempo finito, e 
não encontram Lc; 

2. as najdórias as quais tem uma úni<:·a rangó1da externa com OV: 

:3. as trajetórias as quais t'ntram ou saem de t' pas~ando atrav~~·s de pontos 
distintos de J1c; 
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4. as tn:~.jetórias passando por U1 , U2, lh; 

S. a dnsse composta por P0 

Agora seguimos a mesma linha da prova como na parte 1 para .finalizarmos 
esta prova do ih'm 2. 

4.3.3 Singularidades Tangenciais 

Consideremos agora coordenadas Ç = (Ç1 ,Ç2 ,Ç3 ), numa vizinhança de 
p E S tal que F= ô~, e possamos resolver s(6,Ç2,6) =O por Ç3 = 1)(Ç1,6) 
com 1)(0, O) ·=O. 

Fixemos N = {6 =O} sendo uma secção transversal à F em p. 
Definimos: agora a aplicação, O" F: 5"', p......,. N,p por: 

A aplicação iJ F é da mesma classe de diferenciabilidade de F e é chamada 
de projeção de S ao longo das órbitas de F sobre uma sup(-:-rfície trans>··ersal 
S(det.alhes ern [19]). 

:\esta secção . usarem o.':! fOrtemente a teoria d.e singularidades de <iplicações. 
Os seguintes resuitados, são fundamentais. 

Teorema 4.37 (V. I. Arnol'd, [2]) 

No espaço de hipersuperfícies .s·uave.s compactas em IR3
, existe um con~ 

junto aberto e denso formado por S1.tperfic.ies cujas projeções de qualqner 
ponto de obsercaçào e em qualq·uer dire-Ção é localmente equiralcrde as pro­
yçàe5 de uma da/i 10 superfícies, da srguinte li.,;:;ta, em {0,0,0), ao longo do 
P./XO T: 

l-Submersão :: -·· .r: 



2-Dobra 

3-Cúspide z :-::o x 3 + :ry; 

5-Bec to Bec z ~-= x 3 - xy2 ; 

6~Dove
1
s Tail z -----= xc\ + xy; 

7-Goose z = x 3 + xy3 ; 

8-Gull z = x·1 + x 2y + xy2 ; 

9~Butterfly z ::::: x 5 + x 3y ± xy 

Estas projeçõe,s são dist-intas aos pares. As singularidades das projeções 
desta lista não são removÍ1.Jet"s por pequenas perlubaçõ es da supe1jíc-ie. 

Csamos, os tipos 2 e 3 na classifica(;ão das singularidades tangencúús de 
Codimensão O( Capitulo 3), os tipos 41 5 e 6 na. classificação das singularidades 
tangencia.is de Codimensão l(Capítulo 4). Rieger em [16L demonstra que os 
tipos 7, 8 e 9 são de codimensão '2 neste espaço. Usamos estes tipos para 
classificarmos a.<> singularidade,s tangencias de Codimensão 2( f'm ;;cr ) em 
nosso trabalho. Isto é possível via sistema de coordenadas descrito acima. 

O próximo resultado estâ demonstrado em [Hi]. através dos Lemas 1..:1.2 
e 1.3<1. 

Teorema 4.38 ( J. H. Rieger, [16]) 

Goose z -="- .r3 + xy3 + nxy -+- _3x; 

4 ? 2 3 Gull z -.o:;:; x- + ry + :ry + o.ry +.-:r: 

,,âo os desdobramentos uniuersats de.-:::= :r~' +- xl, z '= ..r-t + x 2 y f· .n/', z­
.. r 5 + .T3y ± .T3), rr:.3pectivarnente. 



Os próximos resultados seguem diretamente do Teorema L37 e dQ Teo­
rema 4.38. 

Proposição 4.39 

O ponto p E 5 é uma singularidade tangencial de F do ttpo L"J('b) se, 
somente se 17F é cr ~ equi·valente(no sentido usual de teoria de .9ingularülade,~ 
de aplicações ) à uma das seguintes aplicações : 

Gull a-22 :~ (x4 + x2y + xy2
, y); 

Butterfiy <T23 = (x5 + x3y ± xy, y) 

Prova: 

Segue direto dos Teoremas 4.37 e 4.38~ 

Proposiçâo 4.40 

• 

As formas nonnai.s do desdobramento de uma singularidade tanwmcial 
do campo ueton.al F em L'2(b), siio dadas por: 

Goose F(x,y,z) =(1,0,0) eh(.r,y,z)•=z-r3 +xy3 +m:y+ih: 

Gull F(x.y,z) =(1,0,0) eh(x,y,z) =•z-x'+x'y+xy2 +n.ry+:!x, 

Butterfly F(J:.y.z) '-~{LO, O) e h(:r,y,z) c-.:c: z -:.r.·5 +x3y±xy +-tJ·x3 + 3x2 

Prova: 

Segue direto dos Teoremas -!.37 e -1.38 e do uso do si5tetna de coordenadas 
descrito acima. • 



Através de uma mudança de coordenadas adequada, usando o ;;ist:cma 
de coordenadas acima, <:' aplicando a propos1çao 4.-:tü, t.emos o seguinte 
resullado. 

Lema 4.41 

As formas norma-is do desdobramento de uma singularidade tangcncial 
do campo vetorial F em L 2(b), são dadas por: 

Goose 

Gull 

Butterfly 

Prova: 

Fo~(u,v,w) = { 

U= 

V= 

'W= 

1 
o 
-3-u2 - v3 + av + ,B 

F, 0 (u, v, w) = { 

u= 1 
o 

E:,.J(u, t', w) ··~ { 
tt= 

v:=. 

w= 

1 
o 

4u3 + 2llv + v2 + av + /1 

5u4 + 3Eu2v + v + o:u2 + .Bu 

Fazemos agora a ;:;eguinte mudança de coordenadas; 

u = x, v:::: y, w .·;;;; h(x, y, z) 

e o re~ulr.ado S(';T,lle através de um simple-s cálculo<: da Proposíção -L-10 • 

Ob.st'rYemos <linda que a estabilidade i"Strutural para o conjunto de cam~ 
pos ,-etorütis com singularidades tangenciais :S2 (b), segue diret<tnw-nte do Teo­
rema 4.37. 
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4.4 Diagramas de Bifurcação 

::\esta secção , daremos todos os diagramas de bifurcação das 5'-singu­
laridades de codimensão 2, indicando os tipos de singularidades tangenciais 
e os pontos críticos. Csarernos principalmente os Lemas contidos na secção 
4.2. Lembremos que ao longo da linha de tangências, temos dobras. Caso 
ocorram, outro tipo de singularidades tangenciais. elas são isoladas. Assim. 
nos diagramas de bifurcação , faremos menção às singularidades tangenciais 
isoladas, que venham a ocorrer. 

A partir dos diagramas de bifurcações para campos vetoriais com bordo, 
fica fácil construir os diagramas de bifurcações para os campos vetoriais re­
versíveis, observando as característícas intrínsecas destes últimos. 

Observemos que para cada ponto crítíco assimétrico que temos para o 
caso de campos vetoriais com bordo, os campos vetoriais reversíveis, por 
simetria. tem outro ponto crítico assimétrico e peLa reversão do tempo, as 
variedades invariantes trocam o sinal, ou seja se determinada variedade é 
atratora, o (mtro ponto cr·ítico tem a variedade invaríante associada repulsora. 
Assim, por exemplo, se temos um ponto crítico atrator(nó), temos outro 
repulsor (nó). 

Quando o contato da órbita do campo vetorial com bordo é tangente 
à S. pela observaçiio 1.3. ternos um ponto crítico para o campo vetorial 
reversível; se o contato se dá em uma dobra ou Dove'.s TaiL devemos observar 
se o contato é externo, temos urn ponto crítico do tipo Centro, caso contrário 
seja interno, temos um ponto crítico do tipo Sela. 

Denotemos por G = Fa.3, com a, !3 fixos, um campo vetorial reversível 
do tipo (3, 2). Então, temos os seguintes díagramas de bifurcação: 
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Figura 4.3: Ponto Crítico Sela-Nó 

4.4.1 Sela-Nó 

1. Para todo G, existe em Lc uma única cúspide; 

2. 'ia região l, C náo tem pontos críticos; 

3. ~a regiào 2, G tem 2 pontos críticos assimétricos( sela ou nó); 

4 . .:\a região 3. G tem 4 pontos críticos assimétrico( sela e um nó); 

:J. :\o longo da semi-reta verticaL G tem rlois pontos críticos do tipo Sda­
.\"ó <t:-;simét rico; 

6. Ao longo da parábola f, C t~~m 1 ponto crítico simétrico( sela ou nó). 

iOI 
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Figura 4A: Ponto Crítico Hopf 

4.4.2 Hopf 

L Para todo G, em La existem dua..'i cúspides; 

2. :\a região l, C não tem pontos críti<:os: 

3 . .:.:a região 2, G tem 2 pontos criticas assimétricos( foco): 

4. Ao longo da semi-reta vertical, G tem dois pontos crítícos do tipo Hopf 
assimétrico; 

5. Ao longo da reta horizontal, G tem um ponto crítíco simétrico( foco), 

6. :\o longo da semt-parâbola ",t, G tem dois pontos críticos üssimétricos P 

um ponTo crítico símd.rii_'o{sela ou centro) ciclo iun itr:- tan.genl e(quadrdtlca} 
, ";· a ,) .. 
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Figura. 4.5: Ponto Crítico :\ó Degenerado 

4.4.3 Nó Degenerado 

l. Para todo G, L0 apen<lS tem dobras; 

2. X a !Tb~ão L G não tem pontos críticos: 

3. Xa região 2. G tem 2 pontos criticas assimétricos(foco(nó)); 

4. :.Ia região 3, G tem 2 pontos críticos assimétricos(nó(foco)); 

0. Ao longo da semi-reta vertical1 G tem dois pontos críticos do tipo :\ó 
Degenerado assimétricos; 

6. Ao longo da semi-reta horizontal esquerda( do zero). G tem um ponto 
critico sirn(~trico{foco(nó)): 

1. Ao longo da ;-iemi-reta horizontal dírE'ita(do zero). G lt~m um ponto 
crítico símétrico(nó(foco)): 

1 on 
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figura 4.6: Ponto Crítico Hiperbólico Tangente k2 < O 

4.4.4 Hiperbólico Tangente 

Temos dois diagramas de bifurca(;ão, dependendo do sínal de k2(ver Lema 4.30) 
Neste caso, o ponto critico pode ser ou um Nó, ou uma Sela ou ainda um 
foco. Diremos então. apenas ponto crítico. 

Consideremos inicialmente, k 2 < O. 

L ;.;a regíão L G não tem pontos críticos, e L c tem duas C\íspides: 

2 . .\"a região 2, G tem 2 pontos críticos assimétricos. e Lc duas Cúspides; 
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3. Sa n:giâo 3, G tem 2 pontos crítico,."' assimétricos. e Lo, pontos crlticos 
s:imétrícos do tipo Sela ou Centro (associada à Dobras); 

·1. Ao longo da serrü"-rda vertical, G tem dois pontos críticos do tipo 
Hiperb6lico Tangente as,;;imétrkos, e L0 . pontos críticos simétricos do 
tipo Sela ou Centro (associada à Dobras); 

:). Ao longo da reta horizontal. G tem um ponto crítico simétrico, e Lc; 
duas Cúspides; 

6. Ao longo da parábola r, G tem 2 pontos críticos assimétricos, e Lc um 
ponto cr:ítico Sela ou Centro( as8ociada à Doue 's Tai0. 

!li 
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Figura 4.7: Ponto Crítico Hiperbólico tangente k2 >O 

Cow:üderemos agora, kz > O. 

L :\a região L C nclo tem pontos críticos, e Lc apenas pontos críticos 
simétricos do tipo Sela ou Centro (associada à Dobras); 

2. Na n~gião 2. G não tem pontos críticos, e Lc duas Cúspides; 

3. Na região 3, G tem 2 pontos críticos assimétricos, e La duas Cúspides; 

4. Ao longo da semí-reta vertical, G tem dois pontos cr:ítícos do tipo 
Hiperbólico Tangente Rssimétricos, e Lc duas Cúspides; 

:J. c\o longo da reta horizontal, G tem um ponto crítico símúríco. e L(; 

duas Cúspides; 



6. ,\o longo da parábola ;, G' na.o tem pontos críticos, e Lc um ponto 
crírico distinguido do tipo Sela ou Centro(a.s.sociada à Doue's Tlú[). 
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Figura ,t8: Ponto Crítico Foco Degenerado 

4.4.5 Foco Degenerado 

L Para todo G, Lc tem duas Cúspides; 

2 . .:.la região 1, G não tem pontos críticos; 

3. Na região 2, G tem 2 pontos críticos assimétricos{ foco); 

4 .. Ao iongo da semi-reta vertical, G tem dois pontos críticos do tipo Foco 
Degenerado rk':isimétricos; 

,"J. Ao longo da horizontal, C tem um ponto crítico simétrico(fow). e La 
tem uma única Cú:spíde: 

I ' 1 '< 
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Figura 4.9: Ponto Crítico :Foco Tangente 1 

4.4.6 Foco Tangente 1 

:\este caso temos que Lc pode ser: vazio, nm único ponto, ou ainda. n 
elipse. 

1 . .:\a região L G não tem pontos críticO;s, e Lc; tem ;;onwnte pon· 
crítícos do tipo Sela ou Centro (a&woada à Dobras); 

2 . .\"a região 2, G nào tem pontos críticos. e Lc:; tt'm dnas Ctúopides; 



3. Na região 3, G tem dois pontos críticos assimétricos(foco), e La tem 
duas Cúspides; 

4. Na região 4, G tem dois pontos críticos assi:rriétricos(foco), e La é 
vazio( G é transversa] àS); 

5. Ao longo da semi-reta vertical, G tem dois pontos críticos do tipo Foco 
Tangente assimétricos, e La é vazio( G é transversal à S); 

6. Ao longo da reta horizontal, G tem um ponto crítico simétrico(foco), e 
La tem uma Cúspide; 

7. Ao longo da curva "Yt, La é um único ponto. Fora de ')'1, se G está na 
região 4, então La é vazio; caso contrário, La é uma elipse; 

8. Ao longo das curvas, ')'1 e ')'2 , La tem um ponto crítico distinguido do 
tipo Sela ou Centro( associada à Dove 's Tai~; 
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figura 4.10: Ponto Crítico Foco Tangente 2 

4.4. 7 Foco Tangente 2 

1. ~a região l, C niio tem pontos críticos, e La tem duas Cúspides; 

2. Xa região 2. G não tem pontos crítkos 1 e La tem quatro Cúspides; 

3. :\.a região 3. G tem dois pontos crit.icos assimétricm;(foco). e Lç tem 
quatro Cú~pides; 

-'L ;.ia região 4. G tem dois pontos críticos &'>simêtricos(foco), e Lc; tem 
duas Cúspides: 
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;J, Ao longo da semi~reta verticaL O tem dois pontos críticos do tipo Foco 
Tangente assimétricos, e L c tem dua;;; (\ispides; 

6, Ao longo da reta horizontaL G tem um ponto crítico simétrico( foco), e 
La tem tres Cúspides; 

7 .. -\o longo de )'1 , La são duas retas se interceptando no O. FOra de )'1 , 

La são duas hipérboles, 

8. Ao longo de J2 , G tem dois pontos críticos assimétricos( foco), e La tem 
duas Gúspides e um ponto critico simétrico distinguido do tipo Sela ou 
Centro( associada à Dove 's Taif:;; 

9. Ao longo de /'3 , G não tem pontos críticos, e La tem duas Cúspides e 
um ponto crítico simétrico distínguido do tipo Sela ou Centro( associada 
à Dove 1

5 Tai~; 
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Figura 4.11: S-singularidade Goose 

4.4.8 Goose 

L :\a região L Lc tem uma Cú.spide; 

2. ~a região 2. Lc tem três Cúspides; 

3. Ao longo de ~f, Lo tem dua"l Cúspides sendo uma associada (Lips); 

119 



2 l 

o 

1 2 

L 
Figura 4.12: S-singularidade Gull 

4.4.9 Gull 

1. ~a região 1, La tem quatro Cúspides: 

2. :\a região 2, Lç tem duas Cúspides; 

3. Ao longo de;. Lc tem duas Cúspides separadas por um ponto critico 
simétrico distinguido do tipo Sela ou Centro( associada à Dove's Tai~; 

i-L Ao longo da reta horízontal, Lc tem fiuas Cúspides e lHil ponto crítico 
símétrico distinguido do tipo Sela ou Centro( as:Joóada à Dove 's Tain. 
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Figura 4.13: S-singularidade Butterfiy 

4.4.10 Butterlly 

L :.la região 1, Lc tem tr&s Cúspides; 

2. Z'fa região 2, La tem uma Cúspide; 

3. Ao longo de ~f, La tem uma Cúspide e um um ponto crítico simétrico 
distinguido do tipo Sela ou Centro( associada à Dove 's Tl),i~. 
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4.5 Prova do Teorema C 

Derrotemos fh :::;::; fl \ 111 . 

Em f22 • definimos o subconjunto t.'2 da seguinte forma.: ., X E v2 desde 
que a origem seja uma singularidade de codimensão 2 do correspondente 
F = F( X)". Isto significa que X E v2 se, somente se: F= F{ X) E 1~ 2 . 

Segue da definição de v2 e da Proposição ·4-.3 que: 

Lema 4.42 

v2 é aberto e denso em 0 2 • Mais, v2 é uma s·ubvariedade de codimensão 
2 de íl. 

O próximo resultado é uma consequência imediata da Proposição 4.3. 

Proposição 4.43 

1. X E \h é estruturalmente estável relativo à 11 2 se, somente se, F( X) 
é estruturalmente estável relativo á :E; ; 

2. X é estruturalmente estável relativo à 0 2 se1 somente se, X E tJ2 ; 

3. a8 C0- formas normais de qualquer fa,milia à um parrimetro em n pas-
5ando por· X0 E v2 e transversalmente â v2 srio : 

(2.1) L 2.1-Nó X,il(x, y, z) = (axz, lnjz, ~(y + cz2 ·Hc(c- 2a)x' +mt+· .il)), 
com (a,b,c) ·~ 6(3,2, 1), se z <O, (a,b.c) 6(1,2,3), se z > O e 
5 = ±1; 

(2.2) L 2.3-Nó X,J(x,y,z) ~ (a.xz,byz,Hy+cz2+z(c-2a):c2+ct1L+;J)), 
com (a,b,c) ,,, {(2, 1,3) e 15 = ±1; 

(2.3) L 2.5-Nó X 0 3{x.y,z) = (a..xz.byz, ~(y+cz 2 i·'(c-2a)x'2 +ou+ 3)), 
com (a,&,c) = 6(1,2,3), se;:< O, (a,b,c) ·c. 6(3,2,1). se;:> O e 
6 '' ±1; 
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(2.4) L 2.0-Sela 
com (a, b, c) 
f:b=+L 

x,. __ a(.r) y, z) = (axz, byz, à (y+ cz 2 + s( c~ 2a)x2 -1-nu +· {J))' 
E( -2. -l. l ) • . se e < O, (a. b, c) cc 6( -l, -2. 1 ). .se e > O 

(2.5) L 2.2-Sela .'(,,p(x,y,z) • (axz,&yz, !Cv+cz2 +o-(c-2a)x2 +out8)), 
com(a,b,c) ••8(-l,-2,1), see:<O, (a,b,c) ~E(-2,-l,l), see:>O 
e 8 •• ±1; 

(2.6) Foco 2 Xa.~(x, y, z) = (axz, (a2 
- 2ab- b2 )yz + 2abz3 - 2abx 2z-

2abaxz, ~( -2/;y +(a+ b)z2 - (a+ b +· 2c)x2
- a(a + b + c)x + 3)), com 

a, b1 c E IR distintos e não nulos; 

(2.7) Nó Degenerado )(a,,a(x, y, z) = (axz + ayz, xz +ayz, !(x +y + cz2 + 
.B)) 1 com a, c E IR distintos e não nulos; 

(2.8) Foco Degenerado x •. tJ(X, y, z) = (axz+lnJZ+axz, -bxz-tayz, ~(x+ 
y + az2 + s-1x2 + Ez-y2 + (s1 - E:z)xy + S)), com a, b E IR não n-ulos e 
E 1,êzE+l; 

(2.8) Foco Tangente 1 X,_8 (x, y, z) = (axz+byz, -bxz+ayz 1 ~(cz
2 tx2 + 

li + ax + /3, com a, b, c E IR não nuloB e c i a; 

(2.9) Foco Tangente 2 x •. iJ(x,y,z) = (axz+/;yz, -bxz+ayz, Hcz2 +x2 -

y2 + ax + ,B, com a, b, c E IR não nulos e c i- a; 

(2.10) Goose. Xa,a(x, y, z) -~ (z, O,j (ax 2 + y3 + ny + 3; 

(2.11) Gull Xa,s(:r. y, z) co (z, O,l(4u3 + 2xy- y2 + ay + B; 

(2.12) Butterfly .Y"',8 (x, y, z) = (z, O, ~(5u 4 +· ?x::x2,y + y + 0:1:2 + ./)x com 

"~ ±1; 

Prova do Teorema C 

A prova segue da Proposição 4.43. • 
A seguir apresentamos figuras com o esboço do espaço ck fase de campos 

vetarias de codimensão 'L Em todas as figuras apresentamos o,:; campos 
associados F' e X. onde F é o \":ampo \'Ctorial tomando 8 como bordo. X i· o 
campo vetorial reversíw~l associado. Lembremos que quando a tangCnci.a 



interna(para F) temos associado um ponto crítico do tipo sela(para X); 
e quando a tangência é externa{para F), temos um ponto critico do tipo 
centro(para X). 
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Figura -t 14: Sela-:\ó:Bordo :< Reversível 
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Figma. ·-1.16: Hiperbólico Tangente Sela:Bordo x Ren:rsív<.cl 
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Fígura 4.17: Hiperbólico Tangente Foco: Bordo x I:Tcvcrsível 
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Figura 4.l8: ~ó Degenerado:Bordo x Reversível 
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Figura 4.19: Foco Tangente I: Bordo -x H.eversívd 
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