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Abstract

In this work we studied the quantum transport in two hybrid nanostructures composed of double

quantum dots (DQD )s coupled to superconductor (S) and ferromagnetic (F) leads. The ¯rst nanos-

tructure, denoted by F ¡ QDa ¡ QDb¡ S, is composed of a ferromagnet, two quantum dots, and a su-

perconductor connected in series. In the second nanostructure, denoted by (F1; F2)¡ QDa¡ QDb¡ S,

a second ferromagnetic lead is added and coupled to the ¯rstQD . By using the non-equilibrium

Green's function approach, we have calculated the electric current, the di®erential conductance and

the transmittance for energies within the superconductor gap. In this regime, the mechanism of

charge transmission is the Andreev re°ection, which allows for a control of the current through

the ferromagnet polarization. We have also included interdot and intradot interactions, and have

analyzed their in°uence through a mean ¯eld approximation. For the F ¡ QDa ¡ QDb ¡ S sys-

tem the presence of interactions tend to localize the electrons at the double-dot system, leading

to an asymmetric pattern for the density of states at the dots, and thus reducing the transmission

probability through the device. In particular, for non-zero polarization, the intradot interaction

splits the spin degeneracy, reducing the maximum value of the current due to di®erent spin-up and

spin-down densities of states. Negative di®erential conductance (NDC) appears for some regions of

the voltage bias, as a result of the interplay of the Andreev scattering with electronic correlations.

By applying a gate voltage at the dots, one can tune the e®ect, changing the voltage region where

this novel phenomenon appears. In the (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S, we have found that the signal of

the magnetoresistance can be changed through the external potential applied in the ferromagnets.

In addition, it is possible to control the current of the ¯rst ferromagnet ( F1) through the potential

applied in the second one (F2). This transistor-like behavior can be useful in technological appli-

cations. In the presence of interaction at the dots it was observed the NDC e®ect even when the

electrodes were fully polarized. The results presented in this thesis show that the interplay between

the superconductor correlation and electronic interactions can give rise to original e®ects which can

be used in future technological applications.
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Resumo

Neste trabalho ¶e estudado o transporte quântico em nanoestruturas h¶³bridas compostas por

pontos quânticos (PQ) duplos acoplados a eletrodos supercondutores (S) e ferromagn¶eticos (F ).

A primeira nanoestrutura, denotada por F ¡ PQa ¡ PQb ¡ S consiste em doisPQs em s¶erie aco-

plados a um eletrodo ferromagn¶etico e outro supercondutor. O segundo sistema, denotado por

(F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb¡ S consiste em doisPQs em s¶erie acoplados a dois eletrodos ferromagn¶eticos

e um supercondutor. Atrav¶es do m¶etodo de fun»c~oes de Green de n~ao equil¶³brio foram obtidas ex-

press~oes para a corrente el¶etrica, condutância diferencial, densidade local de estados (LDOS) e a

transmitância para energias inferiores ao gap supercondutor. Neste regime, o mecanismo de trans-

miss~ao de carga ¶e a re°ex~ao de Andreev, a qual permite controlar a corrente atrav¶es da polariza»c~ao

do ferromagneto. A presen»ca de intera»c~oes nosPQs ¶e considerada usando um tratamento de campo

m¶edio. Para o sistemaF ¡ PQa ¡ PQb ¡ S, as intera»c~oes tendem a localizar os el¶etrons nos PQs

levando a um padr~ao assim¶etrico da LDOS reduzindo a transmiss~ao atrav¶es da nanoestrutura. Em

particular, a intera»c~ao intra PQ levanta a degenerescência de spin reduzindo o valor m¶aximo da

corrente devido ao desequil¶³brio nas popula»c~oes de spin up e spin down. Regi~oes de condutância di-

ferencial negativa (CDN) aparecem em determinados valores do potencial aplicado, como resultado

da competi»c~ao entre o espalhamento Andreev e as correla»c~oes eletrônicas. Aplicando-se um poten-

cial de gate nos pontos quânticos ¶e poss¶³vel sintonizar o efeito mudando a regi~ao onde este fenômeno

ocorre. Para o sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb ¡ S observou-se que o sinal da magnetoresistência

pode mudar de positivo para negativo mudando-se o sinal do potencial aplicado. Al¶em disso ¶e

poss¶³vel controlar a corrente no primeiro eletrodo mudando-se o valor do potencial no segundo fer-

romagneto. Este tipo de controle pode ser interessante do ponto de vista de aplica»c~oes desde que

¶e um comportamento similar a um transistor. Na presen»ca de intera»c~oes nosPQs, observou-se

novamente regi~oes de CDN para determinados valores do potencial aplicado mesmo para quando os

ferromagnetos est~ao completamente polarizados. Desta forma, a intera»c~ao entre supercondutividade

e correla»c~oes eletrônicas permitiu observar fenômenos originais mostrando que este sistemas podem

ser utilizados em aplica»c~oes tecnol¶ogicas futuras.
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1
Introdu»c~ao

O interesse em propriedades de transporte de sistemas mesosc¶opicos tem aumentado recen-

temente devido ao potencial destes sistemas em aplica»c~oes tecnol¶ogicas. Recentes progressos na

produ»c~ao de nanoestruturas de alta qualidade permitem analisar efeitos baseados nas propriedades

de spin do el¶etron (spintrônica) e fenômenos puramente quânticos [1, 2]. Com efeito, na escala de

micro e nanômetros o tamanho do sistema ¶e menor do que o comprimento de coerência em fase

e os el¶etrons ret¶em suas fases µa medida que percorrem a nanoestrutura. No limite bal¶³stico, i.e.,

quando as dimens~oes da amostra s~ao menores do que o livre caminho m¶edio os el¶etrons atravessam

a amostra sem sofrer espalhamentos. Em contraste com sistemas macrosc¶opicos, a condutância de

sistemas mesosc¶opicos ¶e espec¶³¯ca da amostra desde que as fun»c~oes de onda s~ao fortemente depen-

dentes da forma das fronteiras da amostra e da con¯gura»c~ao dos centros de espalhamento dentro

da amostra. Neste contexto, tem havido um renovado interesse em nanoestruturas baseadas em

combina»c~oes de metais normais (N ) com metais supercondutores (S). A f¶³sica de interfacesNS

tem sido extensivamente estudada por muitos anos [3{6]. No entanto, a possibilidade de construir

sistemas na escala de micro e nanômetros permite a observa»c~ao de efeitos originais nestes sistemas.

Quando os metais supercondutor e normal est~ao em contato, os pares de Cooper do supercondu-

tor situados na vizinhan»ca da interface difundem para o interior do metal normal. Com isso o metal

normal adquire propriedades supercondutoras. Este efeito, chamado de efeito de proximidade [4],

foi observado experimentalmente pela primeira vez por Meissner em 1960 em ¯os supercondutores

cobertos com metais normais [7]. Um ingrediente crucial para entender o efeito de proximidade foi

proposto por Andreev1 em 1964 [9]. De acordo com Andreev, um el¶etron do metal normal, com

1Este mecanismo tamb¶em foi proposto de maneira independente e no mesmo ano por Saint-James [8]. No entanto,

a nomenclatura consagrada na literatura menciona somente Andreev. Por uniformidade, o padr~ao usado na literatura

ser¶a seguido nesta tese.

1
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uma energia" acima do n¶³vel de Fermi e spin up incidindo em uma interface com o supercondutor,

se combina com um segundo el¶etron, de energia¡ " sob o n¶³vel de Fermi e spin down, para formar

um par de Cooper que se propaga dentro do supercondutor. O segundo el¶etron que ¶e removido

do mar de Fermi deixa um buraco se propagando no sentido contr¶ario ao el¶etron incidente. Este

processo ¶e hoje chamadore°ex~ao de Andreeve consiste portanto na re°ex~ao de um el¶etron incidente

como um buraco [10, 11]. A ¯gura 1.1 mostra uma segunda caracter¶³stica not¶avel da re°ex~ao de

Andreev. No caso de uma interface normal/isolante (NI ) um el¶etron incidente seria re°etido de

modo que somente a componente do momento normal µa interface fosse invertida. No caso da re°ex~ao

de Andreev, a situa»c~ao ¶e completamente diferente desde que o buraco re°etido apresenta todas as

componentes do momento invertidas de modo que este retra»ca o mesmo caminho feito pelo el¶etron

incidente. Isso ocorre devido ao el¶etron e o buraco formarem um par coerente em fase. Em geral,

devido a processos de espalhamentos no metal normal, o buraco perde a coerência em fase a uma

certa distância da interface e os caminhos do el¶etron e o do buraco come»cam a divergir. Uma medida

desta divergência ¶e o comprimento de coerência do metal normal que ¶e dado por»N = ~vF =kB T no

caso em que o metal ¶e livre de impurezas [12].

Os recentes avan»cos experimentais permitiram a produ»c~ao de amostras na escala de nanômetros

Figura 1.1: Compara»c~ao das re°ex~oes de um el¶etron por um isolante (I ) e um metal supercondutor (S). O

el¶etron de um metal normal incide na interface com o isolante e sofre uma re°ex~ao especular. No caso do

supercondutor dois aspectos s~ao diferentes: primeiro o el¶etron ¶e re°etido como um buraco e, em segundo o

buraco re°etido segue a mesma trajet¶oria do el¶etron incidente mas em sentido contr¶ario [13].
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viabilizando a an¶alise do processo de re°ex~ao de Andreev em diversos sistemas. Com efeito, uma

vasta gama de jun»c~oes tem sido estudadas tanto te¶orica quanto experimentalmente [14]. Em par-

ticular, jun»c~oes JosephsonS=I=S e S=N=S tem sido estudadas para analisar os efeitos dos estados

ligados de Andreev sobre as propriedades de transporte [15,16], efeitos da quantiza»c~ao da supercor-

rente de contatos quânticos pontuais [17{20] e ainda a chamada anomalia em \zero-bias"de jun»c~oes

S=I=N [21{23] s~ao objetos de investiga»c~oes recentes. O tunelamento ressonante de el¶etrons atrav¶es

de um ponto quântico, supercondutor (SPQ) ou normal (PQ), conectado a eletrodos normais e

supercondutores ¶e outro assunto intensamente investigado, incluindo uma grande variedade de es-

truturas h¶³bridas tais como S¡ SPQ¡ S, N ¡ SPQ¡ N , S¡ PQ¡ S e N ¡ SPQ¡ S. Nos sistemas

S ¡ SPQ ¡ S e N ¡ SPQ ¡ N onde o SPQ apresenta gap de energia maior do que a energia

potencial Coulombiana, pode ser observada uma oscila»c~ao na corrente de tunelamento com periodi-

cidade dada pelo dobro da carga do el¶etron [24{30]. Ralph, Black e Tinkham [31] determinaram a

densidade de estados do sistemaS ¡ PQ ¡ S a partir das curvas de corrente vs. potencial aplicado.

Um sistema similar foi investigado teoricamente por Yeyatiet al. [32] no regime de acoplamento

fraco entre oPQ e os eletrodos. O efeito Kondo tamb¶em foi investigado em sistemasN ¡ PQ ¡ S e

observou-se que a anomalia Kondo ¶e aumentada na presen»ca de um eletrodo supercondutor [33,34].

Estes s~ao alguns exemplos dentre in¶umeros trabalhos que vem sendo desenvolvidos em sistemas

h¶³bridos normais/supercondutores.

No processo de re°ex~ao de Andreev, o buraco re°etido apresenta spin contr¶ario ao do el¶etron

incidente. Esta ¶e uma condi»c~ao necess¶aria para o processo ocorra, desde que os pares de Cooper

s~ao singletos. Conforme ilustra a ¯gura 1.2a, um el¶etron de spin up incide na interface com o

supercondutor e o buraco re°etido ocupa um dos estados da banda de spin down do metal normal.

No caso em que o metal normal ¶e trocado por um metal ferromagn¶etico, a situa»c~ao muda desde que

neste caso existe um desequil¶³brio entre as popula»c~oes de el¶etron de spin up e spin down. No caso

extremo em que a polariza»c~ao do ferromagneto ¶e igual unidade, ent~ao somente existe um tipo de spin

no n¶³vel de Fermi. Neste caso, a jun»c~ao ferromagn¶etica/supercondutora (FS) apresenta condutância

nula desde que o processo ¶e proibido. Conforme ilustrado na ¯gura 1.2b, o ferromagneto apresenta

polariza»c~ao igual a 1 de modo que somente h¶a el¶etrons de spin up no n¶³vel de Fermi. Como resultado,

n~ao h¶a estados dispon¶³veis na banda de spin down para o buraco re°etido ocupar, o que inviabiliza o

processo. Com isso, a diferen»ca fundamental entre jun»c~oesNS eF S ¶e a dependência da condutância

com a polariza»c~ao do ferromagneto. O primeiro tratamento quantitativo para jun»c~oesF S foi dado
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Figura 1.2: Diagrama de bandas do metal ferromagn¶etico e do supercondutor que comp~oem a jun»c~aoF=S.

(a) metal F com polariza»c~ao nula. Neste caso o el¶etron com spin up ¶e re°etido como um buraco de spin down

que ocupa um estado na banda de spin down no ferromagneto. (b) ferromagneto completamente polarizado.

Neste caso a re°ex~ao de Andreev ¶e proibida desde que n~ao h¶a estados na banda de spin down para o buraco

re°etido ocupar [35].

de Jong & Beenakker [36], que aplicaram o formalismo de Landauer para determinar a condutância

da jun»c~ao (GF S ). De¯nindo GF N como a condutância da jun»c~ao quando o supercondutor est¶a no



1. Introdu»c~ao 5

estado normal, ent~aoGF S ¶e dada por,

GF S = 2GF N (1 ¡ P) (1.0.1)

onde P ¶e a polariza»c~ao do ferromagneto.

A equa»c~ao 1.0.1 ¶e o resultado central da referência [36] e mostra que paraP = 0, GF S = 2GF N .

Isso ocorre devido ao fato de dois el¶etrons estarem sendo transferidos de uma s¶o vez na interface.µA

medida que a polariza»c~ao aumenta, a condutância ¶e reduzida de modo queGF S = 0 quando P = 1.

A rela»c~ao entreGF S e P foi usada por Soulenet al. para determinar a polariza»c~ao do ferromagneto

a partir das medidas de condutância da jun»c~ao [35].

x
V

+

-

S

F2F1

(a)
(b)

Figura 1.3: (a) Diagrama esquem¶atico de uma nanoestrutura com três terminais para detectar a re°ex~ao

de Andreev cruzada. Os el¶etrons deF1 s~ao injetados no supercondutor e sofrem RAC no segundo eletrodo.

O °uxo de buracos d¶a origem a uma diferen»ca de potencial que pode ser medida no segundo eletrodo. (b)

Microscopia eletrônica de uma amostra usada por Beckmann et al. [37] para detectar a RAC.

O spin do el¶etron exerce um papel central nas propriedades de sistemasS=F [38, 39]. Outro

efeito interessante envolvendo jun»c~oesFS foi proposto por Deutscher & Feinberg [40]. A corrente

el¶etrica de dois eletrodos ferromagn¶eticos conectados a um eletrodo supercondutor depende forte-

mente da orienta»c~ao relativa da magnetiza»c~ao destes eletrodos, veja ¯gura 1.3a. Assumindo que

os dois eletrodos est~ao completamente polarizados, ent~ao o el¶etron vindo de um eletrodo n~ao pode

experimentar re°ex~ao de Andreev no mesmo eletrodo. Entretanto, esta re°ex~ao ¶e poss¶³vel no outro

eletrodo dado que sua polariza»c~ao seja oposta, e a distância entre os eletrodos seja menor do que

o comprimento de coerência supercondutor». Este processo n~ao-local ¶e chamado dere°ex~ao de
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Andreev cruzada (RAC). A magnetoresistência do sistema ser¶a elevada para orienta»c~ao paralela

das magnetiza»c~oes e baixa para o caso antiparalelo. Na ¯gura 1.3, o eletrodoF1 ¶e submetido µa

uma diferen»ca de potencial de modo que el¶etrons de spin up s~ao injetados no supercondutor. Como

conseqÄuência, existe um °uxo de buracos no segundo eletrodo dando origem a um potencial positivo

que pode ser medido em rela»c~ao ao potencial qu¶³mico do supercondutor, o qual ¶e mantido aterrado.

Este m¶etodo foi utilizado por Beckmannet al. [37] para detectar a re°ex~ao de Andreev cruzada na

amostra apresentada na imagem de microscopia da ¯gura 1.3b. A amostra ¶e obtida depositando-se

três ¯os de ferro sobre um substrato de sil¶³cio. Em seguida uma barra de alum¶³nio ¶e depositada

na dire»c~ao horizontal tocando nos ¯os de ferro. Uma corrente ¶e ent~ao injetada em um dos ¯os

enquanto ¶e medido o potencial el¶etrico no outro. O terceiro ¯o pode ser usado para veri¯car o

efeito da distância dos eletrodos sobre a RAC, desde que a correla»c~ao se estende por uma distância

dada por ». Outros trabalhos tamb¶em veri¯caram a RAC [41{44], de modo que este fenômeno est¶a

bem estabelecido na literatura. Ap¶os a proposi»c~ao deste efeito, tem-se observado uma profus~ao de

trabalhos no sentido de veri¯car o efeito em outras geometrias [45{51], em estruturas ressonantes

contendo pontos quânticos [52{57], em diferentes regimes de condu»c~ao (difusivo e bal¶³stico) [58,59]

e ainda explorando quest~oes mais fundamentais como, por exemplo, o emaranhamento entre as

quasipart¶³culas nos diferentes eletrodos [60{65].

Dentro da vasta gama de combina»c~oes dePQs com eletrodos ferromagn¶eticos e supercondutores,

sistemas compostos porPQs duplos s~ao muitos promissores, desde que estes podem servir como

modelo para mol¶eculas diatômicas [66]. No caso dePQs fracamente acoplados, os el¶etrons est~ao

bem localizados dentro de cadaPQ, suas fun»c~oes de onda est~ao espacialmente separadas e o trans-

porte eletrônico ¶e descrito por um tunelamento seqÄuencial entre os estados discretos de cadaPQ.

Com o aumento do acoplamento interPQs as fun»c~oes de onda hibridizam dando origem a estados

moleculares estendendo-se nos doisPQs. A possibilidade de sintonizar ambos o acoplamento e os

n¶³veis de energia de cadaPQ torna o sistema baseado emPQs duplos um prot¶otipo interessante

para estudar os efeitos de intera»c~oes eletrônicas em nanoestruturas. Muitos trabalhos envolvendo

sistemas com pontos quânticos duplos (PQDs) tem sido desenvolvidos principalmente estudando

o efeito Kondo [67{69], espalhamento com invers~ao de spin [70], efeitos de diferentes geometrias

(associando osPQs em s¶erie ou em paralelo) [71,72] e ainda sistemas envolvendo supercondutores.

Neste ¶ultimo caso, h¶a estudos envolvendo jun»c~oes Josephson [73{75] e sistemasN ¡ PQD ¡ S onde

o transporte ocorre por re°ex~ao de Andreev [76,77]. No entanto, at¶e o in¶³cio deste trabalho de tese
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ainda n~ao havia registros de trabalhos explorando a RAC emPQDs.

As nanoestruturas formadas pela combina»c~ao dePQDs e eletrodosFS podem permitir a ob-

serva»c~ao de efeitos originais. Por esta raz~ao, neste trabalho de doutoramento o sistema composto

por dois ferromagnetos e um supercondutor acoplados a doisPQs ¶e estudada. Conforme mostrado

na ¯gura 1.4, os PQs est~ao associados em s¶erie e os dois ferromagnetos est~ao acoplados ao primeiro

PQ. Os potenciais qu¶³micos deF1 e F2 s~ao determinados pelos potenciaisV1 e V2. O supercondutor,

acoplado ao segundoPQ ¶e mantido aterrado, de modo que a corrente que entra no supercondutor

¶e dada pela soma das correntes provenientes de cada eletrodo ferromagn¶etico. Estas correntes se

combinam de modo que a corrente que passa pelo supercondutor seja despolarizada. Isso ocorre

via processo de RAC entre os eletrodosF1 e F2. Ser¶a considerada a presen»ca de intera»c~oes nos

pontos quânticos e o n¶³vel de energia de cadaPQ pode ser deslocado em rela»c~ao ao zero atrav¶es

de potenciais de gateVga e Vgb. O sistema ser¶a tratado usando-se o m¶etodo de fun»c~oes de Green

de n~ao-equil¶³brio (FGNE), tamb¶em chamado formalismo de Keldysh [78{85]. Este m¶etodo tem se

revelado extremamente ¶util para estudar problemas de transporte em sistemas de muitos corpos e

vga vgb
F2

F1

Sa

+V 1

b

+V 2

Figura 1.4: Diagrama esquem¶atico do sistema estudado neste trabalho de tese. A nanoestrutura ¶e composta

por dois pontos quânticos em s¶erie, denominadosa e b, conectados a eletrodos ferromagn¶eticos e supercondu-

tores. Ao ponto quântico a est~ao ligados dois eletrodos ferromagn¶eticosF1 e F2, submetidos a potenciaisV1 e

V2, respectivamente. O eletrodo supercondutor ¶e conectado ao ponto quânticob e o mesmo ¶e mantido aterrado.

A corrente que entra no supercondutor ¶e oriunda da soma das correntes de cada eletrodo ferromagn¶etico.

sistemas mesosc¶opicos.

A tese est¶a organizada da seguinte forma:

² No cap¶³tulo 2 o m¶etodo de Keldysh ser¶a desenvolvido de maneira formal, onde as fun»c~oes de

Green e as propriedades b¶asicas do formalismo ser~ao apresentadas;

² No cap¶³tulo 3, o formalismo desenvolvido no cap¶³tulo 2 ser¶a aplicado na determina»c~ao das
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propriedades de transporte do sistema apresentado na ¯gura 1.4;

² No cap¶³tulo 4 s~ao apresentados os resultados para o sistemaF ¡ PQa ¡ PQb¡ S o qual ¶e

uma particulariza»c~ao do sistema completo atrav¶es do desacoplamento do segundo eletrodo

ferromagn¶etico;

² No cap¶³tulo 5 s~ao apresentados os resultados para o sistema completo, i.e., o sistema (F1; F2) ¡

PQa ¡ PQb¡ S;

² No cap¶³tulo 6 s~ao apresentadas as conclus~oes ¯nais.

² O trabalho ainda conta com cinco apêndices onde os c¶alculos dos cap¶³tulos 2 e 3 s~ao detalhados.
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2
Formalismo de Keldysh

Neste cap¶³tulo ser¶a dada uma introdu»c~ao ao formalismo de Keldysh tamb¶em chamado formalismo

de fun»c~oes de Green de n~ao-equil¶³brio. Esta t¶ecnica ¶e uma ferramenta extremamente ¶util para

estudos de primeiros princ¶³pios de sistemas de muitas part¶³culas fora do equil¶³brio. Esta t¶ecnica

¶e uma generaliza»c~ao do m¶etodo de fun»c~ao de Green para sistemas em equil¶³brio, o qual tem suas

origens no desenvolvimento da teoria da eletrodinâmica quântica, no ¯nal da d¶ecada de 40 e in¶³cio

da d¶ecada de 50. A teoria de fun»c~oes de Green fora do equil¶³brio foi desenvolvida por Keldysh em

1965 [78] e, independentemente, por Kadano® e Baym [79]. Embora as duas formula»c~oes sejam

distintas, pode-se mostrar que estas s~ao equivalentes.

O cap¶³tulo ¶e estruturado da seguinte forma: primeiramente ¶e de¯nido o contorno de ordenamento

temporal que ¶e uma ferramenta que permite generalizar a teoria de fun»c~oes de Green de equil¶³brio

para o caso fora do equil¶³brio. A seguir, s~ao de¯nidas as fun»c~oes de Green neste contorno de

ordenamento temporal e as express~oes para estas s~ao desenvolvidas. Finalmente, a t¶ecnica de

continua»c~ao anal¶³tica ¶e apresentada e as equa»c~oes b¶asicas que ser~ao utilizadas s~ao apresentadas na

¶ultima se»c~ao. No apêndice A s~ao apresentadas alguns detalhes dos c¶alculos realizados neste cap¶³tulo.

2.1 O contorno de ordenamento temporal

O problema do transporte quântico pode ser situado dentro de uma classe geral de fenômenos

descritos por um Hamiltoniano

Ĥ = ĥ + Ĥ 0(t); (2.1.1)

em que o termo dependente do tempôH 0(t) ¶e respons¶avel por tirar o sistema do equil¶³brio podendo

ser pela aplica»c~ao de um campo el¶etrico, acoplamento com algum reservat¶orio de calor ou part¶³culas,

excita»c~ao por luz, etc. Em particular, neste trabalhoĤ 0(t) ¶e respons¶avel pelo surgimento de uma

corrente el¶etrica no sistema. Ser¶a assumido quêH 0(t) 6= 0 para t > t 0. Para tempos menores

11
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do que t0, o Hamiltoniano ¶e dado pela parte independente do tempôh ´ Ĥ0 + Ĥ i , onde Ĥ0 ¶e o

Hamiltoniano de part¶³culas livres eĤ i descreve a intera»c~ao entre as part¶³culas, ou seja, cont¶em o

aspecto de muitos corpos do problema.

Antes que a perturba»c~ao seja ligada, o sistema ¶e descrito por uma matriz densidade de equil¶³brio,

%(ĥ) =
exp(¡ ¯ ĥ)

Tr[exp( ¡ ¯ ĥ)]
; (2.1.2)

onde ¯ = 1=kB T. A principal tarefa do formalismo de Keldysh ¶e determinar o valor m¶edio de um

observ¶avel, para o qual ¶e associado um operador quânticôA, ap¶os a intera»c~ao ter sido \ligada".

Para t ¸ t0,

hÂH (t)i = Tr[ %(ĥ)ÂH (t)] (2.1.3)

onde o ¶³ndiceĤ indica que a dependência temporal ¶e governada pelo Hamiltoniano completo.

¶E importante notar que c¶alculo de hÂH (t)i est¶a sendo realizado usando a matriz densidade

de equil¶³brio %(ĥ). Conforme observado na referência [80], ¯sicamente, isto implica que os graus

de liberdade termodinâmicos, contidos no Hamiltoniano de equil¶³briôh, n~ao seguem de maneira

instantânea as r¶apidas varia»c~oes contidas em̂H 0(t). Nos casos de interesse deste trabalho, esta

aproxima»c~ao ¶e apropriada e n~ao incorre a problemas desde que os casos que ser~ao apresentados

est~ao no regime estacion¶ario. Nesta condi»c~ao, as correla»c~oes iniciais n~ao s~ao relevantes para as

propriedades de transporte.

Seguindo o m¶etodo usado no caso de equil¶³brio [80], o primeiro passo no c¶alculo da m¶edia (2.1.3)

¶e passar o operadorÂH para a vers~ao de intera»c~ao, onde a dependência temporal ¶e governada pelo

Hamiltoniano independente do tempo,ĥ. Isto ¶e feito aplicando-se a seguinte transforma»c~ao:

ÂH (t) = v̂y
h(t; t 0)Âh(t)v̂h(t; t 0) (2.1.4)

onde,

v̂h(t; t 0) = T
½

exp
·
¡ i

Z t

t0

Ĥ 0
h(t0)dt0

¸¾
(2.1.5)

onde T ¶e o operador de ordenamento temporal (ver apêndice A, p¶ag. 106) êH 0
h(t) est¶a na vers~ao

de intera»c~ao deH 0(t):

Ĥ 0
h(t) = exp

h
i ĥ(t ¡ t0)

i
Ĥ 0(t) exp

h
¡ i ĥ(t ¡ t0)

i
:
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Na equa»c~ao (2.1.5), a fun»c~ao exponencial deve ser interpretada como sua expans~ao em s¶erie de

potências e, em cada termo, o operador de ordenamento temporalT arranja os fatores Ĥ 0
h(t) de

modo que os operadores com argumentos menores de tempo s~ao colocados µa direita. Por exemplo,

no caso de um produto de dois operadores tomados com tempos diferentes,t e t0, tem-se que,

T
h
Ĥ 0

h(t)Ĥ 0
h(t0)

i
=

8
<

:

Ĥ 0
h(t)Ĥ 0

h(t0); se t > t 0;

Ĥ 0
h(t0)Ĥ 0

h(t); se t0 > t:
(2.1.6)

Similarmente, o operadorv̂y
h(t; t 0) = v̂h(t0; t) ¶e dado por uma exponencial \anti-ordenada" de¯-

nida por,

vy
h(t; t 0) = ~T

½
exp

·
+ i

Z t

t0

Ĥ 0
h(t0)dt0

¸¾
(2.1.7)

onde os operadores s~ao arranjados na ordem inversa µa de¯nida porT .

Usando-se as express~oes formais (2.1.5) e (2.1.7) pode-se reescrever (2.1.4) explicitamente como,

AH (t) = ~T
½

exp
·
¡ i

Z t0

t
Ĥ 0

h(t0)dt0
¸¾

Ah(t)T
½

exp
·
¡ i

Z t

t0

Ĥ 0
h(t0)dt0

¸¾
(2.1.8)

tornando claro o signi¯cado f¶³sico da express~ao acima: primeiro o sistema evolui com̂H 0
h desdet0

at¶e o tempot onde o operadorAh(t) atua e ap¶os isso o sistema evolui det para t0 [81].

As duas integrais das fun»c~oes exponenciais podem ser combinadas em uma ¶unica integral

come»cando emt0, indo para t, e retornando para t0. No entanto, a ordem dos operadores deve

ser preservada, i.e., a integral ordenada temporalmente det0 a t deve ser mantida µa direita de

Ah(t) enquanto que a integral anti-ordenada deve permanecer µa esquerda do operadorAh(t). A

ordem correta ¶e preservada seAH (t) ¶e de¯nido por uma integra»c~ao sobre um contorno \C" que

come»ca no tempot0, vai at¶e t e retorna a t0 de forma que os produtos sejam ordenados de acordo

com suas posi»c~oes ao longo do contorno: operadores cujos tempos que aparecem \mais tarde" no

contorno devem ser colocados µa esquerda dos operadores cujo tempo aparece antes no contorno.

¶E importante observar que o tempo de¯nido no contorno n~ao segue necessariamente a ordem do

tempo cronol¶ogico.

De¯nindo-se, o operador de ordenamento sobre o contornoC, como sendoTC , pode-se reescrever

(2.1.8) na seguinte forma,

ÂH (t) = TC

½
exp

·
¡ i

Z

C
Ĥ 0

h(t0)dt0
¸

Âh(t)
¾

: (2.1.9)

O contorno de ordenamento temporal ¶e uma poderosa ferramenta formal a qual permite desen-

volver uma teoria perturbativa para casos fora do equil¶³brio de maneira an¶aloga ao caso de equil¶³brio.
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Figura 2.1: Representa»c~ao do contorno de ordenamento dos tempos usado na transforma»c~ao da equa»c~ao

(2.1.9). Os tempos s~ao ordenados de acordo com as duas disposi»c~oes ao longo do contorno.

Embora ainda seja necess¶aria uma segunda transforma»c~ao sobreÂh(t), a equa»c~ao (2.1.9) permite

determinar a m¶edia deÂH (t) sem que seja necess¶aria a men»c~ao µa parte complicada do Hamiltoniano

Ĥ 0(t). A seguir a id¶eia do contorno de ordenamento temporal ser¶a aplicada no c¶alculo de fun»c~oes de

Green, as quais s~ao de¯nidas como m¶edias de um produto de dois operadores em tempos diferentes.

2.2 Fun»c~oes de Green de n~ao-equil¶³brio (FGNE)

Na teoria de equil¶³brio ¶e de¯nida a fun»c~ao de Green ordenada temporalmente, tamb¶em chamada

fun»c~ao de Greencausal:

Gt (r ; t; r 0; t0) = ¡ ihT fÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi (2.2.1)

onde Ã̂H (t) e Ã̂y
H (t0) s~ao operadores de campo fermiônicos e est~ao escritos na vers~ao de Heisenberg.

O operador T ¶e o operador de ordenamento temporal cuja a»c~ao ¶e descrita na equa»c~ao (2.1.6).

Esta fun»c~ao de Green constitui o elemento b¶asico de uma teoria perturbativa que permite deter-

minar as propriedades de sistemas de muitos corpos. Isto ¶e poss¶³vel devido ao teorema de Wick [86]

que permite decompor as correla»c~oes de muitas part¶³culas em somas e produtos de fun»c~oes de Green

do tipo de¯nido pela equa»c~ao (2.2.1).

Para o caso fora do equil¶³brio, de interesse neste trabalho, tamb¶em ¶e poss¶³vel construir uma

teoria perturbativa estruturalmente equivalente ao caso de equil¶³brio usando-se o operador de orde-

namento temporal descrito na se»c~ao anterior. Desta forma, ¶e de¯nida a fun»c~ao de Green ordenada

no contorno:

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ ihTC f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi (2.2.2)

onde o contornoC percorre todo o eixo real passando uma ¶unica vez pelos pontost e t0 e termina

no ponto de referênciat0, ¯gura 2.2. Na equa»c~ao (2.2.2), como no caso de equil¶³brio de¯nido por

(2.2.1), Ã̂H (t) e Ã̂y
H (t0) s~ao operadores de campo fermiônicos escritos na vers~ao de Heisenberg. A
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t

t’

Figura 2.2: Representa»c~ao do contorno de ordenamento dos tempos evidenciando os dois ramos existentes.

Neste exemplo espec¶³¯co, a disposi»c~ao dos tempos no contorno correspondem a fun»c~ao de GreenG< (t; t 0).

fun»c~ao de Green (2.2.2) exerce uma fun»c~ao an¶aloga µa fun»c~ao de Greencausal (2.2.1) exerce no caso

de equil¶³brio. Como ser¶a mostrado a seguir,Gt (r ; t; r 0; t0) possui uma expans~ao perturbativa baseada

no teorema de Wick. Entretanto, desde que os r¶otulos temporais ¯cam sobre um contorno com dois

ramos com ordenamentos temporais distintos, ent~ao existem quatro tipos de contra»c~oes poss¶³veis

o que implica na necessidade de se de¯nir quatro fun»c~oes de Green. Na vers~ao de Heisenberg, as

fun»c~oes de Green s~ao de¯nidas da seguinte maneira:

G(r ; t; r 0; t0) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

Gt (r ; t; r 0; t0) = ¡ ihT fÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi t; t 0 2 C1;

G> (r ; t; r 0; t0) = ¡ ihÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)i t 2 C2; t0 2 C1;

G< (r ; t; r 0; t0) = ihÃ̂y
H (r 0; t0)Ã̂H (r ; t)i t 2 C1; t0 2 C2;

G~t (r ; t; r 0; t0) = ¡ ih~T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi t; t 0 2 C2:

(2.2.3)

onde o ramo superior do contorno de ordenamento temporal foi denotado porC1 e o ramo inferior

por C2.

A fun»c~ao de GreenGt (r ; t; r 0; t0) ¶e a fun»c~ao de Greencausal, ou ordenada temporalmente, que

explicitamente pode ser escrita como:

Gt (r ; t; r 0; t0) = ¡ ihT fÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi

= ¡ i# (t ¡ t0)hÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)i + i# (t0¡ t)hÃ̂y

H (r 0; t0)Ã̂H (r ; t)i (2.2.4)

onde as fun»c~oes#(x) s~ao fun»c~oes de Heaviside.

A fun»c~ao de GreenG~t (r ; t; r 0; t0) ¶e anti-ordenada temporalmente de modo que,

G~t (r ; t; r 0; t0) = ¡ iheT f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi

= ¡ i# (t ¡ t0)hÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)i + i# (t0¡ t)hÃ̂y

H (r 0; t0)Ã̂H (r ; t)i (2.2.5)

Al¶em das fun»c~oes de Green de¯nidas por (2.2.3), outras fun»c~oes de Green que ser~ao muito
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utilizadas neste trabalho s~ao as fun»c~oes de Green avan»cada e retardada, as quais s~ao de¯nidas por,

Ga(r ; t; r 0; t0) = i# (t0¡ t)hfÃ̂H (r ; t); Ã̂y
H (r 0; t0)gi

= #(t0¡ t)
¡
G< (r ; t; r 0; t0) ¡ G> (r ; t; r 0; t0)

¢
(2.2.6)

e,

Gr (r ; t; r 0; t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfÃ̂H (r ; t); Ã̂y
H (r 0; t0)gi

= #(t ¡ t0)
¡
G> (r ; t; r 0; t0) ¡ G< (r ; t; r 0; t0)

¢
; (2.2.7)

onde as chavesf ; g denotam um anti-comutador entre os operadores de campo. As fun»c~oes de Green

Ga e Gr obedecem a equa»c~ao de Dyson se uma fun»c~ao auto-energia para o problema estudado pode

ser de¯nida. ¶E importante notar que Gr ¡ Ga = G> ¡ G< de modo que somente três destas fun»c~oes

de Green s~ao linearmente independentes. A fun»c~ao de GreenG< pode ser determinada a partir

da equa»c~ao de Keldysh, que ser¶a deduzida com o uso dos procedimentos de continua»c~ao anal¶³tica

apresentados na se»c~ao 2.3.

2.2.1 Vers~ao de Intera»c~ao

Com as de¯ni»c~oes das FGNE usando o contorno de ordenamento temporal, a teoria para o caso

fora do equil¶³brio pode ser feita de maneira equivalente ao caso de equil¶³brio. Para que isso seja

poss¶³vel ¶e necess¶ario fazer uma transforma»c~ao sobre as fun»c~oes de Green de modo que o Teorema

de Wick possa ser aplicado.

O primeiro passo ¶e repetir a an¶alise que permitiu escrever a equa»c~ao (2.1.9), i.e., passar da vers~ao

de Heisenberg para a vers~ao de intera»c~ao onde a dependência temporal dos operadores ¶e governada

pelo Hamiltoniano ĥ, independente do tempo. O resultado ¶e,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ ihTC [ŜH
C Ã̂h(r ; t)Ã̂y

h(r 0; t0)]i (2.2.8)

onde foi de¯nido,

ŜH
C = exp

·
¡ i

Z

C
d¿H0

h(¿)
¸

; (2.2.9)

em que a integra»c~ao ¶e realizada sobre o contorno de ordenamento temporalC ilustrado na ¯gura 2.2.

A evolu»c~ao temporal dos operadores de campo na de¯ni»c~ao (2.2.8) ¶e determinada pelo Hamiltoniano

ĥ que cont¶em dois termos: ĥ = Ĥ0 + Ĥ i . Desde que o Teorema de Wick funciona apenas para

operadores quadr¶aticos ¶e necess¶ario aplicar uma segunda transforma»c~ao na equa»c~ao (2.2.8) de modo
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a eliminar a dependência com a parte interagente do Hamiltoniano.¶E importante notar a matriz

densidade impl¶³cita na equa»c~ao (2.2.8) tamb¶em cont¶em̂h, e portanto, ĥ aparece em quatro lugares

diferentes: %̂h , ŜH
C e nos operadores de campôÃh(r ; t) e Ã̂y

h(r 0; t0).

Os detalhes da transforma»c~ao s~ao discutidos no apêndice A e aqui ¶e mostrado o resultado ¯nal:

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr

n
e¡ ¯ Ĥ 0 TC¤ [Si

C¤ S0
C Ã̂Ĥ 0

(r ; t)Ã̂y
Ĥ 0

(r 0; t0)]
o

Tr
n

e¡ ¯ Ĥ 0 TC¤
¡
Si

C¤ S0
C

¢o (2.2.10)

onde ¶e de¯nido,

S0
C = exp

½
¡ i

Z

C
d¿Ĥ 0

Ĥ 0
(¿)

¾
(2.2.11)

Si
C¤ = exp

½
¡ i

Z

C¤
d¿Ĥ i

Ĥ 0
(¿)

¾
(2.2.12)

e a dependência temporal dos Hamiltonianos ¶e de¯nida de maneira an¶aloga µa equa»c~ao (2.1.4). Al¶em

disso, o contornoC ¶e de¯nido na ¯gura 2.2 e o contornoC¤ ¶e de¯nido na ¯gura 2.3.

t’

t
*

C*=C U  Cu

Figura 2.3: Representa»c~ao do contorno de ordenamento temporalC¤ = C[ Cu resultante das transforma»c~oes

aplicadas para passar os operadores para a vers~ao de intera»c~ao. A por»c~aoCu ´ [t0; t0 ¡ i¯ ] ¶e oriunda da

transforma»c~ao da matriz densidade e representa as correla»c~oes iniciais do sistema. No estado estacion¶ario os

efeitos das correla»c~oes iniciais s~ao eliminados pelas intera»c~oes. Neste caso pode-se tomar o limitet0 ! ¡1

e eliminar esta por»c~ao do contorno.

A equa»c~ao (2.2.10) permite que seja constru¶³da uma teoria de perturba»c~ao de maneira comple-

tamente an¶aloga ao caso de equil¶³brio. Esta express~ao ¶e um resultado exato, e a evolu»c~ao temporal

de todos os operadores ¶e governada pelo Hamiltoniano simpleŝH0, permitindo o uso do Teorema

de Wick.
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Como neste trabalho n~ao h¶a interesse em fenômenos transientes, pode-se fazer uma simpli¯ca»c~ao

adicional na equa»c~ao (2.2.10) fazendot0 ! ¡1 o que faz com que a contribui»c~ao da parteCu

desapare»ca, conforme indicado na referência [87]. No estado estacion¶ario, de interesse neste trabalho,

as correla»c~oes iniciais s~ao eliminadas pelas intera»c~oes. O denominador na equa»c~ao (2.2.10) ¶e reduzido

µa fun»c~ao parti»c~ao para o sistema n~ao interagente, e ¯nalmente, pode-se escrever a express~ao ¯nal

para a fun»c~ao de Green ordenada no contorno,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ iTr
n

%0TC [SC Ã̂Ĥ 0
(r ; t)Ã̂y

Ĥ 0
(r 0; t0)]

o
(2.2.13)

onde,

%0 =
exp(¡ ¯ Ĥ0)

Tr[exp( ¡ ¯ Ĥ0)]
(2.2.14)

¶e operador estat¶³stico%0 para o estado de equil¶³brio do sistema n~ao-interagente a uma temperatura

T = 1=kB ¯ . A ¶ultima igualdade ¶e obtida tendo-se em vista que a ¶algebra de operadores sob o

contorno de ordenamento temporal ¶e equivalente a de n¶umeros permitindo de¯nir̂SC como,

ŜC = exp
½

¡ i
Z

C
d¿[Ĥ i

H 0
(¿) + Ĥ 0

H 0
(¿)]

¾
; (2.2.15)

e a integra»c~ao ¶e realizada sobre o contornoC, de¯nido na ¯gura 2.2.

2.3 Continua»c~ao Anal¶³tica

Conforme discutido ao longo da se»c~ao 2.2, o contorno de ordenamento temporal permite de¯nir

fun»c~oes de Green para o caso fora do equil¶³brio de modo que estas tenham uma estrutura idêntica

ao correspondente caso de equil¶³brio. Com isso, os m¶etodos perturbativos aplicados no caso de

equil¶³brio podem ser usados no presente caso. No entanto, para calcular quantidades f¶³sicas ¶e

necess¶ario conhecer as fun»c~oes de correla»c~aoG< e G> e as fun»c~oes de Green retardada e avan»cada

Gr e Ga. Estas quatro fun»c~oes de Green s~ao obtidas da fun»c~ao de Green ordenada no contorno

(2.2.10) atrav¶es de um procedimento chamado decontinua»c~ao anal¶³tica[80].

A fun»c~ao de Green ordenada no contorno apresenta a mesma expans~ao perturbativa que a fun»c~ao

de Green de equil¶³brio (ordenada no tempo, eq. (2.2.1)). Em conseqÄuência, dado que um funcional

de auto-energia possa ser de¯nido, a fun»c~ao de Green ordenada no contorno tem a mesma equa»c~ao

de Dyson que a fun»c~ao de equil¶³brio:

G(¿1; ¿0
1) = G0(¿1; ¿0

1) +
Z

C
d¿2

Z

C
d¿3 G0(¿1; ¿2)§( ¿2; ¿3)G(¿3; ¿0

1); (2.3.1)
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onde as intera»c~oes est~ao inclu¶³das na auto-energia (irredut¶³vel) §[G].

Na equa»c~ao de Dyson (2.3.1) ser~ao encontrados termos com a estruturaC = AB , ou explicita-

mente

C(t1; t0
1) =

Z

C
d¿ A(t1; ¿)B (¿; t01) (2.3.2)

e suas generaliza»c~oes, envolvendo o produto de três ou mais termos. Desde que o contorno ¶e de¯nido

em termos de vari¶aveis temporais, as vari¶aveis espaciais foram suprimidas por simplicidade. Para

resolver (2.3.2), assume-se quet1 < c t0
1, ou seja, t0

1 est¶a na parte posterior do contorno em rela»c~ao

a t1, conforme mostrado na ¯gura 2.4a. Considerando a de¯ni»c~ao (2.2.3), isso indica queC(t; t 0) ¶e

uma fun»c~ao do tipoC< . O pr¶oximo passo consiste em deformar o contorno de maneira que se possa

transformar cada ramo do contorno inicial em um novo contorno, conforme mostrado na ¯gura 2.4b.

Com isso, ¶e poss¶³vel escrever (2.3.2) na seguinte forma,

C< (t1; t0
1) =

Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B (¿; t01) +
Z

C2

d¿ A(t1; ¿)B (¿; t01)

Na integra»c~ao sobreC1, B (¿; t01) apresenta¿ con¯nado no primeiro contorno enquanto quet0
1 est¶a

de¯nido no segundo contorno. Sendo assim, este tamb¶em ¶e uma fun»c~ao do tipoB < pois ¿ sempre

ser¶a menor do quet0
1 ao longo deC1. Na integral sobre C2, pode-se usar os mesmos argumentos

para A(t1; ¿), e neste caso, nota-se que¿ est¶a con¯nado emC2 e, portanto, sempre ser¶a maior que

t1 o qual est¶a de¯nido emC1. Portanto A(t1; ¿) ¶e uma tamb¶em uma fun»c~ao do tipoA< . Com estes

argumentos, pode-se escrever,

C< (t1; t0
1) =

Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) +
Z

C2

d¿ A< (t1; ¿)B (¿; t01) (2.3.3)

Considerando apenas a integral emC1, segue que,
Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z t1

¡1
dt A(t1; t)B < (t; t 0

1) +
Z ¡1

t1

dt A(t1; t)B < (t; t 0
1)

e observando as posi»c~oes dos tempos no contornoC1, atribui-se os r¶otulos de> ou < para as fun»c~oes

de Green, resultando em:

Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z t1

¡1
dt A > (t1; t)B < (t; t 0

1) +
Z ¡1

t1

dt A < (t1; t)B < (t; t 0
1)

e invertendo os limites de integra»c~ao da segunda integral pode-se escrever ainda,
Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z t1

¡1
dt A > (t1; t)B < (t; t 0

1) ¡
Z t1

¡1
dt A < (t1; t)B < (t; t 0

1)
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t1

t1’

t1

t1’x

(a)

(b)
C1

C2

Figura 2.4: (a) Contorno C utilizado para de¯nir a fun»c~ao de Green ordenada no contorno. (b) Contorno

deformado para se obter a continua»c~ao anal¶³tica. O contorno inicia emt0, passa port1 e t0
1 e retorna a t0.

No caso estacion¶ario toma-set0 ! ¡1 .

ou ainda, agrupando as duas integrais,
Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z t1

¡1
dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)]B < (t; t 0

1):

O limite superior de integra»c~ao pode ser estendido usando-se uma fun»c~ao de Heaviside, assim,
Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z + 1

¡1
dt #(t1 ¡ t)[A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)]B < (t; t 0

1)

e usando a de¯ni»c~ao de fun»c~ao de Green retardada, pode-se de¯nir uma fun»c~ao an¶aloga,A r (t1; t),

logo,

A r (t1; t) = #(t1 ¡ t)[A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)]

de modo que,
Z

C1

d¿ A(t1; ¿)B < (¿; t01) =
Z + 1

¡1
dt A r (t1; t)B < (t; t 0

1): (2.3.4)

A segunda integral, sobre o contornoC2, ¶e obtida de maneira an¶aloga, aqui ¶e apresentado apenas

o resultado,
Z

C2

d¿ A< (t1; ¿)B (¿; t01) =
Z + 1

¡1
dt A < (t1; t)B a(t; t 0

1): (2.3.5)
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Finalmente, usando (2.3.4) e (2.3.5), pode-se escreverC< na forma:

C< (t1; t0
1) =

Z + 1

¡1
dt [A r (t1; t)B < (t; t 0

1) + A< (t1; t)B a(t; t 0
1)]: (2.3.6)

Caso fosse tomada a ordem inversa dos tempos na ¯gura 2.4a, seria poss¶³vel obter uma express~ao

an¶aloga paraC> . No entanto, isso pode ser feito diretamente bastando trocar os ¶³ndices> por <

em (2.3.6).

¶E poss¶³vel generalizar este resultado para o produto de três fun»c~oes: seD = ABC no contorno,

ent~ao no eixo real o resultado ¶e,

D =
Z

C
ABC ) D < =

Z
dt [A r B r C< + A r B < Ca + A< B aCa]; (2.3.7)

novamente um resultado similar pode ser obtido para a fun»c~ao de GreenD > .

Muitas vezes ¶e necess¶aria a componente retardada de um produto de fun»c~oes de¯nidas no con-

torno. Combinando as de¯ni»c~oes (2.2.3), pode-se escrever a fun»c~ao retardadaCr em termos das

fun»c~oes de correla»c~aoC> e C< da seguinte forma,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)[C> (t1; t0
1) ¡ C< (t1; t0

1)]

e substituindo a equa»c~ao (2.3.6) e a correspondente paraC> pode-se escrever ainda,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
Z + 1

¡1
dt

£
A r (t1; t)B > (t; t 0

1) + A> (t1; t)B a(t; t 0
1)

¡ A r (t1; t)B < (t; t 0
1) ¡ A< (t1; t)B a(t; t 0

1)
¤

e agrupando os termos correspondentes, segue que,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
Z + 1

¡1
dt

¡
A r (t1; t)[B > (t; t 0

1) ¡ B < (t; t 0
1)] + [ A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)]B a(t; t 0

1)
¢

:

Substituindo as de¯ni»c~oes deA r (t1; t) e B a(t; t 0
1), tem-se que,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
· Z + 1

¡1
dt #(t1 ¡ t)[A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B > (t; t 0

1) ¡ B < (t; t 0
1)]+

+
Z + 1

¡1
dt #(t0

1 ¡ t)[A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B < (t; t 0
1) ¡ B > (t; t 0

1)]
¸

e devidos µas fun»c~oes de Heaviside nos integrandos, pode-se limitar a integra»c~ao no intervalo,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
· Z + t1

¡1
dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B > (t; t 0

1) ¡ B < (t; t 0
1)]+

+
Z + t0

1

¡1
dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B < (t; t 0

1) ¡ B > (t; t 0
1)]

#
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e invertendo os limites da segunda integra»c~ao e a ordem do segundo fator, segue que,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
· Z + t1

¡1
dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B > (t; t 0

1) ¡ B < (t; t 0
1)]+

+
Z ¡1

+ t0
1

dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B > (t; t 0
1) ¡ B < (t; t 0

1)]

#

e com isso, pode-se novamente juntar as duas integrais em uma s¶o,

Cr (t1; t0
1) = #(t1 ¡ t0

1)
Z t1

t0
1

dt [A> (t1; t) ¡ A< (t1; t)][B > (t; t 0
1) ¡ B < (t; t 0

1)]:

Usando o fato de que#(t1 ¡ t0
1) = #(t1 ¡ t)#(t ¡ t0

1), ent~ao ¯nalmente pode-se escrever,

Cr (t1; t0
1) =

Z t1

t0
1

dt A r (t1; t)B r (t; t 0
1): (2.3.8)

O resultado (2.3.8) pode ser generalizado para o produto de três ou mais fun»c~oes. Para o caso

de três fun»c~oes o resultado ¶e dado por,

D r =
Z

dt A r B r Cr : (2.3.9)

Al¶em dos exemplos mostrados, existem outras rela»c~oes que podem ser obtidas seguindo os proce-

dimentos descritos nesta se»c~ao. Na pr¶oxima se»c~ao, a continua»c~ao anal¶³tica ¶e empregada na equa»c~ao

de Dyson (2.3.1) com o objetivo de obter uma equa»c~ao1 para G< .

2.4 A equa»c~ao de Keldysh

A equa»c~ao de Dyson (2.3.1) ¶e de¯nida sobre o contorno de ordenamento temporal, e com o

objetivo de aplic¶a-la para resolver problemas f¶³sicos, ¶e necess¶ario reescrevê-la em termos de vari¶aveis

reais. A equa»c~ao (2.3.1) ¶e dada por,

G(¿1; ¿0
1) = G0(¿1; ¿0

1) +
Z

C
d¿2

Z

C
d¿3 G0(¿1; ¿2)§( ¿2; ¿3)G(¿3; ¿0

1)

por simplicidade ser~ao omitidos os argumentos das fun»c~oes de Green e auto-energia e tamb¶em as

integra»c~oes sabendo-se que as mesmas est~ao impl¶³citas:

G = G0 + G0§ G

1 ¶E poss¶³vel tamb¶em obter equa»c~oes para as demais fun»c~oes de GreenG> , Gr e Ga seguindo os mesmos procedi-

mentos.
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e aplicando a equa»c~ao (2.3.7) sobre a equa»c~ao de Dyson segue que,

G< = G<
0 + Gr

0§ r G< + Gr
0§ < Ga + G<

0 § aGa

Desde que o objetivo ¶e obterG< , ¶e realizada uma itera»c~ao na equa»c~ao acima em rela»c~ao aG<

G< = G<
0 + Gr

0§ < Ga + G<
0 § aGa + Gr

0§ r (G<
0 + Gr

0§ r G< + Gr
0§ < Ga + G<

0 § aGa)

G< = G<
0 + Gr

0§ < Ga + G<
0 § aGa + Gr

0§ r Gr
0§ < Ga + Gr

0§ r G<
0 § aGa + Gr

0§ r G<
0 + Gr

0§ r Gr
0§ r G<

e agrupando os termos,

G< = G<
0 (1 + § aGa) + ( Gr

0 + Gr
0§ r Gr

0)§ < Ga + Gr
0§ r G<

0 (1 + § aGa) + Gr
0§ r Gr

0§ r G< :

Iterando mais uma vez, tem-se que,

G< = G<
0 (1 + § aGa) + ( Gr

0 + Gr
0§ r Gr

0)§ < Ga + Gr
0§ r G<

0 (1 + § aGa) + Gr
0§ r Gr

0§ r (G<
0 +

+ Gr
0§ r G< + Gr

0§ < Ga + G<
0 § aGa)

e efetuando as multiplica»c~oes:

G< = G<
0 (1 + § aGa) + ( Gr

0 + Gr
0§ r Gr

0)§ < Ga + Gr
0§ r G<

0 (1 + § aGa)+

+ Gr
0§ r Gr

0§ r G<
0 + Gr

0§ r Gr
0§ r Gr

0§ r G< + Gr
0§ r Gr

0§ r Gr
0§ < Ga + Gr

0§ r Gr
0§ r G<

0 § aGa

e agrupando novamente os termos, obt¶em-se que,

G< = G<
0 (1 + § aGa) + ( Gr

0 + Gr
0§ r Gr

0 + Gr
0§ r Gr

0§ r Gr
0 + :::)§ < Ga

+ ( Gr
0§ r + Gr

0§ r Gr
0§ r + :::)G<

0 + ( Gr
0§ r + Gr

0§ r Gr
0§ r + :::)G<

0 § aGa:

A equa»c~ao acima sugere que com um n¶umero in¯nito de itera»c~oes pode-se obter:

G< = G<
0 (1 + § aGa) + Gr § < Ga + Gr § r G<

0 + Gr § r G<
0 § aGa

e colocando alguns termos em evidência,

G< = G<
0 (1 + § aGa) + Gr § r G<

0 (1 + § aGa) + Gr § < Ga;

ou ainda,

G< = ( G<
0 + Gr § r G<

0 )(1 + § aGa) + Gr § < Ga
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e fatorando G<
0 , tem-se ¯nalmente a equa»c~ao de Keldyshpara G< :

G< = (1 + Gr § r )G<
0 (1 + § aGa) + Gr § < Ga: (2.4.1)

Esta equa»c~ao tem dois termos: o primeiro corresponde ao decaimento inicial do sistema enquanto

que o segundo termo ¶e o termo de espalhamento. Desde que neste trabalho o interesse est¶a no estado

estacion¶ario do sistema, o primeiro termo n~ao ir¶a contribuir.

Para completar a an¶alise ¶e necess¶ario obter as equa»c~oes para as fun»c~oes de GreenGr e Ga. Isso ¶e

obtido aplicando as regras de Langreth na equa»c~ao de Dyson (2.3.1). O desenvolvimento ¶e an¶alogo

ao realizado para obter (2.4.1) e, portanto, ¶e apresentado apenas o resultado:

Gr;a = Gr 0;a0 + Gr 0;a0§ r;a Gr;a : (2.4.2)

As equa»c~oes (2.4.1) e (2.4.2) s~ao os resultados centrais deste cap¶³tulo e formam o conjunto

b¶asico de equa»c~oes que permitem determinar as propriedades de transporte de um sistema fora do

equil¶³brio. No pr¶oximo cap¶³tulo, estas equa»c~oes ser~ao aplicadas no estudo de uma nanoestrutura

h¶³brida composta de dois pontos quânticos em s¶erie conectados a um eletrodo supercondutor e a

dois eletrodos ferromagn¶eticos.

2.5 Formalismo de Keldysh para nanoestruturas h¶³bridas

No contexto de problemas de tunelamento, o formalismo de Keldysh pode ser introduzido da se-

guinte forma: Para t < t 0 os eletrodos [i.e., o eletrodo esquerdo (L ) e direito (R)] est~ao desacoplados

da regi~ao central (C), e cada regi~ao est¶a em equil¶³brio t¶ermico, veja ¯gura 2.5. As fun»c~oes distri-

bui»c~ao de equil¶³brio para as três regi~oes s~ao caracterizadas por seus respectivos potenciais qu¶³micos;

estes n~ao precisam coincidir nem as diferen»cas entres os potenciais qu¶³micos s~ao necessariamente

pequenas. Os acoplamentosVCR e VCL entre as diferentes regi~oes s~ao ent~ao ligadas parat > t 0

e tratadas como perturba»c~oes dentro do contexto de n~ao-equil¶³brio descrito neste cap¶³tulo. Para

modelar este sistema ¶e de¯nido um Hamiltoniano dado pela seguinte forma geral:

Ĥ = ĤL + ĤR + ĤC + ĤT (2.5.1)

onde ĤL + ĤR descreve os eletrodos,̂HT ¶e o tunelamento entre os eletrodos e a regi~ao central

e ĤC modela a regi~ao central na qual pode ser considerada a presen»ca de intera»c~oes. Para fazer

uma correspondência com o formalismo geral desenvolvido neste cap¶³tulo, o termôHT corresponde

a parte Ĥ 0(t) do Hamiltoniano (2.1.1); os eletrodosĤL + ĤR correspondem aĤ0 desde que os
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el¶etrons nos eletrodos s~ao considerados n~ao interagentes; os termo descrevendo a parte central do

sistema corresponde a parte interagentêH i de (2.1.1).

Figura 2.5: Para t < t 0 os eletrodosL e R est~ao desacoplados da regi~ao centralC encontrando-se em

equil¶³brio com seus respectivos reservat¶orios com diferentes potenciais qu¶³micos. Parat > t 0 o potencial de

acoplamento entre os eletrodos e a regi~ao central ¶e ligado e uma corrente ¶e estabelecida pela aplica»c~ao de um

potencial el¶etrico eV = ¹ L ¡ ¹ R . [81].

Desde que os el¶etrons s~ao considerados n~ao interagentes nos eletrodosL e R, o Hamiltoniano

ĤL + ĤR pode ser escrito da seguinte forma,

ĤL + ĤR =
X

k¾

²k¾ay
k¾ak¾ +

X

p¾

²p¾by
p¾bp¾: (2.5.2)

O tunelamento entre os eletrodos e a regi~ao central pode ser de¯nido por,

ĤT =
X

k¾

[VCL;k¾cy
¾ak¾ + VCR;k¾cy

¾bk¾ + H.c.] ; (2.5.3)

onde o primeiro termo transfere el¶etrons do eletrodoL para a regi~ao centralC com amplitude VCL;k¾

e o segundo termo transfere el¶etrons do eletrodoR para a regi~ao central com amplitudeVCR;k¾. Os

termos conjugados representam os processos inversos.

A forma escolhida para a regi~ao central depende da geometria e do processo f¶³sico a ser inves-

tigado. Em particular, para os sistemas que ser~ao considerados neste trabalho de tese, a regi~ao

central ¶e modelada por um Hamiltoniano tipo Anderson [88] considerando intera»c~oes intra e inter

pontos quânticos (veja ¯gura 1.4 do cap¶³tulo 1),

ĤC =
X

¾

²a¾n̂a¾ +
X

¾

²b¾̂nb¾+ U[n̂a" n̂a# + n̂b" n̂b#] + K
X

¾

[n̂a¾n̂a¾0 + n̂b¾̂nb¾0]+

+
X

¾

[tabcy
a¾cb¾+ t¤

abc
y
b¾ca¾]: (2.5.4)
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Na equa»c~ao (2.5.4), o primeiro e segundo termos representam os pontos quânticos isolados, cada

um com um n¶³vel degenerado em spin²¾, rotulados por a e b. O termo com U descreve a intera»c~ao

intra ponto quântico e K descreve a repuls~ao inter pontos quânticos. O ¶ultimo termo representa a

transferência de el¶etrons entre os pontos quânticos (\hopping"). Este Hamiltoniano permite modelar

um sistema composto por pontos quânticos duplos dentro do formalismo de Keldysh.

Uma vez de¯nido o Hamiltoniano (2.5.1), as equa»c~oes (2.4.1) e (2.4.2) podem ser aplicadas para

determinar as fun»c~oes de Green no formalismo de n~ao equil¶³brio. Estas fun»c~oes de Green permitem

o c¶alculo de quantidades f¶³sicas de maneira direta. Por exemplo, a ocupa»c~ao m¶edia pode ser obtida

fazendot = t0 e r = r 0 na de¯ni»c~ao deG< :

ĥn(r )i = ¡ iG < (r ; t; r ; t): (2.5.5)

A densidade de corrente (j ) tamb¶em pode ser obtida a partir da fun»c~ao de Green de correla»c~ao,

G< . A express~ao geral dej ¶e dada por,

j (r ; t) =
~2

2m
lim
r 0! r

(r r ¡ r r 0) lim
" ! 0

G< (r ; t; r 0; t + " ): (2.5.6)

As fun»c~oes de Green retardada e avan»cada cont¶em informa»c~ao sobre as propriedades espectrais

do sistema. No espa»co de Fourier, a densidade de estados pode ser escrita da seguinte forma:

D(²) =
Z

dk
(2¼)3 i [Gr (k ; ²) ¡ Ga(k ; ²)]: (2.5.7)

Estes s~ao alguns exemplos de quantidades f¶³sicas que podem ser obtidas diretamente das fun»c~oes

de Green. No pr¶oximo cap¶³tulo o formalismo de Keldysh ser¶a aplicado ao sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡

PQb ¡ S adotando-se o procedimento descrito nesta se»c~ao.
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Aplica»c~ao do formalismo de Keldysh ao sistema

(F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb ¡ S

3.1 Modelo e Formula»c~ao

Neste trabalho ser¶a considerado uma nanoestrutura h¶³brida mostrada no diagrama esquem¶atico

da ¯gura 3.1. Na parte central existem dois pontos quânticos conectados em s¶erie denotados pora e

b. Estes pontos quânticos est~ao conectados a terminais que permitem aplicar um potencial de gate

os quais s~ao chamadosVga e Vgb. O ponto quântico b est¶a conectado a um eletrodo supercondutor,

o qual ¶e mantido aterrado. O ponto quânticoa est¶a conectado aos dois eletrodos ferromagn¶eticos

denominados 1 e 2, os quais s~ao submetidos a potenciaisV1 e V2, respectivamente. A magnetiza»c~ao

do ferromagneto 1 ¶e de¯nida como sendo o eixo ^z enquanto que a magnetiza»c~ao do ferromagneto 2

est¶a orientada em uma dire»c~ao ^z0 a qual faz um ânguloµ com a dire»c~ao ^z. Ser¶a considerado que a

dire»c~aoµ pode ser variada de modo que a magnetiza»c~ao dos ferromagnetos pode ser variada desde

uma con¯gura»c~ao paralela quando ^z0 = ẑ at¶e a uma con¯gura»c~ao antiparalela onde ^z0 = ¡ ẑ.

3.1.1 Hamiltonianos supercondutor e ferromagn¶etico

Ser¶a considerado que o movimento dos el¶etrons est¶a con¯nado ao longo da dire»c~ao longitudinal ^x

como mostrado na ¯gura 3.1. Ser¶a adotado o modelo de Stoner [89] para os eletrodos ferromagn¶eticos

e o Hamiltoniano BCS para o supercondutor [90].

No modelo de Stoner o ferromagnetismo ¶e introduzido por um campo m¶edioh, que separa as

bandas de el¶etrons com spin up da banda de el¶etrons com spin down. O Hamiltoniano ¶e escrito da

seguinte forma,

ĤF =
Z

dx ª̂ y(x)
µ

¡
~2

2m¤ r 2
x ¡ ¾̂¢h ¡ ¹

¶
ª̂( x); (3.1.1)

27
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vga vgb
F2

F1

Sa

+V 1

b

+V 2

Figura 3.1: Diagrama esquem¶atico do sistema estudado neste trabalho de tese. A nanoestrutura ¶e composta

por dois pontos quânticos em s¶erie, denominadosa e b, conectados a eletrodos ferromagn¶eticos e supercondu-

tores. Ao ponto quântico a est~ao ligados dois eletrodos ferromagn¶eticosF1 e F2, submetidos a potenciaisV1 e

V2, respectivamente. O eletrodo supercondutor ¶e conectado ao ponto quânticob e o mesmo ¶e mantido aterrado.

A corrente que entra no supercondutor ¶e oriunda da soma das correntes de cada eletrodo ferromagn¶etico.

onde m¤ ¶e a massa efetiva,̂¾ = ( ¾̂x ; ¾̂y ; ¾̂z) ¶e o operador de spin de Pauli,¹ ¶e o potencial qu¶³mico

e ª̂ y(x) = ( Ã̂y
" ; Ã̂y

#) ¶e o spinor de campo. No que segue, ser¶a assumido que a magnetiza»c~aoh faz

um ângulo µ em rela»c~ao ao eixo ^z, enquanto que ser¶a ignorada a dire»c~ao perpendicular µa dire»c~ao de

transporte desde que esta n~ao ¶e relevante para as propriedades de transporte, conforme discutido

na referência [91].

Dentro da aproxima»c~ao de campo m¶edio, o supercondutor ¶e modelado pelo Hamiltoniano BCS,

dado por:

ĤS =
X

¾

Z
dx ª̂ y

¾(x)
µ

¡
~2

2m¤ r 2
x ¡ ¹

¶
ª̂ ¾(x) +

Z
dx [¢( x)ª̂ y

" (x)ª̂ y
#(x) + ¢ ¤(x)ª̂ #(x)ª̂ " (x)]:

(3.1.2)

Na equa»c~ao (3.1.2),ª̂ y
¾ ¶e o operador de campo para el¶etrons com spin¾ = " ; #, ¢( x) =

Uhª̂ #(x)ª̂ " (x)i ¶e o potencial de pares, com a constanteU caracterizando a atra»c~ao el¶etron-el¶etron.

Em geral, o potencial de pares deve ser determinado de maneira auto-consistente, e neste trabalho

ser¶a assumido que o potencial de pares independe da posi»c~ao e da energia. O potencial de pares

¶e, em geral, uma grandeza complexa cujo m¶odulo ¶e o gap de energia do espectro de excita»c~oes do

supercondutor. Desde que este trabalho est¶a restrito µa sistemas com apenas um supercondutor, a

fase do potencial de pares pode ser descartada de modo que ¢ pode ser considerado real. Esta

suposi»c~ao n~ao ¶e v¶alida caso fosse considerado um segundo supercondutor e a fase n~ao poderia ser

eliminada dos c¶alculos [92].

Neste trabalho ser~ao consideradas as propriedades de transporte dos el¶etrons, por esta raz~ao, ¶e



3. Aplica»c~ao do formalismo de Keldysh ao sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb ¡ S 29

conveniente trabalhar com o Hamiltoniano no espa»cok. Expandindo o operador de campo do el¶etron

na dire»c~ao longitudinal comoª̂ ¾(x) =
P

k eikx ak¾(eikx sk¾) ¶e poss¶³vel escrever os Hamiltonianos para

o ferromagneto e o supercondutor da seguinte forma,

ĤF =
X

k¾

[²k ¡ sgn(¾)h cosµ ¡ ¹ F ]by
k¾bk¾ ¡

X

k¾

h senµby
k¾bk ¹¾ (3.1.3)

e,

ĤS =
X

k¾

(²k ¡ ¹ S)sy
k¾sk¾ +

X

k

³
¢ sy

k" sy
¡ k# + ¢ ¤s¡ k#sk"

´
: (3.1.4)

onde ²k = ~2k2=2m¤ e ¹¾ corresponde ao spin oposto de¾. Os operadoresbk¾(by
k¾) e sk¾(sy

k¾)

s~ao operadores de aniquila»c~ao (cria»c~ao) de el¶etrons com vetor de ondak e spin ¾ dos eletrodos

ferromagn¶eticos e supercondutor, respectivamente.

Em supercondutores existem correla»c~oes entre dois operadores de cria»c~ao ou dois operadores de

aniquila»c~ao com spins opostos os quais est~ao relacionados com a correla»c~ao el¶etron-buraco. Quando

os ferromagnetos s~ao introduzidos, a correla»c~ao entre um operador de cria»c~ao e aniquila»c~ao com

mesmo sinal de spin tamb¶em precisa ser considerada. Para incorporar estes dois tipos de correla»c~oes

de modo uni¯cado e tratar ambos os eletrodos de igual maneira ¶e introduzida a nota»c~ao de Nambu

generalizada para o espa»co part¶³cula-buraco com quatro dimens~oes [93]. De¯nindo o spinor©̂ fk =

(b̂y
k" b̂k# b̂y

k# b̂k" )y para o eletrodo ferromagn¶etico e©̂sk = ( ŝy
k" ŝk# ŝy

k# ŝk" )y, para o eletrodo

supercondutor, ¶e poss¶³vel reescrever os Hamiltonianos (3.1.3) e (3.1.4) da seguinte forma,

ĤF (µ) =
X

k

©̂
y
fk ÊF;k (µ)©̂ fk (3.1.5)

onde,

ÊF;k (µ) =

0

B
B
B
B
B
B
@

²k ¡ h cosµ ¡ ¹ F 0 ¡ h senµ 0

0 ¡ (²k + h cosµ ¡ ¹ F ) h senµ

¡ h senµ 0 ²k + h cosµ ¡ ¹ F 0

0 h senµ 0 ¡ (²k ¡ h cosµ ¡ ¹ F )

1

C
C
C
C
C
C
A

Aqui ¶e conveniente reescrever̂EF;k em termos de²k¾ = ²k ¡ sgn(¾)h ¡ ¹ F . Usando esta de¯ni»c~ao

na matriz ÊF;k tem-se que,

ÊF;k (µ) =

0

B
B
B
B
B
B
@

c2²k" + s2²k# 0 sc(²k" ¡ ²k#) 0

0 ¡ (c2²k# + s2²k" ) ¡ sc(²k" ¡ ²k#)

sc(²k" ¡ ²k#) 0 c2²k# + s2²k" 0

0 ¡ sc(²k" ¡ ²k#) 0 ¡ (c2²k" + s2²k#)

1

C
C
C
C
C
C
A
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com s ´ senµ=2 e c ´ cosµ=2 .

No caso do metal supercondutor, o Hamiltoniano ¶e dado por,

ĤS =
X

k

©̂
y
skÊS;k©̂sk (3.1.6)

e a matriz ÊS;k ¶e dada por,

ÊS;k =

0

B
B
B
B
B
B
@

²k ¡ ¹ S ¢ 0 0

¢ ¡ (²k ¡ ¹ S) 0 0

0 0 (²k ¡ ¹ S) ¡ ¢

0 0 ¡ ¢ ¡ (²k ¡ ¹ S)

1

C
C
C
C
C
C
A

:

No sistema apresentado na ¯gura 3.1, o eletrodoF1 ¶e modelado pelo HamiltonianoĤ1 = ĤF (µ =

0) e o eletrodoF2 ¶e descrito pelo pr¶oprio HamiltonianoĤ2 = ĤF (µ).

3.1.2 Hamiltoniano do ponto quântico duplo

Ser¶a considerado que os pontos quânticos apresentam apenas um n¶³vel degenerado em spin que

pode ser deslocado por um potencial de gate em cada ponto quântico. Tamb¶em ser~ao consideradas

intera»c~oes entre os pontos quânticos, caracterizada pela constanteK, e intera»c~oes em cada ponto

quântico, caracterizada pela constanteU. O tunelamento (\hopping") ser¶a descrito pelo constante

tab, de modo que o Hamiltoniano completo ¶e dado por:

Ĥ 0
dqd =

X

¾

(²a¾ ¡ eVga)n̂a¾ +
X

¾

(²b¾¡ eVgb)n̂b¾+ U[n̂a" n̂a# + n̂b" n̂b#]

+
X

¾

Kn̂a¾n̂b¾+
X

¾

[tabca¾cy
b¾+ H.c.] : (3.1.7)

O Hamiltoniano (3.1.7) n~ao possui solu»c~ao exata devido aos termos de intera»c~ao. Desta forma,

estas intera»c~oes ser~ao tratadas dentro da aproxima»c~ao de campo m¶edio que permite escrever (3.1.7)

na forma de um Hamiltoniano de uma part¶³cula,

Ĥdqd =
X

¾

Ea¾n̂a¾ +
X

¾

Eb¾̂nb¾+
X

¾

[tabcy
a¾cb¾+ h.c.] (3.1.8)

onde,

Ea¾ = ²a ¡ Vga +
K
2

ĥnbi +
U
2

ĥna¹¾i ;

Eb¾= ²b ¡ Vgb +
K
2

ĥnai +
U
2

ĥnb¹¾i
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Na aproxima»c~ao de campo m¶edio os n¶³veis dos pontos quânticos s~ao renormalizados pelos valores

m¶edios das ocupa»c~oes. No caso da intera»c~aoU, a renormaliza»c~ao levanta a degenerescência de

spin. A aproxima»c~ao de campo m¶edio ¶e a primeira aproxima»c~ao que ¶e realizada no tratamento de

intera»c~oes. No limite de baixos valores de correla»c~ao e com polariza»c~ao ¯nita dos ferromagnetos,

esta aproxima»c~ao permite capturar a f¶³sica envolvida nestes sistemas.¶E v¶alido observar que as

ocupa»c~oes m¶edias s~ao determinadas de maneira auto-consistente. A aproxima»c~ao de campo m¶edio ¶e

extremamente ¶util no sentido de fornecer uma descri»c~ao qualitativa apropriada das intera»c~oes e sua

validade usualmente extrapola as previs~oes te¶oricas. No entanto, a exata validade dos resultados

obtidos atrav¶es desta aproxima»c~ao pode ser avaliada apenas atrav¶es de experimentos.

O Hamiltoniano (3.1.8) deve ser expresso na nota»c~ao de Nambu [93]. Assim, este ¶e reescrito na

seguinte forma,

Ĥdqd = ª̂ y
aÊaª̂ a + ª̂ y

bÊbª̂ b + ª̂ y
a t̂ abª̂ b + ª̂ y

b̂t
y
abª̂ a; (3.1.9)

onde,

Ê® =

0

B
B
B
B
B
B
@

E®" 0 0 0

0 ¡ E®# 0 0

0 0 E®# 0

0 0 0 ¡ E®"

1

C
C
C
C
C
C
A

; e; t̂ ab =

0

B
B
B
B
B
B
@

tab 0 0 0

0 ¡ t¤
ab 0 0

0 0 tab 0

0 0 0 ¡ t¤
ab

1

C
C
C
C
C
C
A

onde ® = a; b.

3.1.3 Hamiltoniano de tunelamento

O Hamiltoniano de tunelamento ¶e dado pela equa»c~ao (3.1.10) e descreve o tunelamento entre os

pontos quânticos e os eletrodos. Os dois primeiros termos descrevem o tunelamento entre o ponto

quântico a e os ferromagnetosF1 e F2 com amplitude t1 e t2, respectivamente. O terceiro termo

descreve o tunelamento entre o ponto quânticob e o supercondutor com amplitudets.

ĤT =
X

k¾

[t1ay
k¾ca¾ + H.c.] +

X

k¾

[t2by
k¾ca¾ + H.c.] +

X

p¾

[tssy
p¾cb¾+ H.c.] (3.1.10)

Assim como nos demais termos, este Hamiltoniano deve ser expresso na representa»c~ao de Nambu.

Nesta nota»c~ao (3.1.10) pode ser escrito da seguinte forma,

ĤT =
X

k

[©̂
y
1k t̂ 1ª̂ a + H.c.] +

X

k

[©̂
y
2k t̂ 2ª̂ a + H.c.] +

X

p

[©̂
y
spt̂ sª̂ a + H.c.] : (3.1.11)
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onde ©̂1k = ( ây
k" âk# ây

k# âk" )y, ¶e o spinor para o ferromagneto 1,̂©2k = ( b̂y
k" b̂k# b̂y

k# b̂k" )y, ¶e o

spinor do ferromagneto 2 e©̂sk = ( ŝy
k" ŝk# ŝy

k# ŝk" )y, ¶e o spinor do eletrodo supercondutor.

As matrizes de tunelamento têm a seguinte forma,

t̂ ¯ =

0

B
B
B
B
B
B
@

t ¯ 0 0 0

0 ¡ t¤
¯ 0 0

0 0 t ¯ 0

0 0 0 ¡ t¤
¯

1

C
C
C
C
C
C
A

onde ¯ = 1 ; 2; s.

Atrav¶es das equa»c~oes (3.1.5), (3.1.6), (3.1.9) e (3.1.11) o Hamiltoniano geral para o sistema

(F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S, pode ser escrito da seguinte forma,

Ĥ =
X

k

©̂
y
1k ÊF;k (0)©̂1k +

X

k

©̂
y
2k ÊF;k (µ)©̂2k +

X

k

©̂
y
skÊS;k©̂sk + ª̂ y

aÊaª̂ a + ª̂ y
bÊbª̂ b + ª̂ y

a t̂ abª̂ b

+ ª̂ y
b̂t

y
abª̂ a +

X

k

[©̂
y
1k t̂ 1ª̂ a + H.c.] +

X

k

[©̂
y
2k t̂ 2ª̂ a + H.c.] +

X

k

[©̂
y
k t̂ sª̂ a + H.c.] :

(3.1.12)

Para determinar as propriedades de transporte do sistema (F1; F2)¡ QDa¡ QDb¡ S ser¶a aplicado

o formalismo de Keldysh desenvolvido no cap¶³tulo anterior, ou seja, ser~ao determinadas as fun»c~oes

de Green correspondentes ao Hamiltoniano (3.1.12).

3.2 Fun»c~oes de Green dos pontos quânticos

A seguir ser~ao determinadas as fun»c~oes de GreenG r , G a e G < para os pontos quânticosa e b.

Estas fun»c~oes permitem determinar todas as quantidades relevantes para caracterizar as proprieda-

des de transporte. Para tal ¯m ser¶a aplicado o m¶etodo da equa»c~ao de movimento que consiste em

obter um conjunto de equa»c~oes diferenciais paraG r , G a e G < a partir da evolu»c~ao temporal dos

operadores de cria»c~ao e aniquila»c~ao que aparecem na de¯ni»c~ao da fun»c~ao de Green.

3.2.1 C¶alculo das fun»c~oes de Green G r=a
aa e Gr=a

bb

O c¶alculo deG r=a
aa e G r=a

bb pode ser realizado atrav¶es do m¶etodo de equa»c~ao de movimento que

consiste em construir equa»c~oes diferenciais para as fun»c~oes de Green de modo a obter fun»c~oes de

Green de ordem mais alta. Em certo momento ¶e realizado um truncamento deste c¶alculo e um
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conjunto de equa»c~oes fechadas para as fun»c~oes de Green ¶e obtido. Este m¶etodo pode ser aplicado

aqui devido µa similaridade entre os formalismos de n~ao-equil¶³brio com o formalismo de equil¶³brio.

C¶alculo de G r
aa

A fun»c~ao de Green do ponto quânticoa, G r
aa, ¶e de¯nida da seguinte forma,

G r
aa(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)£

£

0

B
B
B
B
B
B
@

hfĉa" (t); ĉy
a" (t0)gi hf ĉa" (t); ĉa#(t0)gi hf ĉa" (t); ĉy

a#(t0)gi hf ĉa" (t); ĉa" (t0)gi

hfĉy
a#(t); ĉy

a" (t0)gi hf ĉy
a#(t); ĉa#(t0)gi hf ĉy

a#(t); ĉy
a#(t0)gi hf ĉy

a#(t); ĉa" (t0)gi

hfĉa#(t); ĉy
a" (t0)gi hf ĉa#(t); ĉa#(t0)gi hf ĉa#(t); ĉy

a#(t0)gi hf ĉa#(t); ĉa" (t0)gi

hfĉy
a" (t); ĉy

a" (t0)gi hf ĉy
a" (t); ĉa#(t0)gi hf ĉy

a" (t); ĉy
a#(t0)gi hf ĉy

a" (t); ĉa" (t0)gi

1

C
C
C
C
C
C
A

(3.2.1)

A evolu»c~ao temporal dos operadores de cria»c~ao e aniquila»c~ao ¶e obtida via equa»c~ao de Heisenberg.

Para o operadorĉy
a¾(t0) a equa»c~ao de evolu»c~ao temporal ¶e dada por,

i@t0cy
a¾(t0) = ¡ Ea¾cy

a¾(t0) ¡
X

k

t1ay
k¾(t0) ¡

X

k

t2by
k¾(t0) ¡ tabc

y
b¾(t0): (3.2.2)

Para o primeiro elemento de matriz de (3.2.1), segue que,

¡ i@t0Gr
aa;11(t ¡ t0) = ±(t ¡ t0)hfĉa" (t); ĉy

a" (t0)gi ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); [¡ i@t0ĉy
a" (t0)]gi

desde que o primeiro termo ¶e n~ao nulo apenas parat = t0 ent~ao o anti-comutador ¶e de¯nido e igual

a 1. Assim, tem-se que,

¡ i@t0Gr
aa;11(t ¡ t0) = ±(t ¡ t0) ¡ Ea" i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

a" (t0)gi ¡
X

k

t1i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); ay
k" (t0)gi

¡
X

k

t2i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); by
k" (t0)gi ¡ tabi# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

b" (t0)gi

e usando as de¯ni»c~oes,

Gr
a1k;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); ay

k" (t0)gi

Gr
a2k;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); by

k" (t0)gi

Gr
ab;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

b" (t0)gi

pode-se escrever ainda,

¡ i@t0Gr
aa;11(t ¡ t0) = ±(t ¡ t0) + Ea" Gr

aa;11(t ¡ t0) +
X

k

t1Gr
a1k;11(t ¡ t0)

+
X

k

t2Gr
a2k;11(t ¡ t0) + tabGr

ab;11(t ¡ t0)
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e tomando a transformada de Fourier pode-se escrever ainda,

[! ¡ Ea" ]Gr
aa;11(! ) = 1 +

X

k

t1Gr
a1k;11(! ) +

X

k

t2Gr
a2k;11(! ) + tabGr

ab;11(! )

Esta equa»c~ao permite escrever o elemento de matrizGr
aa;11(! ) em termos de outras fun»c~oes de

Green. Um procedimento similar pode ser aplicado para os outros 15 elementos de matriz deG r
aa.

Ap¶os alguma ¶algebra, pode ser obtida a seguinte equa»c~ao matricial paraG r
aa:

0

B
B
B
B
B
B
@

Gr
aa; 11 Gr

aa; 12 Gr
aa; 13 Gr

aa; 14

Gr
aa; 21 Gr

aa; 22 Gr
aa; 23 Gr

aa; 24

Gr
aa; 31 Gr

aa; 32 Gr
aa; 33 Gr

aa; 34

Gr
aa; 41 Gr

aa; 42 Gr
aa; 43 Gr

aa; 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

! ¡ Ea" 0 0 0

0 ! + Ea# 0 0

0 0 ! ¡ Ea# 0

0 0 0 ! + Ea"

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

+

X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

Gr
a1;k= 11 Gr

a1;k= 12 Gr
a1;k= 13 Gr

a1;k= 14

Gr
a1;k= 21 Gr

a1;k= 22 Gr
a1;k= 23 Gr

a1;k= 24

Gr
a1;k= 31 Gr

a1;k= 32 Gr
a1;k= 33 Gr

a1;k= 34

Gr
a1;k= 41 Gr

a1;k= 42 Gr
a1;k= 43 Gr

a1;k= 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

t1 0 0 0

0 ¡ t¤
1 0 0

0 0 t1 0

0 0 0 ¡ t¤
1

1

C
C
C
C
C
C
A

+
X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

Gr
a2;k= 11 Gr

a2;k= 12 Gr
a2;k= 13 Gr

a2;k= 14

Gr
a2;k= 21 Gr

a2;k= 22 Gr
a2;k= 23 Gr

a2;k= 24

Gr
a2;k= 31 Gr

a2;k= 32 Gr
a2;k= 33 Gr

a2;k= 34

Gr
a2;k= 41 Gr

a2;k= 42 Gr
a2;k= 43 Gr

a2;k= 44

1

C
C
C
C
C
C
A

£

0

B
B
B
B
B
B
@

t2 0 0 0

0 ¡ t¤
2 0 0

0 0 t2 0

0 0 0 ¡ t¤
2

1

C
C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
B
@

Gr
ba; 11 Gr

ba; 12 Gr
ba; 13 Gr

ba; 14

Gr
ba; 21 Gr

ba; 22 Gr
ba; 23 Gr

ba; 24

Gr
ba; 31 Gr

ba; 32 Gr
ba; 33 Gr

ba; 34

Gr
ba; 41 Gr

ba; 42 Gr
ba; 43 Gr

ba; 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

tab 0 0 0

0 ¡ t¤
ab 0 0

0 0 tab 0

0 0 0 ¡ t¤
ab

1

C
C
C
C
C
C
A

e usando uma nota»c~ao mais compacta, pode-se escrever ainda:

G r
aa(! )[! I ¡ H qda] = 1 +

X

k

G r
a1k (! )t 1 +

X

k

G r
a2k (! )t 2 + G r

ab(! )t ab; (3.2.3)

e usando a equa»c~ao (D.1.7) do apêndice D, fazendo® = ° = a e ¯ = 1 ou 2, pode-se reescrever as

fun»c~oes de Green mistasG r
a1k e G r

a2k da seguinte forma,

G r
a1k (! ) = G r

aa(! )t̂ y
1gr

1k (! )

G r
a2k (! ) = G r

aa(! )t̂ y
2gr

2k (! )

Na equa»c~ao acimagr
1k (! ) e gr

2k (! ) s~ao as fun»c~oes de Green dos eletrodos ferromagn¶eticos iso-

lados dos pontos quânticos. Estas fun»c~oes de Green s~ao discutidas em detalhes no apêndice B.

Substituindo-se G r
a1k e G r

a2k em (3.2.3), segue que,

G r
aa(! )[! I ¡ H qda] = 1 + G r

aa(! )
X

k

t̂ y
1gr

1k (! )t 1 + G r
aa(! )

X

k

t̂ y
2gr

2k (! )t 2 + G r
ab(! )t ab
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e de¯nindo as auto-energias retardadas dos ferromagnetos 1 e 2 como:

§ r
1(! ) =

X

k

t̂ y
1gr

1k (! )t 1 (3.2.4)

§ r
2(! ) =

X

k

t̂ y
2gr

2k (! )t 2 (3.2.5)

pode-se reescreverG r
aa da seguinte forma,

G r
aa(! )[! I ¡ H qda ¡ § r

L (! )] = 1 + G r
ab(! )t ab (3.2.6)

onde,

§ r
L (! ) = § r

1(! ) + § r
2(! )

¶e a auto-energia devido ao acoplamento do ponto quânticoa com os eletrodos do lado esquerdo da

nanoestrutura que s~ao os dois eletrodos ferromagn¶eticos.

Aqui ¶e conveniente de¯nir a fun»c~ao de Green retardada do ponto quânticoa devido ao acopla-

mento com os eletrodos ferromagn¶eticos atrav¶es do resolvente,

G r 0
aa(! ) = [ ! I ¡ H qda ¡ § r

L (! )]¡ 1: (3.2.7)

Note que G r 0
aa leva em conta somente o acoplamento do ponto quântico com os ferromagnetos

sem considerar o acoplamento com o ponto quânticob.

Substituindo (3.2.7) em (3.2.6) tem-se que,

G r
aa(! ) = G r 0

aa(! ) + G r
ab(! )t abG r 0

aa(! ): (3.2.8)

Equa»c~ao para G r
ab

A equa»c~ao para a fun»c~ao de Green retardada para o ponto quânticoa, dada por (3.2.8), est¶a

de¯nida em termos da fun»c~ao de Green mista dos pontos quânticosa e b. A matriz para a fun»c~ao

de GreenG r
ab ¶e dada por,

G r
ab(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)£

£

0

B
B
B
B
B
B
@

hfĉa" (t); ĉy
b" (t0)gi hf ĉa" (t); ĉb#(t0)gi hf ĉa" (t); ĉy

b#(t0)gi hf ĉa" (t); ĉb" (t0)gi

hfĉy
a#(t); ĉy

b" (t0)gi hf ĉy
a#(t); ĉb#(t0)gi hf ĉy

a#(t); ĉy
b#(t0)gi hf ĉy

a#(t); ĉb" (t0)gi

hfĉa#(t); ĉy
b" (t0)gi hf ĉa#(t); ĉb#(t0)gi hf ĉa#(t); ĉy

b#(t0)gi hf ĉa#(t); ĉb" (t0)gi

hfĉy
a" (t); ĉy

b" (t0)gi hf ĉy
a" (t); ĉb#(t0)gi hf ĉy

a" (t); ĉy
b#(t0)gi hf ĉy

a" (t); ĉb" (t0)gi

1

C
C
C
C
C
C
A

(3.2.9)
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A exemplo do c¶alculo deG r
aa, aqui ser¶a mostrado o c¶alculo do primeiro elemento de matriz, os

demais elementos seguem diretamente. A equa»c~ao de movimento para o operador ^cy
b¾ ¶e escrita da

seguinte forma,

i@t0cy
b¾(t0) = ¡ Eb¾cy

b¾(t0) ¡
X

k

tssy
k¾(t0) ¡ t¤

abc
y
a¾(t0) (3.2.10)

Substituindo este resultado emGr
ab;11 pode-se escrever,

¡ i@t0Gr
ab;11(t ¡ t0) = ±(t ¡ t0)hfĉb" (t); ĉy

a" (t0)gi ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); ¡ i@t0[ĉy
b" (t0)]gi

e desde que o primeiro termo ¶e n~ao nulo apenas quandot = t0 o anticomutador ¶e de¯nido neste

caso. No entanto, operadores de diferentes pontos quânticos anti-comutam, i.e.,f ĉa" (t); ĉy
b" (t)g = 0

de modo que,

¡ i@t0Gr
ab;11(t ¡ t0) = ¡ Eb" i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

b" (t0)gi

¡ tsi# (t ¡ t0)
X

k

hfĉa" (t); sy
k" (t0)gi ¡ t¤

abi# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy
a" (t0)gi

e identi¯cando-se os elementos de matriz das fun»c~oes de Green correspondentes:

Gr
ba;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

b" (t0)gi

Gr
as;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)

X

k

hfĉa" (t); sy
k" (t0)gi

Gr
aa;11(t ¡ t0) = ¡ i# (t ¡ t0)hfĉa" (t); cy

a" (t0)gi

segue que,

¡ i@t0Gr
ba;11(t ¡ t0) = Eb" Gr

ba;11(t ¡ t0) + tsGr
as;11(t ¡ t0) + t¤

abG
r
aa;11(t ¡ t0)

ou ainda,

(¡ i@t0 ¡ Eb" )Gr
ba;11(t ¡ t0) = tsGr

as;11(t ¡ t0) + t¤
abG

r
aa;11(t ¡ t0)

e tomando a transformada de Fourier, tem-se que,

(! ¡ Eb" )Gr
ba;11(! ) = tsGr

as;11(! ) + t¤
abG

r
aa;11(! )

Os outros elementos de matriz podem ser obtidos de maneira an¶aloga. As 16 equa»c~oes podem

ser combinadas em uma nota»c~ao matricial da seguinte forma,

G r
ab(! )[! I ¡ H qdb] = G r

as(! )t s + G r
aa(! )t y

ab (3.2.11)
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e usando a equa»c~ao (D.1.7) do apêndice D, fazendo® = a, ° = b e ¯ = s, pode-se reescrever a

fun»c~ao de Green mistaG r
as da seguinte forma,

G r
as(! ) = G r

ab(! )t̂ y
s

X

k

gr
sk(! )

onde gr
sk(! ) ¶e a fun»c~ao de Green do eletrodo supercondutor isolado dos pontos quânticos (ver

apêndice B). Substituindo em (3.2.11), segue que,

G r
ab(! )[! I ¡ H qdb] = G r

ab(! )t̂ y
s

X

k

gr
sk(! )t s + G r

aa(! )t ab (3.2.12)

e de¯nindo a auto-energia retardada como,

§ r
R =

X

k

t̂ y
sgr

sk(! )t s (3.2.13)

pode-se reescrever (3.2.12) na seguinte forma,

G r
ab(! )[! I ¡ H qdb] = G r

ab(! )§ r
R + G r

aa(! )t y
ab

G r
ab(! )[! I ¡ H qdb ¡ § r

R ] = G r
aa(! )t y

ab

e de¯nindo,

G r 0
bb(! ) = [ ! I ¡ H qdb ¡ § r

R ]¡ 1 (3.2.14)

segue ¯nalmente,

G r
ab(! ) = G r

aa(! )t y
abG

r 0
bb(! ) (3.2.15)

Note que a fun»c~ao de Green retardadaG r 0
bb leva em conta apenas o acoplamento do ponto

quântico b com o supercondutor n~ao sendo considerado o acoplamento com ponto quânticoa.

Substituindo (3.2.15) em (3.2.8) segue que,

G r
aa(! ) = G r 0

aa(! ) + G r
aa(! )t y

abG
r 0
bb(! )t abG r 0

aa(! ) (3.2.16)

A equa»c~ao acima ¶e a fun»c~ao de Green retardada para o ponto quânticoa. Um c¶alculo similar

pode ser realizado para o ponto quânticob que resulta na seguinte equa»c~ao,

G r
bb(! ) = G r 0

bb(! ) + G r
bb(! )t y

abG
r 0
aa(! )t abG r 0

bb(! ): (3.2.17)
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As fun»c~oes de Green avan»cadas para os pontos quânticos podem ser obtidas tomando o adjunto

de (3.2.16) e (3.2.17) o que permite escrever,

G a
aa(! ) = G a0

aa(! ) + G a0
aa(! )t y

abG
a0
bb(! )t abG a

aa(! ) (3.2.18)

para o ponto quântico a. Para o ponto quântico b a fun»c~ao de GreenG a
bb ¶e dada por,

G a
bb(! ) = G a0

bb(! ) + G a0
bb(! )t y

abG
a0
aa(! )t abG a

bb(! ): (3.2.19)

¶E importante observar que as equa»c~oes (3.2.16) a (3.2.19) determinamG r=a
aa e G r=a

bb completa-

mente visto queG r=a0
aa e G r=a0

bb s~ao fun»c~oes conhecidas. As auto-energias§ r=a
L e § r=a

R e as fun»c~oes

de Green de equil¶³brio que permitem obter estas fun»c~oes de Green est~ao determinadas no apêndice

B.

3.2.2 C¶alculo da fun»c~ao de Green G <
aa

A fun»c~ao de Green de correla»c~ao para o ponto quânticoa, ¶e de¯nida por,

G <
aa(t; t 0) = i

0

B
B
B
B
B
B
@

hcy
a" (t0)ca" (t)i hca#(t0)ca" (t)i hcy

a#(t0)ca" (t)i hca" (t0)ca" (t)i

hcy
a" (t0)cy

a#(t)i hca#(t0)cy
a#(t)i hcy

a#(t0)cy
a#(t)i hca" (t0)cy

a#(t)i

hcy
a" (t0)ca#(t)i hca#(t0)ca#(t)i hcy

a#(t0)ca#(t)i hca" (t0)ca#(t)i

hcy
a" (t0)cy

a" (t)i hca#(t0)cy
a" (t)i hcy

a#(t0)cy
a" (t)i hca" (t0)cy

a" (t)i

1

C
C
C
C
C
C
A

: (3.2.20)

A evolu»c~ao temporal do operador ^cy
a¾(t0) ¶e obtido pela equa»c~ao de Heisenberg e ap¶os alguma

¶algebra o resultado ¯nal ¶e dado abaixo:

i@t0cy
a¾(t0) = ¡ Ea¾cy

a¾(t0) ¡
X

k

t1ay
k¾(t0) ¡

X

k

t2by
k¾(t0) ¡ tabc

y
b¾(t0): (3.2.21)

Substituindo (3.2.21) no elemento de matrizG<
aa;11(t; t 0) = i ĥcy

a" (t0)ĉa" (t)i segue que,

¡ i@t0G<
aa;11(t; t 0) =

*(

iE a" cy
a" (t0) + i

X

k

t1ay
k" (t0) + i

X

k

t2by
k" (t0) + it ¤

abc
y
b" (t0)

)

ca" (t)

+

(3.2.22)

e de¯nindo,

G<
a1k;11(t ¡ t0) = ihay

k" (t0)ca" (t)i (3.2.23)

G<
a2k;11(t ¡ t0) = ihby

k" (t0)ca" (t)i (3.2.24)

G<
ba;11(t ¡ t0) = ihcy

b" (t0)ca" (t)i (3.2.25)
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pode-se reescrever (3.2.22) da seguinte maneira,

¡ i@t0G<
aa;11(t ¡ t0) = Ea" G<

aa;11(t ¡ t0)

+ t1

X

k

G<
a1;k11(t ¡ t0) + t2

X

k

G<
a2;k11(t ¡ t0) + t¤

abG
<
ba;11(t ¡ t0) (3.2.26)

e tomando a transformada de Fourier da equa»c~ao (3.2.26) segue que,

!G <
aa;11(! ) = Ea" G<

aa;11(! ) + t1

X

k

G<
a1;k11(! ) + t2

X

k

G<
a2;k11(! ) + t¤

abG
<
ba;11(! )

ou ainda:

[! ¡ Ea" ] G<
aa;11(! ) = t1

X

k

G<
a1;k11(! ) + t2

X

k

G<
a2;k11(! ) + t¤

abG
<
ba;11(! ): (3.2.27)

As outras 15 equa»c~oes para os demais elementos de matriz de (3.2.20) seguem de maneira an¶aloga

a realizada para o elementoG<
aa;11. Estas 16 equa»c~oes podem novamente ser agrupadas na forma

de um produto matricial dado por,
0

B
B
B
B
B
B
@

G<
aa; 11 G<

aa; 12 G<
aa; 13 G<

aa; 14

G<
aa; 21 G<

aa; 22 G<
aa; 23 G<

aa; 24

G<
aa; 31 G<

aa; 32 G<
aa; 33 G<

aa; 34

G<
aa; 41 G<

aa; 42 G<
aa; 43 G<

aa; 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

! ¡ Ea" 0 0 0

0 ! + Ea# 0 0

0 0 ! ¡ Ea# 0

0 0 0 ! + Ea"

1

C
C
C
C
C
C
A

=
X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

G<
a1;k= 11 G<

a1;k= 12 G<
a1;k= 13 G<

a1;k= 14

G<
a1;k= 21 G<

a1;k= 22 G<
a1;k= 23 G<

a1;k= 24

G<
a1;k= 31 G<

a1;k= 32 G<
a1;k= 33 G<

a1;k= 34

G<
a1;k= 41 G<

a1;k= 42 G<
a1;k= 43 G<

a1;k= 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

t1 0 0 0

0 ¡ t¤
1 0 0

0 0 t1 0

0 0 0 ¡ t¤
1

1

C
C
C
C
C
C
A

+
X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

G<
a2;k= 11 G<

a2;k= 12 G<
a2;k= 13 G<

a2;k= 14

G<
a2;k= 21 G<

a2;k= 22 G<
a2;k= 23 G<

a2;k= 24

G<
a2;k= 31 G<

a2;k= 32 G<
a2;k= 33 G<

a2;k= 34

G<
a2;k= 41 G<

a2;k= 42 G<
a2;k= 43 G<

a2;k= 44

1

C
C
C
C
C
C
A

£

0

B
B
B
B
B
B
@

t2 0 0 0

0 ¡ t¤
2 0 0

0 0 t2 0

0 0 0 ¡ t¤
2

1

C
C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
B
@

G<
ba; 11 G<

ba; 12 G<
ba; 13 G<

ba; 14

G<
ba; 21 G<

ba; 22 G<
ba; 23 G<

ba; 24

G<
ba; 31 G<

ba; 32 G<
ba; 33 G<

ba; 34

G<
ba; 41 G<

ba; 42 G<
ba; 43 G<

ba; 44

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

tab 0 0 0

0 ¡ t¤
ab 0 0

0 0 tab 0

0 0 0 ¡ t¤
ab

1

C
C
C
C
C
C
A

o que pode ser escrito na forma compacta,

G <
aa[! I ¡ H qda] = G <

a1t 1 + G <
a2t 2 + G <

bat ab: (3.2.28)

Conforme mostrado no apêndice D, as equa»c~oes para as fun»c~oes de GreenG <
a1 e G <

a2 apresentam

a seguinte forma,

G <
a1(! ) =

X

k

[G r
aa(! )t̂ y

1g<
1k (! ) + G <

aa(! )t̂ y
1ga

1k (! )]

G <
a2(! ) =

X

k

[G r
aa(! )t̂ y

2g<
2k (! ) + G <

aa(! )t̂ y
2ga

2k (! )]
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e, substituindo estas equa»c~oes em (3.2.28) segue que,

G <
aa[! I ¡ H qda] = G r

aa(! )
X

k

t̂ y
1g<

1k (! )t 1 + G <
aa(! )

X

k

t̂ y
1ga

1k (! )t 1

+
X

k

G r
aa(! )

X

k

t̂ y
2g<

2k (! )t 2 + G <
aa(! )

X

k

t̂ y
2ga

2k (! )t 2 + G <
bat ab: (3.2.29)

e de¯nindo,

§ a
1(! ) = t y

1

X

k

ga
1k (! )t 1;

§ a
2(! ) = t y

2

X

k

ga
2k (! )t 2;

§ <
1 (! ) = t y

1

X

k

g<
1k (! )t 1;

§ <
2 (! ) = t y

2

X

k

g<
2k (! )t 2;

pode-se reescrever (3.2.29) da seguinte forma:

G <
aa[! I ¡ H qda] = G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + G <

bat ab

A equa»c~ao acima pode ser simpli¯cada agrupando os termos similares, pode-se escrever:

G <
aa[! I ¡ H qda ¡ § a

L (! )] = G r
aa(! )§ <

L (! ) + G <
bat ab:

onde,

§ <
L (! ) = § <

1 (! ) + § <
2 (! ):

De¯nindo a fun»c~ao de Green avan»cada do ponto quânticoa isolado do ponto quântico b pelo

resolvente,

G a0
aa(! ) = [ ! I ¡ H qda ¡ § a

L (! )]¡ 1

pode-se reescrever a equa»c~ao paraG <
aa como segue,

G <
aa = G r

aa(! )§ <
L (! )G a0

aa(! ) + G <
bat abG a0

aa(! ): (3.2.30)
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Equa»c~ao para G <
ba

A equa»c~ao (3.2.30) depende da fun»c~ao de GreenG <
ba a qual acopla os pontos quânticosa e b.

Dado queG <
ba ¶e de¯nida por (3.2.31), ¶e necess¶ario determinar a evolu»c~ao temporal de cada elemento

de matriz a exemplo do c¶alculo que foi realizado para obter (3.2.28).

G <
ab(t ¡ t0) = i

0

B
B
B
B
B
B
@

hcy
b" (t0)ca" (t)i hcb#(t0)ca" (t)i hcy

b#(t0)ca" (t)i hcb" (t0)ca" (t)i

hcy
b" (t0)cy

a#(t)i hcb#(t0)cy
a#(t)i hcy

b#(t0)cy
a#(t)i hcb" (t0)cy

a#(t)i

hcy
b" (t0)ca#(t)i hcb#(t0)ca#(t)i hcy

b#(t0)ca#(t)i hcb" (t0)ca#(t)i

hcy
b" (t0)cy

a" (t)i hcb#(t0)cy
a" (t)i hcy

b#(t0)cy
a" (t)i hcb" (t0)cy

a" (t)i

1

C
C
C
C
C
C
A

: (3.2.31)

Novamente ¶e necess¶ario obter as equa»c~oes de movimento para cada elemento de matriz da

equa»c~ao (3.2.31). Desta forma, tomando como exemplo o primeiro elemento de matriz, tem-se que,

¡ i@t0G<
ab;11(t ¡ t0) = h@t0[cy

b" (t0)]ca" (t)i

e usando (3.2.10), i.e,

i@t0cy
b¾(t0) = ¡ Eb¾cy

b¾(t0) ¡
X

k

tssy
k¾(t0) ¡ t¤

abc
y
a¾(t0)

e substituindo na equa»c~ao paraG<
ab;11 segue que,

¡ i@t0G<
ab;11(t ¡ t0) = Eb" i hcy

b" (t0)ca" (t)i +
X

k

tsi hsy
k" (t0)ca" (t)i + t¤

abi hc
y
a" (t0)ca" (t)i

e identi¯cando os elementos de matriz dados por,

G<
as;11(t ¡ t0) = i

X

k

hsy
k" (t0)ca" (t)i

G<
aa;11(t ¡ t0) = ihcy

a" (t0)ca" (t)i

pode-se reescrever a equa»c~ao paraG<
ab;11(t ¡ t0) da seguinte forma,

¡ i@t0G<
ab;11(t ¡ t0) = Eb" G<

ab;11(t ¡ t0) +
X

k

tsG<
as;11(t ¡ t0) + t¤

abG
<
aa;11(t ¡ t0)

tomando a transformada de Fourier, tem-se ainda,

[! ¡ Eb" ]G<
ab;11(! ) = tsG<

as;11(! ) + t¤
abG

<
aa;11(! )

Aplicando o mesmo procedimento para as 15 componentes restantes, pode-se escrever a seguinte

equa»c~ao matricial,

G <
ab(! )[! I ¡ H qdb] = G <

as(! )t s + G <
aa(! )t y

ab (3.2.32)
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A fun»c~ao de GreenG <
as pode-ser obtida a partir da continua»c~ao anal¶³tica deG t

as conforme

mostrado no apêndice D, equa»c~ao (D.1.4). Desta forma, tem-se que,

G <
as =

X

k

[G r
ab̂t

y
sg<

sk + G <
ab̂t

y
sga

sk ] (3.2.33)

Substituindo (3.2.33) em (3.2.34) segue que,

G <
ab[! I ¡ H qdb] =

X

k

[G r
ab̂t

y
sg<

sk t s + G <
ab̂t

y
sga

sk t s] + G <
aat y

ab (3.2.34)

Aqui de¯ne-se as seguinte auto-energias,

§ <
R = t̂ y

s

X

k

g<
sk t s (3.2.35)

§ a
R = t̂ y

s

X

k

ga
sk t s (3.2.36)

o que permite reescrever (3.2.34) da seguinte forma:

G <
ab[! I ¡ H qdb] = G r

ab§
<
R + G <

ab§
a
R + G <

aat y
ab

ou ainda,

G <
ab[! I ¡ H qdb ¡ § a

R ] = G r
ab§

<
R + G <

aat y
ab

e identi¯cando,

G r 0
bb = [ ! I ¡ H qdb ¡ § a

R ]¡ 1

pode-se escreverG <
ab na forma ¯nal:

G <
ab = G r

ab§
<
R G r 0

bb + G <
aat y

abG
r 0
bb (3.2.37)

¶E poss¶³vel eliminar a fun»c~ao de GreenG <
ab combinando as equa»c~oes (3.2.30) e (3.2.37) da seguinte

forma,

G <
aa = G r

aa§ <
L G a0

aa +
h
G r

ab§
<
R G r 0

bb + G <
aat y

abG
r 0
bb

i
t abG a0

aa

G <
aa = G r

aa§ <
L G a0

aa + G r
ab§

<
R G r 0

bbt abG a0
aa + G <

aat y
abG

r 0
bbt abG a0

aa

isolando os termos contendoG <
aa segue que,

G <
aa

h
[G a0

aa]¡ 1 ¡ t y
abG

r 0
bbt ab

i
= G r

aa§ <
L + G r

ab§
<
R G r 0

bbt ab
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G <
aa =

£
G r

aa§ <
L + G r

ab§
<
R G r 0

bbt ab
¤h

[G a0
aa]¡ 1 ¡ t y

abG
r 0
bbt ab

i ¡ 1

Pela equa»c~ao (3.2.18), nota-se que o segundo termo entre colchetes ¶e a fun»c~ao de Green avan»cada

do ponto quântico a, assim, como:

G a
aa =

h
[G a0

aa]¡ 1 ¡ t y
abG

r 0
bbt ab

i ¡ 1
;

G <
aa pode ser escrita da seguinte forma:

G <
aa = G r

aa§ <
L G a

aa + G r
ab§

<
R G r 0

bb:t abG a
aa

Substituindo (3.2.15), tem-se ainda,

G <
aa = G r

aa§ <
L G a

aa + G r
aat y

abG
r 0
bb§ <

R G r 0
bbt abG a

aa (3.2.38)

A equa»c~ao (3.2.39) tem a forma da equa»c~ao de Keldysh como pode ser observado colocando as

fun»c~oes de GreenG r
aa e G a

aa em evidência:

G <
aa = G r

aa

³
§ <

L + t y
abG

r 0
bb§ <

R G r 0
bbt ab

´
G a

aa (3.2.39)

De¯nindo § <
T a ´ § <

L + t y
abG

r 0
bb§ <

R G r 0
bbt ab ent~ao pode-se reescrever (3.2.39) na seguinte forma,

G <
aa = G r

aa§ <
T aG a

aa

§ <
T a = § <

L + t y
abG

r 0
bb§ <

R G r 0
bbt ab

(3.2.40)

Um c¶alculo an¶alogo pode ser desenvolvido paraG <
bb. No entanto, aqui apenas apresentamos o

resultado ¯nal,

G <
bb = G r

bb§
<
T bG

a
bb

§ <
T b = § <

R + t y
abG

r 0
aa§ <

L G r 0
aat ab

(3.2.41)

que tamb¶em pode ser obtido trocando os ¶³ndicesa por b e L por R na equa»c~ao (3.2.40).

As equa»c~oes (3.2.40) e (3.2.41) juntamente com as equa»c~oes (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18) e (3.2.19)

s~ao os resultados b¶asicos deste trabalho. Atrav¶es destas fun»c~oes de Green ¶e poss¶³vel determinar to-

das as propriedades de transporte do sistema (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb¡ S. Vale notar que as equa»c~oes

(3.2.40) e (3.2.41) apresentam uma estrutura bastante simples e intuitiva dentro da aproxima»c~ao de

campo m¶edio: o ponto quânticoa (b) est¶a conectado diretamente com os eletrodos do lado esquerdo

(direito), o que ¶e representado por§ <
L (§ <

R ), e o acoplamento com o lado direito (esquerdo) ¶e renor-

malizado pelo acoplamento com o outro ponto quântico. Isto sugere que dentro desta aproxima»c~ao

o sistema como um todo funciona como se fosse composto por um ponto quântico acoplado a dois

eletrodos, sendo um deles um eletrodo efetivo composto de um ponto quântico mais um eletrodo.
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3.3 C¶alculo das quantidades f¶³sicas

Desde que as fun»c~oes de Green est~ao completamente determinadas, o pr¶oximo passo ¶e determinar

as quantidades f¶³sicas atrav¶es destas fun»c~oes. A seguir ser~ao determinadas as express~oes para a

corrente el¶etrica, ocupa»c~ao nos pontos quânticos e a densidade local de estados. Estas quantidades

permitem caracterizar o transporte atrav¶es do sistema (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S.

3.3.1 C¶alculo da corrente el¶etrica

Nesta se»c~ao ser~ao determinadas as express~oes para a corrente el¶etrica atrav¶es do sistema (F1; F2)¡

QDa ¡ QDb ¡ S. Conforme mostrado na ¯gura 3.1, os eletrodos ferromagn¶eticos est~ao submetidos

a potenciais V1 e V2 enquanto que o supercondutor ¶e mantido aterrado. Desta forma, a corrente

total I , que ¶e injetada no supercondutor ¶e dada pela soma das correntesI 1 e I 2 oriundas dos ferro-

magnetos 1 e 2, respectivamente. A seguir, as correntesI 1 e I 2 ser~ao calculadas individualmente e

no ¯nal a corrente total ser¶a obtida usandoI = I 1 + I 2.

Corrente el¶etrica entre o ferromagneto 1 e o ponto quântico a

A corrente entre o eletrodo 1 e o ponto quânticoa ¶e de¯nida pela taxa de varia»c~ao do n¶umero

de el¶etrons no eletrodo ferromagn¶etico, i.e.,

I 1 = ¡ eh _̂N1i

onde _̂N1 ¶e a derivada temporal do operador n¶umero do eletrodo ferromagn¶etico. A derivada ¶e obtida

atrav¶es da equa»c~ao de Heisenberg,

I 1 = ¡
ie
~

h[Ĥ; N̂1]i

desde queN̂1 comuta com os demais operadores dos eletrodos. Somente os comutadores [Ĥ1; N̂1] e

h[ĤT ; N̂1] s~ao diferentes de zero. Desta forma, a equa»c~ao de Heinsenberg ¶e reduzida a,

I 1 = ¡
ie
~

h[Ĥ1; N̂1]i ¡
ie
~

h[ĤT ; N̂1]i :

Os comutadores s~ao calculados conforme mostrado a seguir:

[Ĥ1; N̂1] =
X

kp;¾¾0

²k¾[ay
k¾ak¾; ay

p¾0ap¾0] =
X

kp;¾¾0

²k¾[nk¾; np¾0] = 0

desde que o comutador entre dois operadores n¶umero ¶e zero independentemente de seus ¶³ndices

serem iguais ou diferentes. Agora o pr¶oximo comutador a ser determinado ¶e entre o operador
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n¶umero e o Hamiltoniano de tunelamento:

[ĤT ; N̂1] =
X

kp;¾¾0

t1[ay
k¾ca¾; ay

p¾0ap¾0] +
X

kp;¾¾0

t¤
1[cy

a¾ak¾; ay
p¾0ap¾0]

para resolver estas express~oes, ¶e necess¶ario utilizar a identidade:

[AB; C ] = A[B; C ] + [ A; C ]B

Com isso, segue que,

[ĤT ; N̂1]

=
X

kp;¾¾0

n
t1ay

k¾[ca¾; ay
p¾0ap¾0] + t1[ay

k¾; ay
p¾0ap¾0]ca¾ + t¤

1cy
a¾[ak¾; ay

p¾0ap¾0] + t¤
1[cy

a¾; ay
p¾0ap¾0]ak¾

o

=
X

kp;¾¾0

n
t1[ay

k¾; ay
p¾0ap¾0]ca¾ + t¤

1cy
a¾[ak¾; ay

p¾0ap¾0]
o

onde foi considerado o fato de que o comutador envolvendo o operador do ponto quântico ser nulo

pela rela»c~ao de anti-comuta»c~ao. Os comutadores restantes podem ser decompostos usando a seguinte

identidade:

[A; BC ] = f A; B gC ¡ B f A; C g

[ĤT ; N̂1] =
X

kp;¾¾0

n
t1

³
f ay

k¾; ay
p¾0gap¾0 ¡ ay

p¾0f ay
k¾; ap¾0g

´
ca¾ + t¤

1cy
a¾

³
f ak¾; ay

p¾0gap¾0 ¡ ay
p¾0f ak¾; ap¾0g

´o

o que permite escrever,

[ĤT ; N̂1] =
X

k¾

h
¡ t1ay

k¾ca¾ + t¤
1cy

a¾ak¾

i

Substituindo estes resultados na express~ao paraI 1, tem-se que,

I 1 = ¡
ie
~

X

k¾

h
¡ t1hay

k¾ca¾i + t¤
1hcy

a¾ak¾i
i

este equa»c~ao ¶e v¶alida para um determinado tempot, assim,

I 1 =
e
~

X

k¾

h
t1i hay

k¾(t)ca¾(t)i ¡ t¤
1i hcy

a¾(t)ak¾(t)i
i

e de¯nindo:

G<
a1;k¾¾(t; t 0) = ihay

k¾(t0)ca¾(t)i (3.3.1)
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pode-se reescreverI 1 da seguinte forma:

I 1 =
e
~

X

k¾

n
t1G<

a1;k¾¾(t; t ) + t¤
1[G<

a1;k¾¾(t; t )]¤
o

(3.3.2)

esta ¶e a equa»c~ao para corrente el¶etrica entre o ferromagneto 1 e o ponto quânticoa em termos

da fun»c~ao de GreenG<
a1;k¾¾. A fun»c~ao de correla»c~aoG<

a1;k¾¾ ¶e obtida usando a rela»c~ao (D.1.4) do

apêndice D, o que permite escrever

G<
a1;k¾¾(t; t ) =

Z
dt³ [Gr

aa;¾¾(t ¡ t ³ )t¤
1g<

1;k¾¾(t ³ ¡ t) + G<
aa;¾¾(t ¡ t ³ )t¤

1ga
1;k¾¾(t ³ ¡ t)]

e substituindo em (3.3.2) segue que,

I 1 =
e
~

X

k¾

½
t1

Z
dt³ [Gr

aa;¾¾(t ¡ t ³ )t¤
1g<

1;k¾¾(t ³ ¡ t) + G<
aa;¾¾(t ¡ t ³ )t¤

1ga
1;k¾¾(t ³ ¡ t)] + H.c.

¾

e tomando a transformada de Fourier, tem-se ainda,

I 1 =
e
~

Z
d!
2¼

X

k¾

½Z
dt³ [Gr

aa;¾¾(! )t¤
1g<

1;k¾¾(! )t1 + G<
aa;¾¾(! )t¤

1ga
1;k¾¾(! )t1] + H.c.

¾

e usando as de¯ni»c~oes das auto-energias, pode-se escrever ainda,

I 1 =
e
h

Z
d!
2¼

X

¾

£
Gr

aa;¾¾(! )§ <
1;¾¾(! ) + G<

aa;¾¾(! )§ a
1;¾¾(! ) + H.c.

¤

¶E importante observar que a soma sobre¾ ¶e realizada sobre o spin do el¶etron. Desde que as

auto-energias e fun»c~oes de Green s~ao de¯nidas usando a nota»c~ao de Nambu, ent~ao ¶e necess¶ario

reescrever a equa»c~ao da corrente em termos destas matrizes no espa»co de Nambu, indicando que

devem ser tomadas as componentes de spin up e down do el¶etron, i.e.,

I 1 =
e
h

Z
d!

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 (3.3.3)

A equa»c~ao (3.3.3) ¶e a express~ao para a corrente el¶etrica entre o ferromagneto 1 e o ponto quântico

a. Esta corrente ¶e parte da corrente total que entra no supercondutor via re°ex~ao de Andreev. As

auto-energias§ <
1 e § a

1 e as fun»c~oes de GreenG <
aa e G r

aa s~ao fun»c~oes conhecidas. Substituindo

os elementos de matriz destas fun»c~oes e ap¶os algum trabalho alg¶ebrico (veja apêndice E para os

detalhes), ¶e poss¶³vel reescrever (3.3.3) na seguinte maneira

I 1 =
e
h

Z
d!

£
A11(f 1 ¡ ¹f 1) + A12(f 1 ¡ ¹f 2) + Q12(f 1 ¡ f 2) + Q1s(f 1 ¡ f s)

¤
(3.3.4)
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onde as fun»c~oes de Fermi s~ao de¯nidas da seguinte forma:f 1 = f (! ¡ eV1), ¹f 1 = f (! + eV1),

f 2 = f (! ¡ eV2), ¹f 2 = f (! + eV2) e f s = f (! ). As amplitudes A11, A12, Q12 e Q1s s~ao dadas abaixo:

A11 = ¡ 1"
¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+ ¡ 1#

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢

A12 = ¡ 1"
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2+

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;12]¤Gr

aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;14]¤Gr

aa;12

¤
+

+ ¡ 1#
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2+

sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;32]¤Gr

aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

¤

Q12 = ¡ 1"
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;11j2

+ cs
¡
[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11 + [ Gr

aa;11]¤Gr
aa;13

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#) + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2
¤

+

+ ¡ 1#
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;31j2 + cs
¡
[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31 + [ Gr

aa;31]¤Gr
aa;33

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#)

+( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;33j2

¤

Q1s = ~½¡ s
©

¡ 1"
£
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2 + Y +

43jGr
aa;14j2 + X ¡

12jGr
aa;11j2

¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;13]¤Gr

aa;14 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;12]¤Gr
aa;11 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;11]¤Gr

aa;12

¤

+ ¡ 1#
£
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2 + Y +

43jGr
aa;34j2 + X ¡

32jGr
aa;31j2¡

¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;31]¤Gr

aa;32

¤ª

onde foi de¯nido,

X §
ij ´ t2

ab

·
jGr 0

bb;ii j
2 + jGr 0

bb;ij j
2 §

¢
!

¡
Gr 0

bb;ii [G
r 0
bb;ij ]

¤ + Gr 0
bb;ij [G

r 0
bb;ii ]

¤¢
¸

; (3.3.5)

Y §
ij ´ t2

ab

·
jGr 0

bb;ii j
2 + jGr 0

bb;ji j
2 §

¢
!

¡
Gr 0

bb;ii [G
r 0
bb;ji ]

¤ + Gr 0
bb;ji [G

r 0
bb;ii ]

¤¢
¸

; (3.3.6)

Z §
ij = t2

ab

·
Gr 0

bb;ij [G
r 0
bb;jj ]¤ + [ Gr 0

bb;ij ]
¤Gr 0

bb;ii §
¢
!

¡
jGr 0

bb;ij j
2 + [ Gr 0

bb;jj ]¤Gr 0
bb;ii

¢
¸

; (3.3.7)

Nas de¯ni»c~oes acima foi utilizada a nota»c~ao abreviadas ´ senµ=2 e c ´ cosµ=2; ~½(! ) =
j! j

p
! 2 ¡ ¢ 2

¶e densidade de estados convencional da teoria BCS [90]. As constantes de acoplamento
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¡ 1¾ = ¡ 1(1 + ¾P1), ¡ 2¾ = ¡ 2(1 + ¾P2) e ¡ s descrevem o acoplamento dos pontos quânticos com o

ferromagneto 1, 2 e o supercondutor, respectivamente. Vale notar que as constantes que descrevem

o acoplamento com o ferromagneto s~ao de¯nidas em termos da polariza»c~aoPi e do acoplamento

m¶edio de spin ¡i dos ferromagnetos (ver apêndice B).

A f¶ormula para a corrente (3.3.4) ¶e composta por quatro contribui»c~oes diferentes.

1. A11(f 1 ¡ ¹f 1) representa a re°ex~ao de Andreev atrav¶es deF1 ¡ PQa ¡ PQb ¡ S i.e., um el¶etron

de F1 ¶e re°etido por S em um buraco deF1 o que pode ser deduzido pelo fator t¶ermico

f 1 ¡ ¹f 1. A probabilidade A11 tem quatro termos: o termo ¡ 1" ¡ 1#jGr
aa;12j2 representa um

subprocesso em que um el¶etron com spin up ¶e re°etido como um buraco com spin down; o

termo ¡ 1" ¡ 1" jGr
aa;14j2 corresponde a um el¶etron com spin up que primeiramente inverte seu

spin no ponto quântico, devido ao acoplamento comF2, e em seguida ¶e re°etido com um

buraco de spin up no eletrodoF1. Os demais termos representam subprocessos similares aos

discutidos para o caso em que o el¶etron incidente apresenta spin down;

2. A12(f 1 ¡ ¹f 2) representa a re°ex~ao de Andreev cruzada atrav¶es do sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡

PQb ¡ S, i.e., um el¶etron deF1 ¶e re°etido como um buraco deF2 o que pode ser deduzido

a partir do fator t¶ermico f 1 ¡ ¹f 2. A probabilidade A12 ¶e mais complicada do queA11 devido

a polariza»c~ao deF2 estar orientada a um ânguloµ com o eixo de quantiza»c~ao de spin. Os

termos contendo o m¶odulo quadrado da fun»c~ao de Green podem ser interpretados de maneira

similar aos que aparecem na f¶ormula paraA11, bastando projetar o eixo de quantiza»c~ao de

F2 em uma dire»c~ao escolhida. Os demais termos, envolvendo um produtos de seno e cosseno,

podem ser vistos como termos de interferência.

3. Q1s(f 1¡ f s) representa o tunelamento direto de quasipart¶³culas atrav¶es deF1¡ PQa ¡ PQb¡ S.

Conforme pode ser observado pela densidade de estados ~½, que aparece multiplicando todos

os fatores deQ1s, este processo s¶o ocorre paraj! j > ¢. Este processo ¶e dividido em dois

subgrupos: um para el¶etrons com spin up e outro para el¶etrons com spin down. Cada subgrupo

cont¶em quatro subprocessos e seus respectivos termos de interferência;

4. Q12(f 1 ¡ f 2) representa o tunelamento atrav¶es do caminhoF1 ¡ PQa ¡ PQb ¡ F2 e os ter-

mos correspondentes podem ser analisados de modo similar ao que foi realizado para os três

primeiros processos.
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Corrente el¶etrica entre o ferromagneto 2 e o ponto quântico a

A corrente I 1 representa uma contribui»c~ao parcial para a corrente total. Tamb¶em ¶e necess¶ario

considerar o °uxo de el¶etrons entre o ferromagneto 2 e o ponto quânticoa. Para determinar esta

corrente a qual ser¶a chamadaI 2 s~ao aplicados os mesmos procedimentos usados para obterI 1. O

c¶alculo ¶e completamente similar ao que foi feito par o caso da correnteI 1, bastando trocar os ¶³ndices

1 por 2 nas equa»c~oes. Assim tem-se que,

I 2 =
e
h

Z
d!

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 : (3.3.8)

Substituindo as fun»c~oes de Green e auto-energias e ap¶os alguma ¶algebra obt¶em-se que,

I 2 =
e
h

Z
d! [A22(f 2 ¡ ¹f 2) + A21(f 2 ¡ ¹f 1) + Q21(f 2 ¡ f 1) + Q2s(f 2 ¡ f s)] (3.3.9)

onde as amplitudes s~ao dadas por,

A22 =
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢2
jGr

aa;14j2

+ c2s2 ¡
Gr

aa;34[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;34]¤Gr
aa;12 + Gr

aa;14[Gr
aa;32]¤ + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;32

¢
(¡ 2# ¡ ¡ 2" )2 +

+ jGr
aa;32j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢2
+

¡
jGr

aa;12j2 + jGr
aa;34j2

¢ ¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢ ¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
+

+ cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
©¡

Gr
aa;14[Gr

aa;12]¤ + [ Gr
aa;14]¤Gr

aa;12 + Gr
aa;14[Gr

aa;34]¤ + [ Gr
aa;14]¤Gr

aa;34

¢
£

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
+

¡
Gr

aa;32[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;32]¤Gr
aa;12 + Gr

aa;32[Gr
aa;34]¤ + [ Gr

aa;32]¤Gr
aa;34

¢

£
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢ª
; (3.3.10)

A21 = ¡ 1#
£¡

¡ 2" c2 + s2¡ 2#
¢

jGr
aa;12j2

+ cs
¡
Gr

aa;32[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;32]¤Gr
aa;12

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#) + jGr

aa;32j2
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
+

+ ¡ 1"
£¡

¡ 2" c2 + s2¡ 2#
¢

jGr
aa;14j2 + cs

¡
Gr

aa;34[Gr
aa;14]¤ + [ Gr

aa;34]¤Gr
aa;14

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#)

+ jGr
aa;34j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
(3.3.11)

Q21 = ¡ 1"
£¡

¡ 2" c2 + s2¡ 2#
¢

jGr
aa;11j2

+ cs
¡
Gr

aa;31[Gr
aa;11]¤ + [ Gr

aa;31]¤Gr
aa;11

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#) + jGr

aa;31j2
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
+

+ ¡ 1#
£¡

¡ 2" c2 + s2¡ 2#
¢

jGr
aa;13j2 + cs

¡
Gr

aa;33[Gr
aa;13]¤ + [ Gr

aa;33]¤Gr
aa;13

¢
(¡ 2" ¡ ¡ 2#)

+ jGr
aa;33j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
; (3.3.12)
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Q2s = ~½¡ s

n

Y +
43

£
csGr

aa;34 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;14]¤ + cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr
aa;14 +

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;14j2

jGr
aa;34j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
+ X ¡

12

£
csGr

aa;31 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;11]¤ + cs[Gr

aa;31]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr
aa;11

+
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;11j2 + jGr
aa;31j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤

+ Y ¡
21

£
csGr

aa;32 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;12]¤ + cs[Gr

aa;32]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr
aa;12

+
¡
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¢
jGr
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¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"
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+ X +
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£
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aa;13
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¡
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+ Z +
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¡
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Gr

aa;13+

+ Gr
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¡
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[Gr
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csGr
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(3.3.13)

As amplitudes apresentam as mesmas interpreta»c~oes que foram adotadas para explicar a corrente

I 1. As express~oes s~ao mais complicadas neste caso por causa dos fatores angulares desde que o eixo

de quantiza»c~ao de spin do ferromagneto 2 est¶a orientado com um ânguloµ em rela»c~ao ao spin do

ferromagneto 1. Novamente, existem quatro processos que contribuem para a corrente.A22(f 2 ¡ ¹f 2)

corresponde a re°ex~ao de Andreev no ferromagneto 2,A21(f 2¡ ¹f 1) corresponde a re°ex~ao de Andreev

cruzada entre os dois ferromagnetos,Q2s(f 2 ¡ f s) do tunelamento direto de quasipart¶³culas atrav¶es

de F2¡ PQa ¡ PQb¡ S, e o processoQ21(f 2¡ f 1) justi¯ca o tunelamento entre os dois ferromagnetos,

i.e., corresponde ao tunelamento entreF2 ¡ PQa ¡ PQb ¡ F1.
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Corrente el¶etrica total

A corrente el¶etrica total entre os ferromagnetos e o supercondutor ¶e igual a soma das correntes

I 1 e I 2, i.e.,

I = I 1 + I 2

o que implica em,

I =
e
h

Z
d! [A11(f 1 ¡ ¹f 1) + A12(f 1 ¡ ¹f 2) + Q12(f 1 ¡ f 2) + Q1s(f 1 ¡ f s)+

A22(f 2 ¡ ¹f 2) + A21(f 2 ¡ ¹f 1) + Q21(f 2 ¡ f 1) + Q2s(f 2 ¡ f s)] (3.3.14)

Considerando a estrutura da fun»c~ao de GreenG r
aa, ¶e poss¶³vel fazer algumas simpli¯ca»c~oes adi-

cionais na equa»c~ao (3.3.14). Em particular, os elementosGr
aa;13 e Gr

aa;31 s~ao iguais de modo que

Q12 = Q21. Desta forma, devido aos fatores t¶ermicos multiplicando estas amplitudes estas contri-

bui»c~oes se cancelam, assim a corrente total pode ser escrita na forma ¯nal,

I =
e
h

Z
d! [A11(f 1 ¡ ¹f 1) + A22(f 2 ¡ ¹f 2)

+ A12(f 1 ¡ ¹f 2) + A21(f 2 ¡ ¹f 1) + Q1s(f 1 ¡ f s) + Q2s(f 2 ¡ f s)]: (3.3.15)

A equa»c~ao (3.3.15) ¶e o resultado central deste trabalho e pode ser aplicada para os ferromagnetos

F1 e F2 com polariza»c~oes, orienta»c~oes relativas da magnetiza»c~ao e potenciais aplicados externo e de

gate arbitr¶arios. No entanto, como o objetivo deste trabalho ¶e investigar os processos de condu»c~ao

via re°ex~ao de Andreev, os potenciais aplicados ser~ao restritos ao gap supercondutor de modo que

as contribui»c~oes de tunelamento direto de quasipart¶³culas,Q1s e Q2s, ser~ao descartadas.

3.3.2 C¶alculo da ocupa»c~ao nos pontos quânticos

Como ¶e evidente da equa»c~ao (3.1.9), a introdu»c~ao de intera»c~oes implica que os n¶³veis dos pontos

quânticos est~ao renormalizados pela ocupa»c~ao m¶edia de cada ponto quântico. Em conseqÄuência,

todas as demais quantidades f¶³sicas s~ao fun»c~oes da ocupa»c~ao. Desta forma ¶e essencial desenvolver

express~oes para o c¶alculo da ocupa»c~ao nos pontos quânticos.

Ocupa»c~ao no ponto quântico a

O valor m¶edio da ocupa»c~ao para el¶etrons com spin up no ponto quânticoa ¶e dada por,

ĥna" i = hcy
a" (t)ca" (t)i
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a m¶edia pode ser escrita em termos do elemento de matriz 11 da fun»c~ao de Green de correla»c~ao,

i.e.,

ĥna" i = ¡ i G <
aa;11(t; t 0)

¯
¯
t= t0

e reescrevendo a equa»c~ao acima no espa»co de Fourier, segue que;

ĥna" i =
1

2¼i

Z
d! G <

aa;11 [!; ĥna" i ; ĥna#i ; ĥnb" i ; ĥnb#i ] (3.3.16)

onde foi indicada a dependência deG<
aa;11 com a ocupa»c~ao m¶edia nos pontos quânticos.

Seguindo o mesmo racioc¶³nio para a ocupa»c~ao eletrônica com spin down, segue que,

ĥna#i =
1

2¼i

Z
d! G <

aa;33 [!; ĥna" i ; ĥna#i ; ĥnb" i ; ĥnb#i ] : (3.3.17)

Ocupa»c~ao do ponto quântico b

A obten»c~ao das express~oes para a ocupa»c~ao m¶edia seguem diretamente dos elementos de matriz

da fun»c~ao de Green de correla»c~aoG <
bb, assim tem-se que,

ĥnb" i =
1

2¼i

Z
d! G <

bb;11 [!; ĥna" i ; ĥna#i ; ĥnb" i ; ĥnb#i ] (3.3.18)

Seguindo o mesmo racioc¶³nio para a ocupa»c~ao eletrônica com spin down, tem-se que,

ĥnb#i =
1

2¼i

Z
d! G <

bb;33 [!; ĥna" i ; ĥna#i ; ĥnb" i ; ĥnb#i ] : (3.3.19)

As equa»c~oes (3.3.16), (3.3.17), (3.3.18) e (3.3.19) formam um sistema de equa»c~oes acopladas e

devem ser resolvidas simultâneamente de maneira auto-consistente, visto que os elementos de matriz

da fun»c~ao de Green s~ao funcionais da ocupa»c~ao m¶edia.

3.3.3 C¶alculo da densidade local de estados (LDOS)

A densidade local de estados (LDOS) ¶e determinada tomando-se a parte imagin¶aria da fun»c~ao

de Green retardada. No caso presente em que est¶a sendo utilizada a nota»c~ao de Nambu, a LDOS ¶e

obtida a partir das componentes 11 e 33 da matrizG r . Assim, para o ponto quânticoa, a LDOS ¶e

de¯nida por,

LDOS-A = ¡
1
¼

Im[Gr
aa;11 + Gr

aa;33]

pode-se reescrever a equa»c~ao acima da seguinte maneira:

LDOS-A = ¡
1

2¼i

¡
[Gr

aa;11] ¡ [Gr
aa;11]¤ + [ Gr

aa;33] ¡ [Gr
aa;33]¤

¢
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ou ainda,

LDOS-A =
1

2¼
(Aaa;11 + Aaa;33) (3.3.20)

onde,

A aa = i (G r
aa ¡ G a

aa) (3.3.21)

¶e a matriz fun»c~ao espectral do ponto quânticoa, escrita na nota»c~ao de Nambu. Conforme mostrado

no apêndice E (eq. E.1.18), a diferen»caG r
aa ¡ G a

aa = G r
aa¡ T aG a

aa, assim, a equa»c~ao (3.3.21) pode

ser reescrita da seguinte forma,

A aa = iG r
aa¡ T aG a

aa (3.3.22)

sendo,

¡ T a = ¡ L + t y
abG

r 0
bb¡ RG a0

bbt ab

onde foi de¯nido,

¡ i (! ) = § a
i ¡ § r

i i = L; R:

As auto-energias§ r;a
L e § r;a

R s~ao determinadas no apêndice B. A equa»c~ao (3.3.22) permite de-

terminar a densidade local de estados do ponto quânticoa.

A LDOS-B para o ponto quântico b apresenta uma equa»c~ao an¶aloga:

LDOS-B =
1

2¼
(Abb;11 + Abb;33) (3.3.23)

Abb;11 e Abb;33 s~ao elementos de matriz da fun»c~ao espectral:

A bb = iG r
bb¡ T bG a

bb (3.3.24)

onde,

¡ T b = ¡ R + t y
abG

r 0
aa¡ L G a0

aat ab:

3.4 Procedimento num¶erico

As express~oes derivadas na se»c~ao anterior permitem determinar as quantidades f¶³sicas de inte-

resse que caracterizam o transporte eletrônico. O procedimento geral para obter estas quantidades

consiste primeiramente em especi¯car os parâmetros ¯xos: as constantes de acoplamento (¡1, ¡ 2 e
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Atribui valores a: � 1; � 2; � s; tab; U; K; V1; V2; Vga e Vgb

Inicializa: ĥna" i , ĥna#i , ĥnb" i e ĥnb#i

Calcula-se:G<
aa;11, G<

aa;33, G<
bb;11, e G<

bb;33

Calcula: ĥna" i , ĥna#i , ĥnb" i e ĥnb#i

convergiu?

sim

n~ao

Calcula-se:I , LDOS-A, LDOS-B, etc.

Figura 3.2: Diagrama mostrando o algoritmo num¶erico utilizado na implementa»c~ao do c¶alculo auto-

consistente da ocupa»c~ao m¶edia e do c¶alculo das quantidades f¶³sicas usadas para caracterizar o transporte

eletrônico no sistema(F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb ¡ S.

¡ s), o parâmetro de \hopping" tab entre os pontos quânticos, polariza»c~oes dos ferromagnetos (P1

e P2), constantes de intera»c~aoU e K e os potenciais aplicadosV1 e V2 e de gateVga e Vgb. Todos

os parâmetros s~ao especi¯cados em unidades do gap supercondutor. As constantes de acoplamento

usualmente variam de 0:01¢ para um acoplamento fraco a ¢ para um acoplamento forte entre os

eletrodos [92]. Na maioria das situa»c~oes consideradas neste trabalho, os valores especi¯cados ¯cam

entre estes dois limites. Os potenciais aplicados variam desde¡ ¢ =e a +¢ =e, desde que est¶a sendo

considerado o transporte via re°ex~ao de Andreev que ocorre para energias situadas dentro do gap

supercondutor. Al¶em disso, a intensidade das intera»c~oes tamb¶em ¶e considerada ser menor do que
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o gap supercondutor. No caso da intera»c~ao intradotU esta ¶e uma condi»c~ao essencial para que

ocorra o transporte desde que ¶e necess¶ario que exista a possibilidade de dupla ocupa»c~ao nos pontos

quânticos.

O pr¶oximo passo consiste em determinar os valores m¶ediosĥna" i , ĥna#i , ĥnb" i e ĥnb#i . Para este

¯m, primeiro s~ao atribu¶³dos valores iniciais para estas quantidades e em seguida, calcula-se o valor

de G<
aa;11, G<

aa;33, G<
bb;11, e G<

bb;33. Substituindo-se o valor destes elementos de matriz nas equa»c~oes

(3.3.16), (3.3.17), (3.3.18) e (3.3.19), obt¶em-se novos valores para as ocupa»c~oes m¶edias. Este proce-

dimento ¶e repetido at¶e atingir a convergência dos valores calculados. Por ¶ultimo s~ao determinadas

as grandezas de interesse, como a corrente el¶etrica, densidades local de estados, transmitância, etc.

Um diagrama ¶e mostrado na ¯gura 3.2 ilustrando todas as etapas do c¶alculo num¶erico.
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4
Resultados para o sistema F1 ¡ PQa ¡ PQb ¡ S

Neste cap¶³tulo ser~ao considerados os resultados para o sistemaF1 ¡ PQa ¡ PQb ¡ S. Este

sistema ¶e obtido desconectando o segundo eletrodo ferromagn¶etico do sistema completo, mostrado

na ¯gura 3.1 do cap¶³tulo 3. A an¶alise deste sistema mais simples (¯gura 4.1) permitir¶a veri¯car

algumas propriedades que n~ao dependem da re°ex~ao de Andreev cruzada de modo a se obter um

entendimento melhor das propriedades de transporte para o caso com dois eletrodos.

Primeiramente ser~ao consideradas as propriedades de transporte no caso de equil¶³brio, i.e., na

ausência de potenciais aplicados. A seguir, ser~ao apresentados os resultados para o caso em que

potenciais externos (bias) s~ao aplicados na ausência de intera»c~oes. Finalmente, o caso completo na

presen»ca de intera»c~oes nos pontos quânticos ser¶a considerado.

Neste sistema ser¶a considerado que o supercondutor ¶e aterrado e o ferromagneto ¶e submetido a

um potencial externoV . Tamb¶em ser~ao permitidas intera»c~oes de campo m¶edio nos pontos quânticos

e, al¶em disso, estes podem ser submetidos a potenciais de gateVga e Vgb. No entanto, ser¶a conside-

vga vgb

F Sa+V b

Figura 4.1: Diagrama esquem¶atico do sistemaF1¡ PQa ¡ PQb¡ S obtido do sistema(F1; F2)¡ PQa ¡ PQb¡ S

desconectando-se o segundo eletrodo. Este sistema mais simples permite investigar a fun»c~ao dos pontos

quânticos sobre as propriedades de transporte sem as complica»c~oes dos canais de re°ex~ao de Andreev cruzada.

59



60 4.1 Resultados para o caso n~ao-interagente

rada que a magnetiza»c~ao do eletrodo ferromagn¶etico ¶e ¯xa e paralela ao eixo ^z.

A corrente el¶etrica para o sistemaF1 ¡ PQa ¡ PQb ¡ S pode ser obtida fazendo-se ¡2 = 0 na

equa»c~ao para a correnteI 1. Com isso, tem-se que,

I (V ) =
e
h

Z
d!

£
A11(! )( f 1 ¡ ¹f 1) + Q1s(! )( f 1 ¡ f s)

¤
(4.0.1)

onde,

A11 = ¡ 1" ¡ 1#
¡
jGr

aa;12j2 + jGr
aa;34j2

¢
(4.0.2)

Q1s = ~½¡ s
©

¡ 1"
£
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2 + Y +

43jGr
aa;14j2 + X ¡

12jGr
aa;11j2 ¡ Z +

34[Gr
aa;14]¤Gr

aa;13

¡ [Z +
34]¤[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14 ¡ Z ¡

12[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11 ¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12

¤

+ ¡ 1#
£
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2 + Y +

43jGr
aa;34j2 + X ¡

12jGr
aa;31j2 ¡ Z +

34[Gr
aa;34]¤Gr

aa;33

¡ [Z +
34]¤[Gr

aa;33]¤Gr
aa;34 ¡ Z ¡

12[Gr
aa;32]¤Gr

aa;31 ¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤Gr
aa;32

¤ª
(4.0.3)

onde A11 ¶e a amplitude para re°ex~ao de Andreev eQ1s ¶e a amplitude para tunelamento direto de

quasipart¶³culas.

Desde que os potenciais aplicados ser~ao restritos a valores inferiores ao gap de energia, a ampli-

tude Q1s ¶e igual a zero por causa da densidade de estados BCS, ~½. Desta forma, somente o termo

A11(! )( f 1 ¡ ¹f 1) contribui para a corrente el¶etrica. Com isso a equa»c~ao (4.0.1) pode ser reescrita da

seguinte forma,

I (V ) =
2e
h

Z
d! T AR (! )[f (! ¡ eV) ¡ f (! + eV)] (4.0.4)

onde foi de¯nida a transmitância por re°ex~ao de Andreev:

TAR =
1
2

A11(! ) (4.0.5)

Nota-se que a corrente el¶etrica dada pela equa»c~ao (4.0.4) apresenta uma forma similar a equa»c~ao

de Landauer para a corrente el¶etrica [81]. No entanto, neste caso as distribui»c~oes de Fermi corres-

pondem ao mesmo eletrodo desde que o processo de condu»c~ao ocorre via re°ex~ao de Andreev.

4.1 Resultados para o caso n~ao-interagente

Nesta se»c~ao ser~ao apresentadas as propriedades de transporte na ausência de intera»c~ao nos pontos

quânticos. Com isso, as an¶alises ser~ao concentradas na fun»c~ao das constantes de acoplamento e na

polariza»c~ao sobre as propriedades de transporte.
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4.1.1 Condutância em zero bias

Antes de considerar a aplica»c~ao de potencial externo ao sistema, ¶e interessante veri¯car o com-

portamento do sistema quandoV = 0. No limite V ! 0 a express~ao para a corrente (4.0.4) pode

ser escrita como:

I (V ! 0) =
2e
h

TAR (! = 0) eV

o que permite de¯nir a condutância da seguinte forma,

G =
2e2

h
TAR (! = 0)

Substituindo-se os elementos de matriz da fun»c~ao de Green para! = 0, pode-se escrever ap¶os

alguma ¶algebra:

GF DS =
16e2

h
(1 ¡ P2)r 2

(1 ¡ P2 + r 2)2 : (4.1.1)

onde,

P =
¡ 1" ¡ ¡ 1#

¡ 1" + ¡ 1#

que ¶e a polariza»c~ao do ferromagneto de¯nida em termos das constantes de acoplamento do ferro-

magneto com o ponto quânticoa.

A constante r ¶e de¯nida como a raz~ao entre as constantes de acoplamento µa direita e µa esquerda

do ponto quântico a, i.e.,

r =
¡ R

¡ L
; onde: ¡ L = ¡ 1; e ¡ R =

4t2
ab

¡ s

onde,

¡ 1 =
1
2

(¡ 1" + ¡ 1#)

¶e a m¶edia entre as constantes de acoplamento por spin do ferromagneto.

A constante r que aparece na equa»c~ao para a condutância mostra que o sistema pode ser visto

como sendo composto por apenas um ponto quântico acoplado a dois eletrodos: o eletrodo fer-

romagn¶etico cujo acoplamento ¶e caracterizado pela constante ¡L e um segundo eletrodo efetivo

composto do segundo ponto quântico conectado ao supercondutor. O acoplamento com este ele-

trodo efetivo ¶e caracterizado pela constante ¡R =
4t2

ab

¡ s
. Com efeito, a equa»c~ao (4.1.1) ¶e similar
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ao resultado obtido por Lin et al. [92] para o sistema composto por um ponto quântico. Esta pro-

priedade tinha sido veri¯cada nas express~oes para as auto-energias de correla»c~ao§ < dadas pelas

equa»c~oes (3.2.40) e (3.2.41) do cap¶³tulo 3.

A equa»c~ao (4.1.1) apresenta um m¶aximo para um valorP0 tal que a condi»c~aoP2
0 + r 2 = 1 seja

satisfeita. Desde que a polariza»c~ao varia apenas entre 0 e 1, ent~ao esta condi»c~ao ¶e satisfeita apenas

para valores der < 1. Este comportamento pode ser observado nas ¯guras 4.2a e 4.2b. Para valores

de r > 1 a ¯gura 4.2a mostra que a condutância apresenta uma redu»c~ao monotônica com o aumento

da polariza»c~ao atingindo o valor nulo quandoP = 1. Isto ¶e esperado desde que paraP = 1 todos

os el¶etrons do ferromagneto apresentam spin up o que pro¶³be a re°ex~ao de Andreev. Parar < 1, a

condutância cresce at¶e um valor m¶aximo e em seguida ¶e rapidamente suprimida com o aumento de

P.
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Figura 4.2: Condutância em zero bias para diferentes valores do parâmetro de acoplamentor . (a) r > 1,

onde a condi»c~ao de matching n~ao ¶e satisfeita. (b)r < 1 onde a condi»c~ao de matching ¶e satisfeita. Neste caso

surge um m¶aximo na condutância para o valor da polariza»c~ao satisfazendo a condi»c~aoP2 + r 2 = 1 .

Usando as de¯ni»c~oes deP e r , ¶e poss¶³vel reescrever a condi»c~ao de m¶aximoP2
0 + r 2 = 1 na forma:

¡ 1" ¡ 1# = ¡ 2
R . Esta condi»c~ao ¶e an¶aloga µa condi»c~ao de matching para as velocidades de Fermi obtida

por Jong & Beenakker [36] para uma jun»c~ao ferromagn¶etica/supercondutora (F=S). Neste trabalho,

os autores determinaram a condutância de uma jun»c~aoF=S atrav¶es do c¶alculo da probabilidade de

transmiss~ao e de re°ex~ao de el¶etrons na interface. No caso de um metal ferromagn¶etico, um el¶etron

que incide na interface tem probabilidadejreej2 de ser re°etido como el¶etron e uma probabilidade

jrehj2 de ser re°etido com um buraco. Seguindo a referência [36], as amplitudesree e reh s~ao dadas
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por,

ree =
kF " kF # ¡ k2

s

kF " kF # + k2
s

reh = ¡
2ik s

p
kF " kF #

kF " kF # + k2
s

e conforme pode ser observado, a probabilidaderee ¶e igual a zero quando a condi»c~aokF " kF # = k2
s ¶e

satisfeita. Neste caso, todos el¶etrons incidentes na interface s~ao re°etidos como buracos e a re°ex~ao

de Andreev ¶e m¶axima.

Fazendo-se uma analogia com a jun»c~aoF=S ent~ao a condi»c~ao ¡1" ¡ 1# = ¡ 2
R corresponde ao

valor ¶otimo onde todos os el¶etrons injetados no supercondutor s~ao re°etidos como buraco, i.e, a

transferência de cargas do ferromagneto para o supercondutor ¶e m¶axima. O ponto quânticoa

desempenha o papel de interface entre dois eletrodos efetivos: o ferromagneto e a combina»c~ao ponto

quântico b+supercondutor.

4.1.2 Transporte com voltagem (bias) ¯nita

A seguir s~ao consideradas as propriedades de transporte para um potencial aplicado no ferro-

magneto. Primeiramente ser~ao analisadas as fun»c~oes das constantes de acoplamento, a seguir o

efeito da polariza»c~ao do ferromagneto e ¯nalmente a fun»c~ao dos potenciais de gate sobre a corrente

el¶etrica.

Efeito das constantes de acoplamento

Em zero bias, a condutância ¶e determinada pelas constantes de acoplamento ¡L e ¡ R e a estru-

tura interna dos estados dos pontos quânticos n~ao s~ao relevantes para o transporte. No entanto,

para bias ¯nita, a TAR e a LDOS dos pontos quânticos exercem um papel crucial sobre as proprie-

dades de transporte. Na ¯gura 4.6 s~ao apresentadas algumas curvasI £ V para diferentes valores

do parâmetro de hoppingtab.

Conforme pode ser observado da ¯gura 4.3, µa medida quetab aumenta, a corrente vai assumindo

uma estrutura de platôs bem de¯nida. Para tab = 0 ; 15 e 0,25, a corrente apresenta dois platôs bem

de¯nidos correspondentes aos picos que aparecem nas curvas de transmitância. Paratab = 0 ; 60

a transmitância apresenta quatro picos bem de¯nidos o que implica em quatro platôs nas curvas

I £ V . Estes resultados mostram que a estrutura eletrônica dos pontos quânticos dominam a forma

das curvasI £ V para o caso de bias ¯nita.

A estrutura de quatro picos que aparece nas curvas de transmitância pode ser entendida considerando-
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Figura 4.3: (a) Curva I £ V para alguns valores detab. (b) Curvas de transmitância (TAR ) correspondentes.

Nota-se que com o aumento detab a corrente passa a exibir um n¶umero maior de platôs correspondentes

µa estrutura discreta da transmitância. Parâmetros ¯xos: P = 0 , ¡ s = 1 ; 00, ¡ 1 = 0 ; 20, tab = 0 ; 60 e

Vga = Vgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

se a densidade de estados local dos pontos quânticos (LDOS). Na ¯gura 4.4 s~ao apresentadas as

LDOS dos pontos quânticosa e b para diferentes valores detab. Para tab = 0 ; 02 os pontos quânticos

est~ao fracamente acoplados de modo que a densidade de estados de cada um ¶e dominada pelo aco-

plamento com os eletrodos correspondentes. No caso do ponto quânticoa que est¶a acoplado ao

ferromagneto, a LDOS-A apresenta um pico com uma largura ¯nita centrado em! = 0. Desde que

o ponto quântico apresenta um n¶³vel degenerado em spin em! = 0, a LDOS para o ponto quântico

isolado corresponderia a uma fun»c~ao delta centrada na origem. O acoplamento com o ferromagneto

faz com que esta fun»c~ao delta apresente uma largura e altura ¯nitas. Este alargamento est¶a relacio-

nado com a mistura ou hibridiza»c~ao do n¶³vel do ponto quântico com a banda cont¶³nua de estados do

ferromagneto. Fisicamente isto representa a probabilidade ¯nita do el¶etron deixar o ponto quântico

tunelando para o ferromagneto.

Para o mesmo valor detab = 0 ; 02, LDOS-B apresenta um padr~ao distinto em compara»c~ao com

LDOS-A. Existem dois picos estreitos em! ¼ § 0; 35. Estes picos est~ao relacionados com os n¶³veis de

Andreev do supercondutor os quais s~ao sim¶etricos e correspondem e estados de el¶etron e de buraco.

µA medida que tab aumenta, surgem dois picos adicionais no centro da LDOS-B, os quais s~ao menos

intensos em compara»c~ao com os n¶³veis de Andreev que s~ao os picos externos. Estes picos surgem

devido ao acoplamento entre os pontos quânticos e correspondem aos chamados estados ligante e

anti-ligante que surgem em mol¶eculas diatômicas [66]. Isto tamb¶em pode ser visto particularizando
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Figura 4.4: (a) LDOS para o ponto quântico a para alguns valores detab. (b) LDOS para o ponto quântico

b para alguns valores detab. Nota-se que paratab ! 0 a LDOS para cada ponto quântico ¶e dominada pelos

eletrodos aos quais estes est~ao acoplados. Parâmetros ¯xos:P = 0 , ¡ s = 1 ; 00, ¡ 1 = 0 ; 10 e Vga = Vgb = 0 .

Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

as equa»c~oes (3.3.20) e (3.3.23) para o caso ¡1 = ¡ s = 0. Neste caso, a densidade de estados de

ambos os pontos quânticos pode ser escrita na forma,

LDOS-A = LDOS-B =
1

2t2
ab

[±(! ¡ tab) + ±(! + tab)]

que corresponde a duas linhas localizadas em! = § tab.

A LDOS-A apresenta quatro picos de igual intensidade paratab = 0 ; 30 e 0; 46. Os dois picos

centrais tamb¶em surgem devido ao acoplamento com o ponto quânticob enquanto que os dois picos

externos est~ao relacionados com os n¶³veis de Andreev. Desde que cada um destes picos se mistura

com a banda cont¶³nua do ferromagneto o resultado ¶e uma distribui»c~ao uniforme de estados em cada

um destes picos o que explica a igual intensidade dos mesmos. Isso n~ao ocorre para o ponto quântico

b devido a este estar fortemente ligado ao supercondutor que n~ao apresenta um espectro cont¶³nuo

como o ferromagneto resultando em uma estrutura assim¶etrica dos picos de LDOS-B.

Seguindo este racioc¶³nio, uma maneira de reduzir a assimetria, seria aumentar o acoplamento

com o ferromagneto e reduzir o acoplamento com o supercondutor de maneira que a hibridiza»c~ao

com o espectro cont¶³nuo do ferromagneto tamb¶em seja pronunciada no ponto quânticob. Conforme

mostrado na ¯gura 4.5, o forte acoplamento com o ferromagneto quase elimina a estrutura de picos

para ¡ 1 = 0 ; 90, inclusive para o ponto quântico b. No entanto, a estrutura geral da LDOS-B

apresenta uma simetria maior comparada com as curvas da ¯gura 4.4.
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Figura 4.5: (a) LDOS para o ponto quântico a para alguns valores de¡ 1. (b) LDOS para o ponto quântico b

para alguns valores de¡ 1. O aumento do acoplamento com o ferromagneto elimina a estrutura de picos devido

a hibridiza»c~ao dos estados discretos dos pontos quânticos com o espectro cont¶³nuo da banda do ferromagneto.

Parâmetros ¯xos: P = 0 , ¡ s = 1 ; 00, tab = 0 ; 68 e Vga = Vgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em

unidades do gap supercondutor.

As altera»c~oes na densidade local de estados dos pontos quânticos tem efeitos diretos sobre as

propriedades de transporte do sistema. Isto pode ser veri¯cado pelas curvasI £ V mostradas na

¯gura 4.6. µA medida que o acoplamento com o ferromagneto aumenta a estrutura de platôs das

curvas ¶e eliminada e as curvas exibem uma varia»c~ao cont¶³nua com o aumento do potencial aplicado.

Isto deve-se ao fato da transmitância depender da densidade local de estados nos pontos quânticos

o que pode ser notados das curvas deTAR na ¯gura 4.6b. Estas exibem picos nos mesmos valores

de energia que ocorrem os picos das curvas de LDOS.

Vale notar ainda que a amplitude da correnteI aumenta signi¯cativamente com o aumento da

constante de acoplamento ¡1. Isto deve-se ao fato desta constante representar a taxa na qual os

el¶etrons do ferromagneto s~ao injetados no ponto quântico. Portanto, um aumento de ¡1 corresponde

a um aumento da taxa de el¶etrons sendo injetados no ponto quântico. Al¶em disso, o aumento do

acoplamento com o ferromagneto implica em uma maior hibridiza»c~ao dos estados do ferromagneto

e dos pontos quânticos e, portanto, em todo o intervalo do gap haver~ao estados dispon¶³veis para

que os el¶etrons sejam transferidos para o supercondutor.
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Figura 4.6: (a) Curva I £ V para alguns valores de¡ 1. (b) Curvas de transmitância (TAR ) correspondentes.

Nota-se que com o aumento de¡ 1 h¶a um aumento quase cont¶³nuo da corrente e a estrutura de platôs ¶e

eliminada. Parâmetros ¯xos: P = 0 , ¡ s = 1 ; 00, tab = 0 ; 68, Vga = Vgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao

expressos em unidades do gap supercondutor.

Efeitos da polariza»c~ao

Nos resultados discutidos at¶e o momento foi considerado que a polariza»c~ao do ferromagneto

era nula. No entanto, a polariza»c~ao do ferromagneto apresenta um efeito importante sobre as

propriedades de transporte do sistema. Desde que a corrente ¶e oriunda do mecanismo de re°ex~ao

de Andreev, isto implica que um el¶etron com spin up ¶e re°etido como um buraco de spin down no

eletrodo ferromagn¶etico. Deste modo, ¶e transferida uma carga igual ao dobro da carga do el¶etron

na forma de um par de Cooper do supercondutor. Portanto, para haver transferência de carga para

o supercondutor ¶e necess¶ario haver estados de spin down ocupados por el¶etrons no ferromagneto

de modo que o buraco re°etido possa ocup¶a-lo. Isso n~ao ¶e poss¶³vel quando a polariza»c~ao ¶e igual µa

unidade, visto que todos os el¶etrons apresentam um tipo de spin e, desta forma, n~ao existem estados

dispon¶³veis para o buraco re°etido pelo supercondutor. Com isso, a re°ex~ao de Andreev ¶e proibida

e a corrente ¶e nula. Na ¯gura 4.7 s~ao mostradas algumas curvas deI £ V para alguns valores de

polariza»c~ao e nota-se que ocorre uma redu»c~ao gradativa da corrente com o aumento deP.

A necessidade de haver el¶etrons de dois tipos de spin para que ocorra condu»c~ao neste sistema

permite que a corrente el¶etrica seja controlada pela polariza»c~ao do ferromagneto. Esta propriedade

tem uma clara aplica»c~ao pr¶atica em spintrônica onde se deseja controlar correntes el¶etricas usando-se

as propriedades de spin dos el¶etrons. No pr¶oximo cap¶³tulo, onde o sistema com dois ferromagnetos
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Figura 4.7: (a) Curva I £ V para alguns valores da polariza»c~aoP. (b) Curvas de transmitância (TAR )

correspondentes. Nota-se que com o aumento deP ocorre uma redu»c~ao da intensidade dos picos da trans-

mitância e uma correspondente redu»c~ao da amplitude da corrente. Parâmetros ¯xos:¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 1 ; 00,

tab = 0 ; 68, Vga = Vgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

ser¶a considerado, esta propriedade ser¶a explorada com mais profundidade.

Potenciais de gate

Na ausência de potencial de gate os n¶³veis dos pontos quânticos est~ao alinhados com o potencial

qu¶³mico do supercondutor¹ s = 0. Aplicando-se os potenciais de gateVga e Vgb ¶e poss¶³vel desalinh¶a-

los de maneira arbitr¶aria. Com isso, ¶e introduzida uma segunda assimetria al¶em da j¶a existente

devido ao acoplamento com os eletrodos. No entanto, a forma como estes potenciais podem afetar

a corrente el¶etrica n~ao pode ser determinada de maneira intuitiva devido mistura dos n¶³veis dos

pontos quânticos com os estados dos eletrodos.

A corrente I em fun»c~ao do potencial de gate ¶e apresentada na ¯gura 4.8a para diferentes valores

do potencial V . Nota-se que a corrente ¶e maxima quando a condi»c~aoVga = Vgb = 0 ¶e satisfeita; para

valores positivos e negativos deVga, a corrente apresenta um decr¶escimo monotônico. Na ¯gura 4.8b

s~ao apresentadas as curvas deI £ Vga para diferentes valoresVgb mantendo-seV = 0 :90. Variando o

potencial de gate no ponto quânticob a corrente ¶e reduzida em rela»c~ao ao casoVgb = 0 e apresenta

dois pontos de m¶aximo cuja separa»c~ao aumenta comVgb. Os potenciais de gate atuam diretamente

sobre os n¶³veis do pontos quânticos afetando a hibridiza»c~ao destes com os estados dos eletrodos.

Desta forma, os valores de energia para os quais ocorre interferência construtiva das fun»c~oes de

onda dos el¶etrons ¶e modi¯cada quando os potenciais de gate s~ao aplicados. Sendo assim, as curvas
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apresentadas nas ¯guras 4.8 podem ser entendidas considerando-se a LDOS dos pontos quânticos.
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Figura 4.8: (a) Curvas I £ Vga para diferentes valores deV com Vgb = 0 . Pode ser observado que o valor

m¶aximo da corrente ocorre para Vga = Vgb = 0 . (b) Curvas I £ Vga para diferentes valores deVgb com

V = 0 ; 90. Para Vgb 6= 0 o pico de m¶aximo se divide em dois picos cuja separa»c~ao ¶e maior para valores

maiores deVgb. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 0 ; 50, tab = 0 ; 30 e P = 0 ; 80. Todos os parâmetros est~ao

expressos em unidades do gap supercondutor.

Tomando-se a curva paraVgb = 0 ; 80 da ¯gura 4.8b, os pontos de m¶aximo encontram-se nos

valores Vga = ¡ 0; 63 e Vga = +0 ; 10. Na ¯gura 4.9 s~ao apresentadas as curvas para LDOS para

valores deVga adjacentes ao m¶aximo da corrente emVga = ¡ 0; 63. As curvas para ambos os pontos

quânticos s~ao similares: um conjunto de picos est¶a localizado no intervalo 0; 60 < ! < 0; 80 para

Vga > 0 e em¡ 0; 80 < ! < ¡ 0; 60 para Vga < 0. O efeito global da aplica»c~ao dos potenciais de

gate ¶e fazer com que os dois conjuntos de picos apresentem intensidades fortemente assim¶etricas.

No caso da LDOS-A, os picos localizados no intervalo negativo de energias s~ao refor»cados enquanto

que os picos da regi~ao positiva s~ao suprimidos. Nas curvas da LDOS-B ocorre o contr¶ario: os

picos positivos s~ao refor»cados enquanto que o conjunto de picos da por»c~ao negativa do espectro s~ao

suprimidos. Desde que no processo de re°ex~ao de Andreev um el¶etron com energia +! ¶e re°etido

como um buraco com energia¡ ! , ent~ao ambos os conjuntos de picos ir~ao participar do processo

de transporte. Sendo assim, a condutividade do sistema ser¶a limitada pelos conjunto de picos

suprimidos. Isso explica a sistem¶atica redu»c~ao da corrente com o aumento dos potenciais de gate.

Conforme pode ser observado da ¯gura 4.9a, a distribui»c~ao de picos paraVga < 0 torna-se

mais localizada e a separa»c~ao entre eles aumenta µa medida queVga muda de -0,63 para -0,93.
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No detalhe da ¯gura 4.9a ¶e mostrada uma amplia»c~ao dos picos suprimidos da LDOS-A. Na curva

para Vga = ¡ 0; 63, existem três picos que estendem-se sobre o intervalo de 0; 60 < ! < 0; 80. A

medida Vga varia de -0,63 para -0,93, este padr~ao muda para um pico localizado em! ¼ 0; 68.

O resultado, portanto, ¶e uma redu»c~ao do intervalo de energia em que pode ocorrer a re°ex~ao

de Andreev implicando na redu»c~ao da corrente el¶etrica de 0,11 paraVga = ¡ 0; 63 para 0,02 em

Vga = ¡ 0; 90. O mesmo tipo de efeito pode ser observado na LDOS-B, onde os picos s~ao deslocados

para a extremidade do espectro e tornam-se mais estreitos de modo que o efeito global ¶e uma

redu»c~ao da janela de energia onde a corrente el¶etrica ¶e estabelecida.

O mesmo comportamento pode ser observado no segundo pico da corrente localizado emVga =

+0 ; 10 (curva para Vgb = 0 ; 80 da ¯gura 4.8b). As curvas da ¯gura 4.10 mostram que o transporte

eletrônico ocorre atrav¶es de estados localizados em torno de! = 0. µA medida que Vga aumenta,

o pico central ¶e dividido em dois picos com intensidades diferentes reduzindo assim o n¶umero de

estados dispon¶³veis para o transporte. Al¶em disso, os picos externos s~ao deslocados em dire»c~ao µa

borda do espectro µa medida queVga aumenta. Desde queV = 0 ; 90, para valores deVga > 0; 55

estes picos ¯cam localizados para valores acima de 0,90 e n~ao contribuem para a corrente. Estes

dois efeitos explicam a redu»c~ao cont¶³nua da corrente quando o potencial de gateVga aumenta de

0,1 para 0,90.

Os espectros da LDOS mostrados nas ¯guras 4.9 e 4.10 s~ao bem diferentes mostrando que o

potencial de gate tem fortes efeitos sobre a LDOS dos pontos quânticos. Atrav¶es da varia»c~ao do

potencial de gate ¶e poss¶³vel modi¯car as regi~oes em energia onde ocorrem as ressonâncias o que

pode ser usado para controlar a corrente el¶etrica nestes sistemas.
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Figura 4.9: Curvas de LDOS correspondentes a curva da corrente el¶etrica paraVgb = 0 ; 80 apresentada na

¯gura 4.8b. (a) LDOS-A para valores de Vga correspondentes ao ponto de m¶aximo da corrente emVga =

¡ 0; 63. No detalhe ¶e apresentada uma amplia»c~ao da regi~ao0; 60 < ! < 0; 80. (b) Curvas correspondentes para

LDOS-B. No detalhe ¶e apresentada uma amplia»c~ao da regi~ao¡ 0; 90 < ! < ¡ 0; 60. Nota-se que aumentando

Vga o pico da LDOS localizado em! ¼ § 0; 68 ¶e dividido em dois e a separa»c~ao entres estes picos aumenta a

medida Vga tende para -0,90. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 0 ; 50, tab = 0 ; 30, V = 0 ; 90 e P = 0 ; 80.

Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.
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Figura 4.10: Curvas de LDOS correspondentes a curva da corrente el¶etrica paraVgb = 0 ; 80 apresen-

tada na ¯gura 4.8b. (a) LDOS-A para valores deVga correspondentes ao ponto de m¶aximo da corrente em

Vga = +0 ; 10. No detalhe ¶e apresentada uma amplia»c~ao da regi~ao¡ 0; 90 < ! < 0; 10. (b) Curvas corres-

pondentes para LDOS-B. No detalhe ¶e apresentada uma amplia»c~ao da regi~ao¡ 0; 90 < ! < 0; 10. Nota-se

que aumentando-seVga o pico central ¶e dividido em dois e a separa»c~ao entres estes picos aumenta a medida

Vga tende para 0,75. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 0 ; 50, tab = 0 ; 30, V = 0 ; 90 e P = 0 ; 80. Todos os

parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.
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4.2 Resultados para o caso interagente

Os resultados apresentados a seguir referem-se ao estudo dos efeitos das intera»c~oes sobre a

corrente el¶etrica do sistema. Por simplicidade e clareza, as intera»c~oes ser~ao consideradas separada-

mente, ou seja, primeiramente ser¶a considerado o efeito da intera»c~ao inter-pontos quânticos, descrita

pela constanteK e depois o efeito da intera»c~ao intra ponto quântico, caracterizada pela constante

U. Em princ¶³pio, em uma situa»c~ao experimental ambas as intera»c~oes est~ao presentes desde que s~ao

oriundas da correla»c~ao Coulombiana. Por esta raz~ao, no ¯nal deste cap¶³tulo, ser~ao apresentados

alguns dados com ambas as intera»c~oes presentes com uma con¯gura»c~ao de parâmetros mais pr¶oxima

da situa»c~ao experimental.

¶E importante notar que n~ao ser¶a considerado a ocorrência de ressonância Kondo nos pontos

quânticos. Embora este efeito tenha sido observado experimentalmente em pontos quânticos semi-

condutores, o acoplamento do ponto quântico com o eletrodo ferromagn¶etico leva a uma supress~ao

do efeito do Kondo [94, 95]. Al¶em disso, o pareamento eletrônico no supercondutor tamb¶em com-

pete com o efeito Kondo atrav¶es do efeito de proximidade [96]. As intera»c~oes intra e inter pontos

quânticos s~ao limitadas pelo valor do gap supercondutor, desde que o objetivo ¶e observar os efeitos da

corrente devido ao processo de re°ex~ao de Andreev. Isso restringe os potenciais aplicados a valores

muito pequenos, tipicamente da ordem demeV ou menores. Portanto, os resultados apresentados

est~ao no regime de baixa correla»c~ao.

4.2.1 Efeitos da intera»c~ao inter pontos quânticos ( K)

Na ¯gura 4.11a s~ao apresentadas algumas curvasI £ V , para diferentes valores da intera»c~ao inter-

pontos quânticos. Estas curvas apresentam uma estrutura de platôs, como no caso n~ao-interagente

relacionados com a estrutura de picos da LDOS dos pontos quânticos. Quando a intera»c~ao ¶e ligada

e aumentada, o valor do platô m¶aximo ¶e reduzido deI = 0 ; 90 para K = 0 at¶e I = 0 ; 30 para

K = 0 ; 45, desde que valores mais elevados da intera»c~ao implicam em uma repuls~ao Coulombiana

maior entre os pontos quânticos. Para valores pequenos do potencial aplicado (eV < 0; 30) esta

tendência ¶e invertida apesar de ser um efeito muito pequeno. Na ¯gura 4.11b, s~ao mostradas as

curvas correspondentes da condutância diferencial as quais permitem uma melhor resolu»c~ao das

curvas I £ V . A estrutura sim¶etrica para K = 0 ¶e quebrada quandoK 6= 0, a assimetria tornado-se

mais pronunciada para valores mais altos deK. Em alguns exemplos da ¯gura 4.11b, regi~oes de

condutância diferencial negativa (CDN) aparecem paraK em torno de 0,60, Dos c¶alculos num¶ericos
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realizados, a CDN est¶a presente no intervalo 0; 08 < K < 0; 4. Para K maior que 0; 4, a CDN ¶e

suprimida e um pico positivo emerge nas curva dedI=dV , conforme pode ser observado na curva

para K = 0 ; 45.

Dos resultados apresentados na ¯gura 4.11, conclui-se que o mecanismo de surgimento da CDN

n~ao est¶a linearmente relacionado com o efeito de bloqueio de Coulomb [81{84]. A intera»c~aoK exerce

um efeito mais sutil mudando a transmitância do sistema. Com efeito, observando-se as curvas de

dI=dV , nota-se quando a intera»c~ao ¶e elevada, o segundo pico paraeV > 0 ¶e suprimido. Desta

forma, para alguns valores deK ocorre uma supress~ao de alguns dos picos resonantes causando uma

redu»c~ao adicional da transmitância para alguns valores do potencial aplicado. Este efeito faz com

que a condutância diferencial assuma valores negativos.
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Figura 4.11: Corrente vs. potencial aplicado para alguns valores deK. (a) Curvas I £ V . (b) Curvas de

condutância diferencial correspondentes, mostrando regi~oes com valores negativos. Parâmetros ¯xos:¡ 1 =

0; 19, ¡ s = 0 ; 40, tab = 0 ; 5, P = 0 ; 3, U = 0 , kB T = 0 ; 01 and eVga = eVgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao

expressos em unidades do gap supercondutor.

A transmitância ¶e apresentada nas ¯guras 4.12a e 4.12b. H¶a uma varia»c~ao das curvas com o

potencial aplicado em constraste com o caso n~ao-interagente onde a transmitância independe do

valor de V . A intera»c~ao K acopla os n¶umeros de ocupa»c~ao nos pontos quânticos, o que implica

em uma dependência n~ao trivial da transmitância com o potencial aplicado. Na ¯gura 4.12a s~ao

mostradas as curvas paraTAR com K = 0 ; 22 ¯xo para diferentes valores deV . Como pode ser

claramente observado, h¶a uma redu»c~ao da amplitude deTAR com o aumento do potencial mas o

espectro permanece sim¶etrico com respeito a! . Na ¯gura 4.12b, s~ao mostradas as curvas paraTAR
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com eV = 0 ; 99 para v¶arios valores deK. Nestas curvas pode-se observar novamente uma redu»c~ao

da transmitância e um deslocamento dos picos. No entanto, a varia»c~ao n~ao ¶e sistem¶atica como pode

ser veri¯cado pela curva paraK = 0 ; 45 a qual n~ao segue a mesma tendência das demais. A redu»c~ao

gradual da transmitância com o aumento do potencial aplicado ¶e uma das causas da CDN.
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Figura 4.12: (a) Transmitância Andreev ( TAR ) para K = 0 ; 22. (b) Transmitância Andreev ( TAR ) para

eV = 0 ; 99. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 19, ¡ s = 0 ; 40, tab = 0 ; 5, P = 0 ; 3, U = 0 , kB T = 0 ; 01 e

eVga = eVgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

A ausência da CDN para valores negativos do potencial aplicado sugere que existem ingredientes

adicionais para explicar este efeito. Um fator importante ¶e a assimetria na LDOS a qual aparece

quando a intera»c~aoK ¶e ligada. Nas ¯guras 4.13a e 4.13b o efeito da intera»c~ao sobre a estrutura

de picos da LDOS ¶e mostrado. A forma sim¶etrica vista nas ¯guras 4.5 e 4.4 ¶e perdida quando a

intera»c~ao ¶e inclu¶³da. Aumentando-se os valores deK em dire»c~ao ao valor do gap supercondutor,

alguns picos s~ao suprimidos (um central e um externo) e outros s~ao refor»cados (um central e outro

externo). Al¶em disso, a LDOS apresenta um car¶ater mais localizado desde que os picos tornam-se

mais estreitos. Os picos centrais da LDOS est~ao associados com estados ressonantes entre os pontos

quânticos, enquanto que os picos externos s~ao oriundos do acoplamento com o supercondutor. A

simetria ¶e cr¶³tica para permitir a transferência de el¶etrons atrav¶es da nanoestrutura desde que a

soma das energias dos el¶etrons dispon¶³veis para formar o par de Cooper deve ser igual ao potencial

qu¶³mico do supercondutor (o qual ¶e igual a zero). Portanto, a corrente ¶e otimizada quando os picos

da LDOS s~ao sim¶etricos e a supress~ao de um destes picos causa uma redu»c~ao efetiva da corrente

com a eventual emergência do efeito CDN.
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Figura 4.13: LDOS para diferentes valores da intera»c~aoK. (a) LDOS para o ponto quântico a, acoplado ao

ferromagneto. (b) LDOS para o ponto quânticob acoplado ao supercondutor. Em ambos a intera»c~ao introduz

uma assimetria relacionada com o efeito CDN. Parâmetros ¯xos:¡ 1 = 0 ; 19, ¡ s = 0 ; 40, tab = 0 ; 5, P = 0 ; 3,

U = 0 , kB T = 0 ; 01, eV = +0 ; 62 e eVga = eVgb = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do

gap supercondutor.

Para veri¯car que a CDN tamb¶em est¶a relacionada com a assimetria da LDOS, as curvas para

K = 0 ; 22 da ¯gura 4.11 foram recalculadas, para o caso em que o potencial de gate no ponto

quântico a ¶e aplicado enquanto que o potencial de gate no ponto quânticob ¶e mantido ¯xo em

Vgb = 0. Os resultados s~ao qualitativamente similares seVgb ¶e variado mantendo-seVga = 0 .

Conforme mostrado nas ¯guras 4.14a e 4.14b, a CDN aparece para valores negativos deV quando

Vga varia de ¡ 0; 26 a ¡ 0; 39. No intervalo ¡ 0; 13 < Vga < +0 ; 13, a CDN aparece paraV > 0. Para

fazer contato com a assimetria da LDOS, nas ¯guras 4.15a e 4.15b, s~ao mostradas as LDOS para

o ponto quântico b para valores adjacentes ao pico negativo da condutância diferencial. A LDOS

para o ponto quântico a apresenta uma forma similar. Variando o potencial de gateVga ¶e poss¶³vel

mudar a amplitude e posi»c~ao dos picos na LDOS. Na ¯gura 4.15a h¶a uma forte supress~ao do pico

localizado em! = ¡ 0; 37. Esta redu»c~ao corresponde aos valores negativos dadI=dV . Na ¯gura

4.15b, s~ao mostradas as curvas de LDOS-B para a CDN ocorrendo emV > 0. Nota-se agora que

o pico suprimido est¶a localizado em! = +0 ; 37. Desta forma, existe uma rela»c~ao direta entre a

localiza»c~ao do pico mais suprimido da LDOS e o sinal do potencialV onde ocorre a CDN.

As ¯guras 4.14 e 4.15 corroboram a fun»c~ao da LDOS no surgimento de regi~oes negativas na

condutância diferencial. Com efeito, os picos da LDOS e da transmitância s~ao ressonâncias resul-
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Figura 4.14: Corrente e condutância diferencial para alguns valores do potencial de gateVga . (a) Corrente.

(b) Condutância diferencial. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 2, ¡ s = 0 ; 4, tab = 0 ; 50, P = 0 ; 3, K = 0 ; 22, U = 0 ,

kB T = 0 ; 01 e Vgb = 0 .
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Figura 4.15: LDOS do ponto quântico b para alguns valores do potencial de gateVga . (a) LDOS-B para

eV = ¡ 0; 61. O segundo pico ¶e progressivamente suprimido e desaparece paraeVga = ¡ 0; 39. (b) LDOS-B

para eV = +0 ; 62. O primeiro pico para energia positiva, que estava ausente paraeVga = 0 , emerge com a

aplica»c~ao do potencial de gate. Parâmetros ¯xos:¡ 1 = 0 ; 2, ¡ s = 0 ; 4, tab = 0 ; 50, P = 0 ; 3, kB T = 0 ; 01,

Vgb = 0 , K = 0 ; 22 e U = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

tantes do acoplamento entre os pontos quânticos e os eletrodos. Como mostrado nas ¯guras 4.12

e 4.13, a intera»c~ao inter pontos quânticos afeta a LDOS e a transmitância de maneira similar a

uma \interferência destrutiva", mudando a posi»c~ao e amplitude dos picos.¶E poss¶³vel sintonizar a
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regi~ao onde tal \interferência destrutiva"ocorre atrav¶es de potenciais de gate modi¯cando os valores

do potencial aplicado onde a CDN ir¶a ocorrer, conforme mostrado nas ¯guras 4.14 e 4.15. Esta

possibilidade de controlar a regi~ao onde ocorre a CDN pode ser ¶util em aplica»c~oes pr¶aticas.

4.2.2 Efeitos da intera»c~ao intra-pontos quânticos

No que segue, s~ao apresentados os resultados para o caso que a intera»c~ao intra-pontos quânticos

U ¶e ligada mantendo-se a intera»c~ao inter-pontos quânticos igual a zero (K = 0). Conforme ¯ca

evidente da equa»c~ao (3.1.8) do cap¶³tulo 3, a intera»c~aoU separa os estados de spin up e spin down

em cada ponto quântico implicando em uma divis~ao dos picos da transmitância e condutância

diferencial.
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Figura 4.16: Corrente e condutância diferencial em fun»c~ao do potencial aplicado para alguns valores da

intera»c~ao U. (a) Corrente vs. potencial aplicado. (b) Condutância diferencial. A intera»c~ao U levanta a

degenerescência de spin produzindo uma divis~ao dos picos nas curvasdI=dV . Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 1,

¡ s = 1 :00, tab = 0 ; 50, P = 0 ; 80, K = 0 , kB T = 0 ; 01 e eVga = eVgb = 0 .

No entanto, este efeito pode ser observado apenas quando as ocupa»c~oes de spin up e spin down

s~ao diferentes. Esta condi»c~ao ¶e satisfeita para valores n~ao-nulos da polariza»c~ao do ferromagneto,

quando diferentes n¶umeros de el¶etrons com spin up e spin down s~ao injetados nos pontos quânticos.

As taxas de inje»c~ao s~ao ¡1" =h = ¡ 1(1 + P)=h e ¡ 1#=h = ¡ 1(1 ¡ P)=h, para el¶etrons com spin up e

spin down, respectivamente. Na ¯gura 4.16 algumas curvasI £ V e a correspondente condutância

diferencial s~ao apresentadas, para diferentes valores da intera»c~aoU. T~ao logo U 6= 0, os picos

come»cam a se dividir e paraU = 0 ; 90 a condutância diferencial apresenta um claro padr~ao de

oito picos. A curva I £ V , para U = 0 ; 90, tamb¶em apresenta um n¶umero adicional de platôs e
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uma amplitude m¶axima reduzida em compara»c~ao com o casoU = 0. Esta redu»c~ao ocorre devido a

supress~ao do n¶umero de estados dispon¶³veis nos pontos quânticos com o aumento da intera»c~ao.

Nos exemplos apresentados na ¯gura 4.16, os quais foram calculados comP = 0 ; 90, o efeito

de CDN est¶a ausente. Aumentando-se a polariza»c~ao a regi~ao de CDN ¶e reduzida e eventualmente

desaparece quando a polariza»c~ao se aproxima da unidade. O mecanismo que justi¯ca o efeito de

CDN para intera»c~ao intra-ponto quântico ¶e o mesmo que foi apresentado para o caso da intera»c~aoK:

a redu»c~ao da transmitância com o potencial aplicado combinada com as assimetrias da densidade

de estados dos pontos quânticos. Para valores da polariza»c~ao pr¶oximos da unidade, o n¶umero m¶edio

de el¶etrons participando do processo de condu»c~ao ¶e t~ao reduzido que uma redu»c~ao do n¶umero de

estados n~ao implica em uma redu»c~ao da corrente el¶etrica. Esta ¶e a causa da ausência da CDN nos

exemplos mostrados na ¯gura 4.16.

4.2.3 Resultados para U 6= 0 e K 6= 0

Nas ¶ultimas se»c~oes os resultados apresentados apresentavam uma das intera»c~oes desligada. En-

tretanto, o caso de maior relevância experimental ¶e quando ambas intera»c~oes s~ao ativas. Na

¯gura 4.17 s~ao mostradas algumas curvas paraU = K = 0 ; 25. Embora os valores de pola-

riza»c~ao sejam altosP = 0 ; 30 e 0,80, existem algumas regi~oes de CDN em todas as curvas. Para

Vga = ¡ 0; 39 eVgb = ¡ 0; 10 a CDN aparece para valores negativos do potencial aplicadoeV . ¡ 0; 48

(¯guras 4.17a e 4.17b). ParaeVga = eVgb = ¡ 0; 13, (¯guras 4.17c e 4.17d) a CDN aparece para

eV & 0; 48. Al¶em das intera»c~oes e dos valores dos potenciais de gate, outra diferen»ca em rela»c~ao

as curvas da ¯gura 4.16 s~ao os valores das constantes de acoplamentotab e ¡ s. Alterando-se os

valores destas constantes, ¶e poss¶³vel fazer com que alguns picos da LDOS sejam pequenos de modo

a fazer com que a corrente seja sens¶³vel µa redu»c~ao dos estados mesmo em polariza»c~oes pr¶oximas

de 1 e o efeito CDN ¶e recuperado. Com efeito, para os casos correspondentes das ¯guras 4.17c e

4.17d, a LDOS apresenta alguns picos quase totalmente suprimidos. Um exemplo ¶e apresentado

nas ¯guras 4.18a e 4.18b onde a LDOS ¶e mostrada paraP = 0 ; 80. Com o aumento do potencial

aplicado, ocorre uma supress~ao do primeiro e terceiro picos localizados em! = ¡ 0; 54 e! = 0 ; 23,

respectivamente. A supress~ao do primeiro pico da LDOS-A e do terceiro picos da LDOS-B ¶e quase

completa para eV = 0 ; 57 eeV = 0 ; 83. Desde que a re°ex~ao de Andreev requer um par de canais

sim¶etrico para conduzir a corrente, o processo ¶e dominado por estes picos suprimidos permtindo

observar a CDN para valores elevados deP.
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Figura 4.17: Corrente e condutância diferencial em fun»c~ao do potencial aplicado para diferentes valores

da polariza»c~ao do ferromagneto. Figuras (a) e (b):Vga = ¡ 0; 39 e Vgb = ¡ 0; 10 . Figuras (c) e (d)

Vga = Vgb = ¡ 0; 13. O aumento da polariza»c~ao suprime a CDN reduzindo-se o n¶umero de el¶etrons no

processo de condu»c~ao. Parâmetros ¯xos:¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 0 ; 26, tab = 0 ; 40, K = 0 ; 25, U = 0 ; 25 e

kB T = 0 ; 01.
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Figura 4.18: LDOS correspondentes para alguns valores do potencial aplicado. Ajustando parâmetro de

\hopping" tab e o acoplamento com o supercondutor¡ s, ¶e poss¶³vel reduzir os picos da LDOS permitindo

observar a CDN mesmo para valores altos da polariza»c~ao. (a) LDOS para o ponto quânticoa. (b) LDOS

para o ponto quânticob. Parâmetros ¯xos: P = 0 ; 80, ¡ 1 = 0 ; 20, ¡ s = 0 ; 26, tab = 0 ; 40, K = 0 ; 25, U = 0 ; 25,

kB T = 0 ; 01 e Vga = Vgb = ¡ 0; 13. Todos os parâmetros est~ao expressos em termos do gap supercondutor.
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5
Resultados para o sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb¡ S

Neste cap¶³tulo ser~ao apresentados os resultados para o sistema completo (F1; F2)¡ PQa¡ PQb¡ S

considerando-se as propriedades mais relacionadas com o processo n~ao-local de re°ex~ao de Andreev

cruzada. Desde que existem dois eletrodos ferromagn¶eticos, ¶e poss¶³vel de¯nir uma magnetore-

sistência para comparar as situa»c~oes em que as magnetiza»c~oes dos eletrodos est~ao orientadas para-

lelamente e anti-paralelamente. Como foi feito no cap¶³tulo 4, primeiramente ser~ao consideradas as

propriedades de equil¶³brio, em zero-bias, e a seguir, as propriedades sob potencial aplicado.

5.1 Resultados para o caso n~ao-interagente

5.1.1 Condutância em zero bias

Considerando o limite eV1 = eV2 = 0 + nas equa»c~oes (3.3.4) e (3.3.9), segue que:

G1 =
2e2

h
[A11(0) + A12(0)] (5.1.1)

para o eletrodoF1 e

G2 =
2e2

h
[A22(0) + A21(0)] (5.1.2)

para o eletrodoF2.

Usando-se os valores das amplitudes em! = 0, pode-se escrever a condutância total do sistema

da seguinte forma:

G( ~P ; ~r ) = G1 + G2 =
16e2

h
~r 2(1 ¡ ~P2)

(1 ¡ ~P2 + ~r 2)2
: (5.1.3)

onde a raz~ao de acoplamento ~r ¶e de¯nida da seguinte forma,

~r =
¡ R

¡ L

83
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com

¡ L = ¡ 1 + ¡ 2 and ¡ R =
4t2

ab

¡ s
:

Al¶em disso, foi de¯nido,

~P =
[(¡ 1P1)2 + (¡ 2P2)2 + 2¡ 1P1¡ 2P2 cosµ]1=2

¡ 1 + ¡ 2
: (5.1.4)

A condutância de cada eletrodo pode ser escrita usando-se a de¯ni»c~ao de~P. Para o eletrodo

F1, a condutância G1 pode se escrita da seguinte forma,

G1 = G
¡ 2

1 + ¡ 2¡ 1 ¡ (P2
1 ¡ 2

1 + ¡ 1P1¡ 2P2 cosµ)
¡ 2

1 + ¡ 2
2 + 2¡ 2¡ 1 ¡ (¡ 2

1P2
1 + ¡ 2

2P2
2 + 2¡ 1P1¡ 2P2 cosµ)

(5.1.5)

e para o eletrodoF2 tem-se ainda:

G2 = G
¡ 2

2 + ¡ 2¡ 1 ¡ (P2
2 ¡ 2

2 + ¡ 1P1¡ 2P2 cosµ)
¡ 2

1 + ¡ 2
2 + 2¡ 2¡ 1 ¡ (¡ 2

1P2
1 + ¡ 2

2P2
2 + 2¡ 1P1¡ 2P2 cosµ)

: (5.1.6)

Para veri¯car melhor o efeito da introdu»c~ao do segundo ferromagneto ao sistema, ser¶a conside-

rado o caso em queP1 = P2 = P e ¡ 1 = ¡ 2. Neste caso a equa»c~ao (5.1.4) se reduz a~P = P cos(µ=2)

de modo que a orienta»c~ao relativa das magnetiza»c~oes dos ferromagnetos desempenha um papel se-

melhante ao da polariza»c~ao para o sistema com apenas um eletrodo. Desta forma, a combina»c~ao de

dois ferromagnetos atua como um ferromagneto efetivo cuja polariza»c~ao ¶e controlada pelo ângulo

µ. Na ¯gura 5.1 ¶e mostrada a condutância total G dada por (5.1.3) em fun»c~ao do ânguloµ para

diferentes valores da polariza»c~aoP. Nota-se que de modo geral ocorre um aumento deG µa medida

que o ânguloµ se aproxima de¼. Este aumento ¶e explicado pela contribui»c~ao do processo de re°ex~ao

de Andreev cruzada (RAC) que ¶e m¶axima quandoµ = ¼. Este efeito tamb¶em pode ser observado

pela sensibilidade da condutância com o ânguloµ que aumenta µa medida queP ! 1. Aqui como

no caso com apenas um eletrodo (¯gura 4.2), existe um valor de~P tal que G ¶e m¶axima quando

a condi»c~ao~P2 + ~r 2 = 1 ¶e satisfeita. Desta forma, quando ~r = 1 como mostrado na ¯gura 5.1a, a

condutância aumenta de maneira monotônica, por¶em quando ~r < 1 (¯gura 5.1b) existe um valor de

~P que satisfaz a condi»c~ao resultando em um m¶aximo para um valor deµ < ¼.

Na ¯gura 5.2a s~ao mostradas algumas curvas para a condutânciaG1 em fun»c~ao deµ para alguns

valores da polariza»c~aoP2. Desde que a polariza»c~ao do ferromagneto 1 ¶e ¯xa emP1 = 1, ent~ao G1 ¶e

determinada pela RAC. Desde que este processo acopla os eletrodos ferromagn¶eticos, a varia»c~ao de

G1 com µ depende da polariza»c~ao do ferromagneto 2. QuandoP2 = 0, a condutância G1 permanece
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Figura 5.1: Condutância em zero bias em fun»c~ao do ânguloµ para diferentes valores da polariza»c~ao dos

ferromagnetos (P = P1 = P2). (a) Resultados para ~r = 1 . (b) Resultados para~r > 1.
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Figura 5.2: (a) Condutância do eletrodo F1 em fun»c~ao do ânguloµ para diferentes valores deP2. (b)

Magnetoresistência por re°ex~ao de Andreev (ARMR) em fun»c~ao da polariza»c~ao dos ferromagnetos (P =

P1 = P2) para diferentes valores da raz~ao de acoplamento~r .

constante desde que a varia»c~ao deµ n~ao muda a magnetiza»c~ao deF2 quando este encontra-se

despolarizado. QuandoP2 aumenta, a condutância ¶e reduzida para valores deµ ¼ 0 e cresce com µa

medida queµ ! ¼. O resultado da ¯gura 5.2 pode ser interessante do ponto de vista pr¶atico pois

mostra que medindo-se a condutânciaG1 de um ferromagneto conhecido ¶e poss¶³vel determinar a

polariza»c~ao de um segundo ferromagneto.

Os resultados mostrados at¶e o momento indicam que a condutância do sistema ¶e maior na con¯-

gura»c~ao anti-paralela. Esta ¶e uma particularidade deste sistema e ¶e um comportamento contr¶ario ao
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observado em outros sistemas magn¶eticos que apresentam efeitos de GMR e TMR [97,98]. Para fazer

uma an¶alise comparativa da condutância nas con¯gura»c~oes paralela e anti-paralela, ¶e interessante

de¯nir a magnetoresistência por re°ex~ao de Andreev (ARMR ) da seguinte maneira:

ARMR =
GAP ¡ GP

GAP + GP
(5.1.7)

onde GAP = G(µ = ¼) ¶e condutância quando os eletrodos apresentam magnetiza»c~ao anti-paralela e

GP = G(µ = 0) quando as magnetiza»c~oes dos eletrodos est~ao alinhadas paralelamente.

Na ¯gura 5.2b algumas curvas daARMR em fun»c~ao da polariza»c~ao dos ferromagnetos s~ao

apresentadas. Nota-se que o sinal daARMR muda de acordo com a raz~ao de acoplamento ~r .

A condutância GP depende fortemente da polariza»c~ao desde que a re°ex~ao de Andreev requer

el¶etrons de dois tipos de spin do mesmo ferromagneto. Com efeito, no caso em queP1 = P2 = P,

a polariza»c~ao efetiva dos ferromagnetos ¶e~P = P cos(µ=2) de modo que no caso paralelo~P = P,

assim:

GP =
16e2

h
~r 2(1 ¡ P2)

(1 ¡ P2 + ~r 2)2 :

Com isso, µa medida que a polariza»c~ao dos eletrodos aumenta ocorre uma redu»c~ao da condutância

GP µa medida queP ! 1. No entanto, quando ~r < 1 existe um valor de P que maximiza a

condutância GP (¯gura 5.1b) e nesta condi»c~aoGP supera GAP para a maior parte dos valores da

polariza»c~ao. Ao mesmo tempo, a condutânciaGAP depende apenas das constantes de acoplamento

de modo que valores pequenos de ~r implicam em uma forte redu»c~ao deGAP . Com efeito, para a

con¯gura»c~ao anti-paralela ~P = 0, de modo que:

GAP =
16e2

h
~r 2

(1 + ~r 2)2

e assim,GAP ! 0 quando ~r ! 0.

5.1.2 Resultados para bias ¯nita

Para valores ¯nitos do potencial, a fun»c~ao das constantes de acoplamento alteram de maneira

n~ao-trivial a estrutura da LDOS dos pontos quânticos. A corrente el¶etrica ¶e fortemente dependente

da simetria entre os picos da LDOS localizados simetricamente em rela»c~ao a! = 0. Conforme

discutido no cap¶³tulo 3, a corrente totalI que entra no supercondutor ¶e dada pela soma das correntes

I 1, oriunda do ferromagneto 1, eI 2 oriunda do ferromagneto 2. No caso espec¶³¯co em que as

polariza»c~oesP1 e P2 s~ao iguais a unidade e as magnetiza»c~oes est~ao orientadas na con¯gura»c~ao
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antiparalela, I 1 e I 2 devem ser correntes de spin puro de modo que a corrente total que entra no

supercondutor seja completamente despolarizada. Como conseqÄuência, a dependência da corrente

com as constantes de acoplamento e com os potenciais externosV1 e V2 n~ao ¶e direta, i.e., o aumento

de um dos potenciais em rela»c~ao ao outro n~ao implica em um aumento imediato da corrente el¶etrica

dos eletrodos individuais. Os eletrodos devem cooperar entre si de maneira que a soma das correntes

I 1 e I 2 seja convertida em pares de Cooper singletos do supercondutor. Na ¯gura 5.3a ¶e mostrada

a corrente I 1 em fun»c~ao dos potenciaisV1 e V2 onde percebe-se claramente a estrutura de platôs

relacionada com os picos discretos da LDOS dos pontos quânticos. Na ¯gura 5.3b ¶e mostrada a

proje»c~ao da superf¶³cie da corrente no plano (V1; V2). A escala de cor determina o valor da corrente

el¶etrica. Conforme pode ser observado da ¯gura 5.3b, para valores positivos do potencialV1 situado

no III quadrante, I 1 apresenta valores negativos. O mesmo comportamento ¶e observado para a

corrente total I = I 1 + I 2. Este ¶e um efeito peculiar desde que intuitivamente paraV1 > 0 espera-se

que I 1 seja positivo. O fato deI 1 ser constitu¶³da por el¶etrons de spin up e a correnteI 2 por el¶etrons

de spin down, implica que o sinal da corrente el¶etrica ¶e determinada pelo valor m¶edio dos potenciais

V1 e V2.
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Figura 5.3: (a) Corrente I 1 em fun»c~ao dos potenciais aplicadosV1 e V2. (b) Proje»c~ao da superf¶³cie no plano

(V1; V2) onde ¯ca claro no terceiro (III) quadrante que a corrente I 1 < 0 para V1 > 0. Esta caracter¶³stica ¶e

resultante do requerimento da corrente no supercondutor ser despolarizada para qualquer valor de potencial

aplicado. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = ¡ 2 = 0 ; 05, ¡ s = 1 ; 0, tab = 0 ; 50, P1 = P2 = 1 ; 0, kB T = 0 ; 01,

Vga = Vgb = 0 , K = U = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.
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A seguir ser¶a considerada a magnetoresistência do sistema na presen»ca de potencial aplicado.

Para isso, a de¯ni»c~ao (5.1.7) deve ser reformulada em termos das correntesI P e I AP . Devido ao

sinal da corrente ser determinada pela m¶edia dos potenciaisV1 e V2 , ent~ao a magnetoresistência ¶e

de¯nida da seguinte forma:

ARMR =
jI AP j ¡ j I P j
jI AP j + jI P j

: (5.1.8)

A de¯ni»c~ao (5.1.8) ¶e diferente da usual devido ao uso do valor absoluto da corrente. A equa»c~ao

(5.1.8) permite comparar o valor das correntesI P e I AP mesmo nos casos em que se considera

ARMR em fun»c~ao dos potenciaisV1 e V2.

Na ¯gura 5.4 s~ao apresentadas algumas curvas deARMR para diferentes valores do parâmetro de

hopping tab e do potencialV1. O potencial no eletrodoF2 ¶e mantido ¯xo em 0,20. O comportamento

da ARMR para valores pequenos detab e V1 ¶e similar ao que ocorre em zero-bias, i.e., aARMR

muda de valores negativos para valores positivos µa medida que a raz~ao ~r = ¡ R=¡ L ¶e aumentada

para valores maiores do que a unidade.

Com efeito, a transi»c~ao para valores positivos ocorre paratab = 0 ; 50 para o qual ~r = 1. Apesar

disso ¶e poss¶³vel obter valores positivos em todas as curvas paraV1 = 0 ; 30. Para tab = 0 ; 20 a raz~ao

de acoplamento ¶e 0,10 o que ¶e muito pequeno comparada com a unidade. Isto mostra que para

V1 > 0; 30 o transporte ¶e dominado pelas propriedades de n~ao-equil¶³brio e o parâmetro de zero-bias

~r ¶e inapropriado para descrever aARMR . Para entender o comportamento da magnetoresistência

deste sistema, na ¯gura 5.5 s~ao apresentadas algumas curvas para a transmitância para re°ex~ao de

Andreev direta no eletrodo F1. Curvas semelhantes s~ao obtidas para a transmitância no eletrodo

F2. Desde que n~ao h¶a intera»c~ao nos pontos quânticos as curvas da ¯gura 5.5 s~ao v¶alidas para todo

o intervalo de potencial aplicado. Na ¯gura 5.5a s~ao apresentadas algumas curvas de transmitância

para diferentes valores da polariza»c~ao enquantotab ¶e mantido ¯xo em 0,10. O aumento da pola-

riza»c~ao causa uma redu»c~ao da amplitude dos picos da transmitância o que implica em uma redu»c~ao

da contribui»c~ao da re°ex~ao de Andreev direta para a correnteI P . Portanto, a magnetoresitência ¶e

levada a valores positivos com o aumento da polariza»c~ao. O efeito torna-se mais pronunciado com

o aumento do potencial aplicado desde que neste caso a correnteI AP ir¶a se tornar cada vez maior

em compara»c~ao com a correnteI P . Na ¯gura 5.5b, s~ao mostradas algumas curvas da transmitância

para diferentes valores do parâmetro de hopping,tab. Quando tab = 0 ; 10 exitem dois picos estreitos

localizados em! = § 0; 35. µA medida que o hopping ¶e aumentado os picos v~ao tornando-se mais

largos de modo que a transmitância seja diferente de zero em quase todo o gap supercondutor. O
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mesmo resultado ¶e observado para a transmitância por RAC de modo que um pequeno aumento

no potencial implica em um aumento nas correntesI AP e I P . Desde queI P ¶e fortemente reduzida

com a polariza»c~ao o resultado ¶e que a magnetoresistência apresenta valores positivos para pequenos

valores do potencial aplicado.
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Figura 5.4: Magnetoresistência (ARMR) em fun»c~ao da polariza»c~ao para diferentes valores do potencial

aplicado emF1. (a) tab = 0 ; 10. (b) tab = 0 ; 20. (c) tab = 0 ; 25. (d) tab = 0 ; 30. (e) tab = 0 ; 40. (f ) tab = 0 ; 80.

Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = ¡ 2 = 0 ; 50, ¡ s = 1 ; 0, P1 = 1 ; 00, P2 = 0 ; 95, kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 , V2 = 0 ; 20,

K = U = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

Os resultados da ¯gura 5.5 mostram que a varia»c~ao do sinal da magnetoresistência pode ser en-

tendida considerando a estrutura interna dos pontos quânticos para valores ¯nitos do potencial. No

intervalo ¡ 0; 30 < V1 < 0; 30 a probabilidade de tunelamento ¶e muito pequena e o sinal da magneto-

resistência pode ser determinado atrav¶es da rela»c~ao entre as constantes de acoplamento. Portanto,

neste intervalo de energia o sistema se comporta como uma jun»c~ao ferromagn¶etica/supercondutora

onde os pontos quânticos exercem a fun»c~ao da barreira de potencial. Quando o potencial cresce e

atinge as ressonâncias, a transmitância do sistema aumenta rapidamente e a resposta do sistema ¶e

dominada pela supress~ao destes picos com o aumento da polariza»c~ao.

A seguir ser¶a considerada a dependência daARMR com os potenciais aplicados mudando-se

as constantes de acoplamento com o ferromagnetos. Na ¯gura 5.6 s~ao mostradas algumas curvas
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Vga = Vgb = 0 , V1 = 0 ; 06, V2 = 0 ; 20, K = U = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap

supercondutor.

de ARMR em fun»c~ao do potencialV1 para diferentes valores deV2. Tamb¶em s~ao mostradas as

curvas correspondentes para as correntesI P e I AP . S~ao considerados três casos diferentes: ¡1 =

¡ 2, ¡ 1 > ¡ 2 e ¡ 1 < ¡ 2. Conforme pode ser claramente observado nas ¯guras 5.6d, 5.6e e 5.6f, a

constante ¡ 1 limita a amplitude da corrente I P e a constante ¡2 desloca a correnteI P ao longo

do eixo da corrente. A correnteI AP por outro lado ¶e independente da mudan»ca das constantes

de acoplamento. Isto ¶e explicado pelo valor da polariza»c~ao o qual ¶e igual a 0,95 para ambos os

eletrodos. Neste caso a correnteI AP ¶e dada pelo processo de RAC no qual ¶e retirado um el¶etron de

spin up deF1 e outro el¶etron de spin down deF2. Desde que a corrente total deve ser despolarizada

devido ao supercondutor, a correnteI AP ¶e limitada pelo eletrodo com o menor valor da constante

de acoplamento. Com isso, a magnetoresistência segue as varia»c~oes da corrente na con¯gura»c~ao

paralela.

Da de¯ni»c~ao (5.1.8),jI AP j > jI P j corresponde a valores positivos da magnetoresistência. Quando

a polariza»c~ao est¶a pr¶oxima da unidade, a situa»c~ao usual ¶e encontrar valores positivos deARMR

desde que a correnteI AP ¶e constitu¶³da pelo processo de RAC al¶em do processo de re°ex~ao de

Andreev normal o qual ¶e o ¶unico processo presente na correnteI P . Com efeito, conforme mostrado
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Figura 5.6: ARMR em fun»c~ao do potencialV1 para diferentes valores do potencialV2: (a) ¡ 1 = ¡ 2 =

0; 50 (b) ¡ 1 = 0 ; 80 e ¡ 2 = 0 ; 20 (c) ¡ 1 = 0 ; 20 e ¡ 2 = 0 ; 80. Corrente para a con¯gura»c~ao paralela dos

ferromagnetos: (d) ¡ 1 = ¡ 2 = 0 ; 50 (e) ¡ 1 = 0 ; 80 e ¡ 2 = 0 ; 20 (f ) ¡ 1 = 0 ; 20 e ¡ 2 = 0 ; 80. Corrente para

a con¯gura»c~ao anti-paralela dos ferromagnetos: (g)¡ 1 = ¡ 2 = 0 ; 50 (h) ¡ 1 = 0 ; 80 e ¡ 2 = 0 ; 20 (i) ¡ 1 =

0; 20 e ¡ 2 = 0 ; 80. Parâmetros ¯xos: ¡ s = 0 ; 30, P1 = P2 = 0 ; 95, kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 , K = U = 0 .

Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

na ¯gura 5.6a, a ARMR para ¡ 1 = ¡ 2 ¶e positiva para todos os valores dos potenciais aplicados.

Para V2 6= 0 existem dois picos localizados emV1 ¼ § 0; 22, os quais correspondem ao valores de

potencial onde I AP ¶e aproximadamente zero. Nas ¯guras 5.6b e 5.6c s~ao mostradas as curvas de

ARMR para os casos onde ¡1 > ¡ 2 e ¡ 1 < ¡ 2, respectivamente. Apesar da grande diferen»ca

de valores entre as correntesI AP e I P estas curvas mostram regi~oes com valores negativos da

magnetoresistência. Nestas regi~oes a correnteI AP ¶e igual a zero e a correnteI P ¶e diferente de
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zero devido ao deslocamento pelo potencialV2. Na ¯gura 5.6e, a corrente I P apresenta grandes

amplitudes mas um pequeno deslocamento ao longo do eixo vertical paraV2 6= 0. Como resultado,

as curvas correspondentes paraARMR apresentam uma forma similar a um degrau. No caso em

que ¡ 2 > ¡ 1 a corrente I P mostrada na ¯gura 5.6f apresenta pequenas amplitudes mas grandes

deslocamentos ao longo do eixo vertical resultando novamente em umaARMR com a forma de um

degrau. Estes resultados mostram que para determinados valores das constantes de acoplamento, ¶e

poss¶³vel obter uma magnetoresistência que muda de valores positivos para negativos com a mudan»ca

do potencial aplicado. Em outras palavras, o sinal daARMR pode ser controlado pela varia»c~ao de

um parâmetro externo.

As curvas para a correnteI AP mostradas nas ¯guras 5.6g, 5.6h e 5.6i apresentam um aspecto

que pode ¶util em aplica»c~oes pr¶aticas. O deslocamento ao longo do eixo vertical paraV2 6= 0 est~ao

relacionados com a aplica»c~ao do potencial em vez das constantes de acoplamento. O alto valor da

polariza»c~ao reduz a contribui»c~ao da re°ex~ao de Andreev direta e a correnteI AP ¶e dominada pelo

processo de re°ex~ao de Andreev cruzada. Para esclarecer este ponto, ¶e interessante reconsiderar a

express~ao (3.3.14) para o caso de temperatura nula de modo que as fun»c~oes de Fermi se tornam

fun»c~oes de Heaviside. Negligenciando a contribui»c~ao da re°ex~ao de Andreev direta segue que,

I AP (V1; V2) =
Z + V1

¡ V2

[A12(! ) + A21(¡ ! )] d!

o que implica que a corrente tende a zero quandoV1 ! ¡ V2. Esta condi»c~ao determina o valor de

V1 onde I AP = 0 e, com isso, os deslocamentos verticais com a varia»c~ao deV2. O fato da corrente

apresentar valor nulo para determinados valores do potencial pode ser interessante do ponto de vista

de aplica»c~oes pr¶aticas. Al¶em disso, quando a polariza»c~ao dos eletrodos ¶e igual µa unidade, a corrente

em cada eletrodo individual ¶e de spin puro.

Para ilustrar este ponto, na ¯gura 5.7 s~ao apresentadas duas curvas para a corrente el¶etricaI 1

no eletrodoF1 para V2 = 0 ; 30 eV2 = ¡ 0; 30 comP1 = P2 = 1. Desde que os ferromagentos est~ao na

con¯gura»c~ao antiparalela a correnteI 1;AP ¶e constitu¶³da somente por el¶etrons de spin up. Quando

jV1j > 0; 40 (fora da regi~ao sombreada) o sistema funciona como uma chave: seV2 muda para

§ 0; 30 ¶e poss¶³vel comutar a corrente de zero para um valor m¶aximo. Ou seja, ¶e poss¶³vel controlar a

corrente no eletrodoF1 mudando-se o potencial no outro eletrodoF2. Desta forma, este dispositivo

pode ser interessante para aplica»c~oes em nanoeletrônica desde que se trata de um comportamento

semelhante a de um transistor.

Na ¯gura 5.8 s~ao apresentadas algumas curvas deARMR em fun»c~ao deµ para diferentes valores



5. Resultados para o sistema (F1; F2) ¡ PQa ¡ PQb ¡ S 93

-0,9 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 0,9

-0,4

-0,2

0,0

0,2

0,4

V

2

=-0,30

I

1
, A

P

eV

1

( )

 V

2

=  0,30

 V

2

= -0,30

V

2

=+0,30

Figura 5.7: Corrente I 1 em fun»c~ao do potencialV1 para dois valores diferentes valores deV2. Para valores
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¯xos: ¡ 1 = 0 ; 20; ¡ 2 = 0 ; 80, ¡ s = 0 ; 30, P1 = P2 = 1 ; 0, kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 , K = U = 0 . Todos os

parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

da polariza»c~ao e do potencial aplicado nos pontos quânticos. Nestas curvas a polariza»c~ao e o

potencial aplicado s~ao iguais para ambos os eletrodos, i.e.,V1 = V2 = V e P1 = P2 = P. Para

V = 0 ; 02 as curvasARMR est~ao con¯nadas em valores negativos e µa medida que o valor do

potencial aumenta a magnetoresistência sofre uma transi»c~ao para valores positivos. Esta transi»c~ao

ocorre para 0; 25 < V < 0; 30 conforme pode ser observado pelas ¯guras 5.8d e 5.8e paraV = 0 ; 25 e

V = 0 ; 30, respectivamente. A correnteI AP aumenta µa medida queµ ! ¼desde que cada eletrodo

contribui com um el¶etron de cada spin. Assim, as curvas deARMR s~ao levadas para valores

positivos com o aumento deµ. Este efeito torna-se mais pronunciado para valores mais altos do

potencial aplicado desde que as correntes tornam-se maiores µa medida queV cresce. Al¶em disso,

o aumento da polariza»c~ao reduz a correnteI P acentuando a diferen»ca entreI AP e I P . Os valores

negativos deARMR observados para valores deV ¼ 0 (¯guras 5.8a e 5.8b) podem ser entendidos

considerando os resultados em zero-bias. Neste caso, a correnteI P apresenta um m¶aximo quando

~P2 + ~r 2 = 1 de modo que esta pode ser muito maior do que a correnteI AP para valores baixos do

potencial aplicado.
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Figura 5.8: ARMR em fun»c~ao do ânguloµ para diferentes valores da polariza»c~aoP. Os potenciais aplicados

nos ferromagnetos s~ao mantidos iguais e constantesV = V1 = V2. (a) V = 0 ; 02. (b) V = 0 ; 10. (c) V =

0; 20. (d) V = 0 ; 25. (e) V = 0 ; 30. (f ) V = 0 ; 90. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 50; ¡ 2 = 0 ; 02, ¡ s = 1 ; 0,

P1 = P2 = 0 ; 95, kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 , K = U = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades

do gap supercondutor.

5.2 Resultados para o caso interagente

Na ¯gura 5.9 s~ao apresentadas algumas curvas da corrente em fun»c~ao do potencial e as cor-

respondentes curvas da condutância diferencial. Nestas curvas ¶e variada a intera»c~ao intra-ponto

quântico U considerando-se nula a intera»c~ao inter-pontos quânticos. Nestas curvasV2 = 0 ; 36 de

modo que I = 0 para V1 = ¡ 0; 36. As curvas apresentam uma s¶erie de platôs devido ao car¶ater

discreto da LDOS dos pontos quânticos.µA medida que a intera»c~aoU ¶e aumentada, o m¶aximo da

corrente ¶e reduzido de 0,92 quandoU = 0 para 0,30 quando U = 0 ; 90. Assim como o sistema

F ¡ QDa ¡ QDb ¡ S considerado no cap¶³tulo 4, nota-se que a condutância diferencial apresenta

valores negativos paraV1 ¼ 0; 45 para U > 0; 20. ¶E importante notar que para todas as curvas

da ¯gura 5.9 a polariza»c~ao de ambos os ferromagnetos ¶e igual a unidade. Desta forma, a corrente

el¶etrica ¶e dada somente pelo processo de re°ex~ao de Andreev cruzada. Com isso, cada ferromagneto

contribui com um el¶etron de cada spin e desta forma o fato da polariza»c~ao ser igual µa unidade n~ao
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reduz o n¶umero de el¶etrons que participam do processo de condu»c~ao e com isso o sistema continua
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Figura 5.9: Corrente e condutância diferencial em fun»c~ao do potencial aplicado para diferentes valores da

intera»c~ao intra pontos quânticosU. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 10; ¡ 2 = 0 ; 10, ¡ s = 1 ; 0, P1 = P2 = 1 ; 0,

kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 , V2 = 0 ; 36, K = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap

supercondutor.

a ser sens¶³vel a redu»c~ao da LDOS dos pontos quânticos. Isto ¶e caracter¶³stico do fato dos ferromag-

netos atuarem como um ¶unico ferromagneto cuja polariza»c~ao efetiva ¶e determinada pela orienta»c~ao

relativa das magnetiza»c~oes.

Na ¯gura 5.10 s~ao apresentadas as curvas da LDOS para diferentes valores da intera»c~aoU.

Para U = 0 nota-se que as curvas para LDOS-A e LDOS-B apresentam quatro picos localizados

simetricamente em rela»c~ao a origem. A forma»c~ao destas ressonâncias tem a mesma origem discutida

no cap¶³tulo 3 para o sistemaF ¡ QDa ¡ QDb ¡ S. µA medida que intera»c~ao aumenta deU = 0

para U = 0 ; 90, alguns picos s~ao suprimidos e outros s~ao refor»cados. No caso da LDOS-A (¯gura

5.10a) os picos suprimidos est~ao localizados em! = ¡ 0; 47 e ! = ¡ 0; 13 enquanto que os picos

correspondentes da regi~ao positiva s~ao refor»cados. No caso da LDOS-B todos os picos s~ao suprimidos

conforme pode ser observado na ¯gura 5.10b. Em particular, o pico situado em! = +0 ; 12 ¶e

fortemente reduzido desde que este j¶a apresenta baixa intensidade emU = 0 devido ao acoplamento

com o supercondutor. Estas assimetrias resultam na redu»c~ao da corrente el¶etrica com o aumento

de U.

Devido µa presen»ca da intera»c~ao, as curvas da LDOS e da transmitância do sistema dependem do

potencial aplicado atrav¶es da m¶edia da ocupa»c~ao nos pontos quânticos. Os resultados mostrados na

¯gura 5.10 correspondem aV1 = 0 ; 51. Para justi¯car os valores negativos da condutância diferencial
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para V1 > 0; 45, na ¯gura 5.11 s~ao mostradas as curvas da LDOS paraU = 0 ; 90 para diferentes

valores do potencialV1. Nota-se que com o aumento do potencial deV1 = 0 ; 40 a V1 = 0 ; 60 ocorre

uma redu»c~ao adicional dos picos da LDOS. Como resultado, a condutância diferencial apresenta

valores negativos neste intervalo de energia.
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Figura 5.11: Densidade local de estados para diferentes valores do potencialV1 para U = 0 ; 90. (a) LDOS-

A. (b) LDOS-B. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 10; ¡ 2 = 0 ; 10, ¡ s = 1 ; 0, P1 = P2 = 1 ; 0, kB T = 0 ; 01,

Vga = Vgb = 0 , V2 = 0 ; 36, K = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.

A LDOS mostrada nas ¯guras 5.10 e 5.11 justi¯cam a redu»c~ao da corrente el¶etrica e o surgi-
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mento dos valores negativos da condutância diferencial. No entanto, uma caracter¶³stica peculiar

da intera»c~aoU ¶e a quebra da degerescência de spin nos pontos quânticos. Este efeito pode ser

percebido nas curvas da LDOS paraU > 0; 40, na ¯gura 5.10, e nas curvas da ¯gura 5.11, para

V1 > 0; 48. Os picos dividem-se em dois e a separa»c~ao entre eles aumenta com o aumento deU ou do

potencial para o caso deU ¯xo em 0,90. Este efeito j¶a foi discutido no cap¶³tulo 4 para o sistema com

apenas um ferromagneto e observou-se naquele caso que a divis~ao dos picos da LDOS se re°etia no

transporte do sistema desde que a condutância diferencial apresentava um padr~ao de oito picos (ver

¯gura 4.16). No entanto, no caso presente, a condutância diferencial n~ao ¶e afetada pela divis~ao dos

picos conforme pode ser veri¯cado pela ¯gura 5.9b. Para entender este comportamento, na ¯gura

5.12a s~ao mostradas as transmitânciasTAR (12) e TAR (21) para U = 0 ; 90. Nota-se que as curvas

individualmente n~ao s~ao sim¶etricas em rela»c~ao a origem o que ¶e diferente do caso de apenas um

ferromagneto. No entanto, as duas curvas combinadas apresentam um car¶ater sim¶etrico como pode

ser observado pela localiza»c~ao dos picos no espectro. O pico 1 deTAR (12) e o pico 10 de TAR (21) est~ao

localizados em! = +0 ; 10 e ! = ¡ 0; 10, respectivamente. A mesma simetria pode ser observada

entre os picos 2 e 20, 3 e 30 e entre 4 e 40. Este resultado mostra que os ferromagnetos atuam em

conjunto de modo que a quebra da degenerescência de spin n~ao tem efeito sobre a transmitância

devido a cada eletrodo injetar um tipo de spin separadamente. Isto pode ser melhor observado na
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Figura 5.12: Curvas de transmitância para o casoU = 0 ; 90. S~ao mostradas duas curvas separadas em

spin up e down devido a cada eletrodo conduzir um tipo de spin para o caso em que a polariza»c~ao ¶e igual µa

unidade. Parâmetros ¯xos: ¡ 1 = 0 ; 10; ¡ 2 = 0 ; 10, ¡ s = 1 ; 0, P1 = P2 = 1 ; 0, kB T = 0 ; 01, Vga = Vgb = 0 ,

V2 = 0 ; 36, K = 0 . Todos os parâmetros est~ao expressos em unidades do gap supercondutor.
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¯gura 5.12b onde s~ao mostradas três curvas deTAR (12) para diferentes valores do potencialV1. µA

medida queV1 aumenta a curva como um todo ¶e deslocada para a esquerda e a separa»c~ao entre os

picos aumenta sem haver um divis~ao dos mesmos tal como ocorre com a LDOS.



6
Conclus~oes

Neste trabalho foram estudadas as propriedades de transporte dos sistemasF ¡ QDa ¡ QDb ¡ S

e (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb¡ S usando-se o m¶etodo de Keldysh para fun»c~oes de Green de n~ao-equil¶³brio.

A partir do formalismo discutido nos cap¶³tulos 1 e 2 foi poss¶³vel obter express~oes para a corrente

el¶etrica, densidade local de estados, transmitância e ocupa»c~ao m¶edia nos pontos quânticos.

6.1 O sistema F ¡ QDa ¡ QDb ¡ S

A aproxima»c~ao de campo m¶edio realizada sobre o termo de intera»c~ao permitiu obter equa»c~oes

fechadas para as auto-energias que descrevem as intera»c~oes e o acoplamento dos pontos quânticos

com os eletrodos. Com isso veri¯cou-se que os sistemas estudados podem ser considerados como

constitu¶³dos por apenas um ponto quântico conectado a um eletrodo ferromagn¶etico e a um eletrodo

efetivo composto pelo segundo ponto quântico combinado com o supercondutor.

A estrutura observada nas auto-energias descrita no par¶agrafo anterior se manifestou nos resul-

tados de zero-bias onde se analisou a condutância do sistema em fun»c~ao da polariza»c~ao do ferro-

magneto. O sistema ¶e descrito por uma constanter que ¶e dada pela raz~ao do acoplamento com o

ferromagneto (¡ L ) que est¶a situado µa direita do ponto quânticoa, dado por uma constante efetiva

¡ R = 4 t2
ab=¡ s. Estes resultados mostraram que o sistema ¶e an¶alogo a uma jun»c~aoF=S onde existe

uma condi»c~ao de \matching" onde a re°ex~ao de Andreev ¶e m¶axima. Na condutância do sistema

observou-se uma condi»c~ao an¶aloga em termos das constantes de acoplamento (¡1" ¡ 1# = ¡ 2
s) onde a

re°ex~ao de Andreev ¶e m¶axima.

Nos resultados para o caso em que potenciais ¯nitos s~ao aplicados ¯cou claro que a corrente ¶e

fortemente dependente da LDOS dos pontos quânticos. Isso pode ser veri¯cado pela estrutura de

platôs da corrente el¶etrica decorrente da estrutura de picos da LDOS dos pontos quânticos. Esta

estrutura de picos, por sua vez, ¶e decorrente da hibridiza»c~ao dos n¶³veis discretos dos pontos quânticos
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com os estados dos eletrodos. Devido ao car¶ater discreto dos n¶³veis de Andreev do supercondutor,

a LDOS do ponto quântico b apresenta uma assimetria entre os picos centrais e os externos. No

entanto, fortalecendo o acoplamento com o ferromagneto, que apresenta umcontinuum de estados, ¶e

poss¶³vel reduzir esta assimetria conforme pode ser veri¯cado nas curvas da ¯gura 4.5. Outro aspecto

importante ¶e a simetria da LDOS em rela»c~ao a energia do sistema: aplicando potenciais de gate nos

pontos quânticos veri¯cou-se que ¶e crucial que os picos da LDOS tenham a mesma forma para! > 0

e ! < 0. Caso contr¶ario a corrente ¶e fortemente reduzida. Isso se deve ao eletrodo supercondutor

requerer dois el¶etrons situados em energias sim¶etricas em rela»c~ao a¹ S = 0 para formar o par de

Cooper. Assim, no processo de re°ex~ao de Andreev ¶e tomado um el¶etron com energia! e spin

up e outro el¶etron com energia¡ ! e spin down e ambos se combinam em um par singleto situado

na vizinhan»ca da superf¶³cie de Fermi do supercondutor. Em conseqÄuência, ¶e requerido um n¶umero

igual de estados acima e abaixo de zero nos pontos quânticos para que a corrente seja efetivamente

transportada neste sistema.

A estrutura de pontos quânticos duplos permitiu veri¯car os efeitos das intera»c~oes intra e in-

ter pontos quânticos sobre as propriedades de transporte do sistema. Notou-se que o efeito das

intera»c~oes resultou em uma assimetria da LDOS que dependia do potencial aplicado devido ao aco-

plamento das equa»c~oes pela m¶edia das ocupa»c~oes nos pontos quânticos (equa»c~oes (3.3.16) a (3.3.19)

do cap¶³tulo 3). A competi»c~ao entre as correla»c~oes eletrônicas, produzindo as assimetrias nas LDOS

do pontos quânticos e a supercondutividade, requerendo que a LDOS seja sim¶etrica, resultou no sur-

gimento de regi~oes de condutância diferencial negativa (CDN) no sistema. Este efeito j¶a ¶e conhecido

na literatura em outros sistemas e seu surgimento ¶e atribu¶³do a outros mecanismos diferentes do

considerado neste trabalho [99{105]. Desta forma, tanto o sistema estudado quanto a justi¯cativa

para o surgimento do efeito s~ao resultados originais desta tese. Um outro aspecto importante foi

a possibilidade de mudar a regi~ao onde a CDN ocorre atrav¶es da aplica»c~ao de potenciais de gate.

Isso refor»cou a hip¶otese de que a LDOS ¶e a respons¶avel pelo surgimento da CDN neste sistema.

6.2 O sistema (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S

O sistema completo (F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S foi estudado no cap¶³tulo 5. Neste caso, devido

a possibilidade de se de¯nir uma magnetoresistência neste sistema, os esfor»cos foram no sentido de

investigar propriedades que sejam interessantes do pontos de vista de aplica»c~ao pr¶atica. Especi¯-

camente, nas ¶areas de spintrônica e eletrônica molecular, desde que os pontos quânticos tamb¶em

podem servir como modelos para mol¶eculas diatômicas.
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A geometria de dois ferromagnetos conectados ao mesmo ponto quântico, fez com que estes se

comportem com um ferromagneto efetivo cuja polariza»c~ao ¶e controlada via orienta»c~ao da magne-

tiza»c~ao do ferromagneto 2. Conforme pode ser observado nos resultados em zero-bias, foi poss¶³vel

determinar uma condi»c~ao de m¶aximo equivalente ao caso de um eletrodo em termos do ângulo entre

as magnetiza»c~oes deF1 e F2.

Conforme mostrado nas ¯guras 5.2, 5.4 e 5.6 a magnetoresistência do sistema pode assumir

tanto valores positivos quanto negativos. Al¶em disso, ¶e poss¶³vel modi¯car o sinal da mesma atrav¶es

de parâmetros externos como o potencial aplicado. Em zero bias, tamb¶em foi apresentada uma

poss¶³vel maneira de medir a polariza»c~ao de spin de um ferromagneto desconhecido em termos da

condutância de um ferromagneto conhecido. Al¶em destas propriedades tamb¶em foi proposto na

¯gura 5.7 um prot¶otipo de transistor onde o °uxo de corrente el¶etrica em um eletrodo pode ser

controlado variando-se o potencial no outro eletrodo. Estas propriedades s~ao claramente relevantes

do ponto de vista de aplica»c~oes.

Quando a intera»c~ao intra-ponto quântico ¶e ligada neste sistema, nota-se que surge novamente o

efeito de CDN para determinados valores do potencial aplicado. Aqui este efeito pode ser veri¯cado

com as polariza»c~oes dos ferromagnetos ¯xas em 1. Al¶em disso, o efeito da quebra da degenerescência

de spin n~ao afeta a forma das curvasI £ V devido aos ferromagnetos transportarem um tipo de

spin cada um.

6.3 Conclus~ao geral

No geral, os resultados apresentados mostram que a f¶³sica de sistemas h¶³bridosS=F ¶e bastante

rica quando combinada com correla»c~oes eletrônicas. A competi»c~ao entre os requerimentos de sime-

tria da correla»c~ao supercondutora e as assimetrias impostas pelas correla»c~oes eletrônicas determinam

as propriedades de transporte destes sistemas. Al¶em disso, a re°ex~ao de Andreev permite que se-

jam exploradas as propriedades de spin dos el¶etrons proporcionando a possibilidade de construir

dispositivos de spintrônica.

Poss¶³veis extens~oes do estudo deste sistema compreendem uma an¶alise mais aprofundada das

correla»c~oes eletrônicas al¶em da aproxima»c~ao de campo m¶edio; an¶alise quantitativa do emaranha-

mento dos el¶etrons nos eletrodos ferromagn¶eticos atrav¶es de ru¶³do shot; mudan»ca na geometria do

acoplamento dos pontos quânticos com os eletrodos e tamb¶em estender o efeito de proximidade

para o ponto quântico acoplado ao supercondutor. Neste caso haveria a possibilidade de forma»c~ao

de um par de Cooper no segundo ponto quântico. Outra possibilidade seria a troca dos eletrodos
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ferromagn¶eticos por um segundo eletrodo supercondutor. Neste caso o sistema seria um modelo

para uma jun»c~ao Josephson molecular. Este tipo de nanoestrutura foi implementada por Makket

al. [106] e veri¯cou-se que este sistema apresenta CDN.¶E poss¶³vel que as id¶eias desenvolvidas neste

trabalho de tese possam ser usadas para explicar os resultados experimentais veri¯cados por Makk

et al..
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A
Demonstra»c~ao das equa»c~oes do cap¶³tulo 2

Neste apêndice ¶e apresentada em detalhes a deriva»c~ao da equa»c~ao para a fun»c~ao de Green orde-

nada no contorno na vers~ao de intera»c~ao que permite que seja desenvolvida uma teoria perturbativa

como no caso de equil¶³brio.

A.1 Demonstra»c~ao da equa»c~ao (2.2.10)

A.1.1 Representa»c~ao de Intera»c~ao

Neste apêndice as partes interagente e perturbativa do Hamiltoniano ser~ao tratadas simultâneamente.

Desta forma, segue que,

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ i + Ĥ 0(t)

Com o Hamiltoniano acima pode-se de¯nir um operador de evolu»c~ao temporal entre dois tempos

arbitr¶arios da seguinte forma,

Ŝ(t; t 0) = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 ) (A.1.1)

onde Û(t; t 0) = e¡ i Ĥ (t ¡ t0) ¶e o operador de evolu»c~ao temporal. Diferenciando (A.1.1) em rela»c~ao ao

tempo t, pode-se escrever:

i@t Ŝ(t; t 0) = ¡ Ĥ0ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 ) + ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Ĥ Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 )

i@t Ŝ(t; t 0) = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 ) [¡ Ĥ0 + Ĥ ]Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 )

i@t Ŝ(t; t 0) = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 ) [Ĥ i + Ĥ 0(t)]Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 )

o que pode ser reescrito na seguinte forma,

i@t Ŝ(t; t 0) = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Ĥ i e¡ i Ĥ 0 (t ¡ t0 )ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 )+

+ ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Ĥ 0(t)e¡ i Ĥ 0 (t ¡ t0 )ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Û(t; t 0)e¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 )
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ou ainda,

i@t Ŝ(t; t 0) =
³

Ĥ i
H 0

+ Ĥ 0
H 0

(t)
´

Ŝ(t; t 0):

A equa»c~ao acima pode ser integrada de modo que,

Ŝ(t; t 0) = 1 ¡ i
Z t

t0
dt1 Ĥ (t1)Ŝ(t1; t0) (A.1.2)

onde, ÂH 0 = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 ) Âe¡ i Ĥ 0 (t0¡ t0 ) . Al¶em disso foi de¯nido,

Ĥ (t) = Ĥ i
H 0

(t) + Ĥ 0
H 0

(t): (A.1.3)

Iterando a equa»c~ao (A.1.10) at¶e segunda ordem, segue que:

Ŝ(t; t 0) = 1 ¡ i
Z t

t0
dt1 Ĥ (t1) + ( ¡ i )2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2Ĥ (t1)Ĥ (t2) + :::

+ ( ¡ i )n
Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 :::

Z tn ¡ 1

t0
dtn Ĥ (t1)Ĥ (t1) ::: Ĥ (tn ) =

=
1X

n=0

(¡ i )n
Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 :::

Z tn ¡ 1

t0
dtn Ĥ (t1) ::: Ĥ (tn ): (A.1.4)

A equa»c~ao (A.1.3) tem como caracter¶³stica o fato dos operadores com os tempos posteriores

¯carem mais µa esquerda. Neste sentido, ¶e conveniente introduzir o operador de evolu»c~ao temporal

denotado pelo s¶³mboloT ,

T [Â(t1)B̂ (t2)] = #(t1 ¡ t2)Â(t1)B̂ (t2) + #(t2 ¡ t1)B̂ (t2)Â(t1)

Com o objetivo de simpli¯car a equa»c~ao (A.1.4), ser¶a considerada a seguinte integral iterada,
Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) =

1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) +

1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) =

=
1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) +

1
2

Z t

t0
dt2

Z t

t2

dt1 Â(t1)B̂ (t2)

onde a regi~ao de integra»c~ao foi alterada na segunda integral . Desde que os ¶³ndices s~ao mudos,

pode-se ainda fazer a trocat1 ¿ t2, assim, segue que,
Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) =

1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) +

1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) =

=
1
2

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) +

1
2

Z t

t0
dt1

Z t

t1

dt2 Â(t2)B̂ (t1) =

=
1
2

Z t

t0
dt1

Z t

t0
dt2[#(t1 ¡ t2)Â(t1)B̂ (t2) + #(t2 ¡ t1) Â(t2)B̂ (t1)]
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portanto,

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
dt2 Â(t1)B̂ (t2) =

1
2

Z t

t0
dt1

Z t

t0
dt2 T [Â(t1)B̂ (t2)] (A.1.5)

e, por indu»c~ao,

Z t

t0
dt1

Z t1

t0
:::

Z tn ¡ 1

t0
dtn Â(t1)B̂ (t2) ::: Ẑ (tn ) =

1
n!

Z t

t0
dt1

Z t

t0
dt2::::

Z t

t0
dtn T [Â(t1)B̂ (t2) ::: Ẑ (tn )]

(A.1.6)

com isso pode-se escrever (A.1.7) da seguinte forma,

Ŝ(t; t 0) =
1X

n=0

(¡ i )n

n!

Z t

t0
dt1

Z t

t0
dt2::::

Z t

t0
dtnT [Ĥ (t1) ::: Ĥ (tn )] = T

·
exp

µ
¡ i

Z t

t0
d¿ Ĥ (¿)

¶¸

(A.1.7)

Finalmente considerando a de¯ni»c~ao (A.1.3), tem-se ¯nalmente,

Ŝ(t; t 0) = T [exp
½

¡ i
Z t

t0
d¿[Ĥ i

H 0
(¿) + Ĥ 0

H 0
(¿)

¾
]: (A.1.8)

¶E importante lembrar que a rela»c~ao entre um operadorOH na vers~ao de Heisenberg e na vers~ao

de intera»c~ao ¶e dada por,

OH = S(t0; t)OH 0 S(t; t 0) (A.1.9)

A.1.2 Fun»c~ao de Green ordenada no contorno na vers~ao de intera»c~ao

Retomando a equa»c~ao (2.2.1), tem-se que,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ ihT fÃ̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)gi

onde os \hi" indicam uma m¶edia t¶ermica, ou seja,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ %̂(ĥ)T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y

H (r 0; t0)g]

Tr[ %̂(ĥ)]

ondeĥ = Ĥ0 + Ĥ i . Considerando o ordenamento temporal dos operadores ap¶os trocar para a vers~ao

de intera»c~ao, tem-se que,

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g = #(t ¡ t0)[Ŝ(t0; t)Ã̂H 0 (r ; t)Ŝ(t; t 0)Ŝ(t0; t0)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)Ŝ(t0; t0)]¡

¡ #(t0¡ t)[Ŝ(t0; t0)Ã̂y
H 0

(r ; t0)Ŝ(t0; t0)Ŝ(t0; t)Ã̂H 0 (r 0; t)Ŝ(t; t 0)]
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usando a propriedade de grupo do operador̂S(t; t 1) = Ŝ(t; t 2)Ŝ(t2; t1), ¶e poss¶³vel escrever,

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g = #(t ¡ t0)[Ŝ(t0; t)Ã̂H 0 (r ; t)Ŝ(t; t 0)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)Ŝ(t0; t0)]¡

¡ #(t0¡ t)[Ŝ(t0; t0)Ã̂y
H 0

(r ; t0)Ŝ(t0; t)Ã̂H 0 (r 0; t)Ŝ(t; t 0)];

exceto pelo primeiro operadorŜ(t; t 0) em cada termo, o restante est¶a ordenado temporalmente,

assim, de¯nindo tm = max( t; t 0), a seguinte rela»c~ao reproduz os dois termos acima:

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g = Ŝ(t0; tm )T f exp

½
¡ i

Z tm

t0

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g:

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g =

= ~T f exp
½

i
Z tm

t0

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

T f exp
½

¡ i
Z tm

t0

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g:

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g =

= ~T f exp
½

¡ i
Z t0

tm

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

T f exp
½

¡ i
Z tm

t0

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g:

de¯nindo o contorno C1 ´ [t0; tm ] e C2 ´ [tm ; t0], pode-se reescrever ainda1,

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g =

= ~T f exp
½

¡ i
Z

C2

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

T f exp
½

¡ i
Z

C1

d¿[Ĥ i
H 0

(¿) + Ĥ 0
H 0

(¿)]
¾

Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g:

Usando o operador de ordenamento temporal, ¶e poss¶³vel simpli¯car ainda mais a equa»c~ao acima.

Considerando que os tempost e t0 est~ao de¯nidos em um contornoC = C1 [ C2 saindo e voltando

a t0, pode-se escrever ainda2,

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g = Tcf exp

½
¡ i

· Z

C1

+
Z

C2

¸
d¿[Ĥ i

H 0
(¿) + Ĥ 0

H 0
(¿)]

¾
Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g

e de¯nindo o operadorŜC como:

ŜC = exp
½

¡ i
Z

C
d¿[Ĥ i

H 0
(¿) + Ĥ 0

H 0
(¿)

¾
; (A.1.10)

1Note que o ramo C2 ¶e de¯nido de maneira que os operadores s~ao ordenados \anti-temporalmente".
2Sob o operador de ordenamento temporal, operadores podem ser comutados, deixando a ¶algebra de operadores

idêntica a de n¶umeros de modo que,

TC

³
e¡ i

R
C d¿ [Ĥ i

H 0
( ¿)+ Ĥ 0

H 0
( ¿)]

´
= TC

³
e¡ i

R
C d¿ Ĥ i

H 0
( ¿) e¡ i

R
C d¿ Ĥ 0

H 0
( ¿)

´
:
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tem-se ¯nalmente,

T f Ã̂H (r ; t)Ã̂y
H (r 0; t0)g = Tcf ŜC Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g: (A.1.11)

Com (A.1.11) a fun»c~ao de Green toma a forma,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ %̂(ĥ)Tcf ŜC Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g]

Tr[ %̂(ĥ)]

A matriz densidade cont¶em o Hamiltoniano interagente e, desta forma, este tamb¶em deve ser

eliminado da rela»c~ao acima. O operador ^u(t; t 0) pode ser escrito na seguinte forma,

û(t; t 0) = ei Ĥ 0 (t ¡ t0 )Ûh(t; t 0) (A.1.12)

onde Ûh(t; t 0) = e¡ i ĥ(t ¡ t0 ) ¶e o operador evolu»c~ao temporal para estados na vers~ao de SchrÄodinger.

Fazendot = t0 ¡ i¯ , em (A.1.12) tem-se que,

û(t0 ¡ i¯; t 0) = ei Ĥ 0 (t0 ¡ i¯ ¡ t0 )Û(t0 ¡ i¯; t 0) = ē Ĥ 0 e¡ ¯ ĥ

portanto,

e¡ ¯ ĥ = e¡ ¯ Ĥ 0 û(t0 ¡ i¯; t 0): (A.1.13)

Atrav¶es de um procedimento an¶alogo ao adotado para obter o operador̂S(t; t 0) pode-se obter

uma equa»c~ao para o operador ^u(t; t 0) a qual ¶e dada por,

û(t; t 0) = T exp
·
¡ i

Z t

t0

d¿Ĥ i
H 0

(¿)
¸

(A.1.14)

com isso escreve-se a equa»c~ao ¯nal para a matriz densidade:

e¡ ¯ ĥ = e¡ ¯ Ĥ 0 T e¡ i
Rt 0 ¡ i¯

t 0
d¿Ĥ i

H 0
(¿) : (A.1.15)

De¯nindo um prolongamento Cu no contorno C de modo que os tempos sejam ordenados neste

contorno, pode-se escrever (A.1.16) na seguinte forma,

e¡ ¯ ĥ = e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i
R

C u
d¿Ĥ i

H 0
(¿) (A.1.16)

Substituindo (A.1.16) na fun»c~ao de Green segue que,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i

R
C u

d¿Ĥ i
H 0

(¿)TC f ŜC Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i
R

C u
d¿Ĥ i

H 0
(¿) ]
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escrevendoŜC explicitamente:

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i

R
C u

d¿Ĥ i
H 0

(¿)TC f e¡ i
R

C d¿[Ĥ i
H 0

(¿)+ Ĥ 0
H 0

(¿)] Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i
R

C u
d¿Ĥ i

H 0
(¿) ]

:

O termo imagin¶ario correspondente ao contornoCu pode ser adicionado ao contornoC de¯nindo

um novo contorno C¤ = Cu [ C, assim pode-se escrever,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ TC¤ f e¡ ¯ Ĥ 0 e¡ i (

R
C u

+
R

C )d¿Ĥ i
H 0

(¿)e¡ i
R

C d¿Ĥ 0
H 0

(¿) Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y
H 0

(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i
R

C u
d¿Ĥ i

H 0
(¿) ]

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ TC¤ f e¡ ¯ Ĥ 0 e¡ i

R
C ¤ d¿Ĥ i

H 0
(¿)e¡ i

R
C d¿Ĥ 0

H 0
(¿) Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TCu e¡ i
R

C u
d¿Ĥ i

H 0
(¿) ]

e, desde que,

TC f e¡ i
R

C d¿[Ĥ i
H 0

(¿)+ Ĥ 0
H 0

(¿)] = 1

este termo pode ser substitu¶³do no denominador e fazendo as mesmas combina»c~oes realizadas no

numerador, obt¶em-se que,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ TC¤ f e¡ ¯ Ĥ 0 e¡ i

R
C ¤ d¿Ĥ i

H 0
(¿)e¡ i

R
C d¿Ĥ 0

H 0
(¿) Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TC¤ f e¡ ¯ Ĥ 0 e¡ i
R

C ¤ d¿Ĥ i
H 0

(¿)e¡ i
R

C d¿Ĥ 0
H 0

(¿) ]

e de¯nindo,

S0
C = exp

½
¡ i

Z

C
d¿Ĥ 0

H 0
(¿)

¾

Si
C¤ = exp

½
¡ i

Z

C¤
d¿Ĥ i

H 0
(¿)

¾

pode-se escrever a fun»c~ao de Green na forma mais compacta,

G(r ; t; r 0; t0) = ¡ i
Tr[ TC¤ f e¡ ¯ Ĥ 0 Si

C¤ S0
C Ã̂H 0 (r ; t)Ã̂y

H 0
(r 0; t0)g]

Tr[ e¡ ¯ Ĥ 0 TC¤ f Si
C¤ S0

C g]

que ¶e a equa»c~ao para a fun»c~ao de Green ordenada no contorno dada por (2.2.10).



B
C¶alculo das auto-energias e fun»c~oes de Green dos

eletrodos isolados

B.1 Fun»c~ao de Green e auto-energia do supercondutor

A fun»c~ao de Green retardada/avan»cada na nota»c~ao de Nambu generalizada ¶e dada por,

gr=a
s (t1; t2) =

X

kq

gr=a
s;kq(t1; t2) = ¨ i# (§ t1 ¨ t2)

X

kq

h[e©sk(t1) ­ e©
y
sq(t2) + e©

y
sq(t2) ­ e©sk(t1)]i

onde ©̂sk = ( ŝy
k" ŝk# ŝy

k# ŝk" )y. O s¶³mbolo \s " indica que os operadores est~ao expressos na vers~ao

de intera»c~ao. Explicitamente, pode-se escrever,

gr=a
s;kq(t1; t2) = ¨ i# (§ t1 ¨ t2)£

£

0

B
B
B
B
B
B
@

hfŝk" (t1); ŝy
q" (t2)gi hf ŝk" (t1); ŝq#(t2)gi hf ŝk" (t1); ŝy

q#(t2)gi hf ŝk" (t1); ŝq" (t2)gi

hfŝy
k#(t1); ŝy

q" (t2)gi hf ŝy
k#(t1); ŝq#(t2)gi hf ŝy

k#(t1); ŝy
q#(t2)gi hf ŝy

k#(t1); ŝq" (t2)gi

hfŝk#(t1); ŝy
q" (t2)gi hf ŝk#(t1); ŝq#(t2)gi hf ŝk#(t1); ŝy

q#(t2)gi hf ŝk#(t1); ŝq" (t2)gi

hfŝy
k" (t1); ŝy

q" (t2)gi hf ŝy
k" (t1); ŝq#(t2)gi hf ŝy

k" (t1); ŝy
q#(t2)gi hf ŝy

k" (t1); ŝq" (t2)gi

1

C
C
C
C
C
C
A

esta ¶e a fun»c~ao de Green retardada/avan»cada. Considerando ent~ao que os operadores est~ao na

vers~ao de intera»c~ao ent~ao a evolu»c~ao temporal dos operadores ¶e dada pelo Hamiltoniano BCS (eq.

(3.1.4)):

ĤS =
X

k¾

(²k ¡ ¹ S)ŝy
k¾ŝk¾ +

X

k

³
¢ ŝy

k" ŝy
¡ k# + ¢ ¤ŝ¡ k#ŝk"

´
:

Para determinar a evolu»c~ao temporal ¶e mais conveniente diagonalizar o HamiltonianôHS. Para

isso ser¶a aplicada a transforma»c~ao de Bogoliubov [86]:

ŝk¾ = cos ®k °̂ k¾ + sgn(¾) sen®k °̂ y
k ¹¾ (B.1.1)

111
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a qual permite escrever o Hamiltoniano (3.1.4) da seguinte maneira:

ĤS =
X

k¾

Ek °̂ y
k¾°̂ k¾ + const.

onde,

Ek =
q

²2
k + ¢ 2 ¡ ¹ S:

e,

cos®k =

s
1
2

µ
1 ¡

²k

Ek

¶

sen®k =

s
1
2

µ
1 +

²k

Ek

¶

A evolu»c~ao temporal dos operadores de campo° e ° y ¶e trivial desde que o Hamiltoniano ¶e

diagonal assim,

° k¾(t) = ° k0¾e¡ iE k (t ¡ t0 ) (B.1.2)

onde °0k¾ ´ ° k¾(t0). Com isso, a equa»c~ao (B.1.1) toma a forma,

ŝk¾(t) = cos ®k °̂0k¾e¡ iE k (t ¡ t0 ) + sgn(¾) sen®k °̂ y
0k ¹¾eiE k (t ¡ t0 ) (B.1.3)

e tomando o adjunto desta equa»c~ao tem-se ainda,

ŝy
k¾(t) = cos ®k °̂ y

0k¾eiE k (t ¡ t0 ) + sgn(¾) sen®k °̂0k ¹¾e¡ iE k (t ¡ t0 ) (B.1.4)

As rela»c~oes (B.1.3) e (B.1.4) permitem determinar os anticomutadores que aparecem na fun»c~ao

de Green retardada, assim tem-se que,

f ŝk¾(t1); ŝy
q¹ (t2)g =

n³
cos®k °̂0k¾e¡ iE k (t1 ¡ t0 ) + sgn(¾) sen®k °̂ y

0k ¹¾eiE k (t1 ¡ t0 )
´

;
³

cos®q°̂ y
0q¹ eiE q (t2 ¡ t0 ) + sgn(¹ ) sen®q°̂0q¹¹ e¡ iE q (t2 ¡ t0 )

´o

e como o anticomutador ¶e distributivo e os operadores ^°0k¾; °̂ y
0k¾ preservam as rela»c~oes de antico-

muta»c~ao para f¶ermions, alguns termos s~ao nulos restando-se apenas os seguintes,

f ŝk¾(t1); ŝy
q¹ (t2)g =

n
cos®k °̂0k¾e¡ iE k (t1 ¡ t0 ) ; cos®q°̂ y

0q¹ eiE q(t2 ¡ t0 )
o

+

+
n

sgn(¾) sen®k °̂ y
0k ¹¾eiE k (t1 ¡ t0 ) ; sgn(¹ ) sen®q°̂0q¹¹ e¡ iE q(t2 ¡ t0 )

o
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portanto, pode-se escrever,

f ŝk¾(t1); ŝy
q¹ (t2)g = ±¾¹±kq

³
cos2 ®ke¡ iE k (t1 ¡ t2 ) + sen2 ®keiE k (t1 ¡ t2 )

´
(B.1.5)

e tomando o adjunto, tem-se ainda uma segunda rela»c~ao que ser¶a ¶util,

f ŝy
k¾(t1); ŝq¹ (t2)g = ±¾¹±kq

³
cos2 ®keiE k (t1 ¡ t2 ) + sen2 ®ke¡ iE k (t1 ¡ t2 )

´
: (B.1.6)

Agora ser¶a considerada a anticomuta»c~ao entre dois operadores de aniquila»c~ao que ¶e nula quando

os tempos dos operadores s~ao iguais. No caso de tempos diferentes, tem-se que,

f ŝk¾(t1); ŝq¹ (t2)g =
n³

cos®k °̂0k¾e¡ iE k (t1 ¡ t0 ) + sgn(¾) sen®k °̂ y
0k ¹¾eiE k (t1 ¡ t0 )

´

;
³

cos®q°̂0q¹ e¡ iE q (t2 ¡ t0 ) + sgn(¹ ) sen®q°̂ y
0q¹¹ eiE q(t2 ¡ t0 )

´o

e veri¯cando os termos n~ao nulos obt¶em-se ¯nalmente,

f ŝk¾(t1); ŝq¹ (t2)g = ±kq±¾¹¹
sen 2®k

2

³
sgn(¾)eiE k (t1 ¡ t2 ) + sgn(¹¾)e¡ iE k (t1 ¡ t2 )

´

f ŝk¾(t1); ŝq¹ (t2)g = ±kq±¾¹¹ sgn(¾)
sen 2®k

2

³
eiE k (t1 ¡ t2 ) ¡ e¡ iE k (t1 ¡ t2 )

´
(B.1.7)

e tomando o adjunto ¶e poss¶³vel obter a segunda rela»c~ao necess¶aria,

f ŝy
k¾(t1); ŝy

q¹ (t2)g = ±kq±¾¹¹ sgn(¾)
sen 2®k

2

³
e¡ iE k (t1 ¡ t2 ) ¡ eiE k (t1 ¡ t2 )

´
(B.1.8)

Tendo em vista que cos®k =

s
1
2

µ
1 ¡

²k

Ek

¶
e sen®k =

s
1
2

µ
1 +

²k

Ek

¶
pode-se escrever,

cos2 ®ke§ iE k T + sen2 ®k ë iE k T =
1
2

µ
1 ¡

²k

Ek

¶
e§ iE k T +

1
2

µ
1 +

²k

Ek

¶
ë iE k T

=
1
2

¡
e§ iE k T + ë iE k T ¢

¨
i² k

2iE k

¡
eiE k T ¡ e¡ iE k T ¢

portanto,

cos2 ®ke§ iE k T + sen2 ®k ë iE k T = cos EkT + A senEkT (B.1.9)

onde foi de¯nido,

A ´ ¨
i² k

2Ek
e T ´ t1 ¡ t2
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Agora ser¶a considerada a seguinte rela»c~ao,

sen 2®k

2

¡
ë iE k T ¡ e§ iE k T ¢

= ¨ 2i sen®k cos®k senEkT

e substituindo ®k , tem-se que,

sen 2®k

2

¡
ë iE k T ¡ e§ iE k T ¢

= ¨ i

s

1 ¡
²2
k

E 2
k

senEkT

o que pode ser escrito na seguinte forma,

sen 2®k

2

¡
ë iE k T ¡ e§ iE k T ¢

= B senEkT

onde,

B = ¨ i
¢
Ek

Com isso as equa»c~oes (B.1.5), (B.1.6), (B.1.7) e (B.1.8), podem ser escritas da seguinte forma,

f ŝk¾(t1); ŝy
q¹ (t2)g = ±¾¹±kq

µ
cosEkT +

i² k

2Ek
senEkT

¶
= ±¾¹±kqF +

1 (B.1.10a)

f ŝy
k¾(t1); ŝq¹ (t2)g = ±¾¹±kq

µ
cosEkT ¡

i² k

2Ek
senEkT

¶
= ±¾¹±kqF ¡

1 (B.1.10b)

f ŝk¾(t1); ŝq¹ (t2)g = ±kq±¾¹¹ sgn(¾)i
¢
Ek

senEkT = ±kq±¾¹¹ sgn(¾)F +
3 (B.1.10c)

f ŝy
k¾(t1); ŝy

q¹ (t2)g = ¡ ±kq±¾¹¹ sgn(¾)i
¢
Ek

senEkT = ¡ ±kq±¾¹¹ sgn(¾)F +
3 (B.1.10d)

onde foram de¯nidas as fun»c~oes

F §
1 = cos EkT §

i² k

2Ek
senEkT (B.1.11)

F +
3 = i

¢
Ek

senEkT (B.1.12)

Retomando a representa»c~ao matricial para a fun»c~ao de Green, ser¶a considerado o c¶alculo expl¶³cito

da fun»c~ao de Green retardada:

gr
s;kq(t1; t2) = ¡ i# (T)£

0

B
B
B
B
B
B
@

hfŝk" (t1); ŝy
q" (t2)gi hf ŝk" (t1); ŝq#(t2)gi hf ŝk" (t1); ŝy

q#(t2)gi hf ŝk" (t1); ŝq" (t2)gi

hfŝy
k#(t1); ŝy

q" (t2)gi hf ŝy
k#(t1); ŝq#(t2)gi hf ŝy

k#(t1); ŝy
q#(t2)gi hf ŝy

k#(t1); ŝq" (t2)gi

hfŝk#(t1); ŝy
q" (t2)gi hf ŝk#(t1); ŝq#(t2)gi hf ŝk#(t1); ŝy

q#(t2)gi hf ŝk#(t1); ŝq" (t2)gi

hfŝy
k" (t1); ŝy

q" (t2)gi hf ŝy
k" (t1); ŝq#(t2)gi hf ŝy

k" (t1); ŝy
q#(t2)gi hf ŝy

k" (t1); ŝq" (t2)gi

1

C
C
C
C
C
C
A

:
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Usando-se os resultados (B.1.10) para determinar os anticomutadores, pode-se escrevergr
s;kq(t1; t2)

na seguinte forma,

gr
s;kq(t1; t2) = ¡ i±kq

0

B
B
B
B
B
B
@

#(T)F +
1 #(T)F +

3 0 0

#(T)F +
3 #(T)F ¡

1 0 0

0 0 #(T)F +
1 ¡ #(T)F +

3

0 0 ¡ #(T)F +
3 #(T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

E tomando a soma sobrek e q, segue que,

gr
s(t1; t2) = ¡ i

X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

#(T)F +
1 #(T)F +

3 0 0

#(T)F +
3 #(T)F ¡

1 0 0

0 0 #(T)F +
1 ¡ #(T)F +

3

0 0 ¡ #(T)F +
3 #(T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

Aqui ¶e conveniente transformar a soma emk em uma integra»c~ao. Isto pode ser feito usando-se

a densidade de estadosN (²) do supercondutor no estado normal. Deste modo tem-se que
P

k )
R

d²N (²) e aproximando N (²) para seu valor no n¶³vel de Fermi, tem-se que,

gr
s(t1; t2) = ¡ iN (²F )

0

B
B
B
B
B
B
@

R
d²k#(T)F +

1

R
d²k#(T)F +

3 0 0
R

d²k#(T)F +
3

R
d²k#(T)F ¡

1 0 0

0 0
R

d²k#(T)F +
1 ¡

R
d²k#(T)F +

3

0 0 ¡
R

d²k#(T)F +
3

R
d²k#(T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

:

As integrais s~ao calculadas explicitamente no apêndice C, e os resultados s~ao dados por,

Z + 1

¡1
d²k#(T)F §

1 =
1
2

Z
d! e ¡ i!T %(! )

¨
Z + 1

¡1
d²k#(T)F +

3 = §
1
2

Z
d! e ¡ i!T ¢

!
%(! )

e substituindo estes resultados emgr
s(t1; t2) tem-se que,

gr
s(t1; t2) = ¡

i
2

N (²F )
Z

d! e ¡ i! (t1 ¡ t2 )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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Agora considerando o fato de que a fun»c~ao de Green apenas depende da diferen»ca de tempos

entre t1 ¡ t2, pode-se escrever,

gr
s(t1; t2) =

Z
e¡ i! (t1 ¡ t2 )gr

s(! )
d!
2¼

e substituindo na equa»c~ao anterior tem-se que,

Z
d!
2¼

e¡ i! (t1 ¡ t2 )gr
s(! ) = ¡

i
2

N (²F )
Z

d! e ¡ i! (t1 ¡ t2 )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

o que permite escrever ¯nalmente,

gr
s(! ) = ¡ i¼N(²F )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (B.1.13)

Adotando o mesmo procedimento para a fun»c~ao de Green avan»cada, segue da de¯ni»c~ao que,

ga
s (t1; t2) = iN (²F )

0

B
B
B
B
B
B
@

R
d²k#(¡ T)F +

1

R
d²k#(¡ T)F +

3 0 0
R

d²k#(¡ T)F +
3

R
d²k#(¡ T)F ¡

1 0 0

0 0
R

d²k#(¡ T)F +
1 ¡

R
d²k#(¡ T)F +

3

0 0 ¡
R

d²k#(¡ T)F +
3

R
d²k#(¡ T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

e usando os resultados do apêndice C as integra»c~oes em²k podem ser trocadas pelas integra»c~oes em

! , assim segue que,

ga
s (t1; t2) =

i
2

N (²F )
Z

d! e ¡ i! (t1 ¡ t2 ) [%(! )]¤

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

e a transformada de Fourier dega
s (! ) ¶e dada por,

ga
s (! ) = i¼N(²F )[%(! )]¤

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (B.1.14)
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Nota-se das equa»c~oes (B.1.13) a (B.1.14) que as fun»c~oes de Green obedecem a seguinte rela»c~ao,

ga
s (! ) = [ gr

s(! )]y: (B.1.15)

A auto-energia avan»cada/retardada ¶e de¯nida da seguinte forma,

§ r=a
R (t1; t2) =

X

k

t y
sgr=a

s;k (t1; t2)t s =

= ¨ i
X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

t¤
s 0 0 0

0 ¡ ts 0 0

0 0 t¤
s 0

0 0 0 ¡ ts

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

#(T)F +
1 #(T)F +

3 0 0

#(T)F +
3 #(T)F ¡

1 0 0

0 0 #(T)F +
1 ¡ #(T)F +

3

0 0 ¡ #(T)F +
3 #(T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

ts 0 0 0

0 ¡ t¤
s 0 0

0 0 ts 0

0 0 0 ¡ t¤
s

1

C
C
C
C
C
C
A

Assim como ¶e realizado na literatura [92], ser¶a considerado que a amplitude de tunelamento ¶e

uma constante e ap¶os efetuar a multiplica»c~ao matricial, pode-se escrever§ r=a
R na seguinte forma:

§ r=a
R (t1; t2) =

X

k

t y
sgr=a

s;k (t1; t2)t s = ¨ i jtsj2
X

k

0

B
B
B
B
B
B
@

#(¨ T)F +
1 #(¨ T)F +

3 0 0

#(¨ T)F +
3 #(¨ T)F ¡

1 0 0

0 0 #(¨ T)F +
1 ¡ #(¨ T)F +

3

0 0 ¡ #(¨ T)F +
3 #(¨ T)F ¡

1

1

C
C
C
C
C
C
A

e trocando a soma emk por uma integra»c~ao e usando as rela»c~oes obtidas no apêndice as fun»c~oes

de Green podem ser reescritas na forma dada pelas equa»c~oes (B.1.13) e (B.1.14). Desde que estas

fun»c~oes de Green podem ser obtidas uma da outra atrav¶es da opera»c~ao de adjunto, ent~ao para o

caso particular de§ r
R (t1; t2) tem-se que,

§ r
R (t1; t2) = ¡

i
2

jtsj2N (²F )
Z

d! e ¡ i! (t1 ¡ t2 )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Tomando a transformada de Fourier de§ r
R (t1; t2) pode-se escrever o primeiro membro da se-

guinte forma,

Z
d!
2¼

e¡ i! (t1 ¡ t2 )§ r
R (! ) = ¡

i
2

jtsj2N (²F )
Z

d! e ¡ i! (t1 ¡ t2 )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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e agrupando os termos semelhantes, tem-se que,

§ r
R (! ) = ¡ i¼jtsj2N (²F )%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Aqui ¶e conveniente de¯nir a constante de acoplamento com o supercondutor ¡s que ser¶a um

parâmetro que descreve o acoplamento entre o ponto quântico e o eletrodo supercondutor. Assim,

¡ s = 2¼jtsj2N (²F ) (B.1.16)

O que permite escrever a auto-energia retardada na forma ¯nal,

§ r
R (! ) = ¡

i
2

¡ s%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

lembrando que%(! ) ¶e densidade generalizada de estados do supercondutor (ver apêndice C),

%(! ) =
j! j#(j! j ¡ ¢)

p
! 2 ¡ ¢ 2

¡
i!# (¢ ¡ j ! j)
p

¢ 2 ¡ ! 2
(B.1.17)

estendida para a regi~ao proibida na teoria BCSj! j < ¢ dentro da qual o processo de re°ex~ao

de Andreev ocorre conforme mostrado na teoria de Tinkham-Blonder & Klapwijk [107]. Quando

j! j < ¢, a densidade de estados ¶e imagin¶aria pura indicando estados evanescentes no gap os quais

decaem em pares de Cooper do condensado supercondutor.

A auto-energia avan»cada ¶e obtida tomando-se o adjunto de§ r
R (! ), assim,

§ a
R (! ) =

i
2

¡ s[%(! )]¤

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

B.2 Fun»c~ao de Green e auto-energia do eletrodo ferromagn¶etico

Nesta se»c~ao ser¶a determinada a fun»c~ao de Green e auto-energia para um ferromagneto com uma

magnetiza»c~ao em uma dire»c~ao arbitr¶ariaµ. A fun»c~ao de Green retardada na nota»c~ao de Nambu
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generalizada para o caso ferromagn¶etico ¶e dada por,

gr=a
2 (t1; t2) =

X

kq

gr=a
2;kq(t1; t2) = ¨ i# (§ t1 ¨ t2)

X

kq

h[©̂2k (t1) ­ ©̂
y
2q(t2) + ©̂

y
2q(t2) ­ ©̂2k (t1)]i

onde ©̂2k = ( b̂y
k" b̂k# b̂y

k# b̂k" )y. Explicitamente, pode-se escrever,

gr=a
2;kq(t1; t2) = ¨ i# (§ t1 ¨ t2)£

£

0

B
B
B
B
B
B
@

hfb̂k" (t1); b̂y
q" (t2)gi hf b̂k" (t1); b̂q#(t2)gi hf b̂k" (t1); b̂y

q#(t2)gi hf b̂k" (t1); b̂q" (t2)gi

hfb̂y
k#(t1); b̂y

q" (t2)gi hf b̂y
k#(t1); b̂q#(t2)gi hf b̂y

k#(t1); b̂y
q#(t2)gi hf b̂y

k#(t1); b̂q" (t2)gi

hfb̂k#(t1); b̂y
q" (t2)gi hf b̂k#(t1); b̂q#(t2)gi hf b̂k#(t1); b̂y

q#(t2)gi hf b̂k#(t1); b̂q" (t2)gi

hfb̂y
k" (t1); b̂y

q" (t2)gi hf b̂y
k" (t1); b̂q#(t2)gi hf b̂y

k" (t1); b̂y
q#(t2)gi hf b̂y

k" (t1); b̂q" (t2)gi

1

C
C
C
C
C
C
A

:

O Hamiltoniano para o ferromagneto isolado ¶e o dado na equa»c~ao (3.1.3), i.e.,

ĤF =
X

k¾

[²k ¡ sgn(¾)h cosµ ¡ ¹ F ]by
k¾bk¾ ¡

X

k¾

h senµby
k¾bk ¹¾

que determina a evolu»c~ao temporal dos operadoresbk¾. Seguindo os procedimentos adotados para

o caso do supercondutor, ser¶a realizada a diagonaliza»c~ao do Hamiltoniano aplicando-se uma trans-

forma»c~ao de Bogoliubov, a qual ¶e dada por,

b̂k¾(t) = cos
µ
2

'̂ k¾(t) ¡ sgn(¾) sen
µ
2

'̂ k ¹¾(t) (B.2.1)

e o Hamiltoniano possa ser escrito na forma,

Ĥ2 =
X

k¾

" k¾'̂ y
k¾'̂ k¾

onde,

" k¾ = ²k ¡ sgn(¾)h ¡ ¹ 2

A evolu»c~ao temporal dos operadores ^' ¶e simples e dada por,

'̂ k¾(t) = '̂ k¾(t0)ei" k¾ (t ¡ t0 )

Substituindo (B.2.2), tem-se que,

b̂k¾(t) = cos
µ
2

ei" k¾ (t ¡ t0 ) '̂ k¾(t0) ¡ sgn(¾) sen
µ
2

ei" k ¹¾(t ¡ t0 ) '̂ k ¹¾(t0) (B.2.2)
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A equa»c~ao para a evolu»c~ao temporal do operador de cria»c~ao ¶e dada por,

b̂y
k¾(t) = cos

µ
2

e¡ i" k¾ (t ¡ t0 ) '̂ y
k¾(t0) ¡ sgn(¾) sen

µ
2

e¡ i" k ¹¾(t ¡ t0 ) '̂ y
k ¹¾(t0) (B.2.3)

A primeira rela»c~ao de anti-comuta»c~ao ¶e dada por,

f b̂y
k¾(t1); b̂q¹ (t2)g =

½µ
cos

µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t0 ) '̂ y
k¾(t0) ¡ sgn(¾) sen

µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t0 ) '̂ y
k ¹¾(t0)

¶

;
µ

cos
µ
2

ei" q¹ (t2 ¡ t0 ) '̂ q¹ (t0) ¡ sgn(¹ ) sen
µ
2

ei" q ¹¹ (t2 ¡ t0 ) '̂ q¹¹ (t0)
¶¾

e considerando a propriedade distributiva dos operadores e levando em conta que os operadores' q¹¹

obedecem as rela»c~oes de anti-comuta»c~ao para f¶ermions, tem-se que,

f b̂y
k¾(t1); b̂q¹ (t2)g = cos

µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t0 ) cos
µ
2

ei" q¹ (t2 ¡ t0 ) f '̂ y
k¾(t0); '̂ q¹ (t0)g

¡ cos
µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t0 )sgn(¹ ) sen
µ
2

ei" q ¹¹ (t2 ¡ t0 ) f '̂ y
k¾(t0); '̂ q¹¹ (t0)g

¡ sgn(¾) sen
µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t0 ) cos
µ
2

ei" q¹ (t2 ¡ t0 ) f '̂ y
k ¹¾(t0); '̂ q¹ (t0)g

+ sgn(¾) sen
µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t0 )sgn(¹ ) sen
µ
2

ei" q ¹¹ (t2 ¡ t0 ) f '̂ y
k ¹¾(t0); '̂ q¹¹ (t0)g

ou seja,

f b̂y
k¾(t1); b̂q¹ (t2)g = ±kq±¾¹ cos2

µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t2 ) ¡ ±kq±¾¹¹ sgn(¹¾) cos
µ
2

sen
µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t2 )

¡ ±kq±¹¾¹sgn(¾) sen
µ
2

cos
µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t2 ) + ±kq±¾¹ sen2 µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t2 )

e agrupando os termos semelhantes pode-se se escrever ainda,

f b̂y
k¾(t1); b̂q¹ (t2)g = ±kq±¾¹

µ
cos2

µ
2

e¡ i" k¾ (t1 ¡ t2 ) + sen2 µ
2

e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t2 )
¶

¡ ±kq±¾¹¹ sen
µ
2

cos
µ
2

³
sgn(¹¾)e¡ i" k¾ (t1 ¡ t2 ) + sgn(¾)e¡ i" k ¹¾(t1 ¡ t2 )

´
(B.2.4)

A pr¶oxima rela»c~ao de anti-comuta»c~ao que deve ser determinada ¶e entre dois operadores de

cria»c~ao e de aniquila»c~ao. Desta forma, tem-se que,

f b̂k¾(t1); b̂q¹ (t2)g =
½µ

cos
µ
2

ei" k¾ (t ¡ t0 ) '̂ k¾(t0) ¡ sgn(¾) sen
µ
2

ei" k ¹¾(t ¡ t0 ) '̂ k ¹¾(t0)
¶

µ
cos

µ
2

ei" q¹ (t ¡ t0 ) '̂ q¹ (t0) ¡ sgn(¾) sen
µ
2

ei" k ¹¾(t ¡ t0 ) '̂ k ¹¾(t0)
¶¾

;

e segue diretamente que,

f b̂k¾(t1); b̂q¹ (t2)g = 0 ;
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desde que os operadores ^' q¹ (t0) anti-comutam.

Um c¶alculo similar mostra que,

f b̂y
k¾(t1); b̂y

q¹ (t2)g = 0 :

Aplicando as rela»c~oes de anticomuta»c~ao obtidas na de¯ni»c~ao da fun»c~ao de Green retardada,

tem-se que,

gr=a
2 (t1; t2) = ¨ i# (§ T)£

X

kq

±kq

0

B
B
B
B
B
B
@

c2ei" k " T + s2ei" k # T 0 ¡ sc(ei" k # T ¡ ei" k " T ) 0

0 c2e¡ i" k # T + s2e¡ i" k " T 0 ¡ sc(e¡ i" k # T ¡ e¡ i" k " T )

sc(ei" k " T ¡ ei" k # T ) 0 c2ei" k # T + s2ei" k " T 0

0 sc(e¡ i" k " T ¡ e¡ i" k # T ) 0 c2e¡ i" k " T + s2e¡ i" k # T

1

C
C
C
C
C
C
A

onde foi usada a nota»c~aos ´ sen
µ
2

, c ´ cos
µ
2

e T ´ t1 ¡ t2.

O pr¶oximo passo ¶e trocar os termos da forma geral#(§ T)e§ i" k T por sua transformada de Fourier.

Usando os resultados do Apêndice C tem-se que,

¨ i# (§ T)e§ i" k¾T =
Z

d!
2¼

e¡ i!T F§ (§ " k¾)

onde,

F§ (§ " k¾) =
1

! § " k¾ § i´

Substituindo este resultado emgr=a
2;kq(t1; t2), tem-se que,

gr=a
2 (t1; t2) =

Z
d!
2¼

e¡ i!T
X

k
0

@
c2F§ (" k " )+ s2F§ (" k # ) 0 ¡ sc[F§ (" k # )¡ F§ (" k " )] 0

0 c2F§ (¡ " k # )+ s2F§ (¡ " k " ) 0 ¡ sc[F§ (¡ " k # )¡ F§ (¡ " k " )]
sc[F§ (" k " )¡ F§ (" k # )] 0 c2F§ (" k # )+ s2F§ (" k " ) 0

0 sc[F§ (¡ " k " )¡ F§ (¡ " k # )] 0 c2F§ (¡ " k " )+ s2F§ (¡ " k # )

1

A

Agora ¶e necess¶ario determinar a soma emk sobre as fun»c~oesF§ (¡ " k¾). Assim, de modo geral

tem-se que,

X

k

F§ (§ " k¾) =
X

k

1
! § " k¾ § i´

=
Z + 1

¡1
d"k¾N¾(" k¾)

1
! § " k¾ § i´

ou ainda,

X

k

F§ (§ " k¾) =
Z + 1

¡1
d"k¾N¾(" k¾)

1
! § " k¾

¨ i¼
Z + 1

¡1
d"k¾N¾(" k¾)±(! § " k¾)
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Aqui ser¶a considerada a aproxima»c~ao de \banda larga", ou seja, que a banda do ferromagneto

para ambos spins apresenta uma largura ­ grande em compara»c~ao com a escala de energia do

problema. No caso deste trabalho, o gap de energia do supercondutor. Sendo assim, tem-se que,

N2¾(" ) = N2¾(²F )#(­ ¡ j " j)

e substituindo nas integrais, tem-se que,
X

k

F§ (§ "N 2k¾) = § N2¾(²F ) ln

¯
¯
¯
¯
! § ­
! ¨ ­

¯
¯
¯
¯ ¨ i¼N2¾(²F )

desde que est¶a sendo considerado o limite ­>> ! o termo do logaritmo ¶e nulo e o resultado da

soma emk toma a forma:
X

k

F§ ("N 2k¾) =
X

k

F§ (¡ "N 2k¾) = ¨ i¼N2¾(²F )

gr=a
2 (t1; t2) = ¨ i¼

Z
d!
2¼

e¡ i!T

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c2N2" (²F ) + s2N2#(²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0

0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )]

sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0

0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2" (²F ) + s2N2#(²F )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Tomando a transformada de Fourier do primeiro membro tem-se que,
Z

d!
2¼

e¡ i!T gr=a
2 (! ) = ¨ i¼

Z
d!
2¼

e¡ i!T

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c2N2" (²F ) + s2N2#(²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0

0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )]

sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0

0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2" (²F ) + s2N2#(²F )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

o que implica em:

gr=a
2 (! ) = ¨ i¼

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c2N2" (²F ) + s2N2#(²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0

0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )]

sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0

0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2" (²F ) + s2N2#(²F )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(B.2.5)
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A auto-energia de acoplamento com o ferromagnetoF2 pode ser determinada da de¯ni»c~ao,

§ r=a
2 (! ) = t y

2gr=a
2 (! )t 2 (B.2.6)

e substituindo a fun»c~ao de Green

§ r=a
2 (! ) = ¨ i¼

0

B
B
B
B
B
B
@

t¤
2 0 0 0

0 ¡ t2 0 0

0 0 t¤
2 0

0 0 0 ¡ t2

1

C
C
C
C
C
C
A

£

0

B
B
B
B
B
B
@

c2N2" (²F ) + s2N2#(²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0

0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )]

sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0

0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2" (²F ) + s2N2#(²F )

1

C
C
C
C
C
C
A

£

0

B
B
B
B
B
B
@

t2 0 0 0

0 ¡ t¤
2 0 0

0 0 t2 0

0 0 0 ¡ t¤
2

1

C
C
C
C
C
C
A

e efetuando os produtos, tem-se que,

§ r=a
2 (! ) = ¨ i¼jt2j2

0

B
B
B
B
B
B
@

c2N2" (²F ) + s2N2#(²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0

0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )]

sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2#(²F ) + s2N2" (²F ) 0

0 sc[N2" (²F ) ¡ N2#(²F )] 0 c2N2" (²F ) + s2N2#(²F )

1

C
C
C
C
C
C
A

A exemplo do supercondutor ¶e de¯nida a constante de acoplamento, a qual neste caso depende

do spin, i.e.,

¡ 2¾ = 2¼jt2j2N2¾(²F ) (B.2.7)

Substituindo esta de¯ni»c~ao, segue que,

§ r=a
2 (! ) = ¨

i
2

0

B
B
B
B
B
B
@

c2¡ 2" + s2¡ 2# 0 sc[¡ 2" ¡ ¡ 2#] 0

0 c2¡ 2# + s2¡ 2" 0 sc[¡ 2" ¡ ¡ 2#]

sc[¡ 2" ¡ ¡ 2#] 0 c2¡ 2# + s2¡ 2" 0

0 sc[¡ 2" ¡ ¡ 2#] 0 c2¡ 2" + s2¡ 2#

1

C
C
C
C
C
C
A

: (B.2.8)
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A auto-energia do ferromagneto 1, o qual apresenta magnetiza»c~ao paralela ao eixo ^z, pode ser

determinada a partir de (B.4.4) fazendo-seµ = 0 e trocando-se os ¶³ndices 2 por 1, de modo que,

§ r=a
1 (! ) = ¨

i
2

0

B
B
B
B
B
B
@

¡ 1" 0 0 0

0 ¡ 1# 0 0

0 0 ¡ 1# 0

0 0 0 ¡ 1"

1

C
C
C
C
C
C
A

: (B.2.9)

Constantes de acoplamento

A polariza»c~ao dos ferromagnetos ¶e de¯nida em termos das constantes de acoplamento da seguinte

forma,

Pi =
¡ i " ¡ ¡ i #

¡ i " + ¡ i #
; i = 1 ; 2: (B.2.10)

e de¯nindo o acoplamento m¶edio de spin,

¡ i =
¡ i " + ¡ i #

2
; i = 1 ; 2: (B.2.11)

pode-se reescrever as constantes de acoplamento por spin da seguinte forma,

¡ i " = ¡ i (1 + Pi ); i = 1 ; 2: (B.2.12)

¡ i # = ¡ i (1 ¡ Pi ); i = 1 ; 2: (B.2.13)

As constantes de¯nidas pelas equa»c~oes (B.2.12) e (B.2.13) ser~ao utilizadas neste trabalho,

especi¯cando-se o acoplamento m¶edio e a polariza»c~ao dos ferromagnetos.

B.3 Teorema de °utua»c~ao-dissipa»c~ao

Para efetuar o c¶alculo da auto-energia de correla»c~ao§ < , ¶e necess¶ario considerar a rela»c~ao entre

a fun»c~ao de GreenG< e a chamada fun»c~ao espectralA a qual ¶e de¯nida por,

A = i [Gr ¡ Ga] = i [G> ¡ G< ]: (B.3.1)

Assumindo que os auto-estados do Hamiltoniano dos eletrodos s~ao conhecidos, e os eletrodos

est~ao em equil¶³brio grand-canônico com um reservat¶orio com potencial qu¶³mico¹ e temperatura T

pode ser mostrado [80,81] queG< e G> est~ao relacionados por,

G> (! ) = ¡ ē (! ¡ ¹ )G< (! ) (B.3.2)
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Da de¯ni»c~ao da fun»c~ao espectral (B.3.1) pode-se escrever (B.3.2) da seguinte forma,

G< (! ) = if (! )A(! ) (B.3.3)

onde f (! ) ¶e a fun»c~ao de Fermi-Dirac.

A equa»c~ao (B.3.3) mostra que a fun»c~ao de GreenG< cont¶em informa»c~ao sobre a ocupa»c~ao dos

estados. Al¶em disso, desde que a fun»c~ao espectral est¶a relacionada com a parte imagin¶aria da

fun»c~ao de Green retardada (Gr = [ Ga]¤) , ent~ao A(! ) est¶a relacionada com a dissipa»c~ao do sistema

no sentido que a fun»c~ao espectral cont¶em informa»c~ao sobre como uma part¶³cula em um dado estado

ser¶a espalhada para fora deste estado. Portanto, a equa»c~ao (B.3.3) relaciona as °utua»c~oes no

equil¶³brio (representadas porG< ) com a dissipa»c~ao no sistema representadas porA(! ).

No caso de interesse deste trabalho a rela»c~ao (B.3.3) deve ser escrita na nota»c~ao de Nambu, i.e.,

G < (! ) = iF(! )A (! ) (B.3.4)

onde F(! ) ¶e a matriz Fermi contendo as fun»c~oes distribui»c~oes.

B.4 C¶alculo das auto-energias § <

Aqui ser¶a usada a rela»c~ao (B.3.4), obtida na se»c~ao anterior, para determinar as auto-energias de

correla»c~ao para os eletrodos ferromagn¶eticos e supercondutor.

B.4.1 Eletrodo supercondutor

A auto-energia § <
R ¶e de¯nida da seguinte forma,

§ <
R = t y

sg<
s t s (B.4.1)

Mas usando a rela»c~ao (B.3.4), pode-se escreverg<
s da seguinte forma,

g<
s = F s[ga

s ¡ gr
s]

onde F s = f (! )1 desde que o potencial qu¶³mico ¶e considerado nulo neste caso. Assim, desde que

t y
sF s = F st y

s, pode-se escrever ainda,

§ <
R = F s[t y

sga
s t s ¡ t y

sgr
st s] = F s[§ a

R ¡ § r
R ]
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Substituindo as auto-energias§ a
R e § r

R , e ap¶os alguns c¶alculos diretos segue que,

§ <
R (! ) = i ¡ se%(! )

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 ¡
¢
!

0 0

¡
¢
!

1 0 0

0 0 1
¢
!

0 0
¢
!

1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

onde e%(! ) = Re %(! ) ¶e a densidade de estados BCS a qual ¶e n~ao nula apenas paraj! j > ¢.

B.4.2 Eletrodos ferromagn¶eticos

A auto-energia para o eletrodoF2, § <
2 ¶e de¯nida da seguinte forma,

§ <
2 = t y

2g<
2 t 2 (B.4.2)

E usando a rela»c~ao (B.3.4) tem-se que,

g<
2 (! ) = F2(! )[ga

2(! ) ¡ gr
2(! )] (B.4.3)

onde F(! ) ¶e a matriz Fermi para o eletrodoF2 dada por,

F2(! ) =

0

B
B
B
B
B
B
@

f 2 0 0 0

0 ¹f 2 0 0

0 0 f 2 0

0 0 0 ¹f 2

1

C
C
C
C
C
C
A

com f 2 = f (! ¡ eV2) e ¹f 2 = f (! + eV2).

Substituindo (B.4.3) em (B.4.2), tem-se que,

§ <
2 = F2(! )[t y

2ga
2(! )t 2 ¡ t y

2gr
2(! )t 2]

onde foi usado a comuta»c~ao do produto de matrizesF2(! )t y
2 = t y

2F2(! ) que tamb¶em ¶e veri¯cado

neste caso. Efetuando-se os produtos matriciais tem-se ¯nalmente que,

§ <
2 (! ) = i

0

B
B
B
B
B
B
@

(c2¡ 2" + s2¡ 2#)f 2 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2 0

0 (s2¡ 2" + c2¡ 2#) ¹f 2 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2

sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2 0 (s2¡ 2" + c2¡ 2#)f 2 0

0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2 0 (c2¡ 2" + s2¡ 2#) ¹f 2

1

C
C
C
C
C
C
A

(B.4.4)
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No caso do ferromagnetoF1 que apresenta magnetiza»c~ao paralela ao eixo ^z pode-se escrever a

auto-energia diretamente a partir de§ <
2 :

§ <
1 (! ) = i

0

B
B
B
B
B
B
@

f 1¡ 1" 0 0 0

0 ¹f 1¡ 1# 0 0

0 0 f 1¡ 1# 0

0 0 0 ¹f 1¡ 1"

1

C
C
C
C
C
C
A

(B.4.5)

Estas s~ao as auto-energias que foram de¯nidas no c¶alculo da corrente el¶etrica atrav¶es do sistema

(F1; F2) ¡ QDa ¡ QDb ¡ S.
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C
Rela»c~oes Auxiliares

Neste apêndice s~ao obtidas algumas identidades que foram utilizadas no c¶alculo das auto-energias

e fun»c~oes de Green do apêndice B.

C.1 C¶alculo da transformada de Fourier de #(T)(cosEkT+ A senEkT)

Primeiramente ser¶a tomada a transformada de Fourier da seguinte fun»c~ao,

F (T) = #(T)(cosEkT + A senEkT)

onde #(T) ¶e a fun»c~ao de Heaviside. Assim,G(! ) pode ser escrita na seguinte forma,

G(! ) =
Z + 1

¡1
ei!T #(T)(cosEkT + A senEkT) dT

Z + 1

0
ei!T cosEkT dT =

1
2

Z + 1

0
ei!T (eiET + e¡ iET ) dT =

1
2

Z + 1

0
(ei (! + Ek )T + ei (! ¡ Ek )T ) dT

(C.1.1)

Aqui e no que segue ser~ao ¶uteis os seguintes resultados:
Z §1

0
ei (x§ ®)T dT =

i
x § ®§ i´

Z §1

0
e¡ i (x§ ®)T dT = ¡

i
x § ®¨ i´

o que permite escrever (C.1.1) da seguinte maneira:
Z + 1

0
ei!T cosEkT dT = =

i
2

µ
1

! + Ek + i´
+

1
! ¡ Ek + i´

¶

e agrupando os termos tem-se ainda,
Z + 1

0
ei!T cosEkT dT = =

i
2

µ
! + Ek + i´ + ! ¡ Ek + i´
(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )

¶

129
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portanto,

Z + 1

0
ei!T cosEkT dT = = i

!
(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )

onde foi desconsiderado o termo envolvendó no numerador desde que ¶e um fator de convergência

que deve tender a zero no ¯nal dos c¶alculos e portanto n~ao contribui para o resultado da integra~ao.

Considerando a segunda integral, segue que:

Z + 1

0
ei!T senEkT dT =

1
2i

Z + 1

0
(ei (! + Ek )T ¡ ei (! ¡ Ek )T ) dT

portanto,

Z + 1

0
ei!T senEkT dT =

1
2

µ
1

! + Ek + i´
¡

1
! ¡ Ek + i´

¶

e ¯nalmente,

Z + 1

0
ei!T A senEkT dT = ¡

AE k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )

e assim,

G(! ) =
i! ¡ AE k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )

agora de acordo com o texto a constanteA = ¨
i² k

Ek
assim,

G(! ) = i
! § ²k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
: (C.1.2)

Atrav¶es de (C.1.2) pode-se escreverF (T) = #(T)(cosEkT + A senEkT) da seguinte forma,

#(T)(cosEkT ¨
i² k

Ek
senEkT) = i

Z + 1

¡1
e¡ i!T ! § ²k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
d!
2¼

: (C.1.3)

C.2 C¶alculo da transformada de Fourier de #(¡ T)(cosEkT+ A senEkT)

Agora ser¶a considerado o c¶alculo da transformada de Fourier da seguinte fun»c~ao:

F2(T) = #(¡ T)(cosEkT + A senEkT)

ou seja,

G2(! ) =
Z + 1

¡1
ei!T 0

#(¡ T0)(cosEkT0+ A senEkT0) dT0
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e novamente a fun»c~ao de Heaviside limita a integra»c~ao µa apenas uma regi~ao do eixo temporal assim,

G2(! ) =
Z 0

¡1
ei!T 0

(cosEkT0+ A senEkT0) dT0

Aqui ser¶a feita a troca de vari¶aveis,T0 = ¡ T assim tem-se que,

G2(! ) = ¡
Z 0

1
e¡ i!T (cosEkT ¡ A senEkT0) dT =

Z 1

0
e¡ i!T (cosEkT ¡ A senEkT0) dT

e considerando que,

Z 1

0
e¡ i!T cosEkT dT =

1
2

Z 1

0
(e¡ i (! ¡ Ek )T + e¡ i (! + Ek )T ) dT

= ¡
i
2

µ
1

! ¡ Ek ¡ i´
+

1
! + Ek ¡ i´

¶

ou ainda,

Z 1

0
e¡ i!T cosEkT dT = ¡ i

!
(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

A integral sobre o seno ¶e dada por,

Z 1

0
e¡ i!T senEkT dT =

1
2i

Z 1

0
(e¡ i (! ¡ Ek )T ¡ e¡ i (! + Ek )T ) dT

= ¡
i
2i

µ
1

! ¡ Ek ¡ i´
¡

1
! + Ek ¡ i´

¶

portanto,

Z 1

0
e¡ i!T senEkT dT = ¡

Ek

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

Com issoG2 pode ser escrita na seguinte forma,

G2(! ) = ¡ i
!

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
+

AE k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

G2(! ) = ¡ i
!

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
¨

i² k

Ek

Ek

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

donde,

G2(! ) = ¡ i
! § ²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
(C.2.1)

Atrav¶es de (C.2.1) pode-se escrever a segunda identidade da seguinte forma:

#(¡ T)(cosEkT ¨
i² k

Ek
senEkT) = ¡ i

Z + 1

¡1
e¡ i!T ! § ²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
d!
2¼

: (C.2.2)
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C.3 C¶alculo da transformada de Fourier de #(T)B senEkT

Agora ser¶a considerada a seguinte fun»c~ao,

F3(T) = #(T)B senEkT

onde B = ¨ i
¢
Ek

¶e uma constante independente deT. Para determinar a transformada de Fourier

de F3(T) ¶e necess¶ario avaliar a seguinte integral,

G3(! ) =
Z + 1

¡1
dTei!T F3(T) =

Z + 1

¡1
dTei!T #(T)B senEkT =

Z + 1

0
dTei!T B senEkT

e usando os resultados pr¶evios,

G3(! ) = ¡
BE k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
= § i

¢
Ek

µ
¡

Ek

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )

¶

portanto,

G3(! ) = § i
¢

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
(C.3.1)

Considerando a equa»c~ao (C.3.1), a terceira identidade pode ser escrita da seguinte forma,

¨ i# (T)
¢
Ek

senEkT = § i
Z + 1

¡1
e¡ i!T ¢

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
d!
2¼

: (C.3.2)

C.4 C¶alculo da transformada de Fourier de #(¡ T)B senEkT

Finalmente, a ¶ultima identidade a ser considerada ¶e oriunda da seguinte fun»c~ao,

F4(T) = #(¡ T)B senEkT

onde B = ¨ i
¢
Ek

¶e uma constante independente deT. Para determinar a transformada de Fourier

de F4(T) ¶e necess¶ario avaliar a seguinte integral,

G4(! ) =
Z + 1

¡1
dTei!T F4(T) =

Z + 1

¡1
dTei!T #(¡ T)B senEkT =

Z 0

¡1
dTei!T B senEkT

G4(! ) = ¡ B
Z + 1

0
dTe¡ i!T senEkT

e usando os resultados pr¶evios pode-se escrever,

G4(! ) = ¡ B
µ

¡
Ek

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

¶
= ¨ i

¢
Ek

Ek

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
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portanto,

G4(! ) = ¨ i
¢

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )

Com G4(! ) determinado, ¶e poss¶³vel escrever a seguinte identidade,

¨ i
¢
Ek

#(¡ T) senEkT = ¨ i
Z + 1

¡1
e¡ i!T ¢

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
d!
2¼

: (C.4.1)

C.5 An¶alise da integral
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
As rela»c~oes (C.1.3), (C.2.2), (C.3.2) e (C.4.1) est~ao escritas em termos da integral em²k . Esta in-

tegral pode ser resolvida exatamente atrav¶es do Teorema dos Res¶³duos. A seguir ser~ao consideradas

as solu»c~oes de
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
nos intervalos j! j > ¢ e j! j > ¢.

C.5.1 C¶alculo de
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
para ! > ¢

As integrais (C.1.3) a (C.4.1) devem ser determinadas quando a soma ¶e realizada sobre a energia.

Todas as integrais que devem ser determinadas apresentam a seguinte forma geral:
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
:

o denominador pode reescrito da seguinte forma,

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ ) = ! 2 ¡ E 2
k § i´ [! + Ek + ! ¡ Ek ] ¡ ´ 2

= ¡ [²2
k ¡ (! 2 ¡ ¢ 2) ¨ 2i!´ ]

Para simpli¯car a an¶alise da integral ser¶a considerado o casó< 0. Os resultados para´ > 0

seguem diretamente do c¶alculo pará < 0.

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
=

8
>>>>><

>>>>>:

¡
Z + 1

¡1

d²k

(²k ¡ z1)( ²k ¡ z2)
; ! < 0

¡
Z + 1

¡1

d²k

(²k ¡ z3)( ²k ¡ z4)
; ! > 0

Os p¶olos do integrando dependem do sinal da energia. Para! < 0 os p¶olos s~ao dados por:

z1 =
p

! 2 ¡ ¢ 2 (cosµ + i senµ) e z2 =
p

! 2 ¡ ¢ 2 (¡ cosµ ¡ i senµ). Para ! > 0 os p¶olos s~ao

localizados nos pontosz3 =
p

! 2 ¡ ¢ 2 (¡ cosµ+ i senµ) e z4 =
p

! 2 ¡ ¢ 2 (cosµ¡ i senµ). O ângulo

µ ¶e de¯nido por,

µ =
1
2

arctan
µ

§
2!´

! 2 ¡ ¢ 2

¶
(C.5.1)
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Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )

Os p¶olos para o casó > 0 podem ser obtidos fazendo-seµ ! ¡ µ na equa»c~ao (C.5.1). Fechando-

se o contorno no semi-plano superior conforme mostrado na ¯gura C.1 as integrais para ambos os

casos podem ser obtidas calculando-se os res¶³duos emz = z1 e z = z3, assim segue que,

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
=

8
>>>><

>>>>:

¡
2¼i
2z1

; ! < 0

¡
2¼i
2z3

; ! > 0

Substituindo-se os valores dos p¶olos e tomando o limite dé! 0 pode-se escrever,

� R + R � R + R

CR CR

0

Im( z)

Re(z) 0

Im( z)

Re(z)

z1

z2

z3

z4

! < 0 ! > 0

Figura C.1: Contornos de integra»c~ao utilizados no c¶alculo da integral para o caso! > ¢ .

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
=

8
>>>><

>>>>:

¡
¼i

p
! 2 ¡ ¢ 2

; ! < 0

¼i
p

! 2 ¡ ¢ 2
; ! > 0

As duas integrais podem ser reunidas na seguinte forma,

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
=

j! j
!

¼i
p

! 2 ¡ ¢ 2
:

A integral para ´ < 0 pode ser obtida tomando o complexo conjugado de ambos os lados e assim

pode-se escrever ¯nalmente,

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
= ¨

j! j
!

¼i
p

! 2 ¡ ¢ 2
; ! ? 0: (C.5.2)
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C.5.2 C¶alculo de
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
para ! < ¢

Fazendo! < ¢ nas equa»c~oes anteriores segue diretamente que,
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
= ¡

Z + 1

¡1

d²k

(²k ¡ w1)( ²k ¡ w2)
; ! ? 0

onde os p¶olos s~ao dados por,w1 = i
p

¢ 2 ¡ ! 2 e w2 = ¡ i
p

¢ 2 ¡ ! 2 .

� R + R

CR

0

Im( z)

Re(z)

w1

w2

! ? 0

Figura C.2: Contornos de integra»c~ao utilizados no c¶alculo da integral para o caso! < ¢ .

E usando o teorema dos res¶³duos para o contorno de¯nido na ¯gura C.2 tem-se ¯nalmente,
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
= ¡

2¼i
(w1 ¡ w2)

= ¡
¼

p
¢ 2 ¡ ! 2

; ! ? 0

Desde que o argumento in¯nitesimal, n~ao utilizado neste caso, o resultado ¶e v¶alido para +i´

assim, tem-se ¯nalmente,

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
= ¡

¼
p

¢ 2 ¡ ! 2
; ! ? 0 (C.5.3)

As duas integrais podem (C.5.2) e (C.5.5) podem ser combinadas em apenas uma da seguinte

forma:
Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )
=

¨ i¼
!

µ
j! j#(j! j ¡ ¢)

p
! 2 ¡ ¢ 2

¨
i!# (¢ ¡ j ! j)
p

¢ 2 ¡ ! 2

¶
:

Aqui ¶e conveniente de¯nir a densidade de estados generalizada,

%(! ) =
j! j#(j! j ¡ ¢)

p
! 2 ¡ ¢ 2

¡
i!# (¢ ¡ j ! j)
p

¢ 2 ¡ ! 2
(C.5.4)
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Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek § i´ )( ! ¡ Ek § i´ )

e as integrais podem ser escritas na forma ¯nal,

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek + i´ )( ! ¡ Ek + i´ )
= ¡

i¼
!

%(! )

Z + 1

¡1

d²k

(! + Ek ¡ i´ )( ! ¡ Ek ¡ i´ )
=

i¼
!

[%(! )]¤:

(C.5.5)

(C.5.6)

C.5.3 Integral das identidades

Substituindo os resultados (C.5.5) e (C.5.6) nas rela»c~oes (C.1.3), (C.2.2), (C.3.2) e (C.4.1) pode-

se reescrever estas equa»c~oes da seguinte forma:

Z + 1

¡1
d²k#(T)(cosEkT ¨

i² k

Ek
senEkT) =

1
2

Z
d! e ¡ i!T %(! )

Z + 1

¡1
d²k#(¡ T)(cosEkT ¨

i² k

Ek
senEkT) =

1
2

Z
d! e ¡ i!T [%(! )]¤

¨ i
Z + 1

¡1
d²k#(T)

¢
Ek

senEkT = §
1
2

Z
d! e ¡ i!T ¢

!
%(! )

¨ i
Z + 1

¡1
d²k

¢
Ek

#(¡ T) senEkT = §
1
2

Z
d! e ¡ i!T ¢

!
[%(! )]¤

e usando a nota»c~ao do apêndice B tem-se ainda,

Z + 1

¡1
d²k#(T)F ¨

1 (²k ) =
1
2

Z
d! e ¡ i!T %(! )

Z + 1

¡1
d²k#(¡ T)F ¨

1 (²k ) =
1
2

Z
d! e ¡ i!T [%(! )]¤

¨
Z + 1

¡1
d²k#(T)F +

3 (²k ) = §
1
2

Z
d! e ¡ i!T ¢

!
%(! )

¨
Z + 1

¡1
d²k#(¡ T)F +

3 (²k ) = §
1
2

Z
d! e ¡ i!T ¢

!
[%(! )]¤:



D
C¶alculo da fun»c~ao de Green G<

®¯ (! )

Neste apêndice ¶e derivada uma equa»c~ao gen¶erica para as fun»c~oes de Green de correla»c~ao mista

envolvendo operadores dos eletrodos e dos pontos quânticos. Estas fun»c~oes s~ao as matrizesG <
a1(! ),

G <
a2(! ) e G <

as(! ) para o ponto quântico a. Fun»c~oes de Green similares s~ao de¯nidas para o ponto

quântico b. Ser¶a considerada uma fun»c~ao de Green gen¶ericaG <
®¯ que pode ser particularizada para

os casos que aparecem na deriva»c~ao da fun»c~oesG <
aa e G <

bb.

D.1 C¶alculo de G <
®¯

A fun»c~ao de GreenG <
®¯ ¶e determinada pelo procedimento de continua»c~ao anal¶³tica da fun»c~ao

de Green ordenada no contornoC, G t
®¯ de¯nida abaixo:

G t
®¯ (¿; ¿0) = ¡ i

X

k

hTC [ŜC eª ®(¿) ­ e©
y
¯k (¿0)i (D.1.1)

onde, ŜC = exp
½

¡ i
Z

C
d¿1 eHT (¿1)

¾
¶e o operador de¯nido no cap¶³tulo 1. Os ¶³ndices® e ¯ , cor-

respondem aos pontos quânticos e aos eletrodos, respectivamente. O s¶³mbolo \s " indica que os

operadores est~ao expressos na vers~ao de intera»c~ao.

O operador ŜC ¶e dado por,

ŜC =
1X

n=0

(¡ i )n

n!

Z

C
d¿1

Z

C
d¿2 : : :

Z

C
d¿n [ eHT (¿1) eHT (¿2)::: eHT (¿n )]

onde,

ĤT (¿n ) =
X

kn

[©̂
y
¯k n

(¿n )t̂ ¯ ª̂ ° (¿n ) + ª̂
y
° (¿n )t̂ y

¯ ©̂ ¯k n (¿n )]

O ponto crucial na simpli¯ca»c~ao da fun»c~ao de Green (D.1.1) ¶e que na representa»c~ao de intera»c~ao,

o acoplamento entre os operadoreŝª ° e ©̂ ¯k est¶a explicitamente colocado no operador̂SC . No

entanto, como este Hamiltoniano est¶a na representa»c~ao de intera»c~ao, o acoplamento n~ao est¶a incluso
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no Hamiltoniano que aparece na m¶edia t¶ermica permitindo que seja feita a fatora»c~ao entre m¶edias

de operadores do ponto quântico e m¶edias dos operadores dos contatos. O pr¶oximo passo consiste

em considerar o fato de que os contatos s~ao n~ao-interagentes sendo poss¶³vel aplicar o Teorema de

Wick para os operadores©̂ ¯k . Substituindo o operador ŜC na de¯ni»c~ao deG< segue que,

G t
®¯k (¿; ¿0) =

= ¡ i
1X

n=0

(¡ i )n

n!

*

TC

8
<

:

2

4
Z

C
d¿1

X

k1

[ e©
y
¯k 1

(¿1)t̂ ¯ eª ° (¿1) + eª
y
° (¿1)t̂ y

¯
e© ¯k 1 (¿1)]£

£
Z

C
d¿2

X

k2

[ e©
y
¯k 2

(¿2)t̂ ¯ eª ° (¿2) + eª
y
° (¿2)t̂ y

¯
e© ¯k 2 (¿2)] £ :::

::: £
Z

C
d¿n

X

kn

[ e©
y
¯k n

(¿n )t̂ ¯ eª ° (¿n ) + eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n )]

3

5 eª ®(¿) ­ e©
y
¯k (¿0)

9
=

;

+

:

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

1X

n=0

(¡ i )n

n!

2

4
X

k1

Z

C
d¿1[hTC f

Z

C
d¿2

X

k2

[ eª
y
° (¿2)t̂ y

¯
e© ¯k 2 (¿2) + H.c.] £

: : : £
Z

C
d¿n

X

kn

[ eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n ) + H.c.] eª ®(¿) ­ eª

y
° (¿1)gi t̂ y

¯ hTC f e© ¯k 1 (¿1) ­ e©
y
¯k (¿0)gi

+
X

k2

Z

C
d¿2[hTC f

Z

C
d¿1

X

k1

[ eª
y
° (¿1)t̂ y

¯
e© ¯k 1 (¿1) + H.c.] £

: : : £
Z

C
d¿n

X

kn

[ eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n ) + H.c.] eª ®(¿) ­ eª

y
° (¿2)gi t̂ y

¯ hTC f e© ¯k 2 (¿2) ­ e©
y
¯k (¿0)gi+

+ : : : (n ¡ 2) termos restantes]:

Desde os ¶³ndices dos operadores s~ao mudos, osn termos entre colchetes s~ao iguais. Assim,

pode-se escrever,

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

1X

n=1

(¡ i )n

n!
n

X

k1

Z

C
d¿1hTC f

Z

C
d¿2

X

k2

[ eª
y
° (¿2)t̂ y

¯
e© ¯k 2 (¿2) + H.c.] £

: : : £
Z

C
d¿n

X

kn

[ eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n ) + H.c.] eª ®(¿) ­ eª

y
° (¿1)gi t̂ y

¯ hTC f e© ¯k 1 (¿1) ­ e©
y
¯k (¿0)gi

o que permite fazer algumas simpli¯ca»c~oes:

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

1X

n=1

(¡ i )n¡ 1

(n ¡ 1)!

X

p

Z

C
d¿³ hTC f

Z

C
d¿1

X

k1

[ eª
y
° (¿1)t̂ y

¯
e© ¯k 1 (¿1) + H.c.] £

: : : £
Z

C
d¿n¡ 1

X

kn ¡ 1

[ eª
y
° (¿n¡ 1)t̂ y

¯
e© ¯k n ¡ 1 (¿n¡ 1)+H.c.] eª ®(¿)­ eª

y
° (¿³ )gi t̂ y

¯ (¡ i )hTC f e© ¯p (¿³ )­ e©
y
¯k (¿0)gi
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e rearranjando os termos e fazendo a troca de ¶³ndicesn ! n + 1 tem-se que,

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

X

p

Z

C
d¿³

*

TC

8
<

:

1X

n=0

(¡ i )n

n !

Z

C
d¿1

X

k1

[ eª
y
° (¿1)t̂ y

¯
e© ¯k 1 (¿1) + H.c.] £

: : : £
Z

C
d¿n

X

kn

[ eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n ) + H.c.] eª ®(¿) ­ eª

y
° (¿³ )

9
=

;

+

t̂ y
¯ (¡ i )hTC f e© ¯p (¿³ ) ­ e©

y
¯k (¿0)gi

e fazendo a identi¯ca»c~ao,

ŜC =
1X

n=1

(¡ i )n

n!

Z

C
d¿1

X

k1

[ eª
y
° (¿1)t̂ y

¯
e© ¯k 1 (¿1) + H.c.] £ : : : £

Z

C
d¿n

X

kn

[ eª
y
° (¿n )t̂ y

¯
e© ¯k n (¿n ) + H.c.]

pode-se reescreverG t
®¯k (¿; ¿0) da seguinte forma,

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

X

p

Z

C
d¿³ hTC f ŜC eª ®(¿) ­ eª

y
° (¿³ )gi t̂ y

¯ (¡ i )hTC f e© ¯p (¿³ ) ­ e©
y
¯k (¿0)gi

ou ainda,

G t
®¯k (¿; ¿0) = ¡ i

X

p

Z

C
d¿³ hTC f ª̂ ®(¿) ­ ª̂

y
° (¿³ )gi t̂ y

¯ (¡ i )hTC f e© ¯p (¿³ ) ­ e©
y
¯k (¿0)gi (D.1.2)

A primeira m¶edia, cujos operadores est~ao novamente na vers~ao de Heisenberg, corresponde a

fun»c~ao de Green interagente dos pontos quânticos® e ¯ , i.e., G t
®° (¿; ¿³ ) = ¡ ihTC f ª̂ ®(¿) ­ ª̂

y
° (¿³ )gi .

A segunda m¶edia, que ainda est¶a sendo representada na vers~ao de intera»c~ao, corresponde µa fun»c~ao

de Green do eletrodo¯ , n~ao-interagente. Desde que esta fun»c~ao de Green ¶e diagonal no vetor de

onda, ent~ao¡ ihTC f e© ¯p (¿³ ) ­ e©
y
¯k (¿0)gi = ±kpgt

¯k (¿³ ; ¿0) e substituindo estas de¯ni»c~oes em (D.1.2),

tem-se que,

G t
®¯k (¿; ¿0) =

Z

C
d¿³ G t

®° (¿; ¿³ )t̂ y
¯ gt

¯k (¿³ ; ¿0) (D.1.3)

D.1.1 Continua»c~ao Anal¶³tica da equa»c~ao (D.1.3)

A integra»c~ao (D.1.3) pode ser continuada analiticamente para tempos reais conforme discutido

no cap¶³tulo 1. Desta forma, a equa»c~ao (D.1.3) gera diversas fun»c~oes de Green que ser~ao ¶uteis na

determina»c~ao das propriedades de transporte do sistema estudado.

Fun»c~ao de Green de correla»c~ao G <

Aplicando a regra dada pela equa»c~ao (2.3.6) do cap¶³tulo 2, na equa»c~ao (D.1.3) segue que:

G <
®¯k (t ¡ t0) =

Z
dt³ [G r

®° (t ¡ t ³ )t̂ y
¯ g<

¯k (t ³ ¡ t0) + G <
®° (t ¡ t ³ )t̂ y

¯ ga
¯k (t ³ ¡ t0)] (D.1.4)
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e aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equa»c~ao acima, segue que,

G <
®¯ (! ) =

X

k

[G r
®° (! )t̂ y

¯ g<
¯k (! ) + G <

®° (! )t̂ y
¯ ga

¯k (! )]: (D.1.5)

Fun»c~ao de Green de avan»cada/retardada G r=a

Aplicando-se a regra dada pela equa»c~ao (2.3.8) do cap¶³tulo 2, a equa»c~ao (D.1.3) permite escrever,

G r=a
®¯k (t ¡ t0) =

Z
dt³ G r=a

®° (t ¡ t ³ )t̂ y
¯ gr=a

¯k (t ³ ¡ t0) (D.1.6)

e aplicando a transformada de Fourier, segue ¯nalmente que:

G r=a
®¯k (! ) = G r=a

®° (! )t̂ y
¯ gr=a

¯k (! ) (D.1.7)



E
C¶alculo da corrente el¶etrica

Neste apêndice s~ao dadas as demonstra»c~oes dos c¶alculos da corrente el¶etrica obtida a partir das

equa»c~oes (3.3.3) e (3.3.8) do cap¶³tulo 3.

E.1 Corrente I 1

A corrente I 1 ¶e dada pela equa»c~ao (3.3.3) do cap¶³tulo 3

I 1 =
e
h

Z
d!

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 (E.1.1)

O integrando pode ser escrito explicitamente da seguinte forma:

G r
aa(! )§ <

1 (! ) + G <
aa(! )§ a

1(! ) + H.c.

= G r
aa(! )§ <

1 (! ) + G <
aa(! )§ a

1(! ) + [ § <
1 (! )]yG a

aa(! ) + § r
1(! )[G <

aa(! )]y

As auto-energias para o ferromagneto 1, foram determinadas no apêndice B. A auto-energia

§ <
1 (! ) de¯nida por,

§ <
1 (! ) = F1(! )[§ a

1(! ) ¡ § r
1(! )] (E.1.2)

¶e escrita da seguinte forma,

§ <
1 (! ) = i

2

6
6
6
6
6
6
4

f 1¡ 1" 0 0 0

0 ¹f 1¡ 1# 0 0

0 0 f 1¡ 1# 0

0 0 0 ¹f 1¡ 1"

3

7
7
7
7
7
7
5

(E.1.3)

141



142 E.1 Corrente I 1

onde,

§ r;a
1 (! ) = ¨

i
2

2

6
6
6
6
6
6
4

¡ 1" 0 0 0

0 ¡ 1# 0 0

0 0 ¡ 1# 0

0 0 0 ¡ 1"

3

7
7
7
7
7
7
5

: (E.1.4)

Fazendo-se as multiplica»c~oes matriciais necess¶arias, pode-se obter as componentes 11 e 33 do

el¶etron na nota»c~ao de Nambu, as quais s~ao dadas por;

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 =

1
2

i ¡ 1"
¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢

+ if 1¡ 1"
¡
Gr

aa;11 ¡ [Gr
aa;11]¤

¢
+

1
2

i ¡ 1#
¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
+ if 1¡ 1#

¡
Gr

aa;33 ¡ [Gr
aa;33]¤

¢
;

e usando o fato de que as fun»c~oes de Green avan»cada e retardada est~ao relacionadas por,G r = [ G a]y,

pode-se escrever ainda,

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 =

=
1
2

i ¡ 1"
¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
+

1
2

i ¡ 1#
¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
+ if 1¡ 1"

¡
Gr

aa;11 ¡ Ga
aa;11

¢

+ if 1¡ 1#
¡
Gr

aa;33 ¡ Ga
aa;33

¢
: (E.1.5)

Resta determinar as componentes da equa»c~ao (E.1.5). Para isso primeiramente ser~ao determi-

nadas as componentes 11 e 33 da fun»c~ao de correla»c~aoG < . Conforme mostrado no cap¶³tulo 3, a

fun»c~ao de correla»c~ao ¶e dada pela equa»c~ao de Keldysh, i.e.,

G <
aa(! ) = G r

aa(! )§ <
T a(! )G a

aa(! )

e ap¶os algumas multiplica»c~oes matriciais, as componentes de interesse s~ao dadas por,

G<
aa;11 = [ Gr

aa;11]¤
³

Gr
aa;11§ <

T a;11 + Gr
aa;12§ <

T a;21 + Gr
aa;13§ <

T a;31 + Gr
aa;14§ <

T a;41

´
+

+ [ Gr
aa;12]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;12 + Gr

aa;12§ <
T a;22 + Gr

aa;13§ <
T a;32 + Gr

aa;14§ <
T a;42

´
+

+ [ Gr
aa;13]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;13 + Gr

aa;12§ <
T a;23 + Gr

aa;13§ <
T a;33 + Gr

aa;14§ <
T a;43

´
+

+ [ Gr
aa;14]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;14 + Gr

aa;12§ <
T a;24 + Gr

aa;13§ <
T a;34 + Gr

aa;14§ <
T a;44

´
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G<
aa;33 = [ Gr

aa;31]¤
³

Gr
aa;31§ <

T a;11 + Gr
aa;32§ <

T a;21 + Gr
aa;33§ <

T a;31 + Gr
aa;34§ <

T a;41

´
+

+ [ Gr
aa;32]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;12 + Gr

aa;32§ <
T a;22 + Gr

aa;33§ <
T a;32 + Gr

aa;34§ <
T a;42

´
+

+ [ Gr
aa;33]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;13 + Gr

aa;32§ <
T a;23 + Gr

aa;33§ <
T a;33 + Gr

aa;34§ <
T a;43

´
+

+ [ Gr
aa;34]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;14 + Gr

aa;32§ <
T a;24 + Gr

aa;33§ <
T a;34 + Gr

aa;34§ <
T a;44

´

Considerando a estrutura da auto-energia §<T a, ¶e poss¶³vel fazer algumas simpli¯ca»c~oes iniciais.

Tomando a componenteG<
aa;11 segue que:

G<
aa;11 = jGr

aa;11j2§ <
T a;11 + jGr

aa;12j2§ <
T a;22 + jGr

aa;13j2§ <
T a;33 + jGr

aa;14j2§ <
T a;44+

+
¡
[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¢
§ <

T a;24 +
¡
[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11 + [ Gr

aa;11]¤Gr
aa;13

¢
§ <

T a;13+

+ [ Gr
aa;14]¤Gr

aa;13§ <
T a;34 ¡ [Gr

aa;13]¤Gr
aa;14[§ <

T a;34]¤ + [ Gr
aa;12]¤Gr

aa;11§ <
T a;12 ¡ [Gr

aa;11]¤Gr
aa;12[§ <

T a;12]¤

e tomando o complexo conjugado da equa»c~ao acima tem-se ainda,

¡ [G<
aa;11]¤ = ¡j Gr

aa;11j2[§ <
T a;11]¤ ¡ j Gr

aa;12j2[§ <
T a;22]¤ ¡ j Gr

aa;13j2[§ <
T a;33]¤ ¡ j Gr

aa;14j2[§ <
T a;44]¤¡

¡
¡
[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¢
[§ <

T a;24]¤ ¡
¡
[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11 + [ Gr

aa;11]¤Gr
aa;13

¢
[§ <

T a;13]¤+

+ [ Gr
aa;14]¤Gr

aa;13§ <
T a;34 ¡ [Gr

aa;13]¤Gr
aa;14[§ <

T a;34]¤ + [ Gr
aa;12]¤Gr

aa;11§ <
T a;12 ¡ [Gr

aa;11]¤Gr
aa;12[§ <

T a;12]¤

e fazendo a subtra»c~ao das duas equa»c~oes anteriores, tem-se que,

G<
aa;11 ¡ [G<

aa;11]¤ = jGr
aa;11j2

³
§ <

T a;11 ¡ [§ <
T a;11]¤

´
+ jGr

aa;12j2
³

§ <
T a;22 ¡ [§ <

T a;22]¤
´

+ jGr
aa;13j2

³
§ <

T a;33 ¡ [§ <
T a;33]¤

´
+ jGr

aa;14j2
³

§ <
T a;44 ¡ [§ <

T a;44]¤
´

+

+
¡
[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¢³
§ <

T a;24 ¡ [§ <
T a;24]¤

´

+
¡
[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11 + [ Gr

aa;11]¤Gr
aa;13

¢³
§ <

T a;13 ¡ [§ <
T a;13]¤

´
+

+2[Gr
aa;14]¤Gr

aa;13§ <
T a;34¡ 2[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14[§ <

T a;34]¤+2[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11§ <
T a;12¡ 2[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12[§ <

T a;12]¤:

Adotando o mesmo procedimento para a componente 33, pode ser mostrado que:

G<
aa;33 ¡ [G<

aa;33]¤ = jGr
aa;31j2

³
§ <

T a;11 ¡ [§ <
T a;11]¤

´
+ jGr

aa;32j2
³

§ <
T a;22 ¡ [§ <

T a;22]¤
´

+ jGr
aa;33j2

³
§ <

T a;33 ¡ [§ <
T a;33]¤

´
+ jGr

aa;34j2
³

§ <
T a;44 ¡ [§ <

T a;44]¤
´

+

+
¡
[Gr

aa;32]¤Gr
aa;34 + [ Gr

aa;34]¤Gr
aa;32

¢³
§ <

T a;24 ¡ [§ <
T a;24]¤

´

+
¡
[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31 + [ Gr

aa;31]¤Gr
aa;33

¢³
§ <

T a;13 ¡ [§ <
T a;13]¤

´
+

+2[Gr
aa;34]¤Gr

aa;33§ <
T a;34¡ 2[Gr

aa;33]¤Gr
aa;34[§ <

T a;34]¤+2[Gr
aa;32]¤Gr

aa;31§ <
T a;12¡ 2[Gr

aa;31]¤Gr
aa;32[§ <

T a;12]¤:
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Usando os resultados do apêndice B e do cap¶³tulo 3, pode-se mostrar que as componentes da

auto-energia s~ao dadas por,

§ <
T a;11 ¡ [§ <

T a;11]¤ = 2 i (c2¡ 2" + s2¡ 2#)f 2 + 2 if 1¡ 1" + 2 if ~½¡ sX ¡
12 (E.1.6a)

§ <
T a;22 ¡ [§ <

T a;22]¤ = 2 i (s2¡ 2" + c2¡ 2#) ¹f 2 + 2 i ¹f 1¡ 1# + 2 if ~½¡ sY ¡
21 (E.1.6b)

§ <
T a;33 ¡ [§ <

T a;33]¤ = 2 i (s2¡ 2" + c2¡ 2#)f 2 + 2 if 1¡ 1# + 2 if ~½¡ sX +
34 (E.1.6c)

§ <
T a;44 ¡ [§ <

T a;44]¤ = 2 i (c2¡ 2" + s2¡ 2#) ¹f 2 + 2 i ¹f 1¡ 1" + 2 if ~½¡ sY +
43 (E.1.6d)

§ <
T a;24 ¡ [§ <

T a;24]¤ = 2 isc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2 (E.1.6e)

§ <
T a;13 ¡ [§ <

T a;13]¤ = 2 isc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2 (E.1.6f)

§ <
T a;34 = ¡ if ~½¡ sZ +

34 (E.1.6g)

§ <
T a;12 = ¡ if ~½¡ sZ ¡

12: (E.1.6h)

onde,

X §
ij ´ t2

ab

·
jGr 0

bb;ii j
2 + jGr 0

bb;ij j
2 §

¢
!

¡
Gr 0

bb;ii [G
r 0
bb;ij ]

¤ + Gr 0
bb;ij [G

r 0
bb;ii ]

¤¢
¸

; (E.1.7)

Y §
ij ´ t2

ab

·
jGr 0

bb;ii j
2 + jGr 0

bb;ji j
2 §

¢
!

¡
Gr 0

bb;ii [G
r 0
bb;ji ]

¤ + Gr 0
bb;ji [G

r 0
bb;ii ]

¤¢
¸

: (E.1.8)

Z §
ij = t2

ab

·
Gr 0

bb;ij [G
r 0
bb;jj ]¤ + [ Gr 0

bb;ij ]
¤Gr 0

bb;ii §
¢
!

¡
jGr 0

bb;ij j
2 + [ Gr 0

bb;jj ]¤Gr 0
bb;ii

¢
¸

; (E.1.9)

Substituindo-se estes elementos de matriz na equa»c~ao paraG<
aa;11 ¡ [G<

aa;11]¤, segue que,

G<
aa;11 ¡ [G<

aa;11]¤ = jGr
aa;11j2

£
2i (c2¡ 2" + s2¡ 2#)f 2 + 2 if 1¡ 1" + 2 if ~½¡ sX ¡

12

¤

+ jGr
aa;12j2

£
2i (s2¡ 2" + c2¡ 2#) ¹f 2 + 2 i ¹f 1¡ 1# + 2 if ~½¡ sY ¡

21

¤

+ jGr
aa;13j2

£
2i (s2¡ 2" + c2¡ 2#)f 2 + 2 if 1¡ 1# + 2 if ~½¡ sX +

34

¤

+ jGr
aa;14j2

£
2i (c2¡ 2" + s2¡ 2#) ¹f 2 + 2 i ¹f 1¡ 1" + 2 if ~½¡ sY +

43

¤

+
£
[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¤ £
2isc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2

¤

+
£
[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11 + [ Gr

aa;11]¤Gr
aa;13

¤
[2isc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2]

+ 2[Gr
aa;14]¤Gr

aa;13[¡ if ~½¡ sZ +
34] ¡ 2[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14[¡ if ~½¡ sZ +

34]¤ + 2[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11[¡ if ~½¡ sZ ¡
12]

¡ 2[Gr
aa;11]¤Gr

aa;12[¡ if ~½¡ sZ ¡
12]¤
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e ap¶os alguma ¶algebra tem-se ainda,

1
2i

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
= ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;11j2f 2 + jGr
aa;11j2f 1¡ 1" + f ~½¡ sX ¡

12jGr
aa;11j2

+ ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 ¹f 2 + jGr

aa;12j2 ¹f 1¡ 1# + f ~½¡ sY ¡
21jGr

aa;12j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;13j2f 2

+ jGr
aa;13j2f 1¡ 1# + f ~½¡ sX +

34jGr
aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 ¹f 2 + jGr
aa;14j2 ¹f 1¡ 1" + f ~½¡ sY +

43jGr
aa;14j2

+
£
sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¤ ¹f 2 +
£
sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¤
f 2 + f ~½¡ s

¡
¡ [Gr

aa;14]¤Gr
aa;13Z +

34 ¡ [Gr
aa;13]¤Gr

aa;14[Z +
34]¤

¡ [Gr
aa;12]¤Gr

aa;11Z ¡
12 ¡ [Gr

aa;11]¤Gr
aa;12[Z ¡

12]¤
¢

;

e rearranjando os termos tem-se ¯nalmente:

1
2i

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
= f 1

¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+

+ ¹f 2
¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;14]¤Gr

aa;12

¢
+ f 2

¡
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¢
+ f ~½¡ s

¡
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2

+ Y +
43jGr

aa;14j2 + X ¡
12jGr

aa;11j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;13]¤Gr

aa;14

¡ Z ¡
12[Gr

aa;12]¤Gr
aa;11 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;11]¤Gr

aa;12

¢
: (E.1.10)

Fazendo as substitui»c~oes dos elementos de matriz da auto-energia na equa»c~ao paraG<
aa;33 ¡

[G<
aa;33]¤, e ap¶os efetuar as simpli¯ca»c~oes necess¶arias segue que:

1
2i

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
= f 1

¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢
+

+ ¹f 2
¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;32]¤Gr
aa;34

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

¢
+ f 2

¡
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;33]¤Gr

aa;31 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

¢
+ f ~½¡ s

¡
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2

+ Y +
43jGr

aa;34j2 + X ¡
32jGr

aa;31j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31

¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤Gr
aa;32

¢
: (E.1.11)

Combinando as equa»c~oes (E.1.10) e (E.1.11), pode-se determinar os dois primeiros termos da
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equa»c~ao (E.1.5), i.e.,

¡
1
2

i ¡ 1"
¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
¡

1
2

i ¡ 1#
¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
=

= f 1¡ 1"
¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1¡ 1"

¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+ ¹f 2¡ 1"

¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2

+( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¢
+

+ f 2¡ 1"
¡
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¢
+ f ~½¡ s¡ 1"

¡
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2

+ Y +
43jGr

aa;14j2 + X ¡
12jGr

aa;11j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;13]¤Gr

aa;14 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;12]¤Gr
aa;11

¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12

¢
+ f 1¡ 1#

¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1¡ 1#

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢
+

+ ¹f 2¡ 1#
¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;32]¤Gr
aa;34

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

¢
+ f 2¡ 1#

¡
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;33]¤Gr

aa;31 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

¢
+ f ~½¡ s¡ 1#

¡
Y ¡

21jGr
aa;32j2

+ X +
34jGr

aa;33j2+ Y +
43jGr

aa;34j2+ X ¡
32jGr

aa;31j2¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31

¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤Gr
aa;32

¢
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e fazendo algumas manipula»c~oes alg¶ebricas tem-se ainda,

¡
1
2

i ¡ 1"
¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
¡

1
2

i ¡ 1#
¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
=

= f 1
£
¡ 1"

¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¡ 1#

¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢¤

+ ¹f 1
£
¡ 1"

¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+ ¡ 1#

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢¤
+

+ ¹f 2
©

¡ 1"
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;12]¤Gr

aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;14]¤Gr

aa;12

¤

+ ¡ 1#
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;32]¤Gr

aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

¤ª

+ f 2
©

¡ 1#
£
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

¤
+ ¡ 1"

£
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¤ª
+ f ~½¡ s

©
¡ 1"

£
Y ¡

21jGr
aa;12j2

+ X +
34jGr

aa;13j2 + Y +
43jGr

aa;14j2 + X ¡
12jGr

aa;11j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;13]¤Gr

aa;14¡

¡ Z ¡
12[Gr

aa;12]¤Gr
aa;11 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;11]¤Gr

aa;12

¤
+ ¡ 1#

£
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2

+ Y +
43jGr

aa;34j2 + X ¡
32jGr

aa;31j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34

¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;31]¤Gr

aa;32

¤ª
(E.1.12)

Agora s~ao de¯nidas as seguintes quantidades:

H11 = ¡ 1"
¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¡ 1#

¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
(E.1.13a)

A11 = ¡ 1"
¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+ ¡ 1#

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢
(E.1.13b)

A12 = ¡ 1"
£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14

(E.1.13c)

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;14]¤Gr

aa;12

¤
+ ¡ 1#

£
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;32]¤Gr

aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

¤

Q12 = ¡ 1#
£
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31

(E.1.13d)

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

¤
+ ¡ 1"

£
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¤
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Q1s = ~½¡ s
©

¡ 1"
£
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2 + Y +

43jGr
aa;14j2 + X ¡

12jGr
aa;11j2 ¡ Z +

34[Gr
aa;14]¤Gr

aa;13

¡ [Z +
34]¤[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14 ¡ Z ¡

12[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11 ¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12

¤
+ ¡ 1#

£
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2

+ Y +
43jGr

aa;34j2 + X ¡
32jGr

aa;31j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31

¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤Gr
aa;32

¤ª

(E.1.13e)

e substituindo estas de¯ni»c~oes na equa»c~ao (E.1.12) segue que,

1
2

i ¡ 1"
¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
+

1
2

i ¡ 1#
¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
= ¡ H11f 1 ¡ A11 ¹f 1 ¡ A12 ¹f 2 ¡ Q12f 2 ¡ Q1sf:

(E.1.14)

Antes de determinar os termos restantes da equa»c~ao (E.1.5), ¶e necess¶ario determinar a subtra»c~ao

das fun»c~oes de Green avan»cada e retardada. Estas fun»c~oes de Green s~ao dadas pelas equa»c~oes de

Dyson, obtidas no cap¶³tulo 3. Para o ponto quânticoa, a fun»c~ao de GreenG r
aa ¶e dada por (3.2.16):

G r
aa(! ) = G r 0

aa(! ) + G r
aat y

abG
r 0
bbt abG r 0

aa(! )

e isolando a fun»c~ao de GreenG r
aa(! ), pode-se reescrever esta equa»c~ao da seguinte forma,

G r
aa[1 ¡ t y

abG
r 0
bbt abG r 0

aa(! )] = G r 0
aa(! )

([G r 0
aa(! )]¡ 1 ¡ t y

abG
r 0
bbt ab)G r

aa = 1

ou ainda,

[G r
aa]¡ 1 = [ G r 0

aa(! )]¡ 1 ¡ t y
abG

r 0
bbt ab:

A fun»c~ao de Green avan»cada ¶e dada por (3.2.18), que ap¶os alguma manipula»c~ao alg¶ebrica pode

ser colocada na forma:

[G a
aa]¡ 1 = [ G a0

aa(! )]¡ 1 ¡ t y
abG

a0
bbt ab

Usando a identidade,

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa

©
[G r

aa]¡ 1 ¡ [G a
aa]¡ 1ª

G a
aa;

e substituindo as fun»c~oes de Green inversas tem-se que,

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa

n
[G r 0

aa(! )]¡ 1 ¡ [G a0
aa(! )]¡ 1 + t y

abG
a0
bbt ab ¡ t y

abG
r 0
bbt ab

o
G a

aa
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G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa

n
[G r 0

aa(! )]¡ 1 ¡ [G a0
aa(! )]¡ 1 + t y

ab

¡
G a0

bb ¡ G r 0
bb

¢
t ab

o
G a

aa (E.1.15)

A diferen»ca entre as fun»c~oes de Green inversas ¶e dada por,

[G r 0
aa(! )]¡ 1 ¡ [G a0

aa(! )]¡ 1 = ! I ¡ H 0
a ¡ § r

L (! ) ¡
¡
! I ¡ H 0

a ¡ § a
L (! )

¢

ou seja,

[G r 0
aa(! )]¡ 1 ¡ [G a0

aa(! )]¡ 1 = § a
L (! ) ¡ § r

L (! )

A outra diferen»ca entre as fun»c~oes de GreenG r 0
bb e G a0

bb tamb¶em pode ser determinada direta-

mente, i.e,

G a0
bb ¡ G r 0

bb = G r 0
bb

¡
[G r 0

bb]¡ 1 ¡ [G a0
bb]¡ 1¢

G a0
bb = G r 0

bb [§ a
R (! ) ¡ § r

R (! )] G a0
bb

Aqui ser¶a de¯nida a chamada matriz de acoplamento;

¡ i (! ) = § a
i ¡ § r

i i = L; R

o que permite escrever (E.1.15) da seguinte forma,

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa¡ L G a

aa + G r
aat y

abG
r 0
bb¡ RG a0

bbt abG a
aa (E.1.16)

ou ainda,

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa

³
¡ L + t y

abG
r 0
bb¡ RG a0

bbt ab

´
G a

aa

e de¯nindo,

¡ T a = ¡ L + t y
abG

r 0
bb¡ RG a0

bbt ab (E.1.17)

segue que:

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa¡ T aG a

aa: (E.1.18)

A equa»c~ao (E.1.18) apresenta uma forma similar µa equa»c~ao de Keldysh para a fun»c~ao de Green

G <
aa,

G <
aa = G r

aa(! )§ <
T aG a

aa(! )

§ <
T = § <

L + t y
abG

r 0
bb§ <

s G a0
bbt ab
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exceto que nesta ¶ultima as auto-energias§ est~ao no lugar das fun»c~oes de¡ . Estas ¶ultimas s~ao

similares µas auto-energias exceto que nas fun»c~oes¡ n~ao aparecem as fun»c~oes de Fermi. Desta forma

as componentesGr
aa;11 ¡ Ga

aa;11 e Gr
aa;33 ¡ Ga

aa;33 pode ser obtidas diretamente deG<
aa;11 e G<

aa;33

apenas suprimindo as fun»c~oes de Fermi. Desta forma segue que:

Gr
aa;11 ¡ Ga

aa;11 =

¡ i
©¡

jGr
aa;11j2¡ 1" + jGr

aa;13j2¡ 1#
¢

+
¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+ ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2

+ ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;14]¤Gr
aa;12+

+ ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;11j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13 + ~½¡ s
£
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2 + Y +

43jGr
aa;14j2 + X ¡

12jGr
aa;11j2

¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;13]¤Gr

aa;14 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;12]¤Gr
aa;11 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;11]¤Gr

aa;12

¤ª

e,

Gr
aa;33 ¡ Ga

aa;33 =

¡ i
©¡

jGr
aa;31j2¡ 1" + jGr

aa;33j2¡ 1#
¢

+
¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢
+ ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2+

+ ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;32]¤Gr
aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;34]¤Gr
aa;32+

+ ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;31j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;33]¤Gr

aa;31

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33 + ~½¡ s
£
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2 + Y +

43jGr
aa;34j2 + X ¡

32jGr
aa;31j2

¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34 ¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;31]¤Gr

aa;32

¤ª
:

Com estes resultados, o termoif 1¡ 1"
¡
Gr

aa;11 ¡ Ga
aa;11

¢
+ if 1¡ 1#

¡
Gr

aa;33 ¡ Ga
aa;33

¢
pode ser escrito
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da seguinte maneira:

if 1¡ 1"
¡
Gr

aa;11 ¡ Ga
aa;11

¢
+ if 1¡ 1#

¡
Gr

aa;33 ¡ Ga
aa;33

¢
= [ if 1¡ 1" ] £

©
¡ i [

¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+

¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+

¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2

+( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;14]¤Gr
aa;12

¢
+

+
¡
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;13]¤Gr
aa;11

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

¢
+ ~½¡ s

¡
Y ¡

21jGr
aa;12j2 + X +

34jGr
aa;13j2

+ Y +
43jGr

aa;14j2 + X ¡
12jGr

aa;11j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13

¡ [Z +
34]¤[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14 ¡ Z ¡

12[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11 ¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12

¢
]
ª

+ [ if 1¡ 1#] £
©

¡ i [
¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
+

¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢
+

¡
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2+

+( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;32]¤Gr
aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;34]¤Gr
aa;32

¢
+

+
£
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

¤
+ ~½¡ s

¡
Y ¡

21jGr
aa;32j2 + X +

34jGr
aa;33j2 + Y +

43jGr
aa;34j2 + X ¡

32jGr
aa;31j2

¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34 ¡ Z ¡
32[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31 ¡ [Z ¡

32]¤[Gr
aa;31]¤Gr

aa;32

¢
]
ª

e, reagrupando os termos e usando as de¯ni»c~oes dadas pelas equa»c~oes (E.1.13a) a (E.1.13e) pode-se

escrever ¯nalmente:

if 1¡ 1"
¡
Gr

aa;11 ¡ Ga
aa;11

¢
+ if 1¡ 1#

¡
Gr

aa;33 ¡ Ga
aa;33

¢
= f 1 (H11 + A11 + A12 + Q12 + Q1s) : (E.1.19)

Substituindo-se as equa»c~oes (E.1.14) e (E.1.19) em (E.1.5) segue que,

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 = f 1 (H11 + A11 + A12 + Q12 + Q1s)

¡ H11f 1 ¡ A11 ¹f 1 ¡ A12 ¹f 2 ¡ Q12f 2 ¡ Q1sf

ou ainda,

£
G r

aa(! )§ <
1 (! ) + G <

aa(! )§ a
1(! ) + H.c.

¤
11+33 = A11(f 1 ¡ ¹f 1) + A12(f 1 ¡ ¹f 2)

+ Q12(f 1 ¡ f 2) + Q1s(f 1 ¡ f ) (E.1.20)

e substituindo (E.1.20) em (E.1.1) tem-se ¯nalmente que:

I 1 =
e
h

Z
d!

£
A11(f 1 ¡ ¹f 1) + A12(f 1 ¡ ¹f 2) + Q12(f 1 ¡ f 2) + Q1s(f 1 ¡ f )

¤
: (E.1.21)

que a f¶ormula para a corrente dada pela equa»c~ao (3.3.4) no cap¶³tulo 3.
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E.2 Corrente I 2

A corrente I 2 ¶e dada pela equa»c~ao (3.3.8) do cap¶³tulo 3:

I 2 =
e
h

Z
d!

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 (E.2.1)

O integrando pode ser escrito explicitamente da seguinte forma,

G r
aa(! )§ <

2 (! ) + G <
aa(! )§ a

2(! ) + H.c.

= G r
aa(! )§ <

2 (! ) + G <
aa(! )§ a

2(! ) + [ § <
2 (! )]yG a

aa(! ) + § r
2(! )[G <

aa(! )]y

As auto-energias foram determinadas no apêndice B. Para o ferromagneto 2, a auto-energia de

correla»c~ao§ <
2 ¶e dada por,

§ <
2 (! ) = F2(! )[§ a

2(! ) ¡ § r
2(! )] (E.2.2)

desde que as auto-energias avan»cada e retardada s~ao dadas por,

§ r;a
2 (! ) = ¨

i
2

2

6
6
6
6
6
6
4

c2¡ 2" + s2¡ 2# 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) 0

0 s2¡ 2" + c2¡ 2# 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)

sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) 0 s2¡ 2" + c2¡ 2# 0

0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) 0 c2¡ 2" + s2¡ 2#

3

7
7
7
7
7
7
5

; (E.2.3)

ent~ao segue que,

§ <
2 (! ) = i

2

6
6
6
6
6
6
4

(c2¡ 2" + s2¡ 2#)f 2 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2 0

0 (s2¡ 2" + c2¡ 2#) ¹f 2 0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2

sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)f 2 0 (s2¡ 2" + c2¡ 2#)f 2 0

0 sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#) ¹f 2 0 (c2¡ 2" + s2¡ 2#) ¹f 2

3

7
7
7
7
7
7
5

:

(E.2.4)

Fazendo-se as multiplica»c~oes matriciais necess¶arias pode-se obter as componentes 11 e 33 para

o el¶etron na nota»c~ao de Nambu, as quais s~ao dadas por,

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 =

i
2

G<
aa;11

¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+ if 2Gr

aa;11

¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+

i
2

G<
aa;33

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢

+ if 2Gr
aa;33

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
+

i
2

cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
G<

aa;13 + G<
aa;31

¤
+ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)

£
Gr

aa;13 + Gr
aa;31

¤

¡ if 2
¡
s2¡ 2# + c2¡ 2"

¢
[Gr

aa;11]¤¡ if 2
¡
s2¡ 2# + c2¡ 2"

¢
[Gr

aa;33]¤¡ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
¡
[Gr

aa;13]¤ + [ Gr
aa;33]¤

¢

¡
i
2

¡
s2¡ 2# + c2¡ 2"

¢
[G<

aa;11]¤ ¡
i
2

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
[G<

aa;33]¤ ¡
i
2

cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
¡
[G<

aa;13]¤ + [ G<
aa;31]¤

¢
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e, rearranjando os termos, tem-se ainda que,

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 =

=
i
2

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+ if 2

¡
Gr

aa;11 ¡ [Gr
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+

+
i
2

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
+ if 2

¡
Gr

aa;33 ¡ [Gr
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
+

+
i
2

cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
G<

aa;13 ¡ [G<
aa;13]¤ + G<

aa;31 ¡ [G<
aa;31]¤

¤

+ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
(E.2.5)

Nota-se que a equa»c~ao (E.2.5) ¶e mais complexa comparada com o caso da correnteI 1. Isso

deve-se ao fato da polariza»c~ao do ferromagneto 2 estar orientada a um ânguloµ de modo que

existem termos n~ao diagonais da fun»c~ao de Green. Para resolver a express~ao (E.2.5), primeira-

mente ser~ao determinadas as componentes n~ao diagonais 13 e 31 da fun»c~ao de Green de correla»c~ao.

Explicitamente estas s~ao dadas por,

G<
aa;13(! ) = [ Gr

aa;31]¤
³

Gr
aa;11§ <

T a;11 + Gr
aa;12§ <

T a;21 + Gr
aa;13§ <

T a;31 + Gr
aa;14§ <

T a;41

´
+

+ [ Gr
aa;32]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;12 + Gr

aa;12§ <
T a;22 + Gr

aa;13§ <
T a;32 + Gr

aa;14§ <
T a;42

´
+

+ [ Gr
aa;33]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;13 + Gr

aa;12§ <
T a;23 + Gr

aa;13§ <
T a;33 + Gr

aa;14§ <
T a;43

´
+

+ [ Gr
aa;34]¤

³
Gr

aa;11§ <
T a;14 + Gr

aa;12§ <
T a;24 + Gr

aa;13§ <
T a;34 + Gr

aa;14§ <
T a;44

´

e a componente 31 pode ser escrita na forma,

G<
aa;31(! ) = [ Gr

aa;11]¤
³

Gr
aa;31§ <

T a;11 + Gr
aa;32§ <

T a;21 + Gr
aa;33§ <

T a;31 + Gr
aa;34§ <

T a;41

´
+

+ [ Gr
aa;12]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;12 + Gr

aa;32§ <
T a;22 + Gr

aa;33§ <
T a;32 + Gr

aa;34§ <
T a;42

´
+

+ [ Gr
aa;13]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;13 + Gr

aa;32§ <
T a;23 + Gr

aa;33§ <
T a;33 + Gr

aa;34§ <
T a;43

´
+

+ [ Gr
aa;14]¤

³
Gr

aa;31§ <
T a;14 + Gr

aa;32§ <
T a;24 + Gr

aa;33§ <
T a;34 + Gr

aa;34§ <
T a;44

´
:

Os elementos de matriz da auto-energia§ T a s~ao dados pelas equa»c~oes (E.1.6) usadas no c¶alculo
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da corrente I 1. Substituindo estes elementos de matriz nas express~oesG<
aa;13 e G<

aa;31, tem-se que,

G<
aa;13 ¡ [G<

aa;31]¤ = if ~½¡ s £
©¡

[Gr
aa;31]¤

¡
X ¡

12 + [ X ¡
12]¤

¢
¡ 2[Gr

aa;32]¤Z ¡
12

¢
Gr

aa;11

+ Gr
aa;12

¡
[Gr

aa;32]¤
¡
Y ¡

21 + [ Y ¡
21]¤

¢
¡ 2[Gr

aa;31]¤[Z ¡
12]¤

¢
+

+ Gr
aa;14

¡
[Gr

aa;34]¤
¡
Y +

43 + [ Y +
43]¤

¢
¡ 2[Gr

aa;33]¤[Z +
34]¤

¢

+ Gr
aa;13

¡
[Gr

aa;33]¤
¡
X +

34 + [ X +
34]¤

¢
¡ 2[Gr

aa;34]¤Z +
34

¢ª
+

+ 2 i
©

f 1
¡
Gr

aa;11¡ 1" [Gr
aa;31]¤ + Gr

aa;13[Gr
aa;33]¤¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
Gr

aa;12¡ 1#[Gr
aa;32]¤ + Gr

aa;14[Gr
aa;34]¤¡ 1"

¢ª

+2 i ¹f 2
©¡

[Gr
aa;32]¤

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;12 + Gr

aa;14

£
[Gr

aa;34]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢

¡ cs[Gr
aa;32]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª
+ 2 if 2

©¡
[Gr

aa;31]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ cs[Gr

aa;33]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;11

+ Gr
aa;13

£¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
[Gr

aa;33]¤ ¡ cs[Gr
aa;31]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª

desde queX §
ij e Y §

ij s~ao reais, conforme pode ser veri¯cado das equa»c~oes (E.1.7) e (E.1.8), ent~ao

pode-se escrever,

G<
aa;13 ¡ [G<

aa;31]¤ =

if ~½¡ s
©¡

[Gr
aa;31]¤2[X ¡

12] ¡ 2[Gr
aa;32]¤Z ¡

12

¢
Gr

aa;11 + Gr
aa;12

¡
[Gr

aa;32]¤2[Y ¡
21] ¡ 2[Gr

aa;31]¤[Z ¡
12]¤

¢
+

+ Gr
aa;14

¡
[Gr

aa;34]¤2[Y +
43] ¡ 2[Gr

aa;33]¤[Z +
34]¤

¢
+ Gr

aa;13

¡
[Gr

aa;33]¤2[X +
34] ¡ 2[Gr

aa;34]¤Z +
34

¢ª
+

+ 2 i
©

f 1
¡
Gr

aa;11¡ 1" [Gr
aa;31]¤ + Gr

aa;13[Gr
aa;33]¤¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
Gr

aa;12¡ 1#[Gr
aa;32]¤ + Gr

aa;14[Gr
aa;34]¤¡ 1"

¢ª

+2 i ¹f 2
©¡

[Gr
aa;32]¤

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;12 + Gr

aa;14

£
[Gr

aa;34]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢

¡ cs[Gr
aa;32]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª
+ 2 if 2

©¡
[Gr

aa;31]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ cs[Gr

aa;33]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;11

+ Gr
aa;13

£¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
[Gr

aa;33]¤ ¡ cs[Gr
aa;31]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª

e multiplicando por
1
2i

em ambos os lados tem-se ainda,

1
2i

¡
G<

aa;13 ¡ [G<
aa;31]¤

¢
=

f ~½¡ s
©¡

[Gr
aa;31]¤[X ¡

12] ¡ [Gr
aa;32]¤Z ¡

12

¢
Gr

aa;11 + Gr
aa;12

¡
[Gr

aa;32]¤[Y ¡
21] ¡ [Gr

aa;31]¤[Z ¡
12]¤

¢
+

+ Gr
aa;14

¡
[Gr

aa;34]¤[Y +
43] ¡ [Gr

aa;33]¤[Z +
34]¤

¢
+ Gr

aa;13

¡
[Gr

aa;33]¤[X +
34] ¡ [Gr

aa;34]¤Z +
34

¢ª
+

+ f 1
¡
Gr

aa;11¡ 1" [Gr
aa;31]¤ + Gr

aa;13[Gr
aa;33]¤¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
Gr

aa;12¡ 1#[Gr
aa;32]¤ + Gr

aa;14[Gr
aa;34]¤¡ 1"

¢

+ ¹f 2
©¡¡

¡ 2#c2 + s2¡ 2"
¢

[Gr
aa;32]¤ ¡ cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;12 + Gr

aa;14

£¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
[Gr

aa;34]¤

¡ cs[Gr
aa;32]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª
+ f 2

©¡¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
[Gr

aa;31]¤ ¡ cs[Gr
aa;33]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¢
Gr

aa;11

+ Gr
aa;13

£¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
[Gr

aa;33]¤ ¡ cs[Gr
aa;31]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¤ª
(E.2.6)
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O pr¶oximo termo a ser determinado ¶e a diferen»caG<
aa;31 ¡ [G<

aa;13]¤. Seguindo os mesmos passos

para obter (E.2.6) pode-se escrever,

1
2i

¡
G<

aa;31 ¡ [G<
aa;13]¤

¢
= f ~½¡ s£

©¡
Gr

aa;31[X ¡
12] ¡ Gr

aa;32[Z ¡
12]¤

¢
[Gr

aa;11]¤ + [ Gr
aa;13]¤

¡
Gr

aa;33[X +
34] ¡ Gr

aa;34[Z +
34]¤

¢
+

+[ Gr
aa;12]¤

¡
Gr

aa;32[Y ¡
21] ¡ Gr

aa;31Z ¡
12

¢
+ [ Gr

aa;14]¤
¡
Gr

aa;34[Y +
43] ¡ Gr

aa;33Z +
34

¢ª
+

+ f 1
¡
Gr

aa;31¡ 1" [Gr
aa;11]¤ + [ Gr

aa;13]¤Gr
aa;33¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
Gr

aa;32¡ 1#[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;34¡ 1"

¢
+

+ ¹f 2
©¡

Gr
aa;32

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ csGr

aa;34 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;14]¤
¡
Gr

aa;34

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢

¡ csGr
aa;32 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¢ª
+ f 2

©¡
Gr

aa;31

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ csGr

aa;33 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

[Gr
aa;11]¤

+[ Gr
aa;13]¤

¡
Gr

aa;33

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ csGr

aa;31 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢ª

(E.2.7)

Somando (E.2.6) e (E.2.7) tem-se que,

i
2

cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
G<

aa;13 ¡ [G<
aa;13]¤ + G<

aa;31 ¡ [G<
aa;31]¤

¤
= ¡ Asf ¡ A1f 1 ¡ B1 ¹f 1 ¡ A2f 2 ¡ B2 ¹f 2

(E.2.8)

onde foram usadas as seguintes de¯ni»c~oes:

As = cs~½¡ s (¡ 2" ¡ ¡ 2#) £
©¡

Gr
aa;31[Gr

aa;11]¤ + [ Gr
aa;31]¤Gr

aa;11

¢
X ¡

12 +
¡
Gr

aa;33[Gr
aa;13]¤ + [ Gr

aa;33]¤Gr
aa;13

¢
X +

34+
¡
Gr

aa;32[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;32]¤Gr
aa;12

¢
Y ¡

21 +
¡
Gr

aa;34[Gr
aa;14]¤ + [ Gr

aa;34]¤Gr
aa;14

¢
Y +

43 ¡
¡
Gr

aa;32[Gr
aa;11]¤

+ Gr
aa;12[Gr

aa;31]¤
¢

[Z ¡
12]¤ ¡

¡
Gr

aa;31[Gr
aa;12]¤ + Gr

aa;11[Gr
aa;32]¤

¢
Z ¡

12

¡
¡
Gr

aa;34[Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;14[Gr
aa;33]¤

¢
[Z +

34]¤ ¡
¡
Gr

aa;33[Gr
aa;14]¤ + Gr

aa;13[Gr
aa;34]¤

¢
Z +

34

ª
(E.2.9a)

A1 = cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#) £
©¡

Gr
aa;33[Gr

aa;13]¤ + [ Gr
aa;33]¤Gr

aa;13

¢
¡ 1# +

¡
Gr

aa;31[Gr
aa;11]¤ + [ Gr

aa;31]¤Gr
aa;11

¢
¡ 1"

ª
(E.2.9b)

B1 = cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#) £
©¡

Gr
aa;32[Gr

aa;12]¤ + [ Gr
aa;32]¤Gr

aa;12

¢
¡ 1# +

¡
Gr

aa;34[Gr
aa;14]¤ + [ Gr

aa;34]¤Gr
aa;14

¢
¡ 1"

ª
(E.2.9c)

A2 = cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
©¡

Gr
aa;31

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ csGr

aa;33 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

[Gr
aa;11]¤+

+
¡
[Gr

aa;31]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ cs[Gr

aa;33]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2u)
¢

Gr
aa;11 + Gr

aa;13

¡
[Gr

aa;33]¤
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢

¡ cs[Gr
aa;31]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¢
+ [ Gr

aa;13]¤
¡
Gr

aa;33

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ csGr

aa;31 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢ª

(E.2.9d)
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B2 = cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
©¡

Gr
aa;32

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ csGr

aa;34 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

[Gr
aa;12]¤+

+
¡
[Gr

aa;32]¤
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
¡ cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢

Gr
aa;12 + Gr

aa;14

¡
[Gr

aa;34]¤
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢

¡ cs[Gr
aa;32]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" )

¢
+ [ Gr

aa;14]¤
¡
Gr

aa;34

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
¡ csGr

aa;32 (¡ 2# ¡ ¡ 2" )
¢ª

(E.2.9e)

O pr¶oximos termos a serem calculados s~ao dados abaixo,

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
=

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
¡
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;31]¤

¢
+ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)

¡
Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;13]¤

¢

e usando o fato de que as fun»c~oes de Green avan»cada e retardada est~ao relacionadas por,G r = [ G a]y,

pode-se escrever ainda,

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
=

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
¡
Gr

aa;13 ¡ Ga
aa;13

¢
+ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)

¡
Gr

aa;31 ¡ Ga
aa;31

¢
(E.2.10)

e usando (E.1.18),

G a
aa ¡ G r

aa = G r
aa¡ T aG a

aa;

a equa»c~ao (E.2.10) pode ser escrita da seguinte forma,

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
=

¡ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) f [G r
aa¡ T aG a

aa]13 + [ G r
aa¡ T aG a

aa]31g

e substituindo os elementos de matriz de¡ T a segue que,
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icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
=

= ¡ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
n

¡ i
©

~½¡ s
©¡

¡ Gr
aa;31[Gr

aa;11]¤ ¡ [Gr
aa;31]¤Gr

aa;11

¢
X ¡

12+

¡
¡ Gr

aa;33[Gr
aa;13]¤ ¡ [Gr

aa;33]¤Gr
aa;13

¢
X +

34 +
¡
¡ Gr

aa;32[Gr
aa;12]¤ ¡ [Gr

aa;32]¤Gr
aa;12

¢
Y ¡

21+
¡
¡ Gr

aa;34[Gr
aa;14]¤ ¡ [Gr

aa;34]¤Gr
aa;14

¢
Y +

43+
¡
Gr

aa;32[Gr
aa;11]¤ + Gr

aa;12[Gr
aa;31]¤

¢
[Z ¡

12]¤ +
¡
Gr

aa;34[Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;14[Gr
aa;33]¤

¢
[Z +

34]¤+
¡
Gr

aa;31[Gr
aa;12]¤ + Gr

aa;11[Gr
aa;32]¤

¢
Z ¡

12 +
¡
Gr

aa;33[Gr
aa;14]¤ + Gr

aa;13[Gr
aa;34]¤

¢
Z +

34

ª
¡

¡
¡
Gr

aa;14[Gr
aa;34]¤ + [ Gr

aa;14]¤Gr
aa;34

¢
¡ 1" ¡

¡
Gr

aa;32[Gr
aa;12]¤ + [ Gr

aa;32]¤Gr
aa;12

¢
¡ 1#

¡
¡
Gr

aa;31[Gr
aa;11]¤ + [ Gr

aa;31]¤Gr
aa;11

¢
¡ 1" ¡

¡
Gr

aa;13[Gr
aa;33]¤ + [ Gr

aa;13]¤Gr
aa;33

¢
¡ 1#

+ Gr
aa;14

£
cs[Gr

aa;32]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ [Gr
aa;34]¤

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢¤

+ [ Gr
aa;14]¤

£
csGr

aa;32 (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ Gr
aa;34

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢¤
+

+ Gr
aa;12

£
cs[Gr

aa;34]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ [Gr
aa;32]¤

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤

+ [ Gr
aa;12]¤

£
csGr

aa;34 (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ Gr
aa;32

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
+

+ Gr
aa;13

£
cs[Gr

aa;31]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ [Gr
aa;33]¤

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤

+ [ Gr
aa;13]¤

£
csGr

aa;31 (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ Gr
aa;33

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢¤
+

+ [ Gr
aa;11]¤

£
csGr

aa;33 (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ Gr
aa;31

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢¤

+ Gr
aa;11

£
cs[Gr

aa;33]¤ (¡ 2# ¡ ¡ 2" ) ¡ [Gr
aa;31]¤

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢¤ ªo

e comparando os termos desta equa»c~ao com as de¯ni»c~oes dadas pelas equa»c~oes (E.2.9) pode-se

escrever;

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤

= ¡ if 2

n
¡ i

©
¡ As ¡ A1 ¡ B1 ¡ A2 ¡ B2

ª o

ou ainda,

icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤

= f 2(As + A1 + B1 + A2 + B2): (E.2.11)
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Combinando as equa»c~oes (E.2.8) e (E.2.11), tem-se que,

i
2

cs(¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
G<

aa;13 ¡ [G<
aa;13]¤ + G<

aa;31 ¡ [G<
aa;31]¤

¤

+ icsf 2 (¡ 2" ¡ ¡ 2#)
£
Gr

aa;13 ¡ [Gr
aa;13]¤ + Gr

aa;31 ¡ [Gr
aa;31]¤

¤
=

As(f 2 ¡ f s) + A1(f 2 ¡ f 1) + B1(f 2 ¡ ¹f 1) + B2(f 2 ¡ ¹f 2): (E.2.12)

O pr¶oximo passo ¶e determinar os elementos de matriz diagonais. Aplicando os mesmos proce-

dimentos realizados nos c¶alculos dos elementos n~ao diagonais o termo
1
2i

³
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

´
pode

ser escrito da seguinte forma,

1
2i

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢
=

f 1
¡
¡ 1" jGr

aa;11j2 + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
¡ 1#jGr

aa;12j2 + jGr
aa;14j2¡ 1"

¢
+ ¹f 2

©
csGr

aa;14 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;12]¤

+ cs[Gr
aa;14]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;12 +
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
jGr

aa;12j2 + jGr
aa;14j2

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢ª
+

+ f 2
©

csGr
aa;13 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr

aa;11]¤ + cs[Gr
aa;13]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;11 +
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;11j2

+ jGr
aa;13j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢ª
+ f ~½¡ s

©
¡ Gr

aa;12[Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤ ¡ [Gr
aa;12]¤Z ¡

12Gr
aa;11 + X ¡

12jGr
aa;11j2

+ jGr
aa;13j2X +

34 + jGr
aa;12j2Y ¡

21 + jGr
aa;14j2Y +

43 ¡ [Gr
aa;13]¤Gr

aa;14[Z +
34]¤ ¡ Gr

aa;13[Gr
aa;14]¤Z +

34

ª

e o termo
1
2i

³
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

´
¶e dado por,

1
2i

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢
=

f 1
¡
¡ 1" jGr

aa;31j2 + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
¡ 1#jGr

aa;32j2 + jGr
aa;34j2¡ 1"

¢
+ ¹f 2

©
csGr

aa;34 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;32]¤

+ cs[Gr
aa;34]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;32 +
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
jGr

aa;32j2 + jGr
aa;34j2

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢ª
+

+ f 2
©

csGr
aa;33 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr

aa;31]¤ + cs[Gr
aa;33]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;31 +
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;31j2

+ jGr
aa;33j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢ª
+ f ~½¡ s

©
¡ Gr

aa;32[Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤ ¡ [Gr
aa;32]¤Z ¡

12Gr
aa;31 + X ¡

12jGr
aa;31j2

+ jGr
aa;33j2X ¡

34 + jGr
aa;32j2Y ¡

21 + jGr
aa;34j2Y +

43 ¡ [Gr
aa;33]¤Gr

aa;34[Z +
34]¤ ¡ Gr

aa;33[Gr
aa;34]¤Z +

34

ª
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Combinando as duas ¶ultimas equa»c~oes segue que,

¡
i
2

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
¡

i
2

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
=

=
¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢ ©
f 1

¡
¡ 1" jGr

aa;11j2 + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
¡ 1#jGr

aa;12j2 + jGr
aa;14j2¡ 1"

¢
+

+ ¹f 2
©

csGr
aa;14 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr

aa;12]¤ + cs[Gr
aa;14]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;12 +
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
jGr

aa;12j2

+ jGr
aa;14j2

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢ª
+ f 2

©
csGr

aa;13 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;11]¤ + cs[Gr

aa;13]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr
aa;11

+
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;11j2 + jGr
aa;13j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢ª
+

+ f ~½¡ s
©

¡ Gr
aa;12[Z ¡

12]¤[Gr
aa;11]¤ ¡ [Gr

aa;12]¤Z ¡
12Gr

aa;11 + X ¡
12jGr

aa;11j2 + jGr
aa;13j2X +

34 + jGr
aa;12j2Y ¡

21+

+ jGr
aa;14j2Y +

43 ¡ [Gr
aa;13]¤Gr

aa;14[Z +
34]¤ ¡ Gr

aa;13[Gr
aa;14]¤Z +

34

ª ª
+

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ ©
f 1

¡
¡ 1" jGr

aa;31j2

+ jGr
aa;33j2¡ 1#

¢
+ ¹f 1

¡
¡ 1#jGr

aa;32j2 + jGr
aa;34j2¡ 1"

¢
+ ¹f 2

©
csGr

aa;34 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr
aa;32]¤

+ cs[Gr
aa;34]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;32 +
¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢
jGr

aa;32j2 + jGr
aa;34j2

¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢ª
+

+ f 2
©

csGr
aa;33 (¡ 2" ¡ ¡ 2#) [Gr

aa;31]¤ + cs[Gr
aa;33]¤ (¡ 2" ¡ ¡ 2#) Gr

aa;31 +
¡
¡ 2" c2 + s2¡ 2#

¢
jGr

aa;31j2

+ jGr
aa;33j2

¡
¡ 2#c2 + s2¡ 2"

¢ª
+ f ~½¡ s

©
¡ Gr

aa;32[Z ¡
12]¤[Gr

aa;31]¤ ¡ [Gr
aa;32]¤Z ¡

12Gr
aa;31 + X ¡

12jGr
aa;31j2

+ jGr
aa;33j2X ¡

34 + jGr
aa;32j2Y ¡

21 + jGr
aa;34j2Y +

43 ¡ [Gr
aa;33]¤Gr

aa;34[Z +
34]¤ ¡ Gr

aa;33[Gr
aa;34]¤Z +

34

ª ª

(E.2.13)

e usando as de¯ni»c~oes,

~A1 =
¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢ ¡
jGr

aa;11j2¡ 1" + jGr
aa;13j2¡ 1#

¢
+

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ ¡
jGr

aa;31j2¡ 1" + jGr
aa;33j2¡ 1#

¢

(E.2.14a)

~B1 =
¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢ ¡
jGr

aa;14j2¡ 1" + jGr
aa;12j2¡ 1#

¢
+

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ ¡
jGr

aa;34j2¡ 1" + jGr
aa;32j2¡ 1#

¢

(E.2.14b)

~B2 =
¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
£

©
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;14j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;12j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;12]¤Gr
aa;14+

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;14]¤Gr

aa;12

ª
+

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ ©
(c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr

aa;34j2 + ( s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr
aa;32j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;32]¤Gr

aa;34 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;34]¤Gr

aa;32

ª
(E.2.14c)
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~A2 =
¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
£

©
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;33j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;31j2 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr

aa;33]¤Gr
aa;31+

sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;31]¤Gr

aa;33

ª
+

¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢ ©
(s2¡ 2" + c2¡ 2#)jGr

aa;13j2 + ( c2¡ 2" + s2¡ 2#)jGr
aa;11j2

+ sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;13]¤Gr

aa;11 + sc(¡ 2" ¡ ¡ 2#)[Gr
aa;11]¤Gr

aa;13

ª
(E.2.14d)

~As = ~½¡ s£
n¡

c2¡ 2" + s2¡ 2#
¢ ©

Y ¡
21jGr

aa;12j2 + X +
34jGr

aa;13j2 + Y +
43jGr

aa;14j2 + X ¡
12jGr

aa;11j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;14]¤Gr
aa;13¡

¡ [Z +
34]¤[Gr

aa;13]¤Gr
aa;14 ¡ Z ¡

12[Gr
aa;12]¤Gr

aa;11 ¡ [Z ¡
12]¤[Gr

aa;11]¤Gr
aa;12

ª
+

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ ©
Y ¡

21jGr
aa;32j2

+ X +
34jGr

aa;33j2 + Y +
43jGr

aa;34j2 + X ¡
12jGr

aa;31j2 ¡ Z +
34[Gr

aa;34]¤Gr
aa;33 ¡ [Z +

34]¤[Gr
aa;33]¤Gr

aa;34

¡ Z ¡
12[Gr

aa;32]¤Gr
aa;31 ¡ [Z ¡

12]¤[Gr
aa;31]¤Gr

aa;32

ª o
(E.2.14e)

a equa»c~ao (E.2.13) pode ser escrita da seguinte maneira,

i
2

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+

i
2

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
=

¡ ~A1f 1 ¡ ~B1 ¹f 1 ¡ ~A2f 2 ¡ ~B2 ¹f 2 ¡ ~Asf (E.2.15)

O pr¶oximo passo ¶e determinar o termo;

if 2
¡
Gr

aa;11 ¡ [Gr
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+ if 2

¡
Gr

aa;33 ¡ [Gr
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
=

= if 2
¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢ £
G r

aa¡ T G a
aa

¤
11 + if 2

¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢ £
G r

aa¡ T G a
aa

¤
33

e usando os mesmos procedimentos adotados nos c¶alculos anteriores segue, ap¶os alguma ¶algebra,

que

if 2
¡
Gr

aa;11 ¡ [Gr
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+ if 2

¡
Gr

aa;33 ¡ [Gr
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
=

f 2

³
~A1 + ~B1 + ~A2 + ~B2 + ~As

´
: (E.2.16)

Somando as equa»c~oes (E.2.15) e (E.2.16) tem-se que,

i
2

¡
G<

aa;11 ¡ [G<
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+

i
2

¡
G<

aa;33 ¡ [G<
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
+

+ if 2
¡
Gr

aa;11 ¡ [Gr
aa;11]¤

¢ ¡
c2¡ 2" + s2¡ 2#

¢
+ if 2

¡
Gr

aa;33 ¡ [Gr
aa;33]¤

¢ ¡
c2¡ 2# + s2¡ 2"

¢
=

= ~A1(f 2 ¡ f 1) + ~B1(f 2 ¡ ¹f 1) + ~A2(f 2 ¡ f 2) + ~B2(f 2 ¡ ¹f 2) + ~As(f 2 ¡ f s) (E.2.17)
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Somando (E.2.17) com a equa»c~ao (E.2.12) obt¶em-se que,

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 =

As(f 2 ¡ f ) + A1(f 2 ¡ f 1) + B1(f 2 ¡ ¹f 1) + B2(f 2 ¡ ¹f 2)+

+ ~A1(f 2 ¡ f 1) + ~B1(f 2 ¡ ¹f 1) + ~B2(f 2 ¡ ¹f 2) + ~As(f 2 ¡ f s)+

ou ainda,

£
G r

aa(! )§ <
2 (! ) + G <

aa(! )§ a
2(! ) + H.c.

¤
11+33 =

(A1 + ~A1)( f 2 ¡ f 1) + ( B1 + ~B1)( f 2 ¡ ¹f 1) + ( B2 + ~B2)( f 2 ¡ ¹f 2) + ( As + ~As)( f 2 ¡ f s)

e substituindo na f¶ormula para a correnteI 2 obt¶em-se ¯nalmente:

I 2 =
e
h

Z
d! [A22(f 2 ¡ ¹f 2) + A21(f 2 ¡ ¹f 1) + Q21(f 2 ¡ f 1) + Q2s(f 2 ¡ f )]: (E.2.18)

Na equa»c~ao (E.2.18) foram de¯nidas as seguintes amplitudes:A22 = B2 + ~B2, A21 = B1 + ~B1,

Q2s = As + ~As e Q12 = A1 + ~A1. As express~oes para estas amplitudes s~ao das pelas equa»c~oes

(3.3.10) a (3.3.13) no cap¶³tulo 3.
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F
Phys. Rev. B 81, 094526 (2010)

A seguir ¶e apresentado o primeiro artigo, publicado noPhysical Review B, realizado durante este

trabalho de doutorado. Neste artigo s~ao explorados os efeitos das intera»c~oes intra e inter pontos

quânticos no sistemaF ¡ PQ1 ¡ PQ2 ¡ S. Os resultados mostrados no artigo s~ao aqueles discutidos

no cap¶³tulo 4 dando enfoque especial µas regi~oes de condutância diferencial negativa as quais foram

explicadas pelas assimetrias na LDOS dos pontos quânticos.
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F. Phys. Rev. B 81, 094526 (2010) 175



176



G
ArXiv: 1003.3688v1(2010)

A seguir ¶e reproduzido o segundo artigo realizado neste trabalho de doutoramento submetido

para publica»c~ao noPhysical Review B (se»c~aoRapid Communications). No momento este trabalho

encontra-se sob avalia»c~ao dosrefereesda revista. Em linhas gerais, este trabalho trata dos resultados

para o caso n~ao-interagente do segundo sistema (F1; F2) ¡ PQ1 ¡ PQ2 ¡ S, discutidos no cap¶³tulo 5

desta tese. Basicamente s~ao consideradas as propriedades de interesse em aplica»c~oes em spintrônica:

a mudan»ca de sinal daARMR com o potencial externo e o efeito transistor observado neste sistema.
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188 REFER ÊNCIAS BIBLIOGR ¶AFICAS

[94] Martinek, J. et al., Phys. Rev. Lett. 91 (2003) 127203.

[95] Martinek, J. et al., Phys. Rev. Lett. 91 (2003) 247202.

[96] Bergeret, F. S., Yeyati, A. L., and Mart¶³n-Rodero, A., Phys. Rev. B 74 (2006) 132505.

[97] Baibich, M. N. et al., Phys. Rev. Lett. 61 (1988) 2472.

[98] Prinz, G. A., Physics Today 48 (1995) 58.

[99] Doh, Y.-J., Franceschi, S. D., Bakkers, E. P. A. M., and Kouwenhoven, L. P., Nano Letters

8 (2008) 4098 .

[100] Nguyen, V. H., Nguyen, V. L., and Nguyen, H. N., Journal of Applied Physics96 (2004)

3302.

[101] Fransson, J. and Eriksson, O., Phys. Rev. B70 (2004) 085301.

[102] Fransson, J. and Eriksson, O., J. Phys.: Condens. Matter16 (2004) L85.

[103] Lara, G. A., Orellana, P. A., and Anda, E. V., Phys. Rev. B 78 (2008) 045323.

[104] Aguado, R. and Langreth, D. C., Phys. Rev. Lett.85 (2000) 1946.

[105] Rakshit, T., Liang, G.-C., Ghosh, A. W., and Datta, S., Nano Letters 4 (2004) 1803 .

[106] Makk, P., Csonka, S., and Halbritter, A., Phys. Rev. B 78 (2008) 045414.

[107] Blonder, G. E., Tinkham, M., and Klapwijk, T. M., Phys. Rev. B 25 (1982) 4515.


	1 Introdução
	I TEORIA
	2 Formalismo de Keldysh
	2.1 O contorno de ordenamento temporal
	2.2 Funções de Green de não-equilíbrio (FGNE)
	2.2.1 Versão de Interação

	2.3 Continuação Analítica
	2.4 A equação de Keldysh
	2.5 Formalismo de Keldysh para nanoestruturas híbridas

	3 Aplicação do formalismo de Keldysh ao sistema (F1,F2)-PQa-PQb-S
	3.1 Modelo e Formulação
	3.1.1 Hamiltonianos supercondutor e ferromagnético
	3.1.2 Hamiltoniano do ponto quântico duplo
	3.1.3 Hamiltoniano de tunelamento

	3.2 Funções de Green dos pontos quânticos
	3.2.1 Cálculo das funções de Green Gr/aaa e Gr/abb
	3.2.2 Cálculo da função de Green G<aa

	3.3 Cálculo das quantidades físicas
	3.3.1 Cálculo da corrente elétrica
	3.3.2 Cálculo da ocupação nos pontos quânticos
	3.3.3 Cálculo da densidade local de estados (LDOS)

	3.4 Procedimento numérico


	II RESULTADOS
	4 Resultados para o sistema F1-PQa-PQb-S
	4.1 Resultados para o caso não-interagente
	4.1.1 Condutância em zero bias
	4.1.2 Transporte com voltagem (bias) finita

	4.2 Resultados para o caso interagente
	4.2.1 Efeitos da interação inter pontos quânticos (K)
	4.2.2 Efeitos da interação intra-pontos quânticos
	4.2.3 Resultados para U=0 e K=0


	5 Resultados para o sistema (F1,F2)-PQa-PQb-S
	5.1 Resultados para o caso não-interagente
	5.1.1 Condutância em zero bias
	5.1.2 Resultados para bias finita

	5.2 Resultados para o caso interagente

	6 Conclusões
	6.1 O sistema F-QDa-QDb-S
	6.2 O sistema (F1,F2)-QDa-QDb-S
	6.3 Conclusão geral


	III APÊNDICES
	A Demonstração das equações do capítulo 2
	A.1 Demonstração da equação (2.2.10)
	A.1.1 Representação de Interação
	A.1.2 Função de Green ordenada no contorno na versão de interação


	B Cálculo das auto-energias e funções de Green dos eletrodos isolados
	B.1 Função de Green e auto-energia do supercondutor
	B.2 Função de Green e auto-energia do eletrodo ferromagnético
	B.3 Teorema de flutuação-dissipação
	B.4 Cálculo das auto-energias <
	B.4.1 Eletrodo supercondutor
	B.4.2 Eletrodos ferromagnéticos


	C Relações Auxiliares
	C.1 Cálculo da transformada de Fourier de (T)(cosEk T+A`39`42`"613A``45`47`"603AsenEk T)
	C.2 Cálculo da transformada de Fourier de (-T)(cosEk T+A`39`42`"613A``45`47`"603AsenEk T)
	C.3 Cálculo da transformada de Fourier de (T)B`39`42`"613A``45`47`"603AsenEkT 
	C.4 Cálculo da transformada de Fourier de (-T)B`39`42`"613A``45`47`"603AsenEkT
	C.5 Análise da integral -+ Keldysh, não-equilíbrio...dk(+Eki)(-Eki)
	C.5.1 Cálculo de -+ Keldysh, não-equilíbrio...dk(+Eki)(-Eki) para >
	C.5.2 Cálculo de -+ Keldysh, não-equilíbrio...dk(+Eki)(-Eki) para <
	C.5.3 Integral das identidades


	D Cálculo da função de Green G<()
	D.1 Cálculo de G<
	D.1.1 Continuação Analítica da equação (D.1.3)


	E Cálculo da corrente elétrica
	E.1 Corrente I1
	E.2 Corrente I2



