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Introducao

O presente trabalho apresenta alguns conceitos do Ana-
lise nao-linear e nao-diferenciavel, bem como algumas de suas
aplicacodes.

O primeiro capitulo estda dedicado ao estudo da nocao
de Multiaplicacao, isto &, uma relacdo que a cada X de um certo
conjunto X associa um subconjunto I' (x) de outro conjunto Y.
Esta ferramenta matematica é muito boa para modelar sistemas
(econdmicos, fisicos, etc.) onde ha varias possibilidade de com
portamento.

Comecaremos primeiramente dando as diferentes nogoes
de continuidade e semicontinuidades, e suas equivaléncias, estu
damos também a composicdo de elas. Logo passamos a explicar o}

problema de inclusdo diferencial, isto &, relacGes que generali

zam o conceito de equacgdes diferencias e siao do tipo
x(t) er(x(t)), onde é uma multiaplicacdo. Apresentamos as
duas técnicas basicas para abordar o problema anterior, que

sao: selegbes e pontos fixos. Para mostrar alguns dos resultadss
de ponto fixo, faremos uso do célebre principio variacional de
Ekeland. Como término do capitulo, apresentamos duas aplicacoes
a otimizacdo: algoritmos e 6timos de Pareto.

No segundo capitulo extendemos o calculo diferencial
classico para as fungdes localmente lipschitzianas, apresentan-

do a nocao de Gradiente Generalizado, devida a F. H. Clarke, e



suas propriedades (soma, produto, regras da cadeia, Teorema do
valor médio de Lebourg, etc), e tembém conceitos geométricos a
ela associados (cones tangente, normal, etc). A seguir passamos
as aplicagOes a otimizacdo: caracterizacdo dos pontos 6timos de
problemas de otimizacdo ndo diferenciiveis (isto &, onde a fun-
¢do a otimizar e as restrig¢Ges sdo ndo-diferencidveis), apresen
tamos o Teorema de Kuhn - Tucker generalizado, como também re-
sultados relativos a programacao geométrica.

O terceiro capitulo esta dedicado ao uso das técnicas
dos capitulos anteriores a problemas do calculo das variacoes e
controle O6timo ndo regulares, faz-se um estudo detalhado das
condicdes suficientes de otimalidade devidas a V. Zeidan, e
apresentamos uma aplicag¢dao ao problema do "regular linear com
diodo".

Os requesitos para lér o presente trabalho se reduzem
a um curso basico de topologia, por exemplo: L. Schwartz "Analy
se” Hermann, Paris (1970), e conhecimento elementares de anali-

se convexa [60].



Capitulo I

Multiaplicagoes, inclusoes Diferenciais e Aplicagoes.



Introducao

A teoria das multiaplicacoes & uma area da matematica gque
tem se desenvolvido intensamente nos dltimos anos e & uma ferra
menta essencial do analise funcional nao linear.

Uma multiaplicagao, associa aos pontos de algum conjunto
X um subconjunto de outro conjunto Y, na forma classica, elas
eram vistas como uma fungao ordindria de X em P(Y), onde P(Y) &
o conjunto de partes de Y (dotado de alguma estrutura), de modo
que nao havia necessidade de uma teoria independente para as
multiaplicagdes. Porém, o argumento anterior nao & satisfatdrio.
na investigagao de problemas especificos, os quais nascem natu-
ralmente nesta teoria.

A ampla gama de aplicagSes, e os distintos métodos de re-
solucao destas aplicacoes, nos leva a formacao da teoria mais
desenvolvida das multiaplicagoes. Elas tem aplicag¢oes em topolo
gia, andlise, teoria de controle, economia, algoritmos, teoria
de jogos, equacoes diferenciais com discontinuidades, algebras
de Von Neumann, geometria, otimizacgao, programagdao matematica,etc.

Nesta secao fornecemos algumas definicOes e questoes im-
portantes para a teoria que desenvolveremos no capitulo II, co-
mo também, para algumas aplica¢oes neste mesmo capitulo.

Adotaremos as seguintes notagoes gue serao considerados em

todo o trabalho.



Seja Z um espago topoldgico arbitrario. Definimos as se-

guintes classes de subconjuntos de Z:

fechado e nao vazio !}

)}

Cl(z) = {acz | A

compacto e nao vazio }

1))

c(z) = {acz | a

Se 2 tem ademais estrutura vetorial, denotamos

fechado, convexo e nao vazio !}

[}

AcCz | a

il
—

CC(2)

convexo e nao vazio}

I
—~—

[p))

K (Z) ACz | a

No espago métrico (%,d) para A €Cl(z) e r >0 seja

K(A,r) {yez | d(y,a)<r}

onde d(y,A) inf {d(x,y) |x € a}.

Chamaremos a K(A;r) a bola aberta com centro A e raio r,

no caso que A= {x, }, usaremos a notagao usual B(x,;r).

0

1.1 Multiaplicacgoes

a) Definicao e exemplos de multiaplicacdes

O seguinte conceito sera muito utilizado no seguinte tra

balho.

Definicao 1. Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. Se a cada




elemento x € X associamos um subconjunto TI'(x) de Y (possivel
mente vazio), dizemos que a correspondencga x -»I'(x) & uma mul-

tiaplicacao (ou operador multivoco) de X em Y. Denotaremos a

tal multiaplicagao por rI: X 3 Y. A
Exemplos
1) Naturalmente uma fungao f: X >Y & um caso especial de

multiaplicagao, pois, basta definir I'(x)= {f(x)}.

2) Associemos com qualquer fungao convexa f (isto &, uma
funcdo f: X+ TR tal que: £(Ax+(1-\)y) < Af(x)+(1-\)£(y) ¥AE [0,1],
¥ X,y€ X) semicontinua inferior de um espago vetorial localmen

te convexo Hausdorff X a IR U {+4»} seu subdiferencial.acfbd,

definido por

3, £(x)= {pex* | £(y) >£(x)+ <p,yx > vy € X!

(onde X* &€ o dual topoldgico de X e <.,.> & o produto duali
dade candnico entre X e X*), o qual & um subconjunto convexo
fechado de X*, o qual pode ser vazio (porém, no caso que f se-
ja continua, acf(x) +g Ux €X}.

Assim definimos uma multiaplicagao 3 £(): X T X*.

O conceito de subdiferencial generaliza a nogao de gra-
diente, no sentido de que, se f tem um gradiente Vf(x) €X* em

x €X, entao Bcf(x)i{ VE(x)}.



A multiaplicagao x 3 acf(x) tem um papel muito importante
nas aplicagoes, veja por exemplo, J.P. Aubin [ 6], H.Brézis [17],
Acker e F. Dickstein [ 2], J.J.Moreau [ 60], R.T. Rockafellar

[ 66] e I Fkeland e R.Teman [ 39 ].

Definicao 2

a) Dizemos que a multiaplicagao I' € prOpria se existe ao

menos um ponto x €X, tal que: I'(x) ¥+, isto &, I nao & a multia

plicacao constante @. Neste caso dizemos que o subconjunto

Dom (M={xex | I' (x) %+ @}

é o dominio de I'.

b) O Grafico de uma multiaplicacgao , € o subconjunto de

X x Y definido por

Graf (I')= {(x,y) € XxYy | yer(x)}.

Notar que o Dom (I') & a projecao sobre X do Graf(l).

c) A imagem de I' , & o subconjunto de Yy definido por:
Im(I)= Vr(x) =  UIr(x)
x€X x€Dam (')

que corresponde a projecao sobre Y do Graf ().

d) Definimos a inversa da multiaplicagao TI, denotada por



r l, a qual & uma multiaplicagao de ¥ em X, por:

F-l(y)ﬁ{ Xx €X |y € T'(x)}

o mals geral, se BCY, B+ @, se tem

rrlimy={xex | rx)nBg, r tg=g

Notar que F—l(B) C pom(l). OQuando I' & uma aplicagao usual so-

bre X, isto & I (x)={f(x)} , r-i corresponde a inversa usual.

Ademais & evidente que a inversa de F_l e I' , o que quer di
zer que:
y€ I'(x) <=> x € F_l(y)<"=> (x,y) € Graf(I') A

Exemplos 4. Nas mesmas notagoes do exemplo 2), temos que:

. 1 .
(BCf) = Bcf

onde 3 f* € o subdiferencial da funcao polar ou conjugada de

f, isto &, da seguinte fungao

f£*¥(y)= Sup {<x,y > - £(x) | x€X } com y€EX*

b) Tipos de Continuidade e equivaléncias

No seguinte X e Y denotaram dois espagos topoldgicos e T

uma multiaplicagao de X e Y.



Passemos agora ao estudo de continuidade de multiaplica-
goes, o que sera feito estendendo os conceitos usuais. Adverti
mos, entretanto, que duas definigoes sao possiveis, equivalen-
tes no caso de fungdes, nao se estendem de forma equivalente ao
caso de multiaplicagoes. Apds as definigaes daremos um exemplo

dessa situacgao.

Definicao 3. Seja I':X 3 Y uma multiaplicagao .

a) I' diz-se semicontinua superior (s.c.s.) em um ponto

X €X se

para todo W aberto com F(§)C W, existe uma vizinhan

ca V de x tal que: x €V =>I'(x) CW,_ .

b) I' diz-se semicontinua inferior (s.c.i.) em um ponto X €X

se: para todo W aberto com r(x) N+, existe uma vizinhancga

V de x tal que: Xx €V =T (x)N W% g.

c) I' diz-se continua em um ponto X €X se & s.c.s. e s.c.i .
em x.

d) Diz-se que TI'é continua, s.c.i. ou s.c.s. se possui a
propriedade respectiva ¥ x €X. A
Observacoes

(i) Os nomes anteriores s.c.s. € s.c.i. sao um pouco infeli-

zes porque eles nao corresponden a generalizacgoes imediatas dos

conceitos usuais, de mesmo name, correspondentes as £ ung6es .
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(ii) Como dissemos anteriormente, se a multiaplicacgao se re-
duz a uma fungao, as definig¢oes anteriores coincidem mas no
caso geral elas correspondem a conceitos diferentes.

Considere os exemplos ', Q:IR 3 TR definidas por I'(0)=[-1,1] e
Fx)= {0} para x*#0 e £(0)= {0} e x)={-1,1] para x+0 .
Entao, I' € s.c.s. em x=0 mas nao & s.c.i em x=0 enquantoque
2 & s.c.i. em x=0 mas nao & s.c.s. em x=0.

Uma caracterizagao imediata da s.c.i é:

Proposicao 1, TI': X 3¥ & s.c.i. em x se e somente se dada qual

quer rede ("net") X, convergindo a X e qualquer § € P(§),exi§

te uma rede Y € F(xa) que converge a y. A

Nota. Se X e Y forem métricos, a caracterizagao dada na propo-

sicao anterior & verdadeira com sequéncias usuais (enumeraveis)

Observacao As definigoOes das anteriormente também podem ser

dadas pensando-se na multiaplicagdao como uma funcao I': X* P (Y)

e colocando-se topologias convenientes em P(Y) (evidentemen-
te diferentes para s.c.s. e s.c.i.) Se X e Y forem métricos e
restringimos o estudo a multiaplicagoes TI':X »C(Y) (ou CX(Y))

entdo pode-se introduzir a (pseudo)-métrica de Hausdorff em
C(Y) (Cl(Y)) e obter os conceitos de continuidade anteriores em
funcao desta (pseudo)-métrica. 5=

o
Para mais detalhes veja E. Klein e A.C. Thompson [ 53] .
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Outro conceito de continuidade muito Gtil para os propd-

sitos da otimizacao € o seguinte:

Definicao 4, Seja I' X 3Y uma multiaplicagao. I' diz-se fechada

em x €X, se para toda rede X, convergente a x, e para toda re

de y, convergente a Yy €Y com Yy €rix,)¥Y , tem-se y € T (x).

Dizemos que I' & fechada, se ela &€ fechada Vx €X. A
Observacoes
i) Se I' @ fechada em x, entdo I'(x) & fechado em Y.

uma aplicagao usual, tem-se que o fato de ser T

()}

ii) Se T
fechada no ponto x e equivalente & continuidade (no sentido ' de.

fungbes) no ponto x.

iii) No caso de espagos métricos basta usar sequéncias usuais

(numeraveis).

Exemnlo 5, Se f & uma fungao convexa s.c.i. de X em IR, onde X

€ um espacgo vetorial localmente convexo Hausdorff, o subdife-

rencial & uma aplicagao fechada. Com efeito se x - x e
xa +x* (para a topologia fraca) e xa € acf(xa) , temos que:

<x* ,vex >+ f(x ) < f(v) ¥ veX
o (o1 o’ -

onde < .,. > & o produto dualidade candnico entre X e X*. Por

tanto, na expressao anterior, tomando o limite em «,
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< x*,v-x > + lig inf f(xu) < £(v) ¥ v € X

e pela s.c.i. de f(.), temos que:

f(x) <lim inf f(x )
— "o o

Assim < x*,v-x > +f(x) < f(v) V¥ v EX <=> x* EBcf(x).

Temos a seguinte caracterizagao da definigao 4.

Proposicao 2 , I': X2Y & fechada em x €X se e somente se, para

todo § € F(§), existem Vizinhahgas VewWdexe § respectivamen

te, tais que:

X E€EV => INx)nw=46¢.

Prova . Direta da definigaoc . A

Também verifica-se imediatamente o seguinte:

Proposicao 3., T': X 3 Y & fechada se e somente se Graf(I') & um

conjunto fechado em X x Y. A

Definicao 5. Seja I': X 3Y uma multiaplicacao. Dizemos que é

localmente compacta em X €X (ou que tem a propriedade de compa-

cidade local), se existe uma vizinhanca V de x tal que UV I'(x)
X€E

esta contido num compacto. A
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Recordemos gue um espa¢o topoldgico Y & dito regular se
todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhangas fecha

das. Temos:

Teorema 1. Seja TI: X.3Y uma multiaplicagao comI'(x)*#@ V xE€X.

Temos:

a) Suponhamos Y regular. Se I' & s.c.s. em x e I'(x) & fecha-

do em Y, entdo I' & fechada em x

b) Se I' @ fechada em x e & localmente compacta em x, entdo

' &8 s.c.s. em x.

Prova.

a) Seja y ¢r'(x), com I'(x) e fechado, temos pela regularida
de de Y que existem abertos W e V, tais que y€V, ['(x)C W com
wNnv=g,

Por outro lado como '@ s.c.s. em X, existe uma vizinhan-
¢a U de x tal que: x'€U => I'(x') CW,deonde x'€U =>T(x")NV=4g,

de onde o resultado em virtude da proposigao 2.

b) Suponhamos que ' ndo seja s.c.s.em x. Entao pela defini-
cao da s.c.s. existe um aberto W tal que I'(x)C"W, uma rede .

'{xala € D} convergente a x e uma rede {Yala € D} tais que:

€ 4 Y
Y, r (Xoc) Y, ¢ W o
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Como I' & localmente compacta em E, sem perda de genera-
lidade podemos supor que a rede'{ya|a € D} converge a um ponto

y, como I' & fechada em x, deduz-se gque, y € I'(x), mas isto &

uma contradicao com o fato que Frx) CWe ya,¢ W. A
Observacao
i) A hipdotese " I' localmente compacta nao pode ser omitida

Considerar por exemplo X=Y=IR+. Definimos I' por

[ 0,x 1 vV {1]x} se x>0
I'(x)=
{0} se x=0

- - - -

—_N
<

Entao f tem valores compactos, o grafico de I' & fechado,

mas ' nao & s.c.s. en x=0.

2) Se I' @ fechado em x e Y compacto, se tem que I' &€ s.c.s.

em x, isto deduz-se trivialmente de b).
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Vejamos uma aplicagao do teorema anterior:

Exemplo 6. Sob as mesmas notagoes do exemplo 2, supondo agora f
continua (o0 qual garante cue Bcf(x)*ﬁ ¥ x €X, veja J.P.Laurent
[54 1) temos que o subdiferencial & uma multiaplicagao .s.c.s.
(x* dotado da topologia fraca*), de fato, em virtude do teore-
ma anterior nos basta provar que Bcf(.): x::x* é localmente
compacta (para a topologia fraca*), ja que no exemplo 5, prova-
mos que ela era fechada. Como & conhecido uma funcao £ convexa
continua & localmente lipschitziana (isto &, dado x € X, existe
uma vizinhanga V de x e k >0 tal que ¥ z,y€X, |£(z)-£(y) I_:’ kp(z-y),
onde p(.) & uma seminorma continua). Seja z €V e x*€ acf(z) ’
temos: f(y)-f(z)> < x*,y-z > , logo < x*,y-z > < kp(y-z) para
todo y€V. Seja we€X, entao w=A (y-z) para algum A >0 com y,z €V .

Assim,
< x*,w > = <x* A(y-z)> <Akp(y=-z) =k p(w)

Assim,temos |< x*,w >| <1 com w = w/kp(w).

Pelo teorema de Banach-Alaoglu (Veja W.Rudin [ 70] ), te-

mos a compacidade local.

c) Operacoes sobre as multiaplicacoes

Nesta secdo sdmente estudaremos a "composigao" entre mul-

tiaplicagoes que necessitaremos na aplicagao aos algoritmos.
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No seguinte X,Y,Z, denotaram, subconjuntos nao vazios

dos espacos topoldgicos T,V,W respectivamente.

Definicao 6. Sejam TI':X3Y e © :Y 3 Z duas multiaplicagoes .

Definimos a composigao de I' e £, denotada €0 I':X 32, a qual &

uma nova multiaplicagao que associa a x €X o seguinte subcon-

junto de 2Z.

(QoM(x) =V (y). A
YeT (%)

Essa definigao & ilustrada pela seguinte figura:

Proposicao 4 . sob as notagdes anteriores. Suponhamos que

(1) T seja fechada em x, e que £ fechada sobre I' (x);
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ii) v @ um conjunto fechado e que toda rede (ya) tal que:
Yo € F(Xa) com X X admite uma subrede convergente (esta con-
digao & satisfeita automaticamente se Y for compacto).

Entao, 2 o ' & fechada em x.

" Prova

Seja x_ +x e z_ -»z comz €(QoTl)(x ). Devemos mos-—
a o o o
trar que z€( 2 o I' ) (x). Selecionemos Y, er (xu) tal que

z, € ﬂ(ya) e, conforme a hipotese, sejam y e Yo tal que Yg Y-

Como I' & fechada em x, segue que y € I'(x).
Analogamente, como yB+ Y, zB+ z e, sendo Q fechada em vy,

seqgue que z € Q(y) C ( Qo TI) (x). ' A

Um corolario imediato é:

Corolario 1l.Seja f: X »Y uma aplicagao (no sentido usual) e

2 : Y372 uma multiaplicacao, entdao se £ for continua no ponto
x e se 2 & fechada em f(x), entao fof & uma multiaplicagao fe
chada em x.

Prova

£ imediatamente da proposigao anterior, posto que se f &

continua em x, e se X, *X, a rede Y, = f(xa) converge a y= f£(x).A

Comentdrio. Muitos outros resultados sobre multiaplicagoes sao

disponiveis. De particular interesse sao aqueles que garantem

semicontinuidade ou fechadura de multiaplicagoes construidas
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de forma especial. Por exemplo, pelo uso das operagoes usuais

(soma, produto, limites, uniao, intersegao , etc), pode-se con

(s
sultar sobﬁs estes tOpicos C. Berge [12], C. Castaing e M.
J [',’)
Valadier [20], E. Klein e A.C. Thompson [53] e as referencias

citadas nos mesmos.

1.2 Inclusoes Diferenciais

As Inclusoes Diferenciais forem primeiramente estudadas

por Marchand (1934) e Zaremba (1936) sob o nome equagoes con-
tingentes (ou paratingentes);

Uma inclusao diferencial & definida como a relagao
X(t) € TI'i(t,x(t)) , x(0)=x, (ID).

onde % (t) denota a derivada da funcao desconhecida x=x(t). Com
respeito a t, e I' & uma multiaplicacao dada, a qual associa a
cada par (t,x(t)) (em algam dominio U ) o conjunto I'(t,x), x(t)
deve pertencer a um espago vetorial (usualmente ®r"Y) e t €R
(usualmente t >0)

Se para cada (t,x) € U o conjunto I'(t,x) consiste de um
Unico ponto, entao a inclusao Diferencial (ID) & uma equagao
diferencial usual.

Uma equagao diferencial especifica em cada ponto de U uma

diregao que deve ser tangente a solugao (mais precisamente, ao
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grafico da solugao, & o chamado campo vetorial associado), po-
rém, a inclusao diferencial especifica em cada ponto de U um
conjunto de diregdes, e a solucao pode ser tangente a qualquer
destas. € claro que o problema (ID) & muito geral e complexo,
nos sb descreveremos nesta secao resultados sobre a existéncia
de solugdes da (ID), obviamente, sob algumas restrigoes sobre
' (s.c.i. ou s.c.s.) e sobre suas imagens (convexidade, compa-

cidade).

a. Definicao e exemnlos

Por simplicidade de exposigao trataremos apenas do caso

da inclusao diferencial "autdnoma", descrita a seguir.

Definicao 7., Consideremos uma multiaplicagéo 's X 3 X, onde X

& um espaco de Banach. Uma fungao absolutamente continua
x: [ £4,T) > X & chamada uma solugdo do problema de  inclusao
diferencial se para quase todo t € [ ty,T) tem-se:

X(t) € I'(x(t)) , x(ty)=x; € X, A

Vejamos alguns exemplos:

Exemglos

7) Provavelmente este & o exemplo mais conhecido, pois du-
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rante os anos 60 e 70 foi muito pesquisado e deu um novo impul-
so a teoria de equacOes diferenciais ndo lineares. Os tipos de

inclusoes a que estamos nos referindo sao da forma:

X(t) € - A(x (1)), x(0)=x

onde A & um operador multivoco maximal mondtono.
Notar que o subdiferencial da andlise convexa & um caso
particular destes operadores.

Boas referencias sobre estes tipos de inclusoces diferen-

1 3A
ciais sao H. Brézis [17 ] e L. Barbu [11].
8) (Desigualdades Variacionais). Seja V: ®r"” x R™ > IR uma

funcao continua e consideremos a desigualdade diferencial:

Vi, %) <0 , x(0)=x,.

O problema anterior pode ser formulado em termos de um

problema de inclusao diferencial com

rix)= { vemr" / Vix,v)< 0, v=k}.
9) (Controle) Consideremos o sistema controlavel

x= f(x,u) (c)
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onde x & o vetor de fase em IRn, X & o vetor velocidade, e
u=u(t) & o controle sujeito a restricao geométrica: u(t) € U.
Com U un conjuntode R". Consideremos o conjunto de todas as
velocidades admissiveis do sistema no ponto x no espago de fa-
se IRn. Este conjunto f(x,U) consiste de todos 0s vetores
f(x,u), onde u & um ponto arbitrario de U. Se agora x(t) e

uma trajetdoria do sistema controlavel (c) com controle admissi

vel u(t), entao
x(t) € f(x(t),U) para quase todo t.
Isto nos leva ao conceito de inclusao diferencial
% € £(x,0) (*)

sob hipdteses fracas o sistema controlavel (c) com as restrigoes
geométrica: u(t) € U & equivalente a inclusao diferencial (*) ,

i.e, para qualquer solucao x(t) de (*) existe um controle admis

sivel U(t) € U tal que & trajetoria de (c) com este controle
A Y

u(t) (Lema de Filippov, veja por exemplo J.L. Boldrini [14] ) .

Existem duas técnicas basicas para provar a existéncia

de solugdes do problema de inclusao diferencial que sao: Técni-
ca de selecOes e a técnica de ponto fixo, que & o que apresen-

taremos nas duas prdximas segoes.
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b) A técnica de Selecoes

Suponhamos que exista uma funcao f:[to,T | x =% m" su-
ficientemente regular, continua, por exemplo, com a propriedade
de que para todo (t,x) € [to,T) x R” tem-se f(t,x) € I'(t,x) .
Entao, qualquer solucao da equacgao diferencial %X=f(t,x), gque no
caso de continuidade de g(.,.), & garantida existir por um teo-
rema de Caratheodory, seri necessariamente solugao de (ID).

A argumentacgao anterior introduz a necessidade do estudo
da seguinte questao: dada uma multiaplicagao : E 3 F, onde E e
F sao espagos com alguma estrutura (topoldgicas, de medida, etc),
em que condicOes existe uma fungao wé E » f tal que para todo
X € E tem-se ¢ (x) € Q(x) e v (.) tem certas propriedades de
regularidade (mensuralidade, continuidade, etc.)? .

Tal ¢{(.), se existir, & chamada uma selecao (mensuravel, conti-
nua, etc) da multiaplicacao . A fesposta a cuestao colocada
fornece imediatamente resultados sobre existéncia de solugoes de
inclusoes diferenciais. Por isto estudaremos um pouco esta ques

tao.

Selecoes Continuas

Definicdo 8., Sejam X e Y espagos topoldgicos e [':X 3Y uma mul-

tiaplicagao. Uma selecdo continua de I'' & uma fungao  continua
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f: X »Y tal que f(x) € I'(x) ¥ x €X. A

Evidentemente, para garantir a existéncia de selegoes con
tinuas sdo necessarias hipdteses de continuidade sobre a multia
plicagao. Infelizmente a s.c.s. da multiaplicacido ndo & sufici-
ente para garantir a existéncia de selegao continua, como pode
ser facilmente visto pelo exemplo sequinte: a multiaplicagao
s.c.s. I': IR 2 IR dada por I'(x)= {0} se x <0, I'(0)=10,1], I'(x)= {1}
se x > 0 nao admite seleg¢do continua.

Na tentativa de se provar tal existéncia, pode-se adaptar
duas posturas. A primeira consiste em dar uma regra que a cada
x €X seleciona um ponto comAuma determinada propriedade de
F'(x) e a seguir mostrar que a fungao assim obtida & continua
(sob certas condigoes). Com esta postura, obtem~se varios teore
mas. Teorema da Selegao Minimal, Teorema de Selegao de Chebishev,
Teorema da Selegao Baricéntrica, cada um deles com suas vanta-
gens e desvantagens.

Para que o leitor tenha uma idéia do tipo de resultado ob

tido, enunciaremos o:

Teorema 2 (da selecao Minimal) Seja X um espago métrico, Y um

espaco de Hilbert e r: X 3Y com valores convexos fechados
( P':X »CC(Y) e continua. Entao a fungao m: X »Y dada por
m(x)= 1 (0), onde T (0) indica a projecao de 0 €Y sobre o

I (x) I (x)
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conjunto convexo fechado I'(x) C Y, isto &, o ponto de I'(x) de
menor norma, & uma selecao continua de T. A

A segunda postura a ser adotada & a de obter selecgoOes de
carater local (isto &, definidas em uma vizinhanga de cada pon
to) e construir uma selegao continua global (isto &, definida
para todo X) utilizando uma particao da unidade.

Um teorema classico com esta postura & o seguinte:

Teorema 3 (de selecao de Michael) Sejam X um espago métrico ,

Y um espaco de Banach e I': X 3 Y s.c.i. com valores convexos
e fechados. Entao, existe uma selegao continua de T A
Pelo resultado anterior vemos que as multiaplicagoess.c.i.
(com valores em CC(Y)) se comportam melhor do que as s.c.s.com
relagdao a existéncia de selegoes continuas. Para estas  alti-
timas, entretanto, ha teoremas de selegoOes aproximados que em

muitas situacoes sao suficientes.

Teorema 4 (de Selecdao aproximada I) Seja X um espago métrico
compacto, Y um espago normado. Seja [I: X 3 K(Y) s.c.s.. Entao
para € >0 arbitrario, existe uma funcao continua

f:X » K(Img(l'), €) N co Im(I"), (onde coA denota a envolvente
convexa de A) que depende de ¢ , tal que se F e G sao os grafi

cos de £f e TI' respectivamente,

sup { d(z,G)| 2 € Fl<e
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Prova. Pode ser vista em 2 Cellina [ 21]. A

Outro resultado na linha do teorema anterior € o seguin-

te:

Teorema 5 (de Selecao Aproximada II) Sejam X um espago .de

Banach, Y um espago de Hilbert e I': X 3 Y s.c.s. com valores
convexos fechados. Entao, para todo e >0 existe uma fungao lo-

calmente lipschitziana £_ :X > Y tal que f_(x) Cco Im(l) e
Graf(fe) C Graf(I') + ¢ B

onde B= BX X BY , sendo BX e BY as bolas unitarias com

centro em 0 de X e Y, respectivamente.

Prova. A prova deste resultado pode ser encontrado em J.P.Aubin

e A.Cellina [ 7], Teorema 1, pag 84. A
Comentarios

Existem muitos outros resultados relativos a selegoes ’
uma excelente apresentacdo é dada em [ 7 1 . Para selegOes men-

suraveis, recomendamos o "Survey" de D.H.Wagner [77] e o de A.
Ioffe [50].
Vejamos algumas aplicagOes do exposto a inclusoces dife-

renciais.
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Proposicao 6. Sejam r:m” 3 m"” uma multiaplicacao s.c.i. com

valores convexos fechados nao vazios. Entdo existe uma solugao
da inclusao diferencial associada a I,

Prova: A prova & extremamente simples: utilizando o Teorema de
selec@o de Michael, obtemos uma selegdo continua £:IR'+ IR de

' Um teorema classico de Caratheodory agarante entao a existén

cia de uma solucao x: [tO,T)+IRn, (|r—t0|suficientemente peque
no) da equacao diferencial x=f(x), x(ty)=x, € R™ (Veja J.Hale
[86 ] ). Esta & também uma solucao de X € I'(x), x(t0)= Xq A

A utilizacao do Teorema de Caratheodory restringe a re-
sultado anterior a dimensao finita. Para multiaplicag¢Oes s.c.s.
em espacos de Hilbert, para os quais se dispoe da informacao de
compacidade local da seleg¢ao minimal, & possivel se utilizar a
seguinte linha de raciocinio:

O teorema da selecao Aproximada IT fornece uma selegao
localmente lipschitz da multiaplicacao e isto garante a exis
téncia de solugao local mesmo em dimensao infinita.

Infelizmente a solugao obtida & apenas uma solucao apro-
ximada (j& que a selecao €& aproximada) e tem-se que utilizar
um teorema de convergéncia (Veja [7 ] ) juntamente com a in-
formacao sobre a compacidade local da selecao minimal para pas

sar o limite e obter a solugao procurada.
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Proposicdo 7 . Seja X um espago de Hilbert, Xq '€ X e r:X3 X

uma multiaplicagao s.c.s. com valores convexos, fechados e nao
vazios. Suponhamos que a selegao minimal m: X > X dada por

m(x)= HF(x)(O) & localmente compacta, entdo existe T >0 e uma

funcao absolutamente continua x: [tgy, T)> X que & solugao de

X(t) € TI'(x(t)) , x(ty) = xg

Prova Veja J. P. Aubin e A. Cellina [7 ], Teorema 3, pag 98.

Observacao. O resultado anterior & verdadeiro para espagos de

Banach uniformemente convexos.

c) Tecnica do Ponto Fixo

Outra técnica muito utilizada para achar solugdes de in-
clusoes diferenciais, @ o que utiliza teoremas de ponto fixo.

Dada a inclusao diferencial (ID), vamos a introduzir um "Opera-

dor integral”, §, (na verdade uma multiaplicacao que fara o pa-
pel correspondente no caso de ecuacoes) © atuando sobre
C ([to,t1) ={z:[to ,T 1> D?n, continua } , isto e,
§ C( [to ,7 1 ) z CI[to,T]) dada npor

§(z(.)) = {e¢ € Cllto,? 1)|e(.) & absolutamente continua
o Qo(t) = T(t,z(t)) para quase todo t €[t ,T ]} .
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Entao, se x(t) & solucao de (ID) devemos ter

x(.) € §(x(.))

isto &, x(.) deve ser um ponto fixo da multiaplicagao § (a

igualdade x = g(x) na definicao de ponto fixo de uma fungaoc g
€ substituida pela tertenéncia x € I'(x) no caso de uma multia-
plicacao). Desta forma, somos levados a estudar condigoes que
garantam a existéncia de pontos fixos e, em particular, um teo
rema equivalente Classico de Schauder para operadores compac-
tos atuando sobre convexos, como também generalizagoes do teo-
rema de ponto fixo de Banach-Picard.

Vejamos primeiramente o sequinte principio Variacional
devido a I. Ekeland [37], o cual nos permitira provar alguns
resultados de pontos fixos para multiaplicagoes, como também

alguns resultados do proximo capitulo.

Teorema. (Principio Variacional de Ekeland [37] ). Seja (Xx,d )
um espago métrico completo, e seja f:X »IRU{+»} uma funcgao
s.c.i., propria (i.e, £ #+ ») e limitada inferiormente. Seja

XxX€X e ¢€,A > 0 dados, e suponhamos que

£(x) < inf {£(x) |x€X} +e (*)

Fntao, existe v € X tal que
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(a) d(x,v) < A
(b)  £(v) < f(x)
(c) f(x) + (¢ |2) A& (x,v) > £(v), se x ¥ V.
Prova. Construimos uma sequéncia encaixada de conjuntos fecha-
dos (Cn) da forma seguinte. Seja Xg = X, e suponhamos que X
€ dado. Definamos
c, = IxeX[EE+(e [Malx,x ) < f(x )}, (1)
M = inf {f(x)]| x€cC_ !} (2)
n n
e escolhamos x_,, em C com
n+l n
£(X_ )< % (m +£(x)) (3)
n+l’'— 2 n n "
Como X411 € Cn' a desigualdade triangular mostra gue
Cn+l C Cn+l' e assim m_ < moL1e Logo por (3),
F(x_ ) - m .. < E&MM)-m < E (E(x)-m) (4)
n+1l “n+l — 2 n n n+tl— 2 n n

Agora, para x € Cn, temos, de (1), (2),
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(5)

alx,x,) < (Me) (F6e) —m) < (M2% €) (£xg) - mp),

onde a Gltima desigualdade segue-se de (4). Entao (5) mostra

que dim Cn-+0. Como X & completo, temos que:

N C. = {v }, e que x_ *v quando n -
nEIN n

Agora (a), (b) sao consequéncias diretas de (*) e de fa-

to que vEC Finalmente, suponhamos que

0 -
f(x)+( e|N)d(x,v) < £(v). (6)

Entao, como v € Cp

f(v) + (elAr) d (v,xn) < f(xn). (7)

Agora (6), (7) e a desigualdade triangular mostram que
x € Crl para cada n € IN. Segue-se que x=v, e (c) & estabeleci-
do. A

Alguns corolarios imediatOs sao:

Corolario 1l.Suponhamos que X seja um espago métrico completo

e que f: X IR U{ +»}, seja pronria, positiva e s.c.i.Conside-

remos XO‘EDom(f) e € >0. Existe x € E tal que



31

(a)  £(x) + ed(xg,x) < £(xg)
(b) ¥ x ¥ x, f£(x) < f(x) + ed(x,x). A
Corolario 2. Sob as hipotese do corolario anterior. Sejam

€ , A >0 e um ponto x, tal que f(xo)i inf £(x) + € A,

0
Existe entdo x € X tal que

a) £(x) < £(x)
b) d(xg,x ) < A
- - L.}
c) ¥ x € X, f£(x) < f(x) + ed(x,x). A
Observacoes
1) E suficiente que C, seja completo mais que X, como ocorre

0

se Dom(f) & um subconjunto completo de um conjunto incomnleto X

2) O principio Variacional Ekeland assequra que v & minimal

para a ordem.parcial implicito em (1) e minora x.

3) Uma consequéncia um pouco surpreendente do principio va-

viacional de Ekeland, foi obtida por F. Sullivan, a gqual diz ,
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aue o principio variacional de Fkeland caracteriza a completi-

tude de um espaco métrico [75 |].

4) Muitos resultados podem-se derivar do Teorema de , Eke-
land, por exemplo, em eauacgoes diferenciais marciais recomenda
mos Chang [ 22] , Figueiredo e Solimini {41 ] e Szulkin [76 ],
na area de Geometria dos espagos de Banach, pode-se consultar
Giles [85 1.

Para un "survey" recomendamos o excelente artigo de I.
Ekeland [ 38 }, e a monografia de D.J. de Figueiredo [ 40 ), co-
mo também o livro de J.P. Aubin e I. Ekeland [8 ].

Outras referéncias sao Penot [62 ], Clarke [29 ], e

Borwein [ 16 ].

Definicao 9 Seja TI: X 3 X uma multiaplicagao, dizemos que
X € X & um ponto fixo de I se: x € I'(x). A
Teorema 5. (Caristi). Suponhamos aue X seja um espago métrico

completo, e que T': X 3 X uma multiaplicacao com imagens nao
vazias. Além disso que existe uma fungao f: X *IR+1J{-+w} semi

continua inferior e nao identicamente igual a + = tal que

¥ x € X d y € I'(x) : f£(y)+d(x,y) < £(x) (1)

Entao I tem um ponto fixo.
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Se f satisfaz a sequinte relacgao
¥x € X, ¥y € I'(x) : £(y)+d(x,y) < f(x) (2)
entdo existe X € X tal que T (x)= {x} .

Prova. A idéia & fazer uso do Corolario 1 do Principio Variacio
nal de Ekeland, seja x verificando a condigao (b) de tal corola
riocom € <l e y € T (x) verificando f(§): d(§,§)§ £ (x). Se
y & diferente de x, da desigualdade (b) do corolario mencionado
~com x=y implica que d(§,§)j ed(x,y) o qual & impossivel pois
e < 1. Logo x=y. Assim temos que se a condigao (1) & satisfeita

existe ao menos um ponto fixo e se a condicao (2) & satisfeita

todos y € T'(x) sdo iquais a x, isto & I (x)={ x }. A
Observacoes
1) Uma fungao satisfazendo a condigao (1) & chamada uma dé-

bil entropia para T, e a multiaplicacgao P giz-se débilmente

dissipativa.

2) Uma fungao satisfazendo a condigao (2) & chamada uma

entropia para I', e a multiaplicagao I' diz-se dissipativa.

3) Os nomes anteriores, sao devidos ao fato que a multiapli-
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cagao se associa com um sistema dindmico, para resultados nes-
ta diregao recomendamos o artigo de J.P. Aubin e J. Siegel [9].

Vamos agora mostrar um resultado na qual £ nao & necessa
riamente semicontinua inferior; mas, a multiaplicagao I -deve

ter grafico fechado.

Teorema 6. Seja X um espaco métrico completo. Consideremos uma
multiaplicacao TI':X ¥ X com grafico fechado. Se existe uma fun
cao f: X IR U {+=} nao identicamente igual a + ®. Verificando
a condicao (1) do teorema anterior, a multiaplicacao I' tem
ponto fixo

Prova. Tomemos um X € Dom(f); vamos construir por recursividade

uma sequéncia de elementos x, € X tais que, gragas a condigao

(1) do teorema 5, se tenha:

X € ix ), dx x ) < flx )-fx ). (*)

n+1l n+1’ n+1l

O qual implica que a sequéncia de numeros positivos f(%n)
& descrescente: ela converge a um nimero o . Somando as
desigualdades (*) de n=p a n=q-1l, a desigualdade triangular
implica que
g-1

dix , =) % d(xr1+

< £ -f
P = V *n) (Xp) fXQ)
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Como o membro da direita tende a o - a = 0 quando p e
g tendem a infinito, temos que a sequéncia (xn) € Cauchy, como
X & completo, existe X € X tal que xn+ X quando n *« Por
) > (X,x) quan-

outro lado como (xn,x € Graf(l'), e (x

n+l) n'*n+l
do n »» , temos do fato que Graf(I') & fechado, que X & um pon-
to fixo de T. A

Agora vamos mostrar o teorema de ponto fixo de Kakutani
(1961), o qual & o analogo a teorema do ponto fixo de Schauder

[ 471, para o caso de multiaplicagdes Primeiramente damos uma

definicao e um Lema.

Definicao 10.Dizemos que um espaco métrico X tem a propriedade

de ponto fixo, se toda funcao continua de X em X tem um ponto

fixo (no sentido usual). A
Exemplos 10) X = B(0,1) = {x €m®"| || x|| <1} onde ||. || &

qualquer norma em IRn, tem a propriedade de ponto fixo, gracas

ao teorema de Brouwer [47].

11) Seja K um convexo compacto de um espago de Banach X ,
entao K tem a propriedade de ponto fixo, em virtude do teorema

de Schauder.

Lema 1. Seja X um espago métrico compacto que tem a proprieda-
de de ponto fixo. Seja [I': X 3X uma multiaplicagao fechada. Su
ponhamos também que I' tem uma € - selecao continua para todo

e > 0, entao I' tem ponto fixo.
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pProva. Denotemos F= Graf(f) e G= Graf(l'). Como I' tem um . €-se
lecao continua para todo € > 0, consideremos uma sequéncia
€ + 0, logo para cada n, existe fn: X » X continua, como X
tem a propriedade de ponto fixo, cada frl tem ponto fixo em X,
denotemos do y, . Como X & compacto, existe uma subsequéncia

(ym) de (yn) tal que Y, *¥y € X quando n +~ ., Vamos  mostrar

que yg € F(yo). Temos que:

d((yolyo) IG_fd((YOIYO):(X'n !Ym))+ d((¥nr £ (ym)),G)
_<_ d((YOIYO)I(ymrym))+ sup { d(Z,G) /ZEFm }
onde €n= Graf(fm). como y.
(y ,y ) ~» (yo, v.) (m »~ ) e pela hipdteses sup {d(z,G) |z €F }
‘mm 0 m

> YO (m~» ), temos que

< ¢€ps de onde sup {d(z,G) |z €Fy }> 0 quando m »» j& que

cm_+0;'Logo, d((yo,yo,q)=0, e como G é um conjunto fechado (pois

' € uma multiaplicacao fechada), se tem (yo,yo)e G, ou
Yo € f‘(YO). A
Teorema 7. (Kakutani). Seja K um conjunto compacto e convexo de

um espago de Banach X e TI':K 3 K com valores convexos fechados
e nao vazios (i.e., T:XK3 CC(x)) s.c.s..

Entao I' tem ponto fixo.
Prova. (A. Cellina [ 211, 1969). Pelo teorema de selegao apro

ximada I, existe uma fungao f: K »K - continua - tal que
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sup {d(x,G)|x €F} <e ¥ e >0, onde F e G s@ao como no lema
anterior. Pelo teorema de Schauder, K tem a propriedade de pon

to fixo. Pelo lema anterior I tem ponto fixo em K. A

Fazendo uso do Teorema anterior, pode-se provar o seguin
te resultado:

Proposicao 8. Sejam X um espago de Banach, X, € X e I':X3 X e

s.c.s., com valores convexos, fechados e nao vazios e tal que

exista M >0 tal que para todo x € X, || I'||=sup{||z]| |z€ T(x)} <M
Entao existe uma solugao da inclusao diferencial

%(t) € T(x(t)), x(ty) = xg- A

Comentario .

1) Existem uma extensa literatura relativa a teoremas de
ponto fixo para multiaplicagoes, como também uma extensa  bi-
bliografia com aplicagoes, com mais detalhes, recomendamos J.
P.Aubin e A. Cellina [ 7 ], Jd.P.Aubin [ 6 ] , I.Kaneko [ 52 ]

R.Wegrzyk [ 78] Z.Dzedzey [36] , e as referencias citadas ali.

2) Muitos outros resultados sobre inclusoes diferenciais
existem. Por exemplo, para resultados com multiaplicacoes sem
valores convexos e associados a operadores maximais monotdni-
cos, consulte [ 87], [ 8]; para solugdes classicas de inclusces

diferenciais [84 ] .
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Os resultados de existéncia de solugoes gque apresentarmos
sao locais; como em equagOes diferenciais, resultados sobre
existéncia global podem ser obtidos impondo condigoes de cresci

mento sobre a multiaplicacao.

1.3 Aplicacoes

a) Otimizacao Multiobjetivo: Otimes de Pareto.

Nesta secao abordaremos o problema candnico de programa-
cao multiobjetivo, e veremos cue a existéncia de um otimo de
Pareto & equivalente a achar um ponto fixo de uma certa multia-
. plicagao.

Comegaremos com uma breve revisao de cones, para logo for
malizar o problema ha ser estudado.

No seguinte X e Y denotaram - dois espagos de Banach.

Definicao 11, Um subconjunto K € Y & dito um cone se para todo

y € K e para todo A >0, temos A y € K, A

Definicao 12. Um cone convexo K, € um cone, o qual & convexo ,

isto é:
A4 yl,y2 €EK e V)\l, 7\2 > 0, AL+ ?\2-'—-1, )\lyl + >\2 Yy € K,

- 1

ou, equivalentemente, K + K C K, o que nos dizg
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¥y, €K e ¥a,8 > 0:ay, + By, € K. A

Um cone K diz-se ponteado se: K N - K= {0}.

Para um cone ponteado K escreveremos

i< ¥ => y,-y; € K e
y2 <==> yz—yl (& K '{0} .

Exemplos de Cones.

12) Um subespaco sempre & um cone convexo.

13) Os semiespagos (abertos ou fechados) limitados por um

hiperplano que contem a origem.

14) Seja B C Y n3o vazio, o seqguinte conjunto & um cone:

{yey |y= lim A, (YY) oomyoeﬁ, A\, 20ey €B,y *Y, }

e € chamado cone de deslocamentos aderentes a B em Yo € € deno

tado por D(B;y,) observemos que D (B, Yo ) & um cone fechado.
15) Seja A um subconjunto de Y . o subconjunto seguinte:

CONE (A) = U Aco (2)
A>0
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€ o mais pequeno cone convexo que contém a A.

O cone anterior chama-se cone convexo engendrado por A,

A aderéncia do cone anterior, chama-se cone convexo en-

gendrado por A.

Propriedades dos cones convexos

1) Toda intersegao de cones convexos & um cone convexo (as-
sim todo subconjunto de V definido por um nimero qualquer de

desigualdades lineares homogéneas).

2) A imagem de um cone convexo por uma aplicagao linear e

um cone convexo.

3) O produto Cartesiano Kl X K2 XeooX Kn € um cone convexo
se e somente se K,, K,, ..., K sao cones convexos.

1 2 n
4) Para que um cone convexo seja ponteado & suficiente que

ext (K)= {0} , onde ext(K) & o conjunto de pontos extremos de

K, isto &, {x € ¥, ¥ x X, € K, x, ¥+ x, e x=(xl+x2)/2 .

1’ 72 1 2
Definicao 13. Seja B um subconjunto nao vazio de Y, yo<EB e
chamado um elemento maximal de B, denotado Yo € max (B;K) se:

€ B: < .
gy Yo <Y
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Exemplos
16) Seja Y = IR2 e B =B, UB,, onde
1 2
Bl ='{(al, az) I 0 < a; < 1, O <a, < 11}

— 2 2
K = {(al, az) | a; > 0y 4 0y > 0 }
Temos que: max (B;K) = {(a, ,0 )| (a —l)2 + a2 =1, a, > 0 }
) ! 1’72 1 2 ' 1 —
17) Consideremos Y = IR2 e B==B1(J B2, onde
B, = {(a;,a,) | 0? + ol < 1 a, >0, a, > 0}
1 172 1 2 — ! 1 -7 72 =
B, = {(al,az) | ay >1, a, > 0}
K = {(al,az) | a; > o, a, > 0}

g

Temos neste caso: max (B;K)

Sejam f: X +Y uma funcao K C Y um cone ponteado, conside-

remos o problema
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Maximizar {f(x)| x € A } P)

onde A C X e nao vazio , i.e., determinar todos os xO c A para

os quais

f(xo) € max (£(n);X)

tais pontos Xy sao chamados pontos maximais de P).

Relacao do problema anterior com Otimos de Pareto.

Recordemos primeiramente a definigao do otimo de Pareto.

Definicao 14

. Seja X um espaco de Banach, e 94 X »IR i=l,...,n

fungoes dadas. Dizemos que X, € X € um Otimo de Pareto se:

A x € X tal que ¥ i=1l,...,m gi(x) > gi(xo). A

Agora vejamos a relacao entre ponto maximal e otimos
de Pareto.

Tomando A = X, VY = RrM e K = IRT e

f = (gl,...,gm) no problema P) anterior, temos que XOE X

€ um ponto maximal se

f(xo) € max (f (X); ]RT) (*)
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ou equivalentemente, x, € um ponto maximal se nao éxiste

0

y € £(X) para o qual f(x0)< y
R+

Ja que y € f(X), temos que existe x € X tal que :

y = (gl(X),--.,gm(X)).

Assim,temos que (*) & equivalente a

42 x € X, tal que vy i=1l,...,m gi(x)> gi(xo) isto §&,

X. € um otimo Pareto.

0

O problema de achar os pontos de Pareto, recive ,usual-

mente o nome de programa multiobjetivo.

Para mais detalhes de otimos de Pareto, bem como sua
aplicacao aos problemas de Economia, recomendamos Moulin e Fo-
gelman [61] , Aubin [ 3] .

Agora veremos um teorema devido a Corley [35 ], que re-
laciona o nroblema P) com um problema de ponto fixo para mul-

tiaplicacgoes.

Teorema 8. (H.W. Corley) Seja ™ : Y 3 Y uma multiaplicagao de-

finida por

r(y) = {£(x)/ x € A, f£f(x) € R+y }.

Entao X € um ponto maximal de P) se e somente se
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F(f(xo)) = {f(xo)} . (*)

Prova, Suponhamos que x, € um ponto maximal. Temos entao que,

0
f(xo) € F(f(xo)). Se existir f(xl) ¥ f(xo)taltmm fGﬁ)EIWf(xon,

temos que x, & factivel para P) e satisfaz

1

0 # f(x,) - f(xo) € K

1

o que contradiz as hipdteses

Inversamente, suponhamos que (*) se satisfaz. Entao

- €
0 & £(x,) £(x,) K
.néo pode ser satisfeito para qualquer factivel a P), de modo
que X € um ponto maximal. A
O seguinte exemplo mostra como o teorema pode ser

aplicado diretamente.

Exemplo 18. Sejam o Bi niameros reais. Consideremos o se-

guinte problema

Maximizar (30Ll + a2 ’ ul - 2 a2)
sujeito a ai + ag <1
o o > 0
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Colocando y = (81, f&) e x = (al, az)r buscamos um ponto

fixo de

F(81,82)— {(3 A+ Gy, Oy 2 a2)|u1+ ay <1; a0, > 0;

1"72

3 a,+ 0, > Bl ro0y 2 a, > B, }

no sentido do teorema 8. E evidente de consideragdes graficas

que os pontos (al, az) gue sao pontos fixos sao aqueles que sa-

tisfazem
2 _
ay + a, = 1
3 oy + o, = Bl’
onde Bl € qualquer escalar produzindo nao negatividadedosui.

O conjunto de pontes maximais &

) /o2 .
{(ay,05) | 0y=(6 By+ /20-487)/ 20, a,=2 B,-3/40-4p7/20; 1< B < V10 }.

Vamos estabelecer teoremas que garantem pontos fixos de
multiaplicagoes do tipo: Ir(y) = {y} existe. Estes resultados
estdo entao relacionados ao problema P) via Teorema 8.

Recordemos primeiramente algumas definigoes.
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Definicao 15. Sejam B c Y nao vazio e I':B 3 B tal que

-

F'(v) € B & fechado em Y para todo vy “ B. Dizemos que B é

- ' semicampacto se toda cobertura aberta de complementos da for-

na.

onde A € um conjunto de Indices arbitrarios, tem uma sub -

cobertura finita. A

Nota. Claramente se B & compacto, entao B & I'-semicompacto

_ Definicao 16. Seja I''t B 3 B uma multiaplicacao. Dizemos que I' &;

a) . reflexiva sobre B se : y € T (y) ¥ Yy € B.

b) Antisimétrica sobre B se: Y, = ¥, quando Yy, € F(yl) e

vy € I(yz).

c) Transitiva sobre B se: Y3 € F(yl)qumuk>y2‘5nyl) e

y; € I'ly,). A
Temos © seguinte Teorema.

Teorema 9 .Seja TI':B I B uma multiaplicacao tal que I'(y) ¢ B &

fechado em Y para todo y € B, reflexiva, antisimétrica e transi
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tiva sobre B, e seja B [I'-semicompacto . Entao existe y € B tal

que I'(y) = {y} .

Prova, Notemos que I' induz uma ordem parcial sobre B definido

por
Y, <y, se y, € P(yl).

Mostraremos que B & inductivamente ordenado para logo

aplicar o Lema de Zorn. Suponhamos que B nao o seja. Entao exis

te um conjunto totalmente ordenado T = { Y, | «a €A} em B o
qual nao tem cota superior em B. Assim ﬂF(ya) = @#: senao qual
'(X,EA

quer elemento desta intersegao seria uma cota superior de T em

B. Logo para qualquer y € B existe ych T tal que y & P(ykx)de
modo que {TS(y a)l a € A} forma uma cobertura aberta de B.

A TI'-semicompacto de B agora implica que B tem uma subcober

tura finita denotada por

{ Fc(yi) | i=1,...,n }

onde yi SY, S eel S Yn sem perda de generalidade.

Mas entao, das hipdteses de transitividade

F(yi) C F(yi_l) ’ i=2,-..’n.
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. c . -
Segue-se que B C I (yn) e assim r (yn) C Bc, o qual e

uma contradicao ja que Y, € 'P(yn).
Assim B & inductivamente ordenado e tem um elemento maxi-

mal pelo Lema de Zorn, com a propriedade

z € F(y) => z =y.

Em outras palavras, existe y € B para o qual {y} = T (y).a

Um corolario imediato € o seguinte resultado de existén-

cia para o nroblema P).

Corolario 2 .Se f: X - Y & continua, A e n3o vazio e compacto ,

e ¥ um cone convexo ponteado em Y, entao existe um ponto maximal

para P).

Prova, O conjunto B = f£(A) & compacto, ja que f & continua, e
' (y) = BN [K+y ] satisfaz as hipoteses do teorema 9, logo
existe X € A para o qual (*) do teorema 8 de satisfaz, e a
conclusao se obtem do teorema 8. A
Observacao. Q seguinte exemplo mostra que o teorema pode ser

falso se suprimir-se a hipoteses B & compacto, por B fechado e
limitado em um espaco de Banach infinito dimensional.
Seja Y = cgv- © espago de Banach das sequéncias y = < a >

de niimeros reais convergentes a zero com a norma || y|| = sx%?lanlT 0

conjunto K de todas as sequéncias nao negativas em C, € um cone
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convexo fechado ponteado , como pode verificar-se facilmente .
Seja B = {y | [lyll <1} o qual & um conjunto fechado e limita-
doe TI(y) =BN[K+y ] para y € B. Fixemos y = < a, > em B,

notar que existe k € IN tal gue Iak|< 1l.Seja Y, @ sequéncia a
qual & zero exceto no k-é&simo lugar, onde vale l—IakI.
Segue-se que y+y, € B N[ K+y] . Ja que y € arbitrario ,

{y} # T'(y) Yy € B, isto &€, max(B;K)=4.

b) Aplicacao ¢ Convergéncia de Algoritmos.

A maioria dos métodos de otimizagao sao interativos, i.e,

aue a partir de um ponto inicial dado x se gerauma sequéncia

0’
potencialmente infinita Xyt Xor eeeyXy 4 oo , que se espera
que convirja ao Ootimo buscado.

Um algoritmo de resolugao & um procedimento que permite a

partir do ponto inicial dado x engendrar a sequéncia (xk). Um

0’
algoritmo estad entao perfeitamente definido por uma fungao £
dada, que a X, associa x; ,; = f(xk). Isto permite confundir o

algoritmo com a fungao associada a este. Logo o estudo da con-
vergéncia de um algoritmo se remite ao estudo das propriedades
da funcao f.

Consideremos por exemplo o seguinte problema

Min x - 10
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onde X € IR, o ponto O0timo & obviamente zero.
O melhor algoritmo possivel para o problema anterior usa
a funcao f(x)=0; o problema e assim, resolvido num s& passo.
Um outro algoritmo, que é do mesmo tipo, usa a funcao

f(x)=x/2. Comegando no ponto x=2, a sequéncia gerada seria
{2,1,1/2,1/4,1./8,...}.

Para esse algoritmo, devido a x 1= xk/2, em cada inte-

k+

ragao, o prdoprio ponto & 1/2, a distdncia que resta até chegar
a zero, e o algoritmo converge, porque o limite da sequéncia

{x, }é& o ponto otimo

k
lim xk = 0
k3o

- Um modelo Geral de Algoritmos

O modelo anterior de algoritmo de resolugao permite o es
tudo de algoritmos particulares e nao esta bem adaptado ao estu
do de uma classe de algoritmos. Ja que o objetivo geral & estu-
dar globalmente o comportamento de uma classe de algoritmos ao
invés de se estudar todos os algoritmos de uma classe, os
quais diferem na "pratica", sejam Ajr o--- Ap um certo nimero de
algoritmos pertencentes a uma mesma familia. Em principio po-
der-se-ia estudar globalmente seus comportamentos, nao obstante,

& melhor considerar globalmente a familia como uma aplicagao que
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a um ponto x, associa os p pontos:

k
Al(xk)’ AZ(Xk)’ ey Ap(xk). ou, analogamente como a

aplicagao : x, > {A (% ),..., Ap(xk)}

Isto nos leva em forma muito natural a um modelo geral
no qual os algoritmos (ou classes de algoritmos) sao represen-
tados pelas multiaplicagoes .

A ambiguidade aparenta nessa definigao de um  algoritmo
nao significa que o carater de um algoritmo seja aleatdrio. Em
implementag¢oes reais, os algoritmos nao sdao definidos de = uma
maneira ambigua.

De fato, um determinado programa de computador, que e
executado duas vezes do mesmo ponto inicial, vai gerar duas cé
pias da mesma sequéncia. Em outras palavras, na pratica, algo-
ritmos sao funcoes.

A utilidade da definicao mais geral & que ela permite
analizar, de uma s vez, a convergéncia de uma familia infini-
ta de algoritmos parecidos.

Entao dois programas de computador, desenhados da mesma
idéia basica, sao talvez, diferentes em alguns pequenos deta-
lhes e, talvez, nao produziram resultados idénticos quando ini

ciados do mesmo ponto inicial.

Os dois programas podem, porém, ser considerados como
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implantacoes da mesma multiaplicacao.

" Nocao de Convergéncia Global

Definicao 17 . Dizemos que um algoritmo descrito por uma multia-

plicagcao & globalmente convergente, se qualquer que seja o pon-

to de partida x, escolhido, a sequéncia (xk) gerada por
X1 € A(xk) ou uma subsequéncia converge a um ponto que sa-
tisfaz alquma condicao necessaria de otimalidade. A

Comentarios. A condigao necessaria que intervem na  definigao

anterior & geralmente a estacionaridade (isto &, V £(x)=0 no
caso diferenciavel, 0 € acf(x) no caso.convexo), no caso sem
restrigoes, e a condigdao de Kuhn-Tucker no caso de otimizagao
com restrigoes.

Naturalmente a convergéncia global nao implica que a se-
quéncia convirja a um Otimo global. Impor que um algoritmo con-

virja globalmente a um O6timo global € muito forte.

Un Teorema de Convergéncia Global

Consideremos um problema de otimizagao sobre um espago X
e seja £ o conjunto pontos que satisgazem uma certa condigao de
otimalidade necessaria.

Suponhamos que para resolver um problema de otimizagao
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se utiliza um algoritmo representado por A: X 3X,

Mostraremos abaixo em que condigoes o algoritmo A tem a
propriedade de convergéncia global (i.e., a convergéncia da
sequéncia, ou a uma subsequéncia gerada por A, a um elemento de £,

a partir de aualquer nonto X chamado usualmente ponto de par

tida).
Definicao 18. Diz-se que z: X »JR & uma funcao de descenso
(relativo ao algoritmo A), se ela & continua e possui as se-

guintes propriedades:

i) X € Q => z(y) < z(x) ' ¥y € A(x)
ii) Xx € Q => z(y) < z(x) ¥y € A(x) A
Teorema 10 . (Zangwill, 1969). Seja um problema de otimi-

zagao sobre X e £ o conjunto de pontos que satisfazem uma cer

ta condicao necessaria de otimalidade. Seja A: X 3 X um al-
goritmo e consideremos uma sequéncia {xk} engendrada por A,
e e
i.e., Xl A(xk) se

Hy) {xk} esta contido num compacto C C X,

H,) existe uma fungao de descenso para I' ,

H A fechado sobre X\Q e para todo x € X\ Q ,Alx) * #.

3)
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Entao o limite de qualquer subsequéncia convergente de

| X, } pertence a © (Tais limites existem pela hipdtese H)) .

Prova . Como {xk} esta contida num compacto, pode-se extrair
uma subsequéncia convergente. Seja { xm/mGEM‘} uma tal subse-
quéncia e seja X seu limite (x € C). Da continuidade de = (fun
cao de descenso para A), se tem z(xm) + z(x) quando m »= _Mos

tremos que se tem também z(xk) + 2(x) quando k » =

¥ € > 0 (dado), existe, m tal que:

Vmime (m € M): z(xm) - z(x) < e .

Por outro lado para todo k > mE'(k € IN) tem-se:

z(xk) - z(x) = z(xk) - X(Xm{,)+ Z(me ) - z(x).

Ja que z & mondtonica, z(xk)—z(xm ) < 0, logo
€

z(xk)— z(x) < z(xm ) - z(x) < € ¥ k > m_

€

Nos resta provar que x € (.

Para ela consideremos a sequéncia {xﬂ+l,/m€§M }. Todos
os elementos desta sequéncia estao contidos no compacto C ’
logo pode-se extrair uma subseguéncia desta sequéncia conver-

gente,

{Xm+l/m EM'CM!} e: X ,1 * ¥' gquando m >
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Assim ara m *> e m€EM': x » X, X + x'"x € Ax ).
1 P m " m+1 m+1 (m)

Sex¥¢ © , como A & fechada (nor H3)), se deduz que:
x' € A(x).

Ja que z(xk) + z(x) quando k »» (k € IN), em particular

z (x ) »2z(x') = z(x) quando m -»® , M E M',

m+1l

Entao, a desigualdade estrita: z(y) <z(x) nao se verifi
ca para y=x' € A(x), o que contradiz o fato que z & uma fungao

de descenso.

Logo, necessariamente x € ., A
Observacoes
1) Este resultado muito geral nos permite estabelecer a con-

vergéncia global de muitos algoritmos.

2) Fxistem varias extensoces deste resultado como por exem-
plo os dados por Huard (1979) [49], Adhigama, Polak e Klessig
(1979) [1].

3) Com relacao & aplicagao pratica do teorema de Zamgwill ,

podemos notar:

a) A funcao de desceuso z se toma em geral como a fungao a
ninimizar, logo uma hipdtese que em geral se faz & a continui-

dade de tal funcao.
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b) Dada a funcao f a minimizar, para satisfazer Hl), se faz

em geral a hipGtese que o conjunto

s, (£) = {x€X | f(x)<a-= £(x4) ]}
Seja limitado, isto assequra que a sequéncia { xk} esta
contida num fechado limitado que en ®R™ & um compacto.
A outra forma de satisfazer Hl) e que f seja inf-limita-

do, isto &, quel| x|| ++t> = f(x)>+x

c) Contrariamente as condigoes H,) e H2) gque sao geralmente
satisfeitas, a condigao H,) € de importancia critica. A ~ nao
convergéncia de um algoritmo provem frequentemente do fato que

nao se satisfaz esta hipdtese.

Exemplo 19. (Luemberger 1973): Seja X =1[10,1]1 , definamos A
por, A(x) =[0,x[ se 0 <x <1 e {0} se x=0.
Para 2 = 0, a fungao z(x)=x & uma fungao de descenso :

y = z(y) <z(x)=x yYyy€ar(x), x+0.

- . _ _ _ k+2, -1 s
A sedguencia Xy = 1, X417 *x (2 ) verifica para
todo k: X4l € A(xk), mas
k k -
Xpl= 1- 2 @) Tt = @ l»% ¢ Q
m=0 =0

A razao pela qual x, nao converge a §f & que a multiapli-

k
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cacao A nao & fechada em X/ Q.

Consideremos alguns algoritmos particulares.

Otimizacao Unidimencional exata

A Jiteracao tipica de numerosos algoritmos de otimizagao

& construida no esquema seguinte:

(a) No ponto em andamento, x, se escolhe uma diregao de des-

locamento d4;

(b) a partir de x, se busca o minimo da funcao f na direcgao

d; i.e., se determina o tal que:

£(x+ad) = min {£(x+ad) | « > 0}

O ponto y = x+ad e entdo tomando como o ponto de
inicio na interacao seguinte.

Note-se que este esquema conduz de forma natural a se
considerar o algoritmo como a composigao de duas multiaplica

coes D e U:

1) A aplicagao D que associa a x uma diregao de deslocamen-

to d € D(x).

2) A aplicagao U gque associa & dupla (x,d) um pontoy € U(x,d),
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onde U(x,d) €& definido como o conjunto de pontos da forma x+od

onde f atinge seu minimo:
U(x,d)={y | y =x+od | a>0e f(y)=f (x+od) }.

O resultado seguinte @ de grande utilidade para a de-
monstracao da convergéncia de numerosos algoritmos de otimiza-

cao.

~ - n ~
Teorema 11 . Se a fungao f & continua sobre IR", entao a mul-

tiaplicacao U(x,d) definida por:

U(x,d)= {y| y=x+od(a >0); £(y)= min f(x+ad |a >0} .
é fechada no ponto (x,d) ¥ 4 % 0.

Prova.Consideremos duas sequéncias {xk} e '{dk} tais que

X, > x e dk +d+ 0 quando k »« , Suponhamos que ¥ k ,

Yy € U(xk, dk) e que y, > Y. Mostremos entao que y € U(x,d).

Pela definigao de U, para todo k, existe > 0, tal que:

+ a. d Assim:

Y = *¢ k°k*

Hy, - x|l
. = k ) !

k l dkll
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€ por conseguinte gquando k -« :

oo oo Hy=x |l

o
k 1l afl
Assim vy = x + ad.

E suficiente agora demosntrar que o minimo de £, no seg-

mento de reta que inicia em x, na diregao 4, & atingido no pon

to vy.

Tem-se ¥ k e ¥ a > O: f(yk) < f(xk+adk), O que prova
que:

f(y) = min {f(x+ad)| o > 0}
de onde y € U(x,d). A

A condigao d ¥ 0 & absolutamente necessaria. Com efeito,
se d = 0 a nogao de otimizagao de f na diregao d nao tem senti
do e a multiaplicagao U(x,d) nao estd definida. Esta condigao
nao & restritiva, posto que, muitos dos algoritmos, quando a
direcao de deslocamento & d = 0, significa que o ponto x sa-
tisfaz uma condicao necessaria de otimalidade ((estacionarida-

de no caso sem restrigdes, Kuhn-Tucker no caso com restrigoes).

Otimizacao Unidimensional Aproximada

Como a maioria dos métodos para minimizar a fungao
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g(a) = f(x+ad) ( a >0) & de natureza iterativa (dicotomia, fi
bonacci, etc), o minimo exato da funcao g(.) nao pode ser
obtido em forma exata em um nimero finito de iteragoes. Na pra
tica, sempre se acha um minimo aproximado. E entao fundamental
verificar se a propriedade de fechamento estabelecida anterior
mente para o caso idealizado de uma otimizag¢ao unidimensional
exata, se conserva.

Consideremos por exemplo, os seguintes tipos de aproxima

cao:

Tipo 1 Corresponde ao caso onde a busca & interrompida gquando
o erro relativo sobre o , o minimo de g(a), e inferior a uma

porcentagem ¢ fixa, i.e.,

(por exemplo, nos casos de dicotonia, Fibonacci, tem-se) .

Tipo 2 Corresponde ao caso onde a busca & interrompida quando
se obtem uma aproximacao com tolerdncia € do Ootimo procurado,

i.e., quando

| glay) - gl@] <ce

¢

A aproxima¢ao do tipo 1 conduz ao estudo da multiaplica-

gcao
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Us(x,d) = {y }y = x+ad(a > 0), o —a | < sa }

com o verificando g(a) = min {g(a)| o > 0 }, enquanto que,

o0 tipo 2 leva a
Ue(x,d) = {y | y=x+ad (a > 0); glo)< gla)+ €}

onde g(a)= min{ g(a) | a > 0}.
Podemos enunciar:

Teorema 12. Se a funcdo f & continua sobre IR", e inf-limitada

(i.e., f(x)»+~ para ||x]||++»), entdao U .(.,.) & fechada em to-

8
do ponto (x,d) tal que d #0.

Prova. Podemos considerar U5("°) como a composigao das seguin

tes multiaplicacgoes:

a) a multiaplicacao que a (x,d) 3 U(x,d)= {y| y =x+od ,
(@>0) e f(y) = min {F(x+ad) |a >0 }}. (a qual & em
geral um intervalo [o , ., o . 1);

b) A multiaplicacgao V<S que a um intervalo [amin r% oy ]
com amin-io associa o intervalo "extendido".
= ' - +6 .
VS( [amin' umax 1) [amin (1-6), amax(l )]
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Pelo teorema 11, a multiaplicagao U(.,.) & fechada e &
elementar se constatar que V6 & fechada.

Se o conjunto U(x,d) & limitado (este & o caso por exem
plo se f(x) »+ « para ||x]] > +«) entdo se tem que U é fechada
em virtude da proposicao 4. A

E facil mostrar que se f£ & continua, a multiaplicacao U_

& fechada.

Consideremos agora um algoritmo mais complexo.

Método da Maxima descida (Steepest descent) (Cauchy 1847. ’

Curry 1944)

Este método & para resolver problemas do tipo

Min {f(x) |x €mR"™} , com f diferenciivel.

0 algoritmo & o seguinte:

(a) Escolher um ponto inicial Xo =0
(b) Na iteracao k: 4, =- VE(x,)
Pesquisar Ak tal que:
£ (x, A, 4 ) = min {£(x, +d) |2 3 0}
fazer X 41 = xk+7\kdk
(c) Testar o erro: se verifica: FIM, se nao fazer k «k+l

retornar a (b).
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Como a convergéncia nao &, em geral, finita, deve~se defi

nir um teste de parada. Alguns critérios sao os seguintes:
critério 1: Max {I%ﬁ | < ¢/ 1L <1< n} (€ > 0. dado)
i

e 2 w of

Critério 2: || VE||“ = = (5502 <« ( € > 0 dado).
i=1 °%4

itari . - F

critério 3: {f(xk+l) L(xk)l < n (n > 0 dado).
Temos o seguinte teorema de convergéncia global para o

" método da maxima descida.

Teorema 13. Se a fungao f & continuamente derivavel e inf-limi

tada, entao, para todo ponto de partida x, (com VE(x,) #0), 0

0
método da maxima descida (com otimizacao unidimensional  exata
ou aproximada) converge a um ponto I estationario de f

(i.e., x*: VE(x*)=0)

Prova. O algoritmo da maxima descida pode ser representado pe-

la composicao de duas multiaplicagoes D e U:

- a aplicacao D, que a x, associa a direcao de deslocamento

dk = - Vf(xk).
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- a multiaplicacao U representando o processo de otimizacgao

unidimensional e que a (xk, dk) associa: x € U(xk,dk).

k+1

Se a fungao f e continuamente diferenciavel, a aplicagao
D & continua (no sentido usual, i.e., de funcdes); por outro
lado, como f & continua, a multiaplicacao U & fechada (teorema
11 para a otimizac3ao unidimensional exata; teorema 12 para a
otimizacao unidimensional aproximada).

Assim, pelo teorema , U oD & fechada. Temos que da
hipotese de crescimento no infinito que todos os X} estao con-

tidos num fechado limitado.

Cbservemos que o fato de Vf(xk)_#o, implica que

£( ) < f(xk), entao, tomando £ como a fungao de descenso, e

¥+l
o conjunto & como o conjunto de pontos estacionarios de
£( Q ={x |V(x) = 01}, se pode anlicar o teorema de Zangwill ,

de onde a convergéncia global do método a um ponto estacionario. A

Observacoes

1) Recordemos que a convergéncia global nao significa que se
obtem necessariamente um 6timo global de £. Se £ & continuamen-
te diferenciavel, a unica coisa que podemos afirmar & que se
obtem um ponto estacionario x de £. Se £ & duas vezes continua-
mente diferenciavel em §, e ng(Q) €& definido positivo, entao

X € um minimo local de f.
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Somente em casos bem particulares (f convexa diferencia-
vel, por exemplo) se pode garantir a obtencao de um minimo glo

bal de f£.

2) Também existem teoremas nara problemas com restrigoes ,
por exemplo, pode consultar as sequintes referéncias Contesse
[ 82] , { 831, Huard [49 ], Luenberger [ 57 ] , Minoux [59 ] e

Fritzsche [ 43] .



Capitulo 1IT.

Analise Nao Diferenciavel e Aplicacgoes.

66
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Introdugao

E devida a Pierre de Fermat (1601-1655) o descobrimento
crucial da primeira idéia do calculo diferencial. A qual esta
associada ao problema da determinacao dos extremos,de funcgces ,
descrita sem demonstragao, em um pequeno tratado "Methodus ad
disquerendam Maximam e Minimam" escrito em 1637. Entretanto seus tra
balhos em teoria dos numeros eclipsaram suas contribuigGesque
este homen notavel fez nos outros dominios das matematicas.

Mas Fermat nao conhecia o conceito de derivada o qual
foi descoberto mais tarde por Newton (1671) para estudar pro-
blemas da Fisica e por Leibniz na sua publicagao sobre o cal-
“culo diferencial, em 1684, titulada "Nova Methodus por Maximis
et Minimus". A analogia entre o método de Fermat (limitado as
funcoes algébricas) e o de Leibniz & surpreendente. Como e
conhecido, esta regra consiste em achar os extremOs de uma
funcao f através das solucgoes da equagao f'(x)=0.

Esta regra com o passar do tempo foi —se adaptando aos
novos problemas que surgiram na teoria de otimizagao, do cal
culo das variacoes, e da teoria do controle otimo. Matemati-
cos importantes tais como Euler, Lagrange, Jacobi, Poincare ,
Hilbert e Frechet estiveram ligados ao desenvolvimento das no
vas técnicas. 2 regra de Fermat e Leibniz mantinha-se va-
lida; se a fungao atinge seu minimo em x, o gradiente de f de

ve-se anular nesse ponto.
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Na teoria da otimizagao, teoria de jogos, economia, etc.
aparecem frequentemente funcoes que nao sao diferenciaveis no
sentido usual, posto que as operacoes de supremo e infimo nao
conservam as pronriedades de diferenciabilidade usuais.

Por exemplo a funcao x » |x|,&obtida como a envolvente superior
das fungoes x >x e x »-X, as quais sao diferenciaveis, mas
|x| ndo & diferenciavel em x=0.

Portanto, se desejamos conservar a regra de Fermat, de-
vemos modificar o conceito de gradiente e a generalizacgao de-
ve ser adequada. O exame da fungao x- |x| pode-nos servir de
guia: como x ~+|x| @& a envolvente superior das fungoes x »x e
x »-x onde as derivadas em 0 sao +1 e —1,respectivamente, por
gue nao tomar a envolyente convexa |[-1,+1] destas deriva-
das como candidato?. Evidentemente, & necessario dominar a
resistencia provocada pelo carater multivoco desta solugéo '
que nao & devido a um fato de familiaridade (e a nossa tendén
cia ao conservatismo). Mas,para nos convencermos do interessedes
ta ousadia, €& necessario ressaltar sobre este exemplo que a

regra de Fermat ainda permanece valida, posto que:
0 pertence a [ -1,+1 ]

No quadro de outras teorias, nas equacoes diferenciais
parciais, por exemplo, outras generaliza¢oes sao certas, como
© & a teoria das distribuigoes devida a L. Schwartz.

Veremos neste capitulo que o conceito que se adap-
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ta muito bem aos problemas de otimizacao e termos afins, & o
gradiente generalizado, denotado 9f(x), devido a F.H. Clarke
(1973), e mostramos que a regra de Fermat permanece valida se X
minimiza f (suposta localmente lipschitziana) entao 0€3 £ (x)

Tal conceito coincide cam a gateaux-derivada se f & de classe
Cl, e com a Subdiferencial da analise convexa quando f & con-
vexae continua. E;sta altima noc_;éo,ocupou muito interesse dos matemati
cos na década dos 60 e 70, e foi introduzida por J.J.Moreau e
R.T.Rockafellar independente.

Desenvolveremos também o cilculo Generalizado (Regras da
cadeia, teorema do valor médio, etc) e apresentaremos sua apli
. cagao aos problemas de otimizacao néo‘diferenciéveis.

No dapitulo sequinte aplicaremos tais resultados a problemas
do calculo das variagoes e de controle otimo.

Primeiramente recordemos a definigao da fungao suporte ,
e o0 teorema de Hormander (1954), que nos serviram muito na

teoria gque apresentaremos.

Funcao Suporte

A seguir X denotara um espaco de Banach, X* seu dual
topoldgico e <.,. > o produto dualidade candnico entre X e
X*,

Definigao, Seja A um subconjunto arbitrario de um espa-

co de Banach X. Denominaremos funcdo suporte de A & fungao ,
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Opt X*> TIRU{ +»} definida por

0, (x*)= sup { < x,x* >| x€A} . A

As vezes denotaremos a fungao suporte de A por o(A;x*).

Notar cue o= onde co (A) denota a envolvente

A~ %Co(a)
convexa fechada de A.
Se D CX*, sua fungao suporte esta definida sobre X**. Se fizer-

mos a identificagao candnica de X como subconjunto de X**, te

mos para XxX€X,

o, (x)= sup { <=x*,x >| x*€ D}

Os seguintes fatos sao conhecidos.

Teorema (L.H8rmander 1954, [ 48 ] ). Sejam C,K subcon- .
juntos nao vazios convexos fechados de X, e sejam D,P subcon-

juntos nao vazios convexos w*-fechados de X*. Entao

(a) C C K <> g(C;x*)< og(K;x*) ¥ x* € X*

(b) DCP <=> g(D;x)<0(P;x) ¥ x €X

(c) D & w*-compacto <=> o(D;.) & com valores finitos so-
bre X.
(d) Dada uma fungao Y: X »IRU{+x}, ¢y & positivamente ho-

mogénea, subaditiva, semicontinua inferior (forte o fraca) e
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nao identicamente iqual a +*® se e somente se existe um sub

conjunto nao vazio,convexo,w*-fechado D de X* tal que Y= oD.(e

tal D @ Gnico). A
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2.1 Recordacao do Calculo Diferencial Cl&ssico.

Nesta secao faremos uma recordacao das defini¢oes usuais

de derivadas, de fungoes f: X+>IRU {+=} . Boas referéncias

para estes topicos sao Cartan [ 19, Avez [ 101, Flett [42].

Recordemos que o limite seguinte

f'(x;d) = 1lim fx+td)- £ (x)
t+>0+ t
quando existe, € denominado derivada direcional de f em x na

direcao d e que f & direcionalmente derivavel se f'(x;d) exis-

te para todo d.

Dizemos que f & derivavel no sentido de Gateaux em X se

f & direcionalmente derivavel e se d » f'(x;d)= < VE(x),d > &
*

linear e continua. Denominamos V f(x) € X o gradiente de f

em X.

Dizemos que f & continuamente derivavel (ou de classe Cl)

se para todo d € X, a fungao y » < V f(y),d > € continua em
X.

Também temos a dizer gque f & devivavel no sentido de

Fréchet em x se

lim | f(x+d) - f(x) - < VEEx),da> | = 0

da-0 lld “
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e que f & estritamente derivavel no sentido de Bourbaki se

lim | f£(y+d)- £(y)~< V £(x),d >|=0
yrx fla
d-o0

Ligagoes entre estas nogoes, sao dadas no teorema seguin-

te:

Teorema 1 C1 = estritamente derivavel no sentido de Bourbaki
= derivavel no sentido de Fréchet = Gateaux-derivavel. A

Recordemos ademais a derivada de Dini direcional de £

em x na diregao d

Df (x) (d) = lim sup £(x+ 6d)-f(x)
60 0

2.2 Derivada de Clarke.

Agora vamos a introduzir uma definigao de derivada dire
cional generalizada devida a F.H. Clarke [24].

Definicao 1. Seja f: X » IR U{+ » } cujo dominio & ndo

vazio.

Definimos a derivada direcional de Clarke de f no ponto x

na direcao d por:



74

£0(x;d) = 1im sup £ (y+td)-£(y)
y>X t
t»0"
quando o lim sup & finito. ' A

Dizemos que f & derivavel no sentido de Clarke em x se pa

ra todo d € X, o limite £0(x;d) & finito.

Lema 1. As fungoes f£f'(x;.), fo(x;.), Df (x) (.) sao posi

tivamente homogéneas, além disso quando estes limites existem ,

se obtem as desigualdades.

£r(x;v) = DE(x)(d) < £°(x;d).
Prova. Direta das definigoes. A
Uma propriedade interessante da derivada de Clarke & a

seguinte:

Proposicdao 1, (Cominetti e Correa [31] ). Seja f: X » IR

Continua . Entao

£0(x;d) = 1lim sup £ (y+td) -£ (y)
Ve T
£+0

para cada x,d € X.

Prova, Claramente & suficiente mostrar que:
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g(x,d) = 1lim sup f(y+td) -f (y) < fo(x:d)
y > X t
t - 0

Sejam € > 0 e V uma vizinhanca de x arbitrarios.
Também escolhemos § >0 e uma vizinhanca W de x tal que §>¢

W & V e WwW+[0, d]d & V.

Para cada YEW e |t]|< §, tewos

t>0=y €V, 0 <t<eg= L£(y+td)-f(y) <sup £(Z2+ s5d)-£(2)
t T ZEV S

0<S<e

't <0 = y+td €V, 0 <-t <e= f(y+td)- £(y) = £(y+td-td) - f(y+td)
t -t

< sup f(Z2+sd) - £(2)
ASAYS S
0<8S<eg

Logo,

q(x,d) <sup £f(y+td)- f(y) < sup £(2+Sd) - £(2)
YEW t ZEV S

lt] <6 0<S<e

de modo que o resultado segue-se tomando © infimo quando V per-
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corre a familia de vizinhancas de x e ¢ >0. A

2.3 Funcoes que sao derivaveis no sentido de Clarke.

Agora vamos exibir classes de fungoes que sao derivaveis
no sentido de Clarke. Notemos que uma fungao f derivavel no
sentido de Gateaux, nao € necessariamente derivavel no sentido

de Clarke, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo. Consideremos a fungao

{ x2 sen 1 , X ¥ 0
X

f(x) = “ _
L 0 x =0

temos que

x+ 0

g o

1
2X sen ; - cos

£f'(x) = (
<L 0 x =0

Mas £900; @) = ta|

Entretanto, se obtem o resultado seguinte.

Teorema 2. Suponhamos que f seja continuamente derivavel em

Entao f @ derivavel no sentido de Clarke e

< VE(x), d > = £%(x; a)
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Prova,6 Como f € Cl no ponto x, se tem que para todo € >0, exis-

ten > 0 tal que

| < V£(z), d>- < V£(x),d>] < e quando ||z-x || <n

se Iyl < n, ese 0<t<n,fall ,pondo  gl(t) =

= f(y+td), temos que g & derivavel e

g'(t)= lim f£(y+td+ 6 d) - f£(y+td) = < VE(y+td),d >
60 6
de onde se 0 <n/, |[|a]f| , se obtem:
fy+ 0 d) - £f(y) - <VEx),d>=g(0) -g(0) -< VE(x),d >
0 6

0
- 1 J ( <VE(y+td), d> - <V£f(x), d>) dt
B
0
e por conseguinte, posto que ||y+td -x || < n,
f(y+ 6d) - fy) - < VvV f(x),d > < €

0

quando || y-x || < N, o e 6 < "o Il al] , o qual impli-
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ca que se o < n B< n,yllal

sup sup f(y+ 6d) - f(y) < <VE(x),d> + € .
0

|| y=x|l <o 8 <8

Tomando o Infimo com respeito a a e B , temos

£0(x;d) < <VE(x), d > + ¢

O que termina a prova. A
Definicao 2, Diremos que uma fungao f£:X »IR U {+»} de dominio
nao vazio & localmente lipschitziana em X0 €int (Dom(f)) se,
existe A > 0 e uma vizinhanca do ponto X, tais que:
| £(y)- £(2)] < X [[ y-z || Y oy, z€V
onde V & uma vizinhanga do ponto X, e A depende de Xge A
Dizemos que f & localmente lipschitziana sobre o inte-

rior de seu dominio, se ela & localmente lipschitziana em cada

ponto X, € int (Dom (£f)).

Temos o seguinte teorema.

Teorema 3 ., Toda funcao localmente lipschitziana f£:X>IRU {4}

& derivavel no sentido de Clarke sobre o interior de seu dominio.
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Além disso:

a) ¥ x €int (Dom(f)), a funcao 4 - fo(x;d) é positivamente

homogénea, convexa e continua.
b) e a funcao: (x,d) € int (Dom (f)) x X ~ fo(x;d) é s.c.s.

Prova. Seja x € int (Dom(f)). Posto que f & localmente lipschi

Ziana, existe n > 0 e A> 0 tais que

| £(y) - £(2)] < Xl|ly-z |[] ¥ y,z €B(x;n ).

De onde para todo o < N2 e B < /2 Iall

-2l a || < £+ 6d)- £(y) < ™ |]all

0
quando y € B (x; a ) e 6 < B.De onde
-2 |l all < fO(x;d) = inf sup f(y+0d)-f(y) <A[| 4]
e 0 |ly=xll<a P
0 <6 <8

e dizer que f & derivavel no sentido de Clarke;em particular

se obtem a desigualdade:

| £%x:d) | < A )4l

Ja sabemos que d»fo(x;d) & positivamente homogénea.

Mostraremos que esta funcao & convexa
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£ (y+0 (td+(1-t)w) )£ (y) = (1-t)[ £f(z+taw)-£(2)|+ t [E(y+Bd) -£(y)]
) o B

onde z = y+0td converge a x, o=(l-t) 6 € B=tH con-

vergem a zero, se obtem tomando os limites superiores

de os dois membros que:
0 0 0
£ (x:td + (1-t)w) < tf (x;d) +(1-t)f (x;w).

Nos resta provar que {xd} - fo(x;d) & s.c.s.. Pela de
finigcao de fo(x,d), podemos associar a todo € >0 um namero

%y tal que

sup f(z+td) - f(2) = fO(X:d),+ %
|lz—x le 2@0 t
pfuo
se ||z-y || < e, e Ily-x || < ay , se tem, posto que f

€ localmente lipschitziana

f(z+tw)~£(z) < f(z+td)-£f(z) + A ||d-w |
t t

Por consequinte, se y € B (x; ao), se a < ao e se B <B

sup  f(z+tw)-f(z) < sup f(z+td)-f(z) +A {[d-w ||

| z=y|| <a t | z=x|| < 20, t

t<B tfao
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< £205@ + S+ |law ||

< £ xa

+
M

quando || d-w || < f%

Fazendo tender o e B8 a 0, deduzimos que:

0
£ (yiw) < £(x5v)+ e quando  |[y-x || < a4 e

€

—_ é dizer fo(x;v) é& s.c.s. em {x,v }. A
22A

lv-w || <

Ademais, temos que:

' Proposicao 2. Seja f: X » IR U { +» } Uma fungdo convexa nao

identicamente igual a + » . As condi¢Oes seguintes sao equivalen
tes:

a) £ & limitada superiormente sobre um conjunto aberto (necessa-

riamente contido no dominio de f).
b) f & localmente lipschitziana sobre o int (Dom(f)).

Prova. Veja I.Ekeland e R.Teman [ 39] pagina 12. A

Lema 2 _ Suponhamos que f: X > IR U { +» } seja uma funcao conve
xa nao identicamente igual a + « . Tomemos X € Dom(f) e v € X .

Entao

'f%xo;v) = lim f(x0+tv) - f(xo)

t »~ 0+ t
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existe em IR = {- ©»} U IR U { +»} e verifica :
- - 1 - -
f(xo) f(x0 v) < £ (xo,v) < f(x0+v) f(xo).

Prova, A fungao t - £(xg+tv) = £(x,) € crecente.

Em efeito, se tl < t2,

t

F(xg + t1v) - £(xg) = £( &= (x5 + t, v) + (I- %)xo)- £(xy)

0
e fazendo uso da convexidade de f, temos que:
f(x0+ tl v)- f(xo) < f(x0 + t, v) - f(xo)

p
t t

2

t
ja que 1/t2 < 1, de onde estes quocientes diferenciais tem

um limite em T quando t - 07:

1 . = i —
f (xo,v) inf f(x0 + tv) f(xo).
t> 0 t
Tornando t = 1, em a igualdade anterior, se tem:
£' (xg: V) < £ (x5 +v) - £ (xq).
Escrevendo x, = . (x, + tv) + £ (x, - v) e fazendo uso
0 1+t 0 1+t 0

novamente da convexidade de f, temos que
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1 t
f(xo) S e f(xo +tv) + T+t f(xo—v).
entao: Y t > 0, f(xo)— f(x0 -v) < f(x0 + tv) - f(xo) o
t
qual implica que f£(x,) - f(x,-v) < £'(x4; V).
Logo se conclui a prova. A

Corolario 1. Suponhamos que uma fungao convexa f:X +IR U{+ « }

seja continua em um ponto x do interior de seu dominio. Entao
a) f & derivavel no sentido de Clarke e

0
b) ¥v € X, £ (x;v) = f£'(x;v).

Prova_ a) A derivabilidade resulta da proposig¢ao 2 junto com o

teorema 3.

b) De acordo ao Lema 2, temos que f'(x; v) existe e e finita

pois f(x) < 4+ ., De acordo ao Lema 1, nos resta provar que:

fo(x;v) < f'(x;v) ¥ v € X,

Posto que a fungao (t,y) =~ f(y+tu)- f(y) & continua em
t
( B, x ), existe o >0 tal que:
f(y+tu) - f(y) < £ (x+ Bu)- f(x) + €

t B
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quando |t- B | <a e ||y-x || <o . Isto implica em particu-
lar, de acordo a monotonia da fung¢ao t -+ £(y+tu)- £(y) que
t
sup sup f(yttu)- £(y) < £(x+Bu) - £(x) + €
t B

| y=I| <a  0<t< B+

Tomando o infimo com respeito a 8 e a , se obtem:

0
£7 (x;u) < f£'(x;u)  + €
& suficiente agora fazer ¢ tender a zero. A

Pode-se provar a seguinte caracterizacao de lipschitziani

'dade local.

Proposicao 3.Seja f: X » IR {+=} £ @& localmente lipschi

tziana em X, € int (Dom(f)) se e somente se existem vizinhancgas

V de Xy © U de O tal que U fo(x;U) € um conjunto limitado

XEV

em IR.

Prova,K Veja G. Lebourg [55 ] , pagina 126. A
Fazendo uso da caracterizacao anterior, temos o seguinte

resultado.

Proposicaoc 4, Seja f: X » R U { + « } localmente lipschitzia-

na em xg elnt (Dom (f)), entao existe uma vizinhanga V de x, tal

que {fo(x;.) | x € v } & uma familia de funcionais sublineares



85

uniformemente equicontinuos.

Prova. Por hipoteses existe uma vizinhanga V de X, € uma
vizinhanga U de 0 em X tal que: Ufo(x;U) € limitado em IR.
" XEV
Seja M= sup U fo(x;U) ; para todo € > 0 e x € V, temos que
XEV

h-k eeM U = £2x;n) - 20k < £2(xsh-k) .

Assim
0 -
£ - £k <eMt  sup U El(xu) = e
XEA
- 0 0

. Similarmente; £ (x,k) - f(x;h)< e ; logo, temos que¥ e >0,
existe uma vizinhanca 6 = EM_lU de 0 em X tal que, para
X €V,

h-k € v = | £%;n)- £0k) | < ¢

o qual nos da o resultado. A

2.4 Propriedades Basicas da Derivada de Clarke

Nesta secao desenvolveremos as propriedades de calculo da

derivada de Clarke.

Proposicao 5. Sejam f,g: X »IR U{+»} 1localmente lipschitzianas

e x, €Int (Dom(f)) N Int (Dom(g)). Entao
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a) (sf)o(x;v) = sfo(x;v) ¥ S €1R
b) (£+9) % (x;v) <£0 (x5v) 490 (x5 v)
Prova.

a) Notar que sf também e localmente lipschitziana em Xq.

0 -
Quando s iO' claramente (sf)O = sf , Assim e suficiente provar

que (—f)0=-f0. Notemos que

~f(y+tv)-(-£f(y) )= f(z+t(=-v))=-£f(z)
t t

onde z=y+tv converge a X quando y +x,. e t » ot (t >0). Logo,

0

tomando o lim sup quando y e z convergem a Xy © t+0%, o membro

da direita converge a fo(x—v) e o da esquerda a (-fo)(x;v).
b) Direta da definicao de lim sup. A

Corolario 2. Sob as hipdteses da proposigao anterior se tem

(af+Bg)O(x;v) < afo(x;v)+8g0(x;v) ¥ o,BEIR. A

Para termos uma igualdade no corolario anterior, temos
gue pedir certa regularidade das fungaes envolvidas. Para isto,
introduzimos a seguinte definigao.

L3

Definicao 3. Seja f: X »IRU {+=},f se diz regular (ou Clarke

regular) em x0 € Int (Dom(f)) se
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a) ¥ v, f'(xo;v) existe

b) ¥v, f'(x.;v) = fo(xo,v). A

07

A pergunta natural &: Que fungoes s3o regulares?, uma res

posta parcial & dada pela seguinte proposicgao.

Proposicao 6.Seja f: X »IRU {+w} localmente lipschitziana em

X, €Int (Dom(£f) ).

a) Se f & estritamente derivavel em X entao f €& regular em X
b) Se f & convexa, entao f & regular em Xq

c) Uma combinagao linear (ﬁor escalares nao negativos) fini-
‘ta de fungoes regulares em X € regular em Xqe A

2,5 Gradiente Generalizado e Propriedades biasicas.

Definicao 4, Seja f: X »IRU {+»} uma fungao derivavel no senti-

do de Clarke no ponto x €X. Denominaremos gradiente generaliza

do de f em x ao subconjunto 3f de X* definido por

df (x)=1{ x*€X*| < x*,v {ffo(x,v) ¥ veX }. A

Teorema 4, Seja f£: X ~IRU {+~} uma fungao localmente lipschitizia

na,ela possui um gradiente generalizado nao vazio 9f(x) em todo ponto
*

x € Int (Dom(f)), o qual & convexo, fechado e W- compacto e onde

a funcdo suporte o (3f(x),v)= sup {< x*v>|[x*3f(x)} Verifica:
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og(3f (x),v) = fo(x;v). (*)

Prova. Como fo(x;.) € convexa positivamente homogénea e
continua, ela & a funcao suporte de um subconjunto convexo fe-
chado de elementos x*€X* tais que < x*,v > < fo(x;v) para todo
vEX, & dizer, do gradiente generalizado: 9f(x), assim 3f (x) e

nao vazio, convexo, fechado e (%) se tem.

Nos resta provar que 9Jf(x) & w*-compacto, como
o(3f(x),v) < X ||v]||=2A0(B*,v) (donde B* & a bola unitdria de

X*), tem-se que:

3f (x) C AB*
para concluir faz-se uso do teorema de- Banach-Alaoglu-Bourbaki

(Veja Brézis [18] , Teorema III 15, pag. 42). A

Assim, para o caso localmente lipschitziano, temos que o
gradiente generalizado & bem comportado, ademais para este caso
3f: Int(Dom(f))3X* & uma multiaplicagdo com imagens nao vazias.
Entao podemos perguntar se ela tem alguma propriedade de conti-

nuidade.

Proposicao 7. Seja f: x »IRU{+=} , localmente lipschitziana ’

dotemos a X* com a topologia W*-fraca, entao a multiplicacao

9f: Int(Dom(f))3 C(X*) Verifica:

a) Ela & fechada em todo ponto x€Int(Dom(f)), isto & quais-

quer que sejam as sequéncias xf - x* (convergéncia w*- fraca )



89

e x ~X (convergéncia forte), com x; Gaf(xn) se tem x*€3f (x).

b) of (x)= N U 9f(y)
e>0 yeB(x,c)

c) 3f & uma multiplicagao s.c.s..
Prova.
a) Sejam X °X e x;+x* com xgeaf(xn), temos qualquer que seja
dex
< x*,d> = lim < x*,d> < lim sup £°(x_;d)
n->o n - n->oo n
< £2(x;a)

de onde X*€3f (x) e pelo qual x 33f(x) & fechada.
b) & imediato a partir de a)

c) Em virtude de a) Nos basta provar a local w* —-compacidade
de 9f. seja U uma vizinhanca de 0 em X e h €U, temos; para to-
do x€Int(Dom(f))

-£% (x;-h) <<x*,h> <£%(x;h)
logo:

| <x*h >] < £%(x,h)
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Se seque facilmente da proposigao 4 que todo x€Int(Dom(f))
tem uma vizinhanga V em Int (Dom(f)) tal que:xéef(x) esta conti
do em um equicontinuo, logo w*-compacto, subconjunto de X*, A

A proposigao 5 e seu coroldrio se traduz em termos da
gradiente generalizado da seguinte maneira:

Proposicao 8. Sejam f e g duas fung¢Oes localmente lipschitzianas

se x€Int (Dom(f)) NInt(Dom(g)), entao, se o e B E€IR,

(a) 3 (af+Rg) (x) <C wdf(x) +BR3ag(x)
se X€int (Dom(f)).
(b) 9 (=f) (x)==3F(x) . _ A

Temos Também a seguinte proposigao.

Proposicao 9. Sob as hipoteses da proposigao 8, se a,B>0 e se

f, g sao regulares, temos

3 (af+Bg) (x) = odf (x)+R3g(x).
Prova Basta notar que a funcao suporte do conjunto da es-
querda € a mesma que a fungao suporte da soma dos conjuntos da

direita. A

Observacoes .

1) Pode-se mostrar o seguinte fato. Consideremos x=1R".

Teorema 5 (Clarke [24]). Seja f localmente lipschitziana



91

em x e suponhamos que S & qualquer conjunto de medida nula ( no

sentido de Lebesgue) em IR, Entao
df (x)= cO{llme(xi)I xi+x,xiﬁs,xi.¢Nf}

onde Nf & o conjunto onde f & ni3o derivavel, (Nf+IR" em virtude
ao teorema de Rademacher [Bg] ,que estabelece gque uma funcgao lo-
calmente lipschitziana em IR" & diferenciivel em quase todo pon
to), e ademais
fO(x;v)= lim sup{VE(y).v|y¥SUNf}
YoX
Nesta forma o uso de algoritmos fica mais claro, veja por

exemplo Polak,le4] , Mifflin [81], Shor [72]e as referéncias cita

das ali.

2) No caso de dimensao infinita, a fOrmula anterior nao pode
ser generalizada diretamente, porém, o resultado de Rademacher tem
uma extensao para os espagos de Banach separaveis, ( obviamente
com outra nogao de conjunto de medida de Lebesgue nula, para os
chamados conjuntos Haar-nulos, em IR" as duas nogoes coincidem),
veja Christensen [23], com isto, Thibault [89], extende o resul-

tado para este tipo de espacos, do seguinte modo:
3f (x)= co w*-1imVf (y) |y~>x,y¥D}

onde a adherenca & tomada com relacao a topologia fraca *, e

w*-1imVf(y), o limite de gradientes convergentes na w*-topologia.

Porém para, espagos mais gerais nao se tem uma generaliza
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¢ao muito boa.

Isto levou & seguinte definigao:

Definicao 5.Seja f: X+IR localmente lipschitiziana.

Consideremos um conjunto D denso em X, f diz-se D-representavel

em x se Vf(x) (Gateaux-derivada) existe em qualquer pontode D e

L]

— *
3f(x)= cO ¥ {w*-limVf (y) |y€D}. A
yrxX
Ha varios teoremas relativos & definigao anterior, por

exemplo consultar Shi Shu-Chung [7]] , Correa e Jofré {33], Cor-

rea e Thibault [34 ], Bernal e Rojas 1131 .

2.6 Relagao com o subdiferencial e derivadas classicas

Proposicaolg Seja f: x*IR.

a) se f & convexa e finita em x, entao 8f(x)=Bcf(x), onde

acf(x)={x*€X*|< x*,d > <f'(x;d)V dex}

e o subdiferencial do analise convexo

b) se fECl, entao:df (x)= {Vf (%)}

- . . = 0
Prova (a) & direta ja que f'(x;v)=f (x;Vv) vv.

(b) Também & direta do Teorema 2 . A
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Observacoes

Podem-se provar fatos mais finos, como por exemplo:

Teorema . (Clarke [ 29]). Se f & estritamente derivavel no
sentido de Bourbaki em x, entao f & localmente lipschitziana em

x e 3f(x)={Vf(x)} (VE(x) derivada estrita).

Inversamente, se f & localmente lipschitziana em X e
of (x) se reduz a um singleton{ x*}, entao f & estritamente dife-
renciavel em x e x*=Vf(x). A

Ademais, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 11, Seja f localmente 1ipschi£ziana em x tal que tenha

uma Gateaux-derivada (ou estrita, Fréchet, Hadamard) Df(x). En-

tao Df(x) €3Ff (x).

Prova, Por definigao, f'(x;d) existe para cada d e & igual a
<Df (x) ,d> . Claramente tem-se f'< fo, de modo que fo(x;d)i <Df(x),d >

prove todo d€X, ou equivalentemente Df (x) €3f (x). A

.

Nota, A inclusao pode ser estrita. Considere por exemplo X=IR :
f(x) = %2 Sen(l/x). Esta fungao & localmente lipschitziana em

0, e 3f£(0)=1-1,1] , mas Df(0)=0

Temos a seguinte caracterizacgao para Otimos locais:

Proposicao 12.Se f tem um maximo ou minimo local em x entao

0o f (x).
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Prova. Em virtude da proposigao 8 b), basta provar a proposigao

quando X & um minimo local. Porém, neste caso & evidente que
vd , £%(x;d)> 0. Assim 0 €3f (x). A
Observacao. Podemos constatar que 8f(x)=8cf0(x;0), isto &, o

gradiente generalizado de f em x & igual ao subdiferencial do
- . ~ O
analise convexa da funcgao d-f (x;d), em d=0, em efeito, denote-

0
mos por ¢ (d)=f (x;d), logo, x*€3¢ (0)se e somente se:

<x*,d > < ¢ (d)- ¢ (0) ¥ d
<=> <x*,d > < £0x;a) v 4
<=> x* € 3f (x)

ja que ¢(0)=f0(x;0)=0.

Este fato & importante, ja que muitos resultados conheci
dos do analise convexa podem-se transmitir para a teoria do gra

diente generalizado via a relagao anterior.

2.7 Teorema do valor médio de Lebourg, Regras da Cadeia e

Gradientes Generalizados Parciais

a) Teorema do valor Médio de Lebourg.

Agora veremos o teorema do valor médio de Lebourg,o qual
é o analogo, para o caso nao diferenciavel, do teorema do valor
médio usual. A prova dada a seguir & devida a R. Cominetti e
R.Correa [311, a qual & bastante elementar. Primeiramente re-

cordemos algumas definigoes.
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Definicao 6. Seja f:IR»IR, e c€IR: As quatro derivadas de Dini

de f em ¢ sao definidas como:

D'E(c)= lim sup t [ £(c+t)-f(c)]
+
£->0
D f(c)= 1lim sup t-l[f(c+t)—f(c)]
t>0
D+f(c)= lim inf t—l[f(c+t)—f(c)]
t+0+
D_f(c)= 1lim inf t™ M £(c+t)-£(c)] 5
t-0"

Primeiro Teorema do valor médio de Dini.

Se f: IR”IR & continua em [ a,b]C IRcan b>a, entaoc exis

te c€(a,b) tal que

D_f(c)< D f(c)< £(b)-f(a) <D f(c)< Df(c) (1)
b-a

ou

D,f(c) <D f(c) < £(b)-f(a)< D_f(c) <D £(c) (2)
b-a ‘

Prova, Sem perda de generalidade, podemos assumir que f(a)=f(b) .

Além disso, ou f @ constante e (1) e (2) imediatamente verdadei
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ras, ou entao f tem um minimo ou maximo local em algum ponto
ce€(a,b). Se ¢ & um minimo local concluimos (1) da positividade
de f(c+t)-f(c) para todo t perto de 0. Similarmente se c & um

maximo local obtemos as desigualdades (2). A

Segundo Teorema do valor médio de Dini.

Seja f: IR +IR continua sobre [a,b ] €IR com b>a. Para
qualquer derivada de Dini Df de f, existe c€(a,b), tal que:

f(b)-f(a) < Df(c) (3)
b-a -

Prova, Como na prova anterior, podemos assumir f(a)=f(b).
Faremos a prova para a derivada de Dini D+f.

Se existe um ponto d€(a,b), tal que f(d)<f(a), entao £
tem um minimo num ponto c€(a,b). O resultado‘segue—se da posi-
tividade de t-l[f(c+t)rf(c)] para todo t>0 suficientemente pe-

gueno. .Se nao, tomamos um maximo global tOE(a,b) de fe th&ytOL

Selff(gﬂ > 0 tomamos c=t, para concluir; se nao, £ tem um minimo

1
- . + -
local em algam ponto c€(tlt2) C (a,b) e ademais D f(c)> 0, A

Nota. A desigualdade inversa em (3) & obtida aplicando o mesmo

resultado a -f.
+
No seqguinte denotamos por D f(x;v),..., D_f(x;v) as cor-

respondentes derivadas de Dini de h(t)=f (x+tv) em t=0.

Notagéo, Dados X,y €X, a notagao [ x,y ] significa o segmento fe-
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chado o qual consiste de todos os pontos tx+(l-t)y

para t€ [0,1 ]; 1x,y [ significa o segmento aberto.

Teorema do valor médio de Lebourg.

Seja f:X»IR localmente lipschitziana e sejam x,y€X. En-

tao existe um ponto c€ 1x,y [ tal que:
0 0
—f (c;-(y-x)) <£f(y)-£(x) <f (c;y-x)
ou equivalente,

f(y) €f(x)+ <3f(c),y-x) >

Prova. Pela proposigao , € facil ver que toda derivada de
Dini Df de f e para cada c,vE€X, temos

-fo(c;-V)f Df (c;v) < £2 (c;v)

logo, o resultado segue-se imediatamente do primeiro teorema
do valor médio de Dini. L

Agora faremos uso do segundo teorema do valor médio de
Dini, para obter uma caracterizagao muito boa da derivada de

Clarke.

Teorema 6 ,Seja f: X»IR localmente lipschitziana e seja Df qual

quer das quatro derivadas de Dini de f. Entao

fo(x;v)= lim sup Df(y;Vv).
Y7X
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Prova. Como foi notado na prova anterior, Df(y;v) < fo(y;v).
Logo, tomando limite superior quando y converge a x, a . S.C.S.

0
de £ (.;v) nos da: lim sup Df (y;v) < fo(x;v).
Y>X

Para provar a desigualdade contraria observemos que pa-
ra y€X arbitrario e t>0, o segundo teorema de Dini garante que

existe a(t) € (0,1) tal que:

f(y+tv)-f(y) < Df(y+a(t)tv;v).
t

. . + .
e tomando o limite superior quando y»*x e t»*0', concluimos que

fo(x;v) < lim sup Df(y+a(t)tv;v)< lim sup Df (y;v) (*)

y7X . Y»X
Comentarios
1) Notemos, ademais, que o teorema do valor médio de Lebourg

segue-se também como uma consequéncia imediata da caracteriza-
cao do teorema anterior e o primeiro teorema do valor médio de

Dini.

2) Existem outros teoremas do valor médio generalizado; pa
ra isto podem ser consultados as referéncias,J.R.Hiriart-Urruty

[45]1, M. Studniarski [74].

3) Da caracterizacgao dada no teorema anterior se seguem de

rivagdes simples de muitos resultados em Analise Nao-diferén-
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ciavel, especialmente os referentes a fungdes regulares. Com
efeito, & 6bvio de (*) que f & regular em x se e somente se
qualquer derivada de Dini Df(.;d) & s.c.s. em X para cada dE€X.
Mais resultados nesta diregao podem ser encontrados em R. Cor-

rea e A. Jofré [33 ], R. Correa e L. Thibault [34].

b) Regras da cadeia para o Gradiente Generalizado.

Em numerosos problemas (Controle &timo, programagao fra
cional, melhor aproximac¢ao, etc) a funcao objetivo e as  fun-

¢oes que definem o conjunto de restricoes sao fungOes compostas.

ExemElos

1) A resposta de um sitema fisico & uma quantidade y(t) sa
tisfazendo uma relagido do tipo y(t)=6(t,a) onde 6 & uma fun-
cao conhecida de t e a, t & um parametro auxiliar (tempo por
exemplo) e a um pardmetro desconhecido de 1R™ . Para varios va-
lores de t, tl’ t2,..., tm (m >>n) tem-se acesso a medidas
aproximadas Y; de y(ti). Quer-se obter a*€A (onde A & um con-

junto de restrigoes) tal que minimize

f(a)= @(yl-e(tl;a),...., xm—e(tm;a)) _
2
sobre A. Em particular, a escolha de @(ul,...., Um)=2ui cor
i=1

responde A& estimac¢ao dos minimos quadrados.
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2) Generalizacao do problema de Fermat-Weber.

. P s . ~ .
Seja (Ki) uma familia de subconjuntos nao vazios de

i=0
X, seja'{wi}P uma familia de fungdes de IR, em IR. O proble
i=1 -
- P
ma de otimizagao corresponde a minimizar Z ¢i(d(Ki;x)) sobre
i=1
K, onde d(Ki;x) e a distancia de x ao conjunto K, .

No problema de Fermat-Weber, os subconjuntos Ki sao

pontos e Ky=X. A consideracao de distancias a subconjuntos e a
introdugao de um conjunto de restrigoes sao inerentes aos pro-
blemas, especialmente para os problemas de localizacgao. Em par
ticular, o conjunto das restrigoes KO pode ter a seguinte es-
trutura:

d(Fj’X):idj ¥i=1l,...,q9 d(Fm'XXi 4. ¥Ym=g+1,...,r on-

de { Fl} € uma familia de subconjuntos de X.

Se as fungoes ¢, sao localmente lipschitzianas,a fun-
gado critério f= % ¢ 0d(K,;.) & localmente lipschitziana.

De forma mais geral, podem-se considerar critérios do

seguinte tipo: x+w(d(Kl.x),...,d(K .x)) com ¢ localmente lips-

p

chitziana.
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Vemos assim, em vista dos problemas anteriores, que teo

remas tipo regra da cadeia, sao necessarios.

Regras da Cadeia para o Gradiente Generalizado.

Sejam X,Y,Z espagos de Banach; nao faremos distingéodos
produtos de dualidade <.,.> entre os diferentes espagos e seus

duais topoldgicos.

Teorema 7. (Regra 1). Sejam F: Y»+Z e f:Z2»IR aplicagoes.F¥
de classe Cl e f localmente lipschitziana. Entao denotando

temos:

DF(xO) € £(Y,2) o operador diferencial de F em Xgr

a(foF)(xo) C af(F(xO))o DF(XO)-

A igualdade & satisfeita se f (ou-f) & regularemlFb%ﬂ ou

DF (x) é sobrejetora. A

Teorema 8.(Regra 2). Sejam f:X?*IR e @g: IR >IR localmen-
te lipschitzianas, entao

3 (Fof) (x45) & coO {aﬂ(f(xo)).af(xo)}
1

Ademais se # €C7, ou se g (ou-f) & regular em f(xo) e
f'GCl, entao:
B(ﬂof)(xo) = 8¢(f(x0)).8f(x0). A
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Teorema 9 (Regra 3), Sejam F: Xx»IR™ e ¢:R™ IR local-

mente lipschitzianas. Entao

m
3 (voF) (x4) C Co {izl uixi*l(ul,...,um)e 3y (F(x4)) e
* * m
(Xl,...,xm) € ﬂ Bfi(xo)}
i=1

(1Y

onde fl,....,fm sao as fungées componentes de F, isto

T
F=(fl,...,fm) .

Além disso, se as fungoes £,4 i=l,...,m sao regulares em

Xqr S€ ¥ é regular em F(xg) e se 3¢ (F(x4)) C IRT a igualdade
r

se satisfaz. A

Observagéc, Notar que a estimativa dada na regra 2 aparece CO-

mo um caso particular da inclusao dada na regra 3).

Faremos somente a prova da regra 3; as outras sao ana

logas.

Prova (Regra 3). Seja d€X. Consideremos uma sequéncia | xn} con
vergente a X e uma sequéncia {Rn} de reais positivos (estrita-
mente) convergente a zero;

denotemos
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_ _ -1
Tn—[so(F(xn-”\n d)) w(F(Xn))]. Kn

v: IR™+>IR & localmente lipschitziana, e pelo teorema do valor

médio de Lebourg, existe Fn € ]F(xn),F(xn-+hnd)[ em IR™ e

u, € Bw(Fn) tal que

- _ = -1
Tn— < F(xn+hnd) F(xn),un > kn (1)
— ._l —
= (T, uﬁ)_

De acordo com o mesmo teorema, existe

-1 - i _ .. =i .
X, € ]xn,xn+knd [ e Y, € afi(xn ) para todo i=l,...,m tal

que
_ - i
fi(xn+xnd)—fi(xn) = An < yn ,d >
Brevemente de (1);
Moy -4 no-i-i 2
Th=2 o~ <y, ,d >= <% Yn n d > (2)
i= i=1

As multiaplicagSes dy: m™ ImM e afi: X 3X* (X* dota

do da topologia w*-fraca) sao s.c.s.. Por outro lado quando

-i
n-o, Fn-+F(xO) e xn+x0 .

Dado que a sequéncia {y :}In(resp.'{ ﬁn }n) é limitada
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em X* (resp. em Rr™) podemos supor sem perdida de generalida-
de que converge em X* para a topologia w*-fraca (resp.que con-

m
verge em IR7) e tem-se:

- i -i
ynl+ Yy Eafi(xo) i=l,..., m (convergéncia w*-fraca)
= - m
u ou € a<p(F(x0)) (em IR™).
‘ m
Seja D= {x* €X* |x*=3 u.x.*, (uy,...u ) € 3¢ (F(xg)),
i=1

* * m '
(X9 yeeer x ) €T of ; (%) }

i=1

Notemos que D € um subconjunto w*-campacto de X*, logo de acor-

do com (2) e (3), temos:

lim sup T <max {< x*,d> |x*€ D}
N->o0 n

De modo que:

(woF)O(xo;d) < o(D;d) ¥ d€X

o qual & equivalente a:

3(¢0F)(X0) c co D.
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. ~ 0
b) Consideremos a expressao Tn =

-1
—[¢(F(X0+Xnd))—¢(F(X0))]Rn £,

sendo regular em X temos que para cada i:

_ 0 i
£, (xg+h A)-F, (xg)= A_£. (xg;d)+ A e

Com lim el = 0.
n
n->o
. 1 m, T .
Seja €_ o vetor (e ~, ..., € ), seja V(x,:d) o ve-
n n 0
tor (f, (x,;4) fo(x -d))T Ja que ¢ & lipschitziana T0
l OI I""I m OI . q p ’ n
pode ser escrito como:
10 = {o (F(x )+ V(x.3d)) - ¢ (F(x.))} A Tvo(1) |l el
n 0 n 0’ 0 n n
¢ € regular em F(xo), de modo que;
, o_ 0 *
lim T = ¢ (F(x,); Vi(x,:;d)). (*)
- n 0 0
) * * m
Seja (ul,. . ,um) € Jy (F(xo)) e (xl,.. .xm) € E:l afi(xo) .

Como 8¢(F(x0)) C IRT, temos

=
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m

<max [T v, £9(x0:Q) | (vy,...v ) €3¢ (F(x,)))
i=1
= max‘{<v,V(x0;d)> |v=(vl,...,vm) an(F(xo))}

= 0O (Flxy) s Vixyid))

por (*) = 1lim Tg

n-—>oo

= lim (woF)(x0+And)-(¢oF)(x0)

n—>co
An
0
= (pOF) (xo;d) por ser ¢ e f regulares
logo, Max { < x*,d> | x* €D} < ( woF)O(xO;d) ¥ d de onde
o resultado. A
Comentarios
1) No livro de Clarke [29 ], podem ser achados resultados um

pouco mais finos das regras anteriores.

2) Na tese de Caminetti [30 ], encontramos também regras mais ge
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rais (isto &, em espagos mais gerais e fungoes mais gerais).

Agora daremos algumas corolarios das regras anteriores.

Corolarios da regra de 3

Corolario 1. Se y€ Cl, entao
m
2(0oF) (x)) C I 3o (F(xg)) 9f, (x)
i=1 °%*

Com icualdade se as fungoes £, sao regulares em x, € se

m
v w(F(xO)) €]R+
Prova.Basta aplicar a regra 3. De fato, dado que Bfi(xo) € um
convexo resulta que

oy - -
5;; (F(xo)) Bfi(xo) & convexo e tambem

9y
z —;; (F(xo)) Bfi(xo)

QL

convexo, de modo que em na fdormula da regra 3, o simbolo co

()Y

superfluo.

[]

m
Observacao. Tomando ¢ (x)= I X, no corolario anterior, temos:
i=1l
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m m
o(ll £,)(x ) C X n  f.(x) 9f, (x.).
i=1 t 0 ° i=) §¢1 J ¢ 170
Com a igualdade se as fungoes fi sao regulares em X, © se
i A
fi(xo)_i 0 ¥i.

Corolario 2. Se fi: X +IR, i=l,...,m sao localmente lipschitzia

nas, entao

9 (Max fi)(xo) C co {U Bfi(xo) }

14 <m iEI(xo)

" onde I(xg)="{1i | £;(x4)= max £, (xy)}

1<i<m

Se ademais as fi sao regulares, se tem a igualdade.

Prova. £ consequéncia da regra 3, considerando
¢ (x)= max X1 @ notando que:
l<i<n
) = e,| 1 x,= max Xx_. !}
¢(x)= co le /| i, =x; 3
1<j<m

onde e, € o0 i-ésimo vetor coluna da matriz identidade mxm. A
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Observacao. Se o conjunto de indice I e nao finito, pode ser

mostrado um resultado analogo ao corolario 2. Como referéncia

futura o citaremos, primeiramente vejamos uma definigéo.

Seja ft uma familia de fungoes sobre X parametrizadas por

t €T, onde T & um espag¢o topoldgico. Suponhamos que para algum
ponto x €X, cada funcgao ft € localmente lipschitziana em x.

Denotemos pof 3 ft (x) o conjunto(as denota a envol-
[ t]

tura convexa w*-fechada)
N~ * * * ’
col x*€ X* | x n € aftn(xn), Xy Xy t ot,

*
t €T, x* € um ponto w*-adherente de X }.

Definicao 7. A multiaplicacgao (t,y) 3 afT(y) diz~se envolutiva

em (t,x) se:

3 f, (x)= 3f_(x)
[ T] t t

i

(Note que esta condigdo certamente & satisfeita se t & um ponto

isolado de T, de acordo & proposigao 7@)). A

Faremos as seguintes hipdteses:
(1) T &€ um espago sequencialmente compacto.

(ii) Para alguma vizinhanga U de x, a fungao t~f _(y) é s.c.s.
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para cada y €U

(iii) cada ft’ t €T, & lipschitziana com constante K sobre U,

e '{ftl t €T} & 1limitado.

Definamos a fungao f: X » IR por

£(y) = max {£_(y) |t €T}

Notemos que as hipoteses anteriores aseguram que £ esta
definida e & finita sobre U. Também temos que f & lipschitz so-
bre U (de constante K), ja que cada £, © e.

Denotemos por M(y) o conjunto {t €T lft(y)=f(y)}

- B facil ver que M(y) enao vazio e fechado para cada y€U. Final
mente, para qualquer subconjuntos S de T, P(S) significa a co-

lecao de medidas de probabilidade de Randon suportadas sobre S.

Teorema 10, (Clarke). Além das hipOteses anteriores, suponha-

mos que

(iv) X & separavel, ou

(iv)' T & metrizavel (o qual & verdadeiro em particular se T &

separavel). Entao , temos

3f(x) < { J ] ft(x) p(dt) |ue P{M(x) 11}. (1)
T [T]

Ademais, se a multiaplicacao (t,y)3 SfT(y) e envolutiva em
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(t,x) para cada t€ M(x), e se ft € regular em x para cada
t€ M(x), entao f & regular e a igualdade se satisfaz na expres

sao(l) (com 9 ft(x) = aft(x)).

[ T]
Prova. Veja Clarke [29], Teorema 2.8.2, pag. 86, ou Levin e
Ioffe [51 ], para o caso convexo. A

Nota. A interpretagao do conjunto do lado direito da expressao
(1) @ o sequinte, um elemento x* esta nesse conjunto, se x*€X*

e existe uma funcao correspondente t- xé €3 ft(x) de T a X*
[ T]

e um elemento u de P [M(x)] tal que, para todo v €X,

t> < x* v > € jp-integravel, e

< x*,v > = J‘<x€,v>u(dt) A
T

Corolario da Regra 1.

Corolario 1. Sejam x d € X, denotemos por fX g a fungao de-

O’
finida sobre IR por £ g )= £(xy+d). Entao:
XOI 0

OI

of (0) C < 3f(XO),d >
xo,d

Com igualdade se £ (ou-f) & regular em Xg.

Prova.E uma aplicagao direta da Regra 1. De fato, neste caso

Y=IR, Z=X e F= F : A oxgtAd.

xo,d
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Observacao. Se X=IRn, pode-se estabelecer:

af A)= < 3f(x0+xd),d > ¥ X e g.t.p. X

0.
xo,d

Com esta relagao, o teorema do valor médio de Lebourg pode
ser provado de uma forma facil, para mais detalhes veja F.H.Clar

ke [29]1, pag 41.

- Corolarios da Regra 2

Corolario 1, Sejam f: X - IR, g:X »IR localmente lipschitzia-

nas. Se g((xo)#O, se tem que:

g(xo) Bf(xo)- Bg(xo)f(xo)
{ g(xo)]2

3(f [g) (xq) C

Com igualdade se f e -g sao regulares em Xgr f(xo)i 0 e
g(xy) > 0.
Prova.Aplicando a Regra 2, tem-se se g(xo) $# 0,

- Bg(xo)
3(1/9)(X0)= —_— 9
[g(xo) ]

De fato, basta considerar:

h(x) = 1/x x %0
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e como h(.) & diferenciavel, o simbolo "co" & superfluo, ja
que h'(gxo))Bg(xo) € convexo. A
Finalmente, aplicando a observag¢ao seguinte ao corolario

1 da Regra 3 se obtem o resultado.

Corolario 2. Se f ECl na regra 2 e se f(x0)=0, entao,
3| £] (xg) = [=V £(xg), VE(xy)] .
" Prova. De fato, basta aplicar a Regra 2 com 2(x)=|x]. A
Observacao. 1) De forma geral, tem-se apenas a inclusao
a|f|(x0) c co { 9f (x4) U- f(xo)}.
Se f(x0)=0; a igualdade em geral nao se satisfaz, Veja

J.B. Hiriart-Urruty [46] , mesmo que as funcgoes sejam regulares

em X..
0

2) Existe outro caso onde a operagao de convexificagao "Co"

nao & necessaria na formula da Regra 2; & quando @ & mondtona

em uma vizinhancga de f(xo). De fato, se @: IR *IR & crescente
(resp. decrescente) em uma vizinhanga de ChY; tem - se
Bﬂ(uo) ¢ IR, (resp. IR_) ( este resultado permanece valido

se f#: IR +IR nao & necessariamente localmente lipschitziana.

3) A Regra 3 aplicada com m=1 nos da outro caso de igualda-

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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de no contexto da Regra 2, isto é:

Se £ & regular em x se § & regular em f(xo) e se Bﬁ(f(xo))CIR+,

0’

entao
3 (fof) (x) = AP (E(xy))of(xy) .

Nota. Devido a natureza local da nogao de gradiente generaliza-
do, as propriedades requeridas sobre as fungoes (propriedade de
lipschitz, Cl,...) necessitam sOmente ser assumidas em umas vi-
zinhangas dos pontos considerados.

As regras anteriores (regra 2, por exemplo) podem ser
aplicados para derivar condigoes de otimalidade (necessidrias e

lou suficientes) para programagao fraccional, isto &, problemas

onde a fungao objetiva tem a forma

m p -1
x >f(x)=l I fﬂm] [ T g.(x)]
i=1 j=1 J
Para resultados nesta diregao pode-se consultar J.M.
5
Borwein [ |, para o caso de funcgoOes quasi-diferenciaveis.
c) Gradientes Generalizados Parciais
Sejam Xl, X2 dois espagos de Banach e f: Xl bl4 X2-+IR lo-
calmente lipschitziana em (xl, x2). Denotemos por alfbﬁsz) o

gradiente generalizado (parcial) de f(.,xz) em x, € por
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1re) em x,. A notagao fi(xl,x

tarada a derivada generalizada de Clarke em x

azf(xl,xz) o de f(x ?V) represen

2

1 ha direcao v € X

da funcgao f(.,xz), analogamente fg(xl,xz;v).

1

A guestao natural & saber qual & a relacao entre Of (xy 4%, )
e 81 f(xl,xz) X 82 f(xl,xz).

Em geral, nao ha nenhuma relacao de inclusdo, como mostra

0 seguinte exemplo:

Consideremos f: IR2-+IR dada por:

f(x,y)= max [ min [ x,-y }],y=x 1,
Calculemos 0f£(0,0). Definamos
c,= {(x,y) | y<2x e y <-x1!

1

C,= {(x,y) | y<x/2 e y>-x1}

cy=  {(x,y) | v >2x  ou y > x/2} .

- 2 .
Entao IR™ = Cl U C2 U C3, e temos:

[ x se (x,y) € C;
f(x,y)= J -y se (x,y) € C,

y—X se (x,y) € Cq
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Notar que a fronteira destes tres conjuntos C C C

1r T2 T3¢
forman um conjunto S de medida nula, e que se (x,y) €S, entao
f & diferenciavel e Vf(x,y) € um dos pontos (1,0), (0,-1) ou

(-1,1), logo pela caracterizagao do gradiente generalizado para

n
O caso X=IR', temos que

3f(0,0) = co {(1,0), (0,-1), (-1,1)}

Ademais £(0,y) = max [ 0,y] , de modo que Byf(OAD= [Oo,11,

similamente, Bxf(0,0) = [-1,0 1], logo:
akf(0,0) X ayf(0,0) g °of (0,0) ¢« BxfﬂLO)xEEf(OAD.

Mas no caso regular, tem-se a seguinte relagao:

Proposicao 13. Se f & regular em X= (X, X5) entao

c .
Bf(xl, x2) alf(xl, xz) X 82 f(xl, x2).
Prova, Seja z= (zl, 22) € af(xl, x2). Devemos provar que
zq € al f(xl, x2), o qual & equivalente a provar que:
<z v > < f0 (x Xa: V) ¥ veEeKX
1’ - 71 1’ 2 1

Mas, como f & regular, temos que:

0 ! .
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f'((xlr X2) 7 (VIO))

0
£ ((Xll X2) H (VIO))

e, pela definigao do gradiente generalizado, temos que:

0
< (zll Zz)r (VIO) > =< zll v o> __f £ ((Xll x2)7 (v,0))
= £ ; V)
= by Wy Xpi ¥ A

Para obtermos uma relagao no caso nao regular, definimos

a projegao My 3f(xy, x,) como o conjunto

{2z, € X* | para algum

*
1 i € X*, (zl, zz) € Bf(xl, x2)} e

29 545

).

analogamente I af(xl, X

2 2

Proposicao 14. alf(xl, x2) c I Bf(xl, x2).

1
Prova . Fixemos Xy, € seja fl a funcgao fl(x)= f(x,x,) defini-
da sobre Xl‘ Seja F: Xl+ Xlx X2 definida por F (x)= (x,xz), no-
temos que DF(x) & dada por < DF(x), v > = (v,0) ja que f,={oF

aplicando a regra da cadeia 3 com Xo= Xp tem-se o resultado.

Corolario 3. al f(xl, x2)x 82f(xl,x2)C Hl afbﬁlxzthbafbﬁsz). A
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2.8 Conceitos Geométricos Associado: Cones Tangente e Normal

Seja K um subconjunto de vazio de X. Designaremos por

dy () ou d(K;.) a fungao "distancia" a K definida por:
d . (y)= inf {llx=y || | yeEK }

Ela & evidentemente lipschitziana com constante de Lips-
/

chitz A=l : [d (y)=d, (z)| < || y-zl|

Consequentemente, ela & derivavel no sentido de Clarke.

Definicao 8. Seja x €K. Um vetor vy €X & tangente a K em x se

0 . -
dI((x;v)=0 . O conjunto de todos os tangentes a K em x e deno

tado TK(X) ou T(K;x).

Observacoes.,

1) Na definicao anterior somente involucra a natureza local

de K em x.

2) Como dg (x;.) @ convexa e continua, T(K;x) & um co-

ne fechado. (Em particular 0 € T (X,x)).

Definicao 9. Definimos o cone normal a K em x por

NK(x)= N(K;x)={x* €X*| <x*,v > <0 ¥vET(K;x)}
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d

o Veker x-X o Nces 2.
1% - %\

Temos a seguinte caracterizacao alternativa de N(K;x)

termos de gradientes generalizados:

Proposicao 15.

N(C;x) = { U hadc(x)}
A>0

onde a barra denota a w*-adherenca.

Prova. Pela definigao de T(C;x), temos que

VET(C;x) <=> <x*,v > <0 V¥x*e€ adc(x).

em

Com o qual segue-se que o cone polar a T(C;x) & o cone

w*-fechado gerado por adc(x), que & o que diz a proposigao.

A
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Proposicao 16. Seja f lipschitziana com constante L sobre o

conjunto S € X. Seja x € K C S e suponhamos que f atinge um mi-

-

nimo sobre K em x. Entao para qualquer L>L a fungao
g(y)=£f(y)+Ld(K;y) atinge um minimo sobre S em x. Se L > L e
K & fechado, entao qualquer outro ponto que minimize g sobre K

deve estar também em K.

Prova., Para provar a primeira conclusao, o faremos por contra-
dicao. Entao existe um ponto y € S e >0 tal que
f(y)+ Ld(K;x) < £(x)- Le. Seja p um ponto em K tal que

| y-pll < da(x; x)+ ¢ .

‘Entéo:
£(p) < £(y) +£l|y—p | < £(y) + L(Ad(K;x)+e ) < £(x),

0 qual contradiz o fato que x minimiza f sobre K.

-

Agora seja L > L, e seja y também um minimo de g sobre K.

Entao

£(y)+ Ld(K;y)= £(x) < f£(y) + (L+L)d(K;y) | 2
(pela primeira conclusao aplicada a (L+L)|2), o qual implica
que d(K;y) = 0; e assim y €K. A

Corolario 4, Suponhamos que f & localmente lipschitziana em X

e que atinge um minimo sobre K em x. Entao 0 € 3f(x) + N(K;x) ou

equivalentemente N(K;x) N -3f(x) *+§ .
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Prova. Seja S uma vizinhanca de x sobre a qual £ & lipschitzia
na (de constante L). Podemos supor K C S (ja que K e K N S tem
OS mesmos cones normais em x), de modo que x minimiza

f(y)+ Ld(K;y) localmente. Assim,

0 € 8(f+Ldk) (x) € 3f(x)+ L adk(x).

Agora o resultado segue-se da proposigaols, b

Quando K & convexo, se tem um conceito bem conhecido de

vetor normal: x*€ X* diz-se normal a K em x (no sentido da ana

lise convexa) se < x*, x-k > > ¥ k € K.

Lema 3. Se K & convex© a fungao dK(.) € convexa.
Prova. Em efeito sejam x,y€X e A€ (0,1) dados.

Para qualquer €>0, tomamos cx, cy em K tal que

Il e mx Il <ax+ e | cy,Y | < d(X;y)+ e, e seja

c €K dado por c=Ac +(1-A) c . Entao
Y

d(x; Ax+(1-1)y) < || c=ax-(1-M)yl|
Ceallegx lleaen Il eyl

<X A(K:\) + (1-2) d(K;y) + €

fazendo agora ¢ tender o =zero, tem-se o resultado. A}
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Proposicao 17, Se K & convexo, N(K;x) coincide com o cone de

normais no sentido da analise convexa.

Prova. Seja xXx* normal a K em x no sentido da analise convexa .
Entao o ponto k = x, minimiza f(k)= < x*,x-k > sobre K, de

modo que:
0 € - x* + N(K;x)
0 qual mostra que x* EN(K;x).

Para completar a prova, & suficiente, em vista da proposi
cao 15, provar que todo elemento x* € adk(x) € normal a K em X
no sentido de analise convexa (ja que o conjunto de tais nor-

mais & um cone convexo w*-fechado).

Como dK(.) & convexa (pelo lema anterior), temos que
BdK(x) = Bch(x), logo:
dK(y) - dK (x) > <x*,y-x > ¥V y€X

o qual implica que:

< x*,k-x > < 0 ¥ k €K

com o qual termina-se a prova. A

Corolario 5. Se K & convexo, entao

v € T(K;x) <=> d]g (x;v) = d. (x;v) = 0.
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Prova, Basta notar que neste caso dK(.) & convexa, logo ela &

regular. A

Vamos mostrar agora que o conceito de vetor tangente
definido anteriormente & independente da norma (e assim da fun
cao distdncia) usada sobre X.

Este fato & muito bom no sentido que podemos fazer uso, em
certos problemas, de distancias nas quais seja mais facil calcu

lar tangentes (o0 normais).

Teorema ll.Un elemento v de X & tangente e K em x se e somente

se, para toda seguéncia X, em K convergente a x e toda sequén-

cia tn em (0,+°) convergente a zero, existe uma sequéncia Vnh

em X convergente a v tal que:
X +t v €K Y n.
n nn

Prova, Veja, Clarke [29 , teorema 2.4.5., pag 54. A

Proposicao 18. Um elemento x* € X* pertence a 3f(x) e se somen-

te se (x*,~1) € N(epi(f);(x,f(x)).

L4

Prova Veja F.H. Clarke corolario, pag 6l. A

Proposicao 19,Seja x €K. Entao

8%<(x) = N(K;x).

onde wK(.) é a funcao indicatriz de X, isto é:
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wK(x) =0 se X €k, wK(x) = 4o se x ¢ K.

Prova, Temos que x* & awK(x) se e somente se (x*,-1) €
N(epi(wK);(x,O)). Mas claramente epi (wK)= Kx [0,»)

O que €& equivalente, pelo Teorema 11, a

X* € N(K;x), -1 €N([O0,»);0).
Mas, -1 € N( [0,»);0) sempre & verdadeiro (proposigao 16 ):
logo a formula segue-se. A

Para futuras referéncias, mencionemos também o seguinte resul-

tado de F.H. Clarke.

Proposicao 20. Seja f localmente lipschitziana em x. Entao 0

epigrafo de fo(x;.) € T(epi(f);(x,f(x)); isto &

(v,r) € T (epi(f),(x,£(x)) <=> r > fo(x;V).

Prova, Veja F.H. Clarke [29], Teorema 2.4.9 a, pag 59. A

2.9 AplicagOes a Otimizacao: Condigoes necessarias e sufi-

cientes de otimalidade.

Consideremos primeiramente o problema de otimizagcao em
sua forma geral. Seja A uma partendo vazia de X e f£:X-»>RU{+},

Consideremos o seguinte problema:

P) Minimizar f (x)

s.a. X €A .
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Definicao 10, x, € A diz-se um minimo local de f sobre A, se f

0
é finita em X, e se existe uma vizinhanca V de X tal que :
f(x) > f(xo) ¥x €EANV, ' A

Recordemos (Veja capitulo I) que D(A;xo) denota o cone

de deslocamentos aderentes a A em X isto e:

0’

D(A;x0)={d,€X | d = lim hn(xn—xo), com (xn) C A, X =+ X ’

n+>o«

M) C R, n>, x, € A }.

a) Condicoes Necessarias'

Temos 0s seguintes teoremas.

Teorema 12 . Se X € A & umn minimo local de f sobre A e se £ &

localmente lipschitziana em x, entao

£2(xgid) 2 0 ¥d € DXy ( %)

Prova. Seja d € D(A;xo) arbitrario, entao temos que d=lim dn

com d =i (x -x,.) com A >0 , x =X e X € A.
n n n 0 n — n 0 n

- - . 0
para d = 0, o resultado & trivial, pois £ (xo;O)-O.

Assim podemos supor que An >0 ¥ n.

Como x, & minimo local de P), e X X, existe n, € IN

tal que:
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f(xo) < f(xn) \zn_>_n0

Denotando & = Xn-l >0, temos que:

f(x0+andn) - f(xo) > 0
(6
n
ou
0 < % [f(x+a d ) - f(x.+a d)]+ & [£(x.+a d) - F(x.)]
_ an 0 n'n 0 n un 0 "n 0

Como f & localmente lipschitziana em Xqs deduzimos que:

1 :
0 < Llldn—dll + an[f(x0+and) - £(xg)]

onde L & a constante de lipschitz local de £, logo, tomando o

lim sup e recordando que dn'+d, temos que:
n-—+>w

fo(xo;d) >0
e pela arbitrariedade de dEED(A;xo), temos a conclusao. A

Teorema 13. Seja X, € A e consideremos um cone convexo M com

vértice 0 tal que M C D(A;xo).

Se f & uma funcao localmente lipschitziana em X, e se X, € um

minimo local de f sobre A, entao

0 € 3f(xy) + MO
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0o .
onde M~ = {x* € X*| <x*,x > <0 V¥V x €M} & o cone polar de
M.
Prova . Denotemos por g(d) = fo(xo;d), e consideremos o proble-

ma: Min { g(d)]|d € D(A;xo)} , pelo teorema anterior o ponto
otimo deste problema e d=0.

Por outro lado, como D(A;xo) & fechado, temos que
M C D(A;xo) e como M & um cone com vértice 0, d=0 €M, logo 4=0
também & a solugao otima do problema: min {g(d)| 4 €M}.

Pelo corolario 4, temos que:

0 € 3g(0) + N(M,0) ‘ (1)

Mas g(.) & convexa pelo Teorema 3 , logo, 3g(0)= e g(@) ,
mas pela observagao seguinte & proposicao 12, temos que:
dag(0) = af(xo).

Além disso como M e convexo, M também e convexo e

N(M, 0) & o cone normal da anilise convexa, pela qual:DHMJM=MO.

Assim (1) & equivalente a:

0 € 8f(x0)+MO. A

b) Condicoes Suficientes

Para obter condi¢oes suficientes de otimalidade devemos
pedir algumas hipoteses extra sobre a fungao e/ou o conjuntode

restrigoes A. Umas delas sao as seguintes

Definicao 11, Uma funcao f: X »IR localmente lipschitziana diz-
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se localmente pseudoconvexa em X, se existe uma vizinhanca V

de X tal que:

¥ x €V, fo(xo;x—xo) >0 => £(x) > f(xo). A

Se esta propriedade & satisfeita para todo X) € X, dize

mos simplesmente que f & localmente pseudoconvexa. Se a rela-

cao anterior & satisfeita globalmente (i.e., v=X), f & dita

pseudoconvexa.

Definicao 12, Dizemos que o conjunto de restrigdes A verifica

a condicao (L) se:

existe V, wvizinhanga de x tal que péra todo x €V N A, temos

OI

X=X GD(A;XO), onde D(C;yo) e o cone de deslocamentos adheren

0

tes a C em XO’

Teorema 14, Sob as hipdoteses seguintes:
(a) f & localmente pseudoconvexa em Xqr
(b) A verifica a condigao (L).

Se a condigao necessaria de otimalidade (*) se verifica

em X, entao X & um minimo local de f sobre A.

Prova , Temos por (*) que fo(xo;d)i 0 'VdeD(A;xO), como A veri
fica a condicao (L), temos que existe uma vizinhanga Vl de X,

tal que Vxevlﬂ A, se tem d=x—xo € D(A;xo) , logo fO(xo;x—xo) > 0
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¥ XGVirWA e fazendo uso da pseudoconvexidade 1local de f em

X concluimos que f(x) > f(xo). Isto & X € um minimo local de

f(x) sobre A, A

Teorema 15, Seja x, € A tal que D(A;xo) seja convexo; uma con

0

digao necessaria para que x

0 seja um minimo local de f sobre

2F(xy) N - [D(A;xo)lo s g (*%)

Ademais, se £ & localmente pseudoconvexa em X, © se A verifica

a propriedade (L) em x,, entao (**) & uma condigao suficiente

Ol
para que x, seja um minimo local de f sobre A.

" Prova. Basta considerar M = D(A;xo) no teorema .13 para concluir
(**) .

A suficienga & similar a prova do teorema anterior. A

c) Kuhn-Tucker generalizado

H3a situagdes que o conjunto de restrigoes tem uma estru
tura do seguinte tipo
A={x|xec, £, (x)<0, gy(x)=0, 1€1, JEJ}

onde 1 = {1,2,...,n}, J=1{1,2,...m} sao conjuntos de iIndices

nao simultaneamente vazios.

O teorema de Kuhn-Tucker usual (referéncias [32 1,[56])
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nos permite resolver o seguinte problema:

Minimizar f_ (x)

0
s.a. fi(x) <0 i€l
gj(x) = 0 jET pP)
x €C

gquando as fungoes for fi(i €1), gj(j € J) sao diferenciaveis .

Agora veremos uma generalizacao do teorema anterior para fun-
goes que nao sao necessariamente diferenciaveis, mas localmente

lipschitziana, devida a F.H.Clarke [ 25].

Suponhamos que £y, f,,..., £ : X IR e gy,..., gp: X IR sao
localmente lipschitzianase C fechado, consideremos o problema
P) descrito anteriormente.

m
Sejam F: X »IRT e G: X »IR definidos por F= PR A

\]

e G=[gl,“u, %n] respectivamente.

O Lagrangeand & a fung¢ao L(x,\,u;y,p): wRxR YRR +R

definida por

L(XI)\IUI'Y IP)= )\fo (x)+ < ]J,F(X) > +<7IG(X)> +p II(IAIUI’Y )lldc(x)-

Quando C=X, d (x)=0, logo o anterior se reduz a expres-
c

sao usual da Teoria classica.
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Teorema 16 (Kuhn-Tucker generalizado) sob as hipoteses fei-

tas anteriormente. Seja X que resolve P). Entao para todo p

suficientemente grande existe » > 0, u >0, e nao todos nulos

tal que:

(a) <u,F(x) > =0,

(b) 0 € 3XL(>—<,7\,U,’Y,P).

Notas .

1) A prova mostrara que a conclusao & valida para qualquer

- -

p >p, onde p & uma constante de Lipschitz para a funcao [fO,F,G]

em uma vizinhanca de x.

2) A notagao u >0 significa que cada componente u, de u é
nao negativa. A condicdo < u, F(x)> = 0 & algumas vezes chamada
"Complementary Slackness". Isto & equivalente a dizer que W= 0
quando fi(§)< 0 (i.e., quando a restrigao fi(i)i 0 & (localmen-

te) inativa ).

3) Por suposto as conclusoes do teorema se satisfazem para
minimos locais, sOmente ha que trocar C por C NB(eg,x) para

qualquer € > 0.

4) A condigao 0 € 3 L implica a condi¢ao "separada"
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0 € A3E,(x) + Ty 9f, (x) + 2 v 99 () + 0| (A,u,7)||adc(>'<)

i€T j&J
(Como também algumas variantes na qual o Gltimo termo & trocado
por N(C; X )). Esta condicao & em geral mas fraca que a forma
dada no teorema (Veja Proposicao 8) sem embargo as duas

sao equivalentes para "dados diferenciaveis (ou convexos)".

5) O vetor (A,u,r) anterior & chamado um multiplicador. No-
te que se (A,u,r) € um multiplicador (i.e., se satisfaz as con-
clusoes do teorema para algum p), entao também (tA,tu,Ay) Y t>0.

Assim o teorema poderia também estipular || (x,u,r)|]=1.

Prova do Teoremalé6. Seja H o conjunto

(h= (A,u,y) € YT x5 0, 0> 0, || A,u,m) =11,

Seja € > 0 dado arbitrario, e definamos ¢: X >IR por

¢ (y)= max {( k,u,v).(fo(y)—f0(§)+ £),F(y),G(y)}
H

Como £ F, G sao localmente lipschitzianas em X, temos que ¢

0’
& localmente lipschitziana em x, e v (x)=¢.

Observemos que ¢ & positiva sobre C, de fato, se vy nao for positiva, isto
é, v(y) < 0, entao fi(y): 0, hj(y)=0 (i.e, y & factivel para
P)), e £(y)< £(x)- £, o que uma contradigao com o fato de ser

X otimal.

Além disso x satisfaz
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¢(§)§ inf {¢(y) |[YyE€EC } + ¢,

logo pelo pricipio Variacional de Ekeland, existe um ponto

u € B(Ye, x) tal que:

v(y) + Ve |[ly-u [| > ¢(u) ¥ yec.

-

Se p & a constante de lipschitz da nhota 2 anterior ,
entao &€ facil ver que gualguer o >; € uma constante de lips
chitz 1local (quando ¢ € suficiente pequeno) para a funcao
¢ (y) +Ye || yu || perto do ponto y=u.

Pela proposicao 16, u também minimiza, sobre alguma vizinhan

- ¢a de u, a funcgao

y > ely) + Ve [[y-u [[+» d_(y)

Mas

B(y)= ¢ (y) + » dc(y) = max{(\,u,7). (E(y)-f X)+&,F(y) ,G(¥) } + pdc(y)
H

=max {Af(y) - ME(x) +Xe + <y, F(y)>+<7,Gly) F+ pd (y)
H

mm{xfW)+<u,FW)>+<7,GWP4WMCW)-Kf&)+R€}
H

(Def.de L)= Max { L(y,A,u,7,0)- Af(x) + e }
H
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Assim, para ¢ >0 suficientemente pequeno, tem-se
0 € 36(u) + B,(0, Ve )
onde 5*(0, Ve ) = {x*e x*| |[x*|| <Ve }. (1)

Agora intentamos estimar 06 (u) pelo teorema 10.

Para isto, devemos primeiramente mostrar que a multiaplicagao
(h,y) I 9, L(y,h,p ) (2)

€ envolutiva (Veja definigao 7). Notemos que para qualquer

par h., h, em H, a fungao

1’ 72
y > L(y,hy,p)= L (y,hy,0) = (hy=h)) .A£,,F,C) ()
€ localmente lipschitziana em x com constante p IIhl—h2 || ;as-
sim,

0 Lly,hy,p) €3 Ly, ,h,,p)+ pllhl—h2|| B,(0,1),

junto com o fato que o gradiente generalizado & uma multiapli

cagao fechada, temos que a multiaplicagao (2) & envolutiva.
Como ¢ (u) & positiva, existe um Gnico ponto h, em H no qual

¢ (e assim 6 ) atinge seu maximo. Agora podemos aplicar o

teorema 10, e obtemos de (1):
0€ 3, L(u, h,p ) + B, (0,Ve) . (3)

Note que se f£.(u) <0, entao o maximizante h, tem u;= 0

necessariamente.
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Se no anterior tomamos uma sequéncia ¢, ¢ 0, entao a cor-

k

+xX, e como a correspondente hu € limitada, uma
k

respondente Uy

subsequéncia dela converge a algim elemento de H. O teorema se-
gue-se agora de (3) junto com o fato que a multiaplicagao dada

pela relagao (2) & envolutiva. A

Comentarios. Analogamente ao caso diferenciavel, para

assegurar gque A#*0, deve-se impor alguma condigao, F.H. Clarke
introduz a condigao de "Calm", para mais detalhes recomendamos

ver o artigo de F.H.Clarke [25].

d) Programacao Geométrica

Sejam C,P C R" nio vazios, P um cone, e g: C >IR, O pro
blema resultante da programagao geométrica, problema P.G., e

definido por Peterson [63], do seguinte modo:

Problema P.G., Sobre o conjunto de solugoes factiveis

S cnp

achar o iInfimo

=
Il

inf { g(x) |x€s}.

e o conjunto de solugoes otimais.

s*= {x€8 | gx) =V1}.
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Observacoes ,

O problema classico de programagao matematica, €& quando
o cone P = IR". Em geral, existem varias formas para se ex-
pressar um problema de otimizagao particular na forma do pro-
blema P.G. Por exemplo, o potencial da programagao geométrica
consiste em selecionar um cone nao trivial ﬁdeﬂ?#ﬂ,P#tRn) o

qual permita explorar as 1linearidades presentes no problema.

Denotamos o cone dual de P, isto é:

Q= {yem"™ | <y,x > < 0 ¥x € P }.

0 0 . .
Note que Q = - P , onde P & o cone polar de P, para um conjun-

~ . n -~
to nao vazio D € IR , usamos, a notacgao:

< x,D > { <x,d >| 4 € p}.

Recordemos os seguintes fatos do Analise Convexa.

Definicao 13. O interior relativo, denotado rint (C) de um con-

. n . \ . . .
junto convexo C C IR € o interior do conjunto C relativamen-
te 3 variedade afim de menor dimensao que o contém. A
. ‘ . 3 .
A figura abaixo representa em IR~ um conjunto convexo con

tido em um plano II.
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#t
(rint (C) & entao o interior do conjunto C considerado como sub-
conjuntode I isomorfo a IR2 (sua definigao utiliza vizinhancgas
de dimensao 2).

Os seguintes fatos podem ser provados (Veja a demonstra

cao em Rockafellar [661]).

. ~ . ; n . .
Teorema 17. Todo subconjunto nao vazio de IR tem um interior

relativo nao vazio. A
Lema 4. Para qualqguer fungao convexa f,
rint (epi(f)) = {(x,\)]| x €rint (Dom (f) e f(x)<A<=} A

Vamos agora introduzir um conceito de solugao devido a

Reiland e posteriormente dar um resultado que o relaciona com a

solucao de P.G.

Definicao 14. Um vetor x€ C & uma solucao critica (no sentido de

Reiland) para o problema P.G. se g & localmente lipschitziana em

x e se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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i) X €85,
ii) 0 € 9g(x) - Q e
iii) 0 € <x,3g(x) > .

Observacao,

Se o cone P & um espago vetorial, entao Q=P ; ademais, a
condicao 0 € < x,3g(x) > & redundante ja cue 0 € Bq(x)-ﬁL' im-

plica que existe um X* € 3g(x) N Pl, isto &, < x,x* >= 0,

Teorema 18, Suponhamos que g & localmente lipschitziana em X

(a) Sepa P convexo. Se x & uma solugao otimal para o proble-
ma P.G., entao x & uma solugao critica no sentido de Reiland pa

ra o problema P.G.

(b) Seja g pseudoconvexa em X com respeito a S. Se x & uma
solugao critica no sentido de Reiland para o problema P.G. e se
x, C e P sao tais que (CNP)-x C P, entao x & uma solugao oti-

mal para o problema P.G.

Prova

a) A primeira condicao para uma solucao critica & satisfei-
ta ja que a otimalidade de x implica x €EC NP.

Ademais, a otimalidade de x e a convexidade de P impli-
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cam que:

g (x+Av) > g(x)

para *» suficientemente pequeno e para cada v €P.

Ademais
g(x+Av) - g(x) >0
A
0
de onde: g (x;v)> 0 ¥ v € P.

Definamos o conjunto D do seguinte modo:

D= (P x IR) N T(epi(g); (x,9(x)).

Recordemos que T(epi(g); (X,g(x)) & o epigrafo da fun-
¢ao convexa v-+go(x;v) (Veja a proposigao .20) D & convexo ’
pois T(epi(g); (x,g9(x)) & um cone convexo (observagao 2, pag

) e P x IR também & um cone convexo, pois P 0 é&. Além
disso,

rint (P x IR) = rint(P) x IR e

rint (T (epi(g); (x,g(x)) = {(v,a) e RPxmR| g’ (x,v)< a }

ja que P crR” ep+ g , temos que;

rint(P) + @&

Logo, para vV €rint(P); go(x;v) < K||v|] , onde K & a constan-

te de lipschitz de g.

Assim, se tem:
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(rint(P) x IR Nrint(T(epi(g); (x,g(x)) +d

(P x R)° + [ T(epil(g); (x,q(x))]°

w)
il

Il

- 0 x {0} + N(epif(g); (x,g9(x)))

como go(x;v)i 0 para cada v €P, temos que (0,-1) € DO, o qual
implica que

0 € - QO+ 3g(x).

Logo, a segunda condicao para uma solugao critica & sa-
tisfeita.

Como x+ A(-x)€P para 0 <A< 1, a otimalidade de X
implica que:

g% (x;-x)> 0

e assim,

*
-go(x;-X)j <X,x > < go(x,X) ¥ x*€ 3g(x) (*)

Agora bem, para x* €3g(x), definamos a fungao h(x*)=< x,x*>
Como go € a fungao suporte do gradiente generalizado te-
mos que existem xi, x§ € 9g(x), tais que
h(x¥*) = go(x;x) = < X,x¥> e
1 1

0
- h(xg) = g (x;-x) = < =xX,xy >,
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Se h(x}) ou h(x}) & zero, entao a terceira condigao para

uma solugao critica: 0 € < x,3g(x)> & estabelecida.

Se h(xl*) +0 e hix,*) + 0, entao (*) implica que:
h(xl*)h(xz*) <0 e pela continuidade de h, existe x*€3g(x) tal
que:

h(x*) = <x,x* > =0

isto completa a prova de a).

b) A condigao 0 €3g(x)-Q implica que existe x*€ 3g(x) e

q €-Q tal aue:

0 = x* + q,

logo
0 = < z,x*>4+ <2z,q > Vzemn
Em particular, a condig¢ao (CNP)-x CP implica:
<w-x,q> <0 e <w-x,x*> >0 ¥ weCNp.
Ademais:
0 *
g (X;wWw-x) > < w-x,x*> > 0 ¥Yw € C NP,

o qual, pela pseudoconvexidade de g em x com respeito a S=C NP ,

temos que:

g(w) > g(x) ¥ x € CNP. A
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Observacao. Uma condigcao suficiente natural para que (CNP)-xCP se

. . - . n
verifique e que P seja um subespago de IR . Logo nos casos
usuais de programagao matemadtica ( diferenciavel ou nao )

(CNP)-x C P & sempre verdadeira.

Aplicacao: Estatistica.

Problema: Para determinar a melhor Li- aproximacao de um con-
junto de pontos observados (zl,yl),...,(zn,yn) poxr uma reta

y= az + B , & necessario resolver o problema

n
Min £ Joa zy + B -yyl (1)
a,B i=1
onde | oaz;+ B-y;| & o erro no i-&simo ponto.

Para colocar o problema anterior no formato do problema

P.G., definimos as novas variaveis xi= azi+8 i=1,...,n; (1) é&

'entao equivalente a resolver o problema P.G. com C=IRn, g (x)

n
z l x.—y.l , € P = espago coluna de [ z,1] ,onde z=(2,,...,2 )T
i=1 171 1 n

el

& o vetor coluna de n 1. Assim o problema de programagao geo

métrica equivalente a (1) é:

Min [xi—yi!

Ll ]

XEP =1

onde P = espago coluna de [ z,1]
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Apliquemos o teorema anterior. Se x & otimal, entao te

mos que:
x€P, 0 € E)g(x)-P'L

1

isto &, x EP e existe x* € 3g(x) NP

O gradiente generalizado, 3g(x), € o conjunto seguinte.

: n
{X*=(xi,...,x£) € R | x; = [ 1 se x,-y, > 0
(2)
< =1 se xi—yi <0
_[-l,l] se xi-yi = 0
n
Com efeito: g(x) = ( Z fj)(x), onde
j=1i
fj(x)= lxj-yj| e como £ ( j=1,...,n) sao convexas ,
logo Clarke-regular, temos que:
n
dg(x)= z 0f. (x)
=1
Mas, calcular afj(x) é facil, posto que:
f.= uohj
. J
onde u(t)= |t| (t €R) hj(x)= X<y, e podemos aplicar a re-

gra da cadeia 1.
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Introducao.

Problemas de controle O0timo sao muito frequantes em apli
cagoes as Engenharias e geralmente aparecem sob a forma de um
sistema de equac¢Oes diferenciais no qual uma das variaveis ( o
controle) deve ser escolhido no sentido de minimizar um certo
funcional que depende da solugao do sistema e do controle esco-
lhido.

Muito tem sido feito na analise de tais problemas mas
geralmente sob a hipdtese de regularidade das fungoes envolvi-
das. Entretanto, em muitas situacgoes (tais como aguelas em que
o sistema estudado muda de estrutura) tais hipoteses de regula
ridade nao siao verdadeiras e muita da teoria usual nao pode ser
usada. Um exemplo de tal situacao e apresentado na segao 3.4..

Neste capitulo aplicaremos os conceitos dos capitulos
anteriores a este tipo de problemas, estudaremos condigoes ne

cessarias e suficientes para que os problemas do calculo das

variagoes e do controle Otimo, como também suas relagoes.
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3.1 Formulacao do Problema.

Consideremos os seguintes problemas de otimizacgao:

1) Problema de Lagrange
b ~
Minimizar J(x) = J L(t,x(t), x(t))dt
a
Sujeito a: x(a) = A, x(b) = B

g(t , x(t), x(t))<o0.

sobre todas a fungGes absolutamente continuas x: [a,b ] - IRn.
L: [(a,b] xIRanRn*]R, g: la,b] x R x m™ - ® sSa0
fungoes dadas, A e B sao vetores constantes fixos dados. No

caso g =0, & o problema usual do calculo das variagoes.

2) Problema de Inclusao Diferencial. Dada uma multiplicagao
r: la,blx W™ 3 m™ , e um subconjunto K de IR"x R" . 0

problema proposto é:

Minimizar ¢ (x(b))

sujeito a (x(a), x(b)) € K

(t) € T (t,x(t)) g.t.p.



148

sbbre todos as fungoes absolutamente continuas x: [a,b] - m",

e ?: m® -+ 1R & uma funcdo dada.

3) Problema de Controle otimo: Consideremos o seguinte pro-
blema.
b
Minimizar J(x,u) = @(x(b))+‘J' g(t,x(t), u(t))dt
a

sujeito a :

X(t)=£f(t,x(t),u(t))- g.t.p.

x(a) € Cor x(b) € Cy u(t) € U qg.t.p.

sobre todas as fungoes absolutamente continuas x:[a,bl> R,

e u:la,b]- r" mensuraveis, onde ?: r"” + IR, g:

[ a,b] x R" x ’R™ » T £: [a,bl x R"x®™ » R", C; € c
I

R"? s3o dados.

Todos os problemas anteriores podem ser posto sob uma mes

ma forma, a qual recebe o nome de Problema de Bolza Generalizado
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Agora formularemos o problema de Bolza Generalizado e
veremos cComo reescrever os problemas anteriores nestes termos,
para logo deduzir algumas condigoes necessirias e suficientes
de otimalidade.

O seguinte & uma condensagao dos trabalhos de R.T.

Rockofellar, F.H. Clarke e V. Zeidan.

Problema de Bolza Generalizado (a seguir denotado  pro

blema (PB)).

Seja J(x)=l(x(a),x(b))-4jb L(t, x(t),%x(t))dt
a

O problema de Bolza Generalizado consiste em:

Minimizar J(x)
onde x & uma fung¢ao absolutamente continua de [ a,b ] - R? cam
derivada X (em quase todo ponto), chamaremos a tal fungéo b'e

n
um arco e onde L: [a,b] x R%®R" - (-0, + ©» ] e 1: R xR

> (_oo

, + © ] sao fungoes dadas.

Defini¢ao l.o Hamiltoniano do problema (PB) &:

H(t,x,p) = sup {<p,v>- L(t,x,v) | v € ®r™} . A (D)
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o primeiro a tratar este problema nesta forma foi R.Rockafellar,

sob as hipotesis de que L(t, ., .) e 1l (.,.) sao fungoes conve-

xas,

e, em forma mais geral,

F. H. Clarke.

Formulacao dos problemas anteriores na forma (PB).

Consideremos o problema 1).

guinte:

L(t,w,v)

L(t,w,v) = + o

l(x(a), x(b)) = <

Neste problema, pomos:

se

se

se

se

Definamos 1 e L na forma se-

glt,w,v) < 0

nao

x(a) = A, x(b) = B

nao

v € F'(t,w) g.t.p.

nao

(x(a),x(b))E K

nao
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3" Aqui fazemos
C
( P (v) se u € CO’ v € 1
l(u,v) = <
L + © se nao
Inflg(t,x,u) | ueUu, v= f (t,x,u)}
L(t,x,v) =

+ se nao

Definicdo 2. Dado um arco x tal que J(x) & finita.

Dizemos que x & um minimo local forte para o probléma

(PB), se podemos achar um nimero positivo ¢ tal que X minimi-

ze J(x) sobre todos os arcos satisfazendo

I x(t) - x(£)|] < e Y t€ [a,b ]
se ¢ = + » , dizemos que x & um minimo global para (PB). A
Suponhamos que sao dados um arco x : la,b] - R"” e um nime-
ro positivo €. Definimos
Véi) = { x emr"™ | || x-x(t) ||< ¢ para algim t € [a,b]}.

seja £ a colecao de subconjuntos mensuraveis segundo Lebesgue
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de [a,bl] e @ os subconjuntos de Borel de IR" x Wm".

Denotaremos por £ x @ a ¢ algebra de subconjuntos de

[a,b] x IR"x 1mR" gerada pelos produtos de conjuntos em £ e @

Suporemos 0 Seguinte:

1
a) L e £ X @ mensuravel
b) 1l & semicontinua inferior
c) para cada t € [ a,b ], a funcao L(t,.,.) & semiconti-
nuas inferior.
p

A seguir apresentaremos um teorema de condigao necessaria
para que o X seja um minimo do problema (PB), a prova deste
teorema & muito longa, e, por isto, nao o faremos. Ela pode ser

encontrada no livro de Clarke [ 29 ]pag. 180, Teorema 4.4.1.

Consideremos o caso autbnomo (i.e., L nao tem uma depen-
dencia explicita do tempo t ). Nossas hipOteses implicaram que
L(y,v ) & localmente lipschitziana (portanto, finita) como fun

cao de (y,v). Mais especificamente, requeremos que o crecimento
de L em (y,v) seja no maximo de ordem exponencial, no seguinte

sentido: existem constantes ko, kl' co tal que para todo (y,V)

n
€ IR se tem:
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(a) | 3L(y,v) | < kol L(y,v) | + % [ (y,v)| + ¢

1 0

Ademais, suporemos que para todo y‘EIRn, tem-se

(neste caso & facil ver que o Hamiltoniano & finito).

Suponhamos além disso que 1 tem a forma

(£)  1(Sg, S) = h(s)) + ¥ (Sp)+¥e (S))

0 1

onde h & localmente lipschitz e C C, sao fechados.

0" 1
B (d), (e) e {f) nos referiremos camo hindteses II.

wA (x) denota a funcao indicatiz do conjunto A, isto é&:

d/A (%) = 0 se xX€EB e + © se x FA.
3.2; Condicao Necessaria de otimalidade
Teorema 1 ., (F.H. Clarke). seja x uma solugdo de (PB) sob
as hipOteses feitas I e II sobre L. Entao x & essencialmente

limitada, H @ lipschitz sobre subconjuntos limitados, e existe

um arco p tal gue:
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€ dH(X(t), p(t)) q.t.p

(t)

Xl

p(a) € N(Cy:x(a))i=p(b) € 3 h(x (b)) + N(Cj; x(b))

I

H(x(t), p(t)) constante. A

Quando L nao possui as propriedades de crescimentos ne-
cessarios para H ser finita, & muito conveniente poder-mos ex-
pressar as condicOes necessarias em termos de L.

Como a ilustracao, & facilitar a comparagao com as  con-

dicoes necessarias classicas, consideremos o seguinte teorema.

Teorema l' . Seja X que resolva P, no caso no qual

L(y,v) & uma fungao localmente lipschitziana independente de t,

e suponhamos que x(t) @& essencialmente limitada. Entdo existe

um arco 5 tal que:

RoR L

(1) (t) € ayL(t), p(t) € 8, L (t) q.t.p.

(2) L(t) - <p(t), i(t)) = constante q.t.p.
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(3)  L(x(t), x(t) + v) >L(x(t), X(t)) + < p(t),v > v,q.t.p.

(4) p(a)
€ 31(x(a), x(b))

p(b)
onde L(t) = L(x(t), x(t).
Prova. Veja ClarKe [ 26}]. A
As que sao familiar com as condig¢oes de primeira ordem
'do cdlculo das variagdes classico, reconhecemos em (1) a
contraporte da equagao de Euler-Lagrange (d/dt)V&L = VyL. A

primeira condicao de Erdmann corresponde a continuidade de p,
e a segunda 3 equagao (2). A condigao necessaria de Weierstrass
estd em (3), por outro lado (4) reflexa as condigoes de trans-

versabilidade (ou fronteira normal).

Para outros resultados relacionados recomendamos ver

Clarke [27 }.
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3.3. Condicoes Suficientes de Otimalidade.

Proposicao 1  Assumamos que L & £ x @ nmersuravel e que

X & um arco dado, com J(x) finito.
Suponhamos que exista um namero € > 0 positivo e Tuma
fungao W (t,x) definida sobre f[a,b ] x v, (x) tal que, para

todos os arcos x satisfazendo

Ix(t) = x(t) || < e ¥ t € [a,b]
a funcao W(.,x(.)) & absolutamente continua e (a) %E W(t,x(t))-
C-Lit, x(8), % ())<=t W(EX (£))- L(k, x(t), X (£)) q.t.p ;
(b) para todo c,d tal que ||c || <ce [ @ || <e, temos:

W(a, x(a) +c) - W(a, x(a))+ W(b, x(b))- W(b,x (b)+3)

N

l1(x(a) + ¢, x(b) +4d) - 1l(x(a), x(b)).

Entao J(x) estd bem definida (possivelmente + < ) para X

numa vizinhanca de raio ¢ de x , e x & um minimo local forte

para (PB). Ademais se € =+ © entdo x & um minimo global para
P .

( B)

Prova. seja x(.) um arco satisfazendo
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[l x(t) - x(t) || <e ¥ t€ [a,b].
Para tais x(.), a condigao (a) se satisfez; isto &,
L(t,x(t),%(t)) > =% W(t,x(t)) - = W(t,%(t))

! ! ~ 4t ! dt !

+ L(t, x(t), i(t)) q.t.p.

Como o lado direito da desiqualdade anterior €& integravel ,
a mensuralidade de L implica que J(x) estad bem definida (possi-
velmente + «).

De desiqualdade anterior, temos:

b b 4 by
j L(t,x(t), %(t))dt > j = W(t,x(t)) dt—j SH (t,%(t))at
- |, @ o at

a

b .
+j L(t,x(t),x(t))dt
a

= W(b,x(b)) - W(a,x(a)) = W(b,x(b)) +

b >
W(a,x (a)) + j L(t,x(t),x(t))dt
a

Como |x(a) - %(a)]l <e e ||x(b) - x(b)|| <e por (b) te

mos que:
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JbL(t,x(t), %X (t))dt > 1(x(a), x(b)) + J ° L(t,x(t), fc(t))dt
a a
-1 (x(a),x(b)),
ou seja, J(x) > J(x). ; isto & x & um minimo local forte
para (PB)'
Se as condiqées (a) e (b) se satisfazem para todos os

n
arcos X e para todo c¢,d, em IR , neste caso, o0 argumento ante-

rior implica que:

J(x) > J(i) para todos os-arcos x.e assim, X e
um minimo global para (PB)' A,
Observacoes.(i) Se a funcao W (.,.) & lipschitziana entao
W(., x (.)) & absolutamente continua para qualquer arco Xx.
(ii) No caso cue os valores de fronteira sao fixos (x(a) = A,
x(b) = B),entao a cdndigéo (b) & automaticamente satisfeita pa

ra todo ¢, d em r e nara qualcuer fungao W. Notemos que nes-

te caso l(x;, x,) = w{A} (xl)+ W{B}(XZ)
onde para qualgquer conjunto C, wc(x) = 0 se x€Ce + ® no

caso contrario.
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A seguir damos um outro resultado de suficiéncia

Teorema 2. Seja a fungao L £ x @ mensuravel e seja x

um arco tal que J(x) & finita. Suponhamos que exista um namero

€ > 0 e uma funcao lipschitziana W(t,x) definida sobre
la,b] x VE(§) satisfazendo:
(i) para todo c¢,d tal que |[|c || <e e |]d]] <«
W(a,x(a) + c) - W(a,x(a)) + W(b, x(b)) - wW(b, x(b) + d )
< 1(x (a) + c, x(b) +d) - 1l(X(a),x(b));
(2) para Z(t,x) = sup {a + H(t,x,8) | (a B) € 3W(t, x ) }
Z(t,x) < Z(t,x(t)) t € [a,b] q.t.p.
z2(t, X(£)) = & W(t, X(t)) - L(t,x(t), X(t)) q.t.p.

Entao J(x) estd bem definida (possivelmente + « ) para x
perto de §, e x & um minimo local forte para (PB). Ademais, se

€ um minimo global para (PB).

wl

€ = + © , entdo

Observacao |,

Motar que W(.,.) & lipschitz e x(.) & absolutamente con

tinua, entao w(.,§(.)) & absolutamente continua e assim, 0 uso

de 3% w(t,x(t)) na condicao (2) & justificado
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Prova. Basta provar que para qualquer arco com [[x(t)-x(t)| < e
¥vt€| a,b], a fungao w satisfaz a condigao (a) da proposigao 2.

Seja x um arco tal que || x(t)-x(t) || <e ¥ t€[a,b] .
Consideremos o conjunto

G= {t] é% W(t,x(t)) existe} Nn{t]| %(t) existe }

G tem medida de l.ebesgue (b-a), pois x e W sao localmente lips

chitzianas. Para qualquer t €G, definamos a funcao:
ft(T)= W(t+Tt, x(t)+1%(t)),
onde t €[ 0, o] , para um certo o >0 . Pela regra da cadeia I

capitulo II), temos
9f (0) C© dw(t,x(t)) (1,%x(t)).

Por outro lado, para qualquer t € G, temos
Xx(t+ 1) = x(t) + 1X(t) + o(T)

onde lim o(T1)=0.
T+0 T

Entao, como W & localmente lipschitziana,

W(t+T,x(t+1))-W(t,x(t))

= W(t+t, x(t) + 1X(t))-"(t,x(t))+0(1).
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Assim, para cqualquer t € G

d - - -
2 Wk, x(£)) = Lim £,(7) £.(0) € 3ft(0) ,
>0 T
logo,
d—‘g W(t, x(t)) € dW(t, x(t)) (1, %(t)) q.t.p.

Agora, da definigéo do Hamiltoniano dado por (D), rela-
gao anterior e a condigao 2 implicam que, para quase todo

t € [a,b] ,

d

gE Wit, x(£)) - L(t, x(t), %(t))

< Z(t, x(t)) < Z(t, x(t))
(e, X(8)) - L(t, R(t), X)) .

dt

Isto &, a condicao (a) da proposigao 1 & satisfeita. A

Corolario 1. Seja L £ x @ mersuravel e X um arco com

J(x) finita. Suponhamos que exista um ¢ > 0 e uma funcao C
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- n -~
p: [a,b] *+TR tal que 1(.,.) e - H(t,.,p) sao convexas
respvectivamente sobre V€(§(a)) X V€(§(b)) e VE(E). Além dis-

SO , assumamos:

(a) L(t, §(t),;(t)+v) - L(t,§(t),i(t)) > < p(t),v>

para todo v € IR" e para quase todo t € [ a,b 1,
(b)  (-B(t),x(t)) € dH(t,X(£),p(t)) g.t.p.

(c)  ( Pp(a),~p(b)) € 3l(x(a),x(b)).

Fntao as condigoes do teorema anterior se satisfazem.

-

Observagdo.i) O conjunto dH(t, x(t), p (t)) & definido

neste caso como o produto dos subgradiéntes em x (t) da fun-
géo convexa = H(t,.,p(t)) com os subgradientes em 5 (t) da
fungao convexa H(t, x(t), .). Similarmente, 31 & o conjunto

dos subgradientes da fungao convexa l(.,.).

ii) Em [90] e [26])F.H. Clarke mostra gque uma condigao necessa-

ria para a otimalidade de x & a condigcao de Weierstrass gene-

ralizada, isto &, existe uma funcao £ (t) tal que pt) = £ (t)
satisfaz a condigao (a). Também, Clarke a mostrado em
[27 ] que a existéncia de um arco 5 satisfazendo as inclusoes

Hamiltonianas, i.e., condicao (b), e a condigcao de transversa-

bilidade, i.e., a condicao (c) & uma condigao necessaria para
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a otimalidade de x. Assim, o corolario & obtido confirmando as

condigoes necessarias.

Prova . Definamos sobre [a,b] x VE(E) a funcao W(t,x)=
= <.§ (), x >. Temos que W(.,.) € uma fungao continuamente

diferenciavel, e assim pele - Teorema 2 do capitulo II ,

3U(E,x) = YW (£,x) = (<D (£), X >, B (£)).

Assim a fungao Z (t,x) da condicao (2) do teorema 2 & da-
da por:

Z(t,x) = <bp (), x > + H (t,x, p (£).
A condicao (a) implica que:
L(t,%(t) ,w) - L(t,x(t), X(t)) ><p(t),w-x(t)) ¥ w o qual
implica:
<p(t),x(t) > > sup {<p(t),w >= L(t,x,w) | wemr" }
Logo:
H(t,%(t),D(E)) = <P(£),X(£)> - L(EX(t),X(t) q.t.p.

o que nos da:

Z(e, R(6) = 2 W, X(®) - L(EE(D), X(8) q.t.p.

por outro lado, (b) e a convexidade de - H(t,.,ﬁ(t))impli

cam que:
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-H(t,x,p) + H(t,X(t), p(t)) > <Pp(t), x=x(t)> -<x (t), p - p(t)>
para todo x GVE (x) e para todo p. Em particular para p= E(t) ’
assim:

-H(t,x,p(t)) + H(t,x(t),p(t))> <p(t), x-x(t)>

0 equivalentemente

Z(t, X(£)) = <p(t), (£) > + H(t, 2(t), P(£))

<§(t), x > + H(t,x, p(t)) = 2(t, x)

| v

para todo t € [a,b ].

Analogamente, fazendo uso da condigao (c) e a convexidade

de 1 (.,.), temos que:
1(x(a) + ¢, x%x(b) +d) - 1l(x(a), x(b))
> <p (a), ¢ >~- <p(b), & >.

Além disso, W satisfaz as condigoes (1) e (2) do teo-

rema 2. A
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Teorema 3 (V.Zeidan [79 ]). Assumamos que L & £ x@ mensura-
vel e que X & um arco dado com J(x) finito. Suponhamos que
existe um niimero positivo €, um arco p e uma fungao absoluta-
mente continua Q(t), com valores no eépago das matrizes reais

n x n simétricas ¥vt, tal que:

(1) L(t,%(t),X(£)+v) - L(t,%(£),x(t)) > <p(t),v > para qua-

se todo t € [a,b ] e para todo VGIRn;

(ii) H(t,x,p(t) - Q(t) (x-x(t)) - H(t,X(t)p(t))
< =< p(t),x=X(t)> = < X(t),Q(t) (x-X(t)) >

+ % < x-%(t), O(t) (x-x(t)) >

para quase todo t € [a,b ] e para todo x€ VE(§):

(iii) para todo c¢,d com ||c|| < e ,||d]| <&,
l(x(a)+c, x(b)+d) - l(x(a),x(b)) >

<plal,c > -<p(b),d > - 3< c,0(a)c >+ 3 < d,0(b)a >.

Entao J(x) esta bem definido (possivelmente +«) para X
numa vizinhanca de raio ede X, € x & um minimo local forte para

(P,). Se e=+> entdao x & um minimo global para ¢Ps) .

B

" Prova. Para as fungaes X, p e Q, definimos:
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Wit,x) = < p(t),x >- % <x=% (t),0(t) (x-% (t))>

como fungdo sobre [a,blx VE(E).

Vamos mostrar que esta fungao W satisfaz as condigoes da
proposigao 1. Primeiramente observemos que, para qualquer arco
x tal que ||x(t) - x (t)|| <e, a funcdo W(., x(.)) e absoluta-

mente continua com derivada.

2 Witk (©) = <p(t), x(&) >+ <B(t), () >
=<K (E),0() (X (E)) > - § < x(O)R(E),Q() (X (E) > q.t.p.

Usando a condigao (i) do teorema e a definigao do Hamil-

toniano, obtemos

H(E,R(),P(E): = < p(t),X(E))> - L(t,X(t), X(t)) q.t.p.

H(t,x(£),p(t) - Q) (x(t)-x(t))) >

<X(t),P(t)-0(t) (x(t)- X(£)) >= L(t,x(t), %(t) q.t.p.

das relagoes anteriores e da condigéo (ii) do teorema temos que

para qualquer arco x com || x(t) - x(t)||] <e ¥ t € [a,b]
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W o(t,x(t)) +

4 - : - g
wit,x(t)) L(t, x(t), %x(t)) 3t

dt

L(t,%(t),x(£)) < H(t,x(t),p(t)-0(t) (x(t)-%(t)))

SH(E,X () ,B(E)) + < p(t),x(t)-X(t) >+

<X(E), QE) (x(E)-X(£)) > - 3 < x(£)=R(t),Q(t) (x(£)=X(£)) <O

g.t.p.

Assim a condigdo (a) da proposigdo 1 & satisfeita.
Agora, usando a definigéo de W, é a condicao (iii) do
teorema, obtemos que, para qualquer c,d com || c || <c¢

lHa || <e
W(a,x(a)) + W(b,x(b)) - W(b,x(b)+d)

W(a, X (a)+c)

<Ba), ¢ > - <p(b),d > -3 <c, Qaje> + ;3<d,0()a) >

o gqual termi-

< l(x(a)+c,x(b)+d) - l(x(a),x(b))

na a prova gragas a proposicao 1.
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Exemplo,. Consideremos o seguinte problema

1 2
Minimizar J(x) =J A ’i-éﬁl sen X(lt)+>‘<2(t) } dt  Pp)

sujeito a X(0) = X(1) = 0.

O Hamiltoniano correspondente a este problema &

H(x,p) = sup { .-X_2 S -l—2|€]R}“&—}-§—2- 1
1P P iV 4 MV v T4 7 Sseh g

Seja o arco x = 0 em [0,1 ]. Entdo x satisfaz as condi-
¢oes de fronteira. Vamos usar o teorema 3 para mostrar que X

€ um otimo para P).
Como os valores de fronteira sao fixos, temos que a condi
cao (iii) do teorema 4 é satisfeita para qualquer p e qualauer Q.

Agora, seja 5 = 0. E claro que a condigao (i) do mesmo
teorema se satisfaz. Neste caso a condigao (ii) se reduz a
achar uma funcao absolutamente continua q(t), satisfazendo P

para t € {0,111 g.t.p., e para todo x &€ IR,

2 1
q°- - semy <2 4.
Definimos - g (t) = tan %, gue & solugao da equagao di-
ferencial 1 + q° = 2 § . Assinm,
2 12 .
d, (t) - sen 3 <4 () +1 =2 qo(t)
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e qo(t) satisfaz a condigao (ii) do teorema,
Portanto x = 0 & um minimo global para P).

Nota, O Hamiltoniano H neste exemplo nao & cbncavo em X
e também nao diferenciavel em x = 0, pelo qual as técnicas clas

sica@s nao sao aplicaveis.

Vamos agora especializar alguns dos resultados anteriores

para problemas de controle otimo, isto &,

b 7
Minimizar ®(x,u) = 1°(x (b)) +J g(t,x(t) ult)) dt
a
sujeito a
% (£) = £(t,x(t), ult)) g.t.p. (1) > (2,)
x(a) = A (2)
U(t) € U g.t.p. (3)

1 - n m n

onde U ¢ K" & fechado, f : [a,b] x R x IR ~» IR

g: la,b1l x ®* x R® - mr ; l0 : R" > R sao fungoes da-
das; onde x: [a,b ] = R" & absolutamente continua com
derivada x (g.t.p.)e u: [a,b 1-R™ & mensuravel

Definicao 3. Oliamiltoniano para o problema (P ) é definido

por
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H(t,x,p) = sup { <p, £ (t,x,u) > -g(t,x,u) |u€U . A

Definicao 4. Sejam x: [ a,b] - 1R" absolutamente continua

eu: f[a,b] - 1R™ mensuravel. O par (x,u) diz-se admissivel
para (Pc) se ele satisfaz (1), (2), (3). A
DefinicaoS.Seja (§,G) um par admissivel. Dizemos que

(X, u) & um minimo local forte para (Pc) se existe € > 0 tal

que (§, ﬁ) minimize ®(x,u) sobre todos os pares admissiveis
tais que || x(t) - x(t) || <¢ ¥ t € [a,b] .
se € =+ = , dizemos que (x,u) & um minimo global pana(Pc).

A

Faremos as seguintes hipoOteses.
bado um par (x,u) e € >o, f € g sao mensuraveis

sobre [a,b ]xVE(i)xU e, para cada t, g(t,.,.) & semi > (H)

continua inferior e f (t,.,.) & continua sobre V€(§)xU

Ccondicoes Suficientes de otimalidade para (Pc)

A idéia basica para achar condigoes suficientes de otima
lidade para o problema de controle (Pc) é formula-lo como um

problema de Bolza Generalizado (PB) e interpretar os resulta-
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dos de V. Zeidan dados anteriormente. Existem varias maneiras

rara escrever (PC) na forma (PB). Uma delas & a seguinte:
Colocamos
/]inf { g(t,x,u) | f(t,x,u)=v, u€u } (El)
L(t,x,v)=
\1+ oo se nao
_lO(S ) se S, € C S, € C (E,)
1 0 0" "1 1 2
=<
l(SO, Sl)
+ o se nao
(Notar que como &€ usual o infimo sobre o conjunto vazio é
+ = ). E razoavel esperar que um arco X resolva o problema

(P,) associado se e somente se, para algum controle correspon

B
dente u, (x,u) resolve (PC). Sob hipdoteses fracas, isto & ver-
dade, como mostra o seguinte teorema de R.T.Rockafellar.

(Omitiremos a prova, a qual esta baseada em argumentos
da Teoria de selecOes mensuraveis ).

O seguinte resultado & uma simplificagao de um resultado

mais geral de R. Rockafellar.
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Teorema 4, ( Rockafellar 1975 )

suponhamos que os dados do Problema (Pc) satisfazem as seguin-

tes condigoes

i) g(t,x,u) e £f x @ mensuravel e s.c.i em (x,u).

ii) f (t,x,u) & mensuravel em t e continua em (x,u).

iii) U & fechado, e {(t,u,(t)) | t€la,b], u(t) €U} & ¢ x @
mensuravel

iv) CO' Cy sao fechados; f & semicontinua inferior em x.

v) Para cada t, para todo subconjunto limitado S de R x HJ}

o seguinte conjunto & limitado

{ u€eu | para algum (x,v) em S, v= f£(t,x,u) }

Entao os dados, 1, L do problema de Bolza associado, (PB), sa
tisfazem as hipbOteses I, e um arco X resolve (PB) se e somen-
te se existe um controle u correspondente a x tal que (x,u )

resolve (P ).
c

Prova Veja Rockafellar 8], equivalence Theoremn, pag 316. A
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)

Relacao entre o Hamiltoniano de (Py) e (P,

Recordemos que o Hamiltoniano para (PB) € definido por:

H(t,x,p) = sup{<p,v > - L(t,x,v) | v € R! }
ja vimos na segao anterior que o problema (p) e "equivalente"

a minimizar 1(S

X Sl) + J L(t,x,X)dt onde L e 1 sao dados pe-

las equacoes (El), (E2).

Substituindo este lagrangeano, temos

H(t,x,p) = supi{<p, f(ﬁ,x,u)> - q(t,x,u) quEU}

Assim este & o verdadeiro Hamiltoniano para (Pc); notar
ademais que no caso classico, considera-se o seguinte Ilamilto-
niano.

HC (t,x,p,u) = <p, flt,x,u)> - g(t,x,u)

chamado Hamiltoniano de Pontryagin, e assim temos que:
H(t,x,p) = sup { Ho(t,x,p,0) | we v}

Teorema 5 , (V. Zeidan [ 80 ] ). Seja (x,a) um par adnissi-
vel para (Pc) tal que ®(§,ﬁ) é finita. Assumamos que para al-

gum £ > 0 a hipdtese (H) se satifaz e que exista um arco p e
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uma fungao absolutamente continua Ni(t), com valores no espago

das matrizes reais n x n simétricas tal que:
(@)  g(t,x,u) - glt,x(t), u(t)) -

< p(t)-0(t) (x-x(t)), f£(t,x,u)-£(t,x(t),ult)) >

> <P (B), xR(B)> - E< xK(B),d(6) (x-K(£)) >

para quase todo t € [a,b ] , pa¥a todo x € Vg(i) e para
todo u € U;

) 1% Em ) -1° Go)) > - <pm),d >+

2 <d, o) d >
para todo d com ||d || < € . Ent3o (x,u) & um minimo local forte
para (P ). Ademais, se € = + =, (x,u) & um minimo global.
Prova ,A idéia da prova & converter o problema (PC) no

problema de Bolza Generalizado (PB), e assim aplicar o teorema

4.

Definamos as seguintes fungoes

l(xl x2) = Y (xl) + lO (Xz)

{a}

onde ] (x) = 0 se Xx = A e + ©no caso contrario ,

{ a}
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e L(t,x,v) = inf { K(t,x,v,u) | u e m"} (1)
onde K(t,x,v,u) = g(t,x,u) se u€ U e = f(t,x,u) e +o0
no caso contrario.

Consideremos o problema de Bolza Generalizado, (PB), asso

ciado ao problema de controle otimo:

b
Minimizar J(x) = 1l(x(a), x(b)) + J L (t,x(t), x(t)) dt.
a
O problema (PC) e (PB) anterior tem o mesmo Hamiltoniano.

A condicao (a) do teorema implica que

<p(t), f£(t,x(t),ult) > - g(t,x(t), ult)) (2)

| v

<p (t), f£(t,x(t),u > - g(t,x(t), u)

(basta avaliar (a) em x = x(t) , para todo u € U, e para quase

todo t € [a,b ]')-

Assim, usando a eguacao (1) obtemos

L(t, x(t), x(t)) = g(t,x(t), u(t)) g.t.p. (3)
por outro lado, (2) diz que, para qualquer par admissivel
( x,u)

p(x,u) = J(%) < J(x) < o (x,u).
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Motemos que, do anterior, para mostrar que (x,0) e
um minimo local (resp. global) forte para (pc) e
suficiente mostrar que X & um minimo local (resp.global )

) .

forte para (PB

Para provar este Gltimo fato faremos uso do Teorema 4 .
Verifiquemos entao as hipdoteses do teorema mencionado.

Devemos testar a £{£ X @ mensuravilidade de L.

Para isto basta provar que K(.,.,.,.) e £ x @ mensuravel (onde,

£ & a colegao de subconjuntos mensuraveis seqgundo Lebesgue e @
. n m n -
os subconjuntos de Borel de IR x IR x IR , e como e usual
£ x @ a o- algebra de-subconjuntos de [a,b ] x ®r" x ®R" x m™ gera-

da pelo produto de conjuntos em £ e @ ) e que K(t,.,.,.) €& se-

micontinua inferior, em virtude do teorema 1 de R.T.Rockafellar

[67 1 .
Definamos G =laﬂ3]xV€(§)xU e para cada t €
| a,b ] e a € IR
G, ={ (x,u) € R°xm" |x€5vg(§) yJ2U€U, g(t,x,u) <al
, 3

Temos que G € £ x @ mersuravel, pois V€(§) & aberto e
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U & fechado.
Por outro lado pela s.c.i. de g(t,.,.) temos que Gt e
o
[4
fechado.0Os seguintes conjuntos

a { (t,x,v,u) | (t,x,u)e G, g(t,x,u) <o f£(t,x,u) - v=0 }

1)

b,) { (x,v,u) |(x,u) e‘Gt,a , £(t,x,u) - v=0 } t € [a,b]

~

Sao £ x @ mensuraveis e fechados respectivamente, ja que

f(t,.,.) & continua sobre G (por hipoteses) e g: G » IR e f:

t,a

n ~ - » - »
G > IR sao mensuraveis. Logo temos que K(t,x,v,u) & s.c.i .

em (x,v,u) e §{f e@ mensuravel em (t,x,v,u). Além disso, tam-

bém temos que J(x) & finita.

Notemos ademais que (2) e (3) implicam que a condigao (i)
do teorema 4 se satisfaz, e que

H(t,x(t), p(t)) =< p(t), £(t,x(t), ul(t) > -

- g(t, x(t), u(t)) g.t.p.

Da definicao do Hamiltoniano para (P.) e a condigao (a)

do teorema, deduzimos que:

H(t,x,p(t) - 0(t) (x-x(£))) - H(t, x(t), p(t))
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0 - 1 - . -
= — <p(t), x-x(t) > + 35 <x-x(t), Q(t) (x-x(t)) >
- <x(£), Q(t) (x-x(t)) >,
para t € [a,b] g.t.p. e¥ XGEVF(Q) . Logo a condigao (ii) do
teorema 4 esta satisfeita. SO nos resta verificar a condicgao

(iii) do teorema 4 o que & obtido pela condigao b) e da defini-

cao de 1 : L(xq, Xy) = ¥ (xl) + l0 (x2). Logo x & um minimo

{a}

local forte para (PC) e, quando € =+ « , X & um minimo global. A

O seguinte resultado mostra que nao & necessario verifi-
car a condigao (a) do teorema 5 para todo u€U; & suficiente
verifica-la em uma vizinhanca de u, se certas outras condigoes

forem satisfeitas.

Corolario. Seja (x, u) admisivel para (P,) com b (x,u)
finita.

Assumamos que U & compacto e que, para algam y >0, f e g
sao continuas sobre [a,b ]x V7(§)XU. Suponhamos que exis
ta um arco p e uma fungao absolutamente continua Q(t) com valo-
res no espacgo das matrizes reais nxn simétricas tal que a condi

cao b) do teorema 5 se satisfacga e

(i) condigéo (a) do teorema 5 se satisfaca para t € [a,b] em
quase todo ponto, para todo xev5(§) e para todo

u e vy(ﬁ)nu
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(ii) para todo t €[a,b] e para todo u € U com u # u(t)
<p(t), £(t,x(t), u)> - glt, x(t), u)
< < p(t), £(t,Xx(t), u(t)) > - g(t, x(t), u(t));

(iii) para todo t €[ a,b], a fungao
<p, £(t,x,.) > - gl{t,x,.)

€ estritamente convexa sobre,Vy(ﬁ) para todo (x,p) € N7(§,§)..

Entdao (x,u) & um minimo local forte para (Pc).

Prova. Pelo teorema 5, & suficiente mostrar que a condi-
cao (a) do teorema €& satisfeita para todo u €U.

Definamos
. h(t,x,p,u) = <p,f(t,x,u) > - g(t,x,u)

Como uma funcao de [a,b |x VY(E,ﬁ)xU.

Como U & compacto, e £ e g sdo continuas, entao o maximo

de H

H(t,x,p) = max { h(t,x,p,u)| ue€U}

€ sempre atingido. Temos que a condigao (ii) e (iii) implicam
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que existe ¢, 0 <& < vy, tal que para todo t€ [ a,b] e pa-
ra (x,p) € VG(Q,E) o maximo de h & atingido em um Gnico va-
lor u(t,x,p) com u(t,x(t),p(t))= u(t). Ademais a fungao
u(t,x,p) @ continua. Assim, podemos encontrar um nimero positivo
e < b, tal que, para todo t e para todo (x,p)€ Ve(ipﬁhtamm
u(t,x,p) € VE(G) NnU»

Ademais a condigao (i) implica que a condigao (a) do teore

ma € satisfeita para todo u € U. A
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3.4 Aplicagao: Regulador Linear com Diodo.

Consideremos o problema de se obter o ponto de operagao Oti-
mo de um circuito regulador linear com diodo: se xX(t) & a volta-
gem, no instante t, a gue se encontra submetido o capacitador no

circuito representado na figura abaixo,

diodo
| o — I
gerador de
u(t) —— calacitador x(t)
voltagem
A l

pode-se mostrar (Veja McClamroch [58]) que a equagdo diferencial

que governa o circuito é:

o(u(t)-x(t)) se x(t)

I A
o
+

X (t)=
B (x(t)-ult)) se x(t)

|V
c
(-f

onde o e B sao constantes positivas (com g>g) . Quer se escolher

u(:) em [0,T] gue minimjze
T
2
1 J u”(t)dt
2 0
e tal gue o estado x satisfaca condig¢oes de contorno dadas
x(0) = X € x(T) =X,
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O problema de controle dtimo &

T
Minimizar J u (t) dt
0

sujeito a:

(p )
, c
% (t)=max {a(u(t)-x(t)), B(u(t)~-x(t)) }
x(0)= Xq ;. x(T) = X,
u(t) € R

Para poder aplicar o teorema 1 (condi¢oes necessarias )

devemos reescrever nosso problema na forma (PB).

Como f(x,u) = a(u-x) se u < x; chamando %=v, temos que:
u= v/a +x se v > 0, logo
2 .
L{x,v) = (x+v/a) se v >0 (1)
2
Analogamente

Lix,v) = (x +‘v(8)2 se v <0 (2)
2
e definimos
L o) - 0 se Sy T Xgr 8 = XT
Sor=y) T 9 (3)
+o0 no outro caso
ja que Cy = {xo }, C; = {xT }
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Logo o problema (PB) associado (formalmente) a (PC) e:

T

Minimizar J L(x,v)dt + l(SO,Sl) (PB)
0

com L e 1 definidos pelas relacgoes (1), (2) e (3).

Além disso como os dados do problema (Pc) satisfazem tri
vialmente as’hipéteses do teorema 4, temos que os dados do pro-
blema (PB) satisfazem as hipoteses I, e um arco X resolve (PB)
se e somente se existe um controle u correspondente a X tal
que (x,u) resolve (PC).

Entao, agora estamos em condiqaeé para fazer uso do teo-
rema l. Vejamos primeiramente se L e 9dL(x,v) satisfazem as

hipoteses 1I, isto &, se:

i) 3L (x,v) || < ko |L(x,v)] +kl||(x,v)||+ Cy, ¥ x,VER.

ii) lim L(x,v) = +

|V|-> [ 3] v

A condicao ii) €& claramente satisfeita. Provemos i). Cal
culemos primeiramente 9L (x,v). Para v #+0, L(x,V) & diferencia-

vel, de onde
OL(x,v) = {VL(x,v)} ,

e para v=0, temos que:
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dL(x,v) = co {lim VL(v,v)]| (y,v) » (x,0)}

Assim:

(x + v/a, (x +v/0)/0) para (x,v) cam v > 0
oL(x,v) = J x+vRBR, (x +v/B)/B) para (x,v) cam v <0

cé{(x,X/Ot),(XrX/B)} para (x,0).

Para v > 0, i), traduz-se em provar que:

YL < k| L) | +k || (x,9)[]+ €

0’ 0’

ou;

»/(x+v/ot)2 + (x+v/cx)2/:x2‘_<k (x+v/a)2/2 + kg (x,v)]|| + C

0 0°

Mas o lado esquerdo da expressao anterior & igual a:

| (x+v/a) | /1+1/a2 = | (x+v/a) | a2+1ya

- < (x+v/cx)2 /a2+l/a

e portanto basta tomar k% = 2/ a2+l /0 e C
trarios .

Para v < 0, com um raciocinio anadlogo, chegamos a que

k2 =2 /8%41 /8 e c

520, K

12 0 arbitrarios.

Agora, vejamos o caso v=0. Notemos que se (z2,w) € 3L(x,v) ,

entao:
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(z,w) = AGx/@+ (1) (x,%/8) , 0<r< 1

o qual implica que:

i

2 Ax+(l-MNx => zZ = X

Ax /o + (1-M)x/B => w x (Ao +(L2)B ).

Il
It

w

Assim a condigao i) neste caso & equivalente a:

[| e, x ™ /o + (1-X) /B) ] <%, X2/ + klrl(x,0)1|+ Co-

Mas o lado esquerdo da expressao anterior & equivalen-

te a:

/x2+x2(>\/a+ (l—>\)/B)2 = |x| ‘/1+(7\/d+ (1-2)/8 )2

< x? Atja + (1-0)/8) 2

N\

basta entao tomar kg = 2 /&+(A/u + (l—)\)/_B)2 e k> 0 ,

C, > 0 arbitrarios.

0
Logo para termos (i), tomamos
k, = max ké, kg, kg }
e k, >0, C, >0 arbitrarios.

0
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Assim, temos satisfeitas as hipoteses II.

Devemos agora calcular o Hamiltoniano. Temos que
H(x,p) = sup {p.v - L(x,v) | v€IR}.

Seja ¢ (v) = pv-L(x,v). Recordemos que uma condigéo neces
saria para que v maximize ¢(.) & que o € Jv¢ (V).
Neste caso, d¢(v) = p-BVL(x,v), ja que p v EC
Logo a condicao 0 € 3¢ (v) € equivalente a: p € BVL(X,V).
Calculemos BVL(x,v), como L(x,.) & deferenciavel nos ca-

sos v > 0 e v <0, temos que:

BVL(x,v) = {VVL(x,v)}

Em virtude do teorema 5(Cap.II),no ponto v 0, temos que:

a,L(x,0) = co {lim VVL(x,y)I y #0}.

y+0
Assim
-
{(x+v /o) /o se v > 0
BVL(x,v)= < (x+v /B) /B se v <0

{tx : aﬁl< t < 8—1} se v =0,

—

Logo, para v > 0, temos que
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p = (x + v) => v = (ap - x )a

Como o > 0, temos qgue ap > x.

Analogamente para o caso v <0, temos que
v = (Bp - x)B se Bp < x.

Para o caso v = 0, temos que:

p €{tx: a—li t< B—l} <> p € {w: u—l_f(“Vk): B_l}

logo v =0 se ap < x <gp

Temos o seguinte grafico.

TP
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Na regiao marcada com raias verticais , o maximo de
H(x,p) & atingido em v = (ap-x)a .
Na regiao marcada cam raiz horizontais, o maximo & atingido

v = (Bp-x)B .

Na outra regiao com raias , o maximo e atingido em v=0.

Na regiao com sinal de interrogag¢ao, ha dois candidatos
para o ponto de maximo: Lk (ap=x)a e V= (Bp-x)B .

Temos que comparar osHamiltonianos avaliados nestes pon-
tos e descobrir para que valores de X, qual deles & maior que o

outro, para isto, definimos
Y(x) = H(x,vl) - H(x,vz)

e perguntamos: para que valores de x, temos V¥(x)> 0 e V¥(x) < 0.

Vejamos o caso Y(x) > 0. Temos que:

Il

¥(x) ap (ap/2 - x) - Rp(Rp/2 - Xx)

il

(p2/2) (0°= 8%) - (a=B )px.

Assim, ¥(x) > 0 <=> (p2/2) (az— 82) (a-B) px

| v

<=> (p/2) (a + B) > x

pois nesta regiao p > 0, e pelas hipdoteses a > B > 0.
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Assim para 0 < x < (p/2) (o + B), temos que o maximo &

atingido em vy = (ap - x)a , pelo qual o Hamiltoniano para es-

tes x é:
H(x,p) = aplap/2 - X).

Analogamente para 0 <(p/2) (a+ B) < x, temos que O Ha-

miltoniano para estes x &:
H(x,p) = Bp (Bp/2 = x)

Assim, temos o seguinte grafico

Q
u=ap
[}
H=apiap/2 - x)

oxtae B ) —

fust
lpﬁﬁ“”b /
c -
-
1 Ya
s L5 Gs
Pl
u=x */1/ — u=gp
H=-x2/2 ——— =" H=pBp/2 - x)
yd
A
1{7 ——
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Assim -
ap (ap/2=-x) em C2
H(x,p) = 2 —x2/2 em Cl
gp(gp/2-x) em C3

Para obter um candidato para a otimalidade examinaremos

as condigoes necessarias do teorema 1. Seja x &timo, ‘entao

existe um arco 5 tal que

(-B(t), X(£)) € 3H(R(t), B(t))  q.t.p. e
H(x(t), p(t)) = constante.

Calculemos o gradiente generalizado de H(.,.).

Em int(Cl) temos que J H(x,p) {(-x,0)}.

Em int(Cz) temos que OJdH(x,p) = {(-ap,alap-x)1}.

Em int(C3) temos aque J H(x,p) {(-Bp, B(BpP-x)} .

Na fronteira de Cl e C2 , temos que:

3H(x,p) = co {lim VH(y,p)!} (x,p) € Fr (C))N Fr (C)).
yox
P
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Nesta regiao x = ap, de onde:

dH(x,p)= co {lim VH(oqg,q)}
g»p
= (-ap,0) para (x,p) € Fr(Cl) n Fr(Cz).

Em forma analoga

3H(x,p) = (-Bp,0) para (x,p)€ Fr(c;) N Fr(C3).

Na Fr(Cz)rWFr(C3), temos que (x,p)GEFr(CZ)ﬁ Fr(C3) en-

= (o + B)(p/2), logo:

dH(x,p) = co {lim VH((a+B)(q/2), q)}.
g~ p

Para 0os g € int(CZ), temos que:

lim VH ((a+ B) (g/2), q) = lim (-og, o (ag=-(a+ B) (g/2)))
ap aqp

=(-ap, ap(a=R)/2),

e para os q € int (C3), temos que:

lim VH(o+B) (9/2),q) = lim (-Ba, B (Ba -(a +B8)(a/2)))
g-p q’p
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= (-Bp, Bp(B-0)/2).

Logo:

dH(x,p) = co{ (- ap, oap(a=B8)/2), (-Bp, Bp(B-a)/2)} .

Em resumo:

—
(-x,0) em int(Cl)
(-map, alap-x)) em int(Cl)
(-Bp, B(Bp—-x)) em int(C3)
oH (x,p) % (-ap, O) ém Fr (C;)n Fr(c,)
(-8p, 0) em Fr(Cl)ﬁ Fr(C3)
Co {(-ap, ap(o-8)/2), (-8p, Bp)(B-q)/2)) em
Fr(C,) N Fr(cCy))

Notemos que (0,0) ¢ 3H(x,p) para qualquer (x,p) + (0,0)so

bre as fronteiras das regioes Cl’ C2’ C3. Isto implica que as

trajetdrias (x(t), p(t)) da inclusdo Hamiltoniana ndo podem
"estacionar" ao atingir uma fronteira de duas regioes
( Cll C2’ C3)o

Da natureza de H, as condigoes mecessarias nos dao, no
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interior das regiOes, equagoes diferenciais ordindrias cujas so

lugoes sao curvas de nivel da Hamiltoniana H.

X = (ﬂ/z)p,/ x = (a/2)p

Assim, temos um grafico qualitativo de x em todos os ca-

sos. Por exemplo, se x0 <0 e XT < 0, existem tres segmen-—
tos para a solucao: um periodo de tempo durante o] qual
;(t) = uﬁ(t) - Q(t)) >0, 5(t)= ag(t)< 0 (na regiao Cz)lsegui
do por um periodo x(t) = 0, S(t) < 0 (na regiao Cl)’ e final-

mente um periodo em C3 durante o qual:

(t) = B(Bp(t) - x(t)) < 0, p(t) = Bp(t) < O.

i
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Uma solucao numérica & obtida escolhendo p(0) de modo que

x'T) = x resulte, i.e., um problema de valor de fronteira pa-

T’
ra um sistema de equacoes diferenciais ordinarias.
Agora, para recuperar o controle u, associado a tais tra-

jetdrias, voltamos & definicao dos v otimais.

Na regiao C, temos: —§2(t)/2 = 7,, onde 7, e uma cons-
tante , e 0o v que da o maximo no Hamiltoniano &: v = 0, de on-
de:

x(t) = u(t) na regiao ¢,.

Na regiao C,, temos: ap(ap/2-x) = v,, onde 7, é uma cons

tante, assim:

0L2p2/r2 - apx = 7, <=> x = ap/2 - v,/ap, © v que da o
maximo no Hamiltoniano &

v = (ap-x)a = (ap-op/2+ Wz/ap)u

= (ap/2 + 72/ap)a .

Agora,

u(t) = v/o+x = ap/2 + 72/ap + ap/2—72/ap
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i.e.,

u(t) = ap(t) na regiao c,

Analogamente na regiao Cy, temos que o u(t) coresponden

te para x(t) &:

u(t) = Bp(t) na regiao C

3

Agora faremos uso do téorema 5, para provar gque o candi-
dato (i,ﬁ) identificado anteriormente & de fato otimal.

Ja que os valores inicial e final de x sao fixos, temos
que Q=0 satisfaz a condigao (b) do teorema 5. SO nos resta ve
rificar a condigao (a) do teorema 5 para O0=0 e e+~ ., Isto se

traduz em provar a desiqualdade:

§<t)max{a<u—x),s(u-x)}-uz/zj H(x (t),p(t))-p(t) (x-x(t))

vt € [ 0,t] g.t.p., ¥ u € IR, ¥ x € IR

o que sera feito por regioes.
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Regiao sz

Nesta regiao (*) se reduz a provar:

B(t)max fa(u-x),8(u-x)} -u’/2 < oap(t) (ap(t)/2 - x)} (1)
ja que p = ag, H(x,p) = aplap/2-x).

Consideremos o caso u >x; entao existe § >0 tal dque

u=x+ 6§ e (L) & equivalente a:

x2+26x+62+u5(t)(aE(t)-zx-ZG) >0.

Denotando v (x)= x2+26x+ 62+a§(t)(u§(£)-2x—26 ), basta provar
que ¢ (x) > 0.

Buscuemos o minimo de v (.),

v'(x) = 2x + 26 - 2a§(t) =0

=> X = U.E(t) - 6
e v(x) =2 >0, logo x = uﬁ(t) - § @ o ponto de minimo de
¢(.), e como ¢ (x) = 0, temos que ¢(x) >0 Vx < u.

Agora consideremos o caso u 5_0; existe § i_O tal que

u = x-6 . Logo (1) & egquivalente a provar que:
2 2 - - - |
x“-2x6 + §°4286p(t) +ap(t) (ap(t)-2x) > O.

Seja ¢ (x)=x°-2x8+8242805 () +ap (£) (ap (£) -2x) .
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Busquemos o minimo de ¢ (.).

¢ ' (x) = 2x-28-2ap(t)=0

S+ ap(t).

I

\2
b
i

-

2 >0, x & minimo.

Como ¢ " (x)

Ademais

v (R) = ap(t) § (B-a) O
pois p(t) <0 e B - a <0

O qual prova (*) na regiao C,-

Regiao Cs.

Nesta regiao (*) se reduz a provar:

p(t) max {a(u-x),B(u-x)} - u2/2: Bg(t)(Bﬁ(t)/Z -x)

fp e H(x,n) = gp(pgp/2-x).

Il

ja que p

O raciocinio sequinte & anadlogo gue no caso de regiao C,e.

Regiao Cl'

Nesta regiao (*) se reduz a provar:
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x2/2  X(1)%/2 - ®R(t) (x-%(£)).

- 2
= x e H(x,p) = X7 /2, ou equivalentemente:

Tl

ja que u = x,

3 %(t)?

2x(t) x + xzi 0. (2)

Seja ¢(x) = X°-2% (t)+3% (£) 2.

¢'(x) = 2x - 2x(t) = 0
= x = X(t),
e como ¢"(x) = 2 >0, ; & ponto de minimo.
Ademais
o (x) = 28(t)2 > o,

temos assim que (2) & satisfeito.
Logo todas as hipdteses do teorema 5 estao satisfeitas ,

e segue-se que (x,u) nos da em todos os casos uma solugao glo-

bal ao problema.
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