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Introdução 

O presente trabalho apresenta alguns conceitos do Aná­

lise não-linear e não-diferenciável, bem como algumas de suas 

aplicações. 

O primeiro capítulo está dedicado ao estudo da noçao 

de Multiaplicação, isto é, uma relação que a cada x de um certo 

conjunto X associa um subconjunto f(x) de outro conjunto Y. 

Esta ferramenta matemática é muito boa para modelar sistemas 

(econômicos, físicos, etc.) onde há várias possibilidade de com 

portamento. 

Começaremos primeiramente dando as diferentes noçoes 

de continuidade e semicontinuidades, e suas equivalências, est~ 

damos também a composição de elas. Logo passamos a explicar o 

problema de inclusão diferencial, isto é, relações que general! 

zam o conceito de equações diferencias e sao do tipo 

x(t) Ef(x(t)), onde é uma multiaplicação. Apresentamos as 

duas técnicas básicas para abordar o problema anterior, que 

sao: seleções e pontos fixos. Para mostrar alguns dos resultad~ 

de ponto fixo, faremos uso do célebre princípio variacional de 

Ekeland. Como término do capítulo, apresentamos duas aplicações 

a otimização: algoritmos e ótimos de Pareto. 

No segundo capítulo extendemos o cálculo diferencial 

clássico para as funções localmente lipschitzianas, apresentan­

do a noção de Gradiente Generalizado, devida a F. H. Clarke, e 



suas propriedades (soma, produto, regras da cadeia, Teorema do 

valor médio de Lebourg, etc), e tembém conceitos geométricos a 

ela associados (cones tangente, normal, etc). A seguir passamos 

às aplicações à otimização: caracterização dos pontos ótimos de 

problemas de otimização não diferenciáveis (isto é, onde a fun­

ção a otimizar e as restrições são não-diferenciáveis) , aprese~ 

tamos o Teorema de Kuhn - Tucker generalizado, como também re­

sultados relativos à programação geométrica. 

O terceiro capítulo esta dedicado ao uso das técnicas 

dos capítulos anteriores a problemas do cálculo das variações e 

controle ótimo não regulares, faz-se um estudo detalhado das 

condições suficientes de otimalidade devidas a V. Zeidan, e 

apresentamos uma aplicação ao problema do "regular linear com 

diodo". 

Os requesitos para lêr o presente trabalho se reduzem 

a um curso básico de topologia, por exemplo: L. Schwartz "Analy 

se" Hermann, Paris (1970), e con.h.ecimento elementares de análi­

se convexa [60]. 
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Capítulo I 

Multiaplicações, inclusões Diferenciais e Aplicações. 
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Introdução 

A teoria das ~ultiaplicações é uma área da matemática que 

tem se desenvolvido intensamente nos últimos anos e é uma ferra 

menta essencial do análise funcional não linear. 

Uma multiaplicação, associa aos pontos de algum conjunto 

X um subconjunto de outro conjunto Y, na forma clássica, elas 

eram vistas como uma função ordinária de X em P(Y), onde P(Y) é 

o conjunto de partes de Y (dotado de alguma estrutura), de modo 

que não havia necessidade de uma teoria independente para as 

multiaplicações. Porém, o argumento anterior não é satisfatório. 

na investigação de problemas específicos, os quais nascem natu~ 

ralmente nesta teoria. 

A ampla gama de aplicações, e os distintos métodos de re­

solução destas aplicações, nos leva à formação da teoria mais 

desenvolvida das multiaplicações. Elas tem aplicações em topol~ 

gia, análise, teoria de controle, economia, algoritmos, teoria 

de jogos, equaçoes diferenciais com discontinuidades, álgebras 

de Von Neumann, geometria, otimização, programação matemática,etc. 

Nesta seção fornecemos algumas definições e questões im­

portantes para a teoria que desenvolveremos no capítulo II, co­

mo também, para algumas a?licações neste mesmo capítulo. 

Adotaremos as seguintes notações que serão considerados em 

todo o trabalho. 
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Seja Z um espaço topológico arbitrário. Definimos as se-

guintes classes de subconjuntos de Z: 

Cl (Z) { A C Z A 
... 

fechado vazio } = e e na o 

C ( Z) { A c Z I A 
... 

compacto vazio } = e e na o 

se z tem ademais estrutura vetorial, denotamos 

CC ( Z) = { ACZ A é fechado, convexo e não vazio } 

K ( Z) = { A C Z I A é convexo e na o vazio} 

No espaço métrico (Z,d) para A ECl(Z) e r >O seja 

K(A,r) = {yEZ I d(y,A)<r} 

onde d(y,A) = inf {d(x,y) I x E A}. 

Chamaremos a K(A;r) a bola aberta com centro A e raio r, 

no caso que A= {x
0

}, usaremos a notação usual B(x 0 ;r). 

1.1 Multiaplicaç6es 

a) Definição e exemplos de multiaplicaç6es 

O seguinte conceito será muito utilizado no seguinte tra 

balho. 

Definição 1. Sejam X e Y dois conjuntos não vazios. Se a cada 
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elemento x E' X associamos um subconjunto r (x) de Y (possivel 

mente vazio), dizemos que a correspondença x ~r(x) -e uma mul-

tiaplicação (ou operador multívoco) de X em Y. Denotaremos a 

tal multiaplicação por r: X t Y. 

Exemplos 

1) Naturalmente uma função f: X ~Y é um caso especial de 

multiaplicação, pois, basta definir r(x)= {f(x)}. 

2) Associemos com qualquer função convexa f (isto é, uma 

funcão f: X~ :rR tal que: f P x+ (l-Ã) y) _:: Ãf (x) +(l-Ã) f (y) VÃE [ 0,1], 

v x,yE X) semicontínua inferior de um espaço vetorial localme~ 

te convexo Hamsdorff X a lR u { +oo} seu subdiferencial a f (x), 
c 

definido por 

a c f (X) = { p E X* I f ( y) ~ f (X) + < p I y -x > VY E X} 

(onde X* é o dual topológico de X e <.,.> é o produto duali 

dade canônico entre X e X*), o qual é um subconjunto convexo 

fechado de X*, o qual pode ser vazio (porém, no caso que f se-

ja continua, a f (x) * ~ Vx E X}. c 

Assim definimos uma multiaplicação a f(.): X t X*. 
c 

o conceito de subdiferencial generaliza a noção de gra­

diente, no sentido de que, se f tam um gradiente Vf(x) EX* em 

x EX, então a f(x):;; { Vf{x)}. 
c 
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A multiaplicação x + a f(x) tem um papel muito importante 
c 

nas aplicações, veja por exemplo, J.P. Aubin [ 6], H.Brézis [17 1, 

Acker e F. Dickstein [ 2], J.J.Moreau [ 60], R.T. Rockafellar 

[ 66 ] e I Ekeland e R. Te:rnan [ 39 ] • 

Definição 2 

a) Dizemos que a multiaplicação r é pr6pria se existe ao 

menos u..rn ponto x EX, tal que: r(x) =t ~' isto é, r não é a multia 

plicação constante ~. Neste caso dizemos que o subconjunto 

Dom ( r ) ~ { x E x I r ( x ) · =t ~ } 

é o dom!nio de r. 

b) O Gráfico de uma multiaplicação , é o subconjunto de 

X x Y definido por 

Graf(I')= {(x,y) E XxY I y Er(x)}. 

Notar que o Dom (r) é a projeção sobre X do Graf(r). 

c) A imagem de r , é o subconjunto de Y definido por: 

Im(r)= Ul'(x) = ur(x) 
xEX xEIXrn (r) 

que corresponde à projeção sobre Y do Graf(r). 

d) Definimos a inversa da multiaplicação r, denotada por 
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r-l, a qual é uma multiaplicação de Y em X, por: 

r-1 (y):;:; { x EX I y E r (x)} 

o mais geral, se B c Y, B t JJ, se tem 

r -l ( B ) ~ { x E x 1 r ( x ) n B t JJ} , r -l ( JJ) = JJ 

Notar que r-1 (B) c Dom(r). Ouando r é uma aplicação usual so­

-l 
bre X, isto é r (x) =· {f (x) } , r corresponde à inversa usual. 

Ademais é evidente que a inversa de 

zer que: 

-1 r e r , o que quer di 

-1 yE r(x) <=> x E r (y)~=> (x,y) E Graf(r) 

Exemplos 4. Nas mesmas notações do exemplo 2), temos que: 

(a f)- 1 =a f* 
c c 

onde a f* é o subdiferencial da função polar ou conjugada de c 

f, isto é, da seguinte função 

f*(y)=Sup.{<x,y>-f(x) lxEX} com yEX* 

b) Tipos de Continuidade e equivalências 

No seguinte X e Y denotaram dois espaços topológicos e r 

uma multiaplicação de X e Y. 



9 

Passemos agora ao estudo de continuidade de multiaplica-

çoes, o que será feito estendendo os conceitos usuais. Adverti 

mos, entretanto, que duas definições são possíveis, equivalen-

tes no caso de funções, não se estendem de forma equivalente ao 

caso de multiaplicações. Após as definições daremos um exemplo 

dessa situação. 

Definição 3. Seja r:x ~ Y uma multiaplicação . 

a) r diz-se semicontínua superior (s.c.s.) em um ponto 

X EX se para todo W aberto com r(x)C w, existe uma vizinhan 

ça V de x tal que: x EV =>r(x) cW •. 

-
b) r diz-se semicontínua inferior (s.c.i.) em um ponto x EX 

se: para todo W aberto com r(x) n~.-r:J:~, existe uma vizinhança 

V de x tal que: x E v => r (x) n W t ~. 

c) r diz-se contínua em um ponto x EX se é s.c.s. e s.c.i . 

em x. 

d) Diz-se que ré contínua, s.c.i. ou s.c.s. se possui a 

propriedade respectiva V. x E X. 

Observações 

(i) Os nomes anteriores s.c.s. e s.c.i. sao um pouco infeli-

zes porque eles não corresponden a generalizações imediatas dos 

oonceitos usuais, de meeno nane, oorrespondentes às funções. 
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(ii) Como dissemos anteriormente, se a multiaplicação se re-

duz a uma função, as definições anteriores coincidem mas no 

caso geral elas correspondem a conceitos diferentes. 

Considere os exemplos r, n: m :t m definidas por r(O)= [ -1,1 ] e 

r(x)= {O} para x tO e n(O)= {O} e D(x)= 1(-1,1] para x to 

Então, r é s.c.s. em x=O mas nao é s.c.i em x=O enquantoque 

n é s.c.i. em x=O mas não é s.c.s. em x=O. 

Uma caracterização imediata da s.c.i é: 

Proposição 1. r: X ::tY é s.c.i. -em x se e somente se dada qual 

quer rede ( "net") xa convergindo a x e qualquer y E r (x) , exi~ 

te uma rede y E r(x) que converge a.Y· 
(). (). 

Nota. Se X e Y forem métricos, a caracterização dada na propo­

sição anterior é verdadeira com sequências usuais (enumeráveis~ 

Observação As definições das anteriormente também podem ser 

dadas nensando-se na multiaplicação como uma funC'ão r : X-+ P (Y) 

e colocando-se topologias convenientes em P(Y) (evidentemen-

te diferentes para s.c.s. e s.c.i.) Se X e Y forem métricos e 

restringimos o estudo a multiaplicações r:x -+C(Y) (ou Cl(Y)) 

então pode-se introduzir a (pseudo)-métrica de Hausdorff em 

C(Y) (Cl(Y)) e obter os conceitos de continuidade anteriores em 

função desta (pseudo)-métrica. 

Para mais detalhes veja E. Klein e A.C. Thompson [53] 
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Outro conceito de continuidade muito útil para os propó-

sitos da otimização é o seguinte: 

Definição 4. Seja r X ~Y Qma multiaplicação. r diz-se fechada 

em x EX, se para toda rede x convergente a x, e para toda re a 

de Ya convergente a y EY com Ya E r (xa) V. a , tem-se y E r (x). 

Dizemos que r é fechada, se ela é fechada V. x E X. 

Observações 

i) Se r é fechada em x, então r(x) é fechado em Y. 

ii) Se r é uma aplicação usual, tem-se que o fato de ser r 

fechada no ponto x e equivalente à continuidade (no sentido de_ 

funções) no ponto x. 

iii) No caso de espaços métricos basta usar sequências usuais 

(numeráveis). 

Exem'Jlo 5 r ~ f -Se ... e uma unçao convexa s.c.i. de X em m , onde X 

é um espaço vetorial localmente convexo Hausdorff, o subdife-

rencial é uma aplicação fechada. Com efeito se x -+ x e 
a 

x~ -+x* (para a topologia fraca) e x~ E acf(xa) , temos que: 

< x* ,v-·x >+ f(x ) < f(v) V. v EX 
a a a 

onde < .,. > é o produto dualidade canônico entre X e X*. Por 

tanto, na expressão anterior, tomando o limite em a, 



<x*,v-x > + lim inf f(x ) 
a a 

< f (v) 

e pela s.c.i. de f(.), temos que: 

f(x) <lim inf f(x ) 
a a 

Assim < x*,v-x > +f(x) < f(v) 

12 

\i v E X 

\i V E X < = > X* E d f (X) • c 

Temos a seguinte caracterização da definição 4. 

Proposição 2 . r: X:!:Y é fechada em xEX se e somente se, para 

- -todo y E r(x), existem vizinhanças V e w de x e y respectivame~ 

te, tais que: 

x E v = > r (x) n w = ~ • 

Prova . Direta da definição . 

Também verifica-se imediatamente o seguinte: 

Proposição 3. r: X ~ Y é fechada se e somente se Graf(r) é um 

conjunto fechado em X x Y. 

Definição 5. Seja r: X ~Y uma multiaplicação. Dizemos que 
~ 

e 

localmente compacta em x EX (ou que tem a propriedade de compa­

cidade local), se existe uma vizinhança V de x tal que u r(x) 
XEV 

está contido num compacto. 
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Recordemos que um espaço topológico Y é dito regular se 

todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhanças fecha 

das. Temos: 

Teorema 1. Seja r: X.~ Y uma multiaplicação can I' (x) :t ~ V x EX. 

Temos: 

a) Suponhamos Y regular. Se r é s.c.s. em x e r(x) é fecha-

do em Y, então r é fechada em x 

b) Se r é fechada em x e é localmente compacta em x, então 

r é s.c.s. -em x. 

Prova. 

a) Seja y ~r(x), com r(x) e fechado, temos pela regularid~ 

de de Y que existem abertos w e v, tais que yEV, r(i)c W com 

wnv==~. 

Por outro lado como ré s.c.s. em x, existe uma vizinhan-

ça u de x tal que: x 1 E u = > r (x 1 
) c ~1, de onde x 1 E u => r (x 1 ) n v=~' 

de onde o resultado em virtude da proposição 2. 

b) Suponhamos que r nao seja s.c.s.em x. Então pela defini-

çao da s.c.s. existe um aberto W tal que r(i)c·w, uma rede. 

{x la E D} convergente a x e uma rede {Y la E D} tais que: a a 

y E r (x ) , y ~ l'J V a 
a a a 
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Corno r é localmente compacta em x, sem perda de genera-

lidade podemos supor que a rede {y la E D} converge a um ponto 
a 

- -y, como r é fechada em x, deduz-se que, y E r(x), mas isto é 

uma contradição com o fato aue r(x) c w e y fJ w. a 

Observacão 

i) A hipótese " r localmente compacta nao pode ser omitida 

Considerar por exemplo X=Y=JR+. Definimos r por 

O,x] u {l!x} se X > 0 

r(x)= 

{o} se X= 0 

Então f tem valores compactos, o gráfico de r é fechado, 

mas r não é s.c.s. em x=O. 

2) se r é fechado em x 
.. 

e Y compacto, se tem que r e s.c.s. 

em x, isto deduz-se trivialmente de b). 
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Vejamos uma aplicação do teorema anterior: 

Exemplo 6. Sob as mesmas notações do exemplo 2, supondo agora f 

continua (o qual garante que a f(x)*~ v x EX, veja J.P.Laurent 
c 

[54 1) temos que o subdiferencial é uma multiaplicação .s.c.s. 

(x* dotado da topologia fraca*), de fato, em virtude do teore-

ma anterior nos basta provar que a f (.): X.-;: X* c é localmente 

compacta (para a topologia fraca*), já que no exemplo 5, prova-

mos que ela era fechada. Como é conhecido uma função f convexa 

contínua é localmente lipschitziana (isto é, dado x E X, existe 

uma vizinhança V de x e k >O tal que V z,yEX, lf(z)-f(y) I< kp(z-y), 

onde p (.) é uma seminorma contínua). s'eja z E V e x*E a f (z) c 
, 

temos: f(y)-f(z)~ < x*,y-z > , logo < x*,y-z > ~ kp(y-z) para 

todo yEV. Seja wEX, então w=X (y-z) para algum X >O com y,z EV . 

Assim, 

< x*,w > = < x*,X (y-z)> ~ Xkp(y-z) = k p(w) 

~.ssim,temos I < x* ,w >I < 1 com w = w/kp (w). 

Pelo teorema de Banach-Alaoglu (Veja íril. Rudin [ 70] ) , te-

mos a compacidade local. 

c) Operações sobre as multiaplicações 

Nesta seçao sómente estudaremos a "composição" entre mul­

tiaplicações que necessitaremos na aplicação aos algoritmos. 
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No seguinte X,Y,Z, denotaram, subconjuntos nao vazios 

dos espaços topológicos T,V,W respectivamente. 

Definicão 6. Sejam r:x ~Y e n :Y ~ z duas multiaplicações • 

Definimos a composição de r e n, denotada no r:x ~z, a qual é 

uma nova multiaplicação que associa a x EX o seguinte subcon­

junto de z. 

(n o r) (x) = u n (y) 
yEr(x) 

Essa definição é ilustrada pela seguinte figura: 

Proposição 4. sob as notações anteriores. Suponhamos que 

(i} r seja fechada an x, e que n fechada sobre r (x} ; 
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ii) v é um conjunto fechado e que toda rede (ya) tal que: 

y E r (x ) com x -+x admite uma subrede convergente (esta con-a a a 

dição é satisfeita automaticamente se y for compacto). 

Então, n o r é fechada em x. 

Prova 

Seja x -+x e z -+z com z E (no r) (x ). Devemos 
a a a a mos-

trar que z E ( n o r ) (x). Selecionemos y E r (x ) tal que 
a a 

za E n (ya) e, conforme a hipótese, sejam y e y
8 

tal que y
8 

-+y. 

Como r é fechada em x, segue que y E r(x). 

Analogamente, como y
8

+ y, z
8

-+ z e, sendo n fechada em y, 

segue que z E n(y) c (no r) (x). 1'1 

UM corolário imediato é: 

Corolário l.Seja f: X -+Y uma aplicação (no sentido usual) e 

n Y ~z uma multiaplicação, então se f for contínua no ponto 

x e se n é fechada em f(x), então ilof é uma multiaplicação fe 

chada em x. 

Prova 

~ imediatamente da proposição anterior, posto que se f é 

continua em x, e se x -+x, a rede y = f (x ) oonverge a y= f (x). t:. a a a 

Comentário. ~uitos outros resultados sobre multiaplicações são 

disponíveis. De particular interesse são aqueles que garantem 

semicontinuidade ou fechadura de multiaplicações construídas 
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de forma especial. Por exemplo, pelo uso das operaçoes usuais 

(sorna, produto, limites, união, interseção , 
. ~1.. 

etc) , pode-se con 

sultar sobre estes tópicos C. Berge [121, c. 
;O r;'~ 

Castaing e M. 

Valadier [20], E. Klein e A.C. Thornpson [S3] e as referencias 

citadas nos mesmos. 

1.2 Inclusoes Diferenciais 

As Inclusões Diferenciais forem primeiramente estudadas 

por Marchand (1934) e Zarernba (1936) sob o nome equações con-

tingentes (ou paratingentes). 

Urna inclusão diferencial é definida corno a relação 

x ( t) E r ( t, x ( t) ) , x (o) =x 
0 

( ID) . 

onde x(t) denota a derivada da função desconhecida x=x(t). Com 

respeito a t, e r é urna rnultiaplicacão dada, a qual associa a 

cada par (t,x(t)) (em algúm domínio U) o conjunto r(t,x), x(t) 

deve pertencer a UM espaço vetorial 

(usualmente t >O) 

n (usualmente IR ) e tE IR 

Se para cada (t,x) F U o conjunto f(t,x) consiste de um 

Único ponto, então a inclusão Diferencial (ID) é uma equaçao 

diferencial usual. 

Urna equação diferencial específica em cada ponto de U t.mta 

direção que deve ser tangente à solução (mais precisamente, ao 
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gráfico da solução, é o chamado campo vetorial associado), po­

rém, a inclusão diferencial especifica em cada ponto de U um 

conjunto de direç5es, e a solução pode ser tangente a qualquer 

destas. e claro que o problema (ID) é muito geral e complexo, 

nós só descreveremos nesta seção resultados sobre a existência 

de soluç5es da (ID), obviamente, sob algumas restriç5es sobre 

r (s.c.i. ou s.c.s.) e sobre suas imagens (convexidade, compa­

cidade) . 

a. Definicão e exemnlos 

Por simplicidade de exposição trataremos apenas do caso 

da inclusão diferencial "autônoma", descrita a seguir. 

Definição 7. Consideremos uma multiaplicação r: X t X, onde X 

é um espaço de Banach. Uma função absolutamente contínua 

x: [ t
0

,T) ~ X é chamada urna solução do p~oblema de inclusão 

diferencial se para quase todo t E [ t 0 ,T) tem-se: 

x(t) E r(x(t)) 

Vejamos alguns exemplos: 

Exemplos 

7) Provavelmente este é o exemplo mais conhecido, pois du-
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rante os anos 60 e 70 foi muito pesquisado e deu um novo impul­

so à teoria de equacões diferenciais não lineares. Os tipos de 

inclusões a que estamos nos referindo são da forma: 

x ( t) E - A ( x ( t) ) 1 x (O) =x 
0 

onde A é u~ onerador multívoco maximal monótono. 

Notar que o súbdiferencial da análise convexa é um caso 

particular destes operadores. 

Boas referencias sobre estes tipos de inclusões diferen-
t)1 ~) 

ciais são H. Brézis [17] e L. Barbu [11] 

8) (Desigualdades Variacionais). n n Seja V: 1R x 1R -~ 1R urna 

função contínua e consideremos a desigualdade diferencial: 

V(x 1 x) < o x(O)=x
0

• 

O problema anterior pode ser formulado em termos de um 

problema de inclusão diferencial com 

n r ( x ) = { v E JP. I v ( x I v) < o 1 v= :X } • 

9) (Controle) Consideremos o sistema controlavel 

x= f(xlu) (c) 
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onde é vetor de fase 
n . 

é X o em JR , X o vetor velocidade, e 

u=u(t) - controle sujeito ~ 

restrição geométrica: u (t) e o a E u. 

COM Uum conjunto de JR n. Consideremos o conjunto de todas as 

velocicades admissíveis do sistema no ponto x no espaço de fa-

n 
se IR . Este conjunto f(x,U) consiste de todos <Ds vetores 

f(x,u), onde ué um ponto arbitrário deU. Se agora x(t) -e 

uma trajetória do sistema controlável (c) com controle admissí 

vel u(t), então 

x(t) E f(x(t),U) para quase todo t. 

Isto nos leva ao conceito de inclusão diferencial 

x E f(x,U) ( *) 

sob hipóteses fracas o sistema controlável (c) com as restrições 

geométrica: u(t) E U é equivalente à inclusão diferencial (*) ' 
i.e, para qualquer solução x(t) de (*) existe um controle admis 

sível U(t) E U tal que é trajetória de (c) com este controle 
~ ~ 

u(t) (Lema de Filippov, veja por exemplo J.L. Boldrini [141 

Existem duas técnicas básicas para provar a existência 

de soluções do problema de inclusão diferencial que são: Técni­

ca de seleções e a técnica de ponto fixo, que é o que apresen­

taremos nas duas próximas seções. 
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b) A t~cnica de Seleç5es 

Suponhamos que exista Q~a função f:[to,T] x IRn~ IRn su­

ficientemente regular, contínua, por exemplo, com a propriedade 

n de que para todo (t,x) E [to ,T) X IR tem-se f (t,x) E r (t,x) 

Então, qualquer solução da equação diferencial x=f(t,x), que no 

caso de continuidade de g(.,.), ~garantida existir por um teo-

rema de Caratheodory, será necessariamente solução de (ID). 

A argumentação anterior introduz a necessidade do estudo 

da seguinte questão: dada uma multiaplicação n: E ~ F, onde E e 

F são espaços com alguma estrutura (topológicas, de medida,etc), 

em que condiç5es existe uma função ~= E~ f tal que para todo 

x E E tem-se ~(x) E n(x) e~(.) tem certas propriedades de 

regularidade (mensuralidade, continuidade, etc.)?. 

~al ~(.), se existir, ~ cha~ada uma selecão (mensurável, contí-

nua, etc) da multiaplicação n. A resposta à 0uestão colocada 

fornece imediatamente resultados sobre existência de soluç5es de 

inclus5es diferenciais. Por isto estudaremos um pouco esta que~ 

tão. 

Seleç5es Contínuas 

Definição 8. Sejan X e Y espaços topológicos e P:X +Y uma mul-

tiaplicação. Uma seleção contínua de r ~ uma função contínua 
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f: X ~y tal que f(x) E r(x) V.x EX. 

Evidentemente, para garantir a existência de seleções con 

tínuas são necessárias hipóteses de continuidade sobre a multia 

plicação. Infelizmente a s.c.s. da multiaplicação não é sufici­

ente para garantir a existência de seleção contínua, como pode 

ser facilmente visto pelo exemplo seguinte: a multiaplicaÇão 

s.c.s. r: IR t lF dada por r(x)= {O} se x <O, r(O)=·[O,l], r(x)= {1} 

se x > O não admite seleção contínua. 

Na tentativa de se provar tal existência, pode-se adaptar 

duas posturas. A primeira consiste em dar uma regra que a cada 

x EX seleciona um ponto com uma determinada propriedade de 

r(x) e a seguir mostrar que a função assim obtida é contínua 

(sob certas condições). Com esta postura, obtem-se vários teore 

mas. Teorema da Seleção Minimal, Teorema de Seleção de Chebislliw, 

Teorema da Seleção Baricêntrica, cada um deles com suas vanta­

gens e desvantagens. 

Para que o leitor tenha uma idéia do tipo de resultado ob 

tido, enunciaremos o: 

Teore~a 2 (da selecão Minimal) Seja X um espaço métrico, Y um 

espaço de Hilbert e r: X 4Y com valores convexos fechados 

( r:x ~cc(Y) e contínua. Então a função m: X ~Y dada por 

m(x)= rr 
r (x) 

(O) , onde rr 
r(x) 

(0) indica a projeção de O EY sobre o 
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conjunto convexo fechado f'(x) c Y, isto é, o ponto de f'(x) de 

menor norma, é uma seleção contínua de r. 6 

A se~unda postura a ser adotada é a de obter seleções de 

caráter local (isto é, definidas em urna vizinhança de cada po~ 

to) e construir urna seleção contínua global (isto é, definida 

para todo X) utilizando u~a partição da unidade. 

Um teorema clássico com esta postura é o seguinte: 

Teorema 3 (de seleção de Michael) Sejam X um espaço métrico , 

Y um espaço de Banach e f': X ~ Y s.c.i. com valores convexos 

e fechados. Então, existe uma seleção continua de r 

Pelo resultado anterior vemos que as multiaplicaçõess.c.j. 

(com valores em CC(Y)) se comportam melhor do que as s.c.s.com 

relação à existência de seleções contínuas. Para estas últi­

timas, entretanto, há teoremas de seleções aproximados que em 

muitas situações são suficientes. 

Teore~a 4 (de Seleção aproximada I) Seja X um espaço métrico 

compacto, Y um espaço normado. Seja f'· X~ K(Y) s.c.s .. Então 

para E >O arbitrário, existe u~a função contínua 

f:X 4 K(Img(f'), E) n co Im(f'), (onde coA denota a envolvente 

convexa de A) que depende de E , tal que se F e G sao os gráfi 

cos de f e r respectivamente, 

sup { d(z,G)I Z E F}< E 
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Prova. Pode ser vista em A Cellina [ 21] . 

Outro resultado na linha do teorema anterior é o seguin-

te: 

Teorema 5 (de Seleção Aproximada II) Sejam X um espaço __ de 

Banach, Y um espaço de Hilbert e 1': X ~ Y s.c.s. com valores 

convexos fechados. Então, para todo E >O existe uma função lo-

calmente lipschitziana f :X-~ Y tal que f (x) Cco Im(f) e 
E E 

Graf(f ) c Graf(f) + E B 
E 

onde B= BX x BY , sendo BX e BY as bolas unitárias com 

centro em O de X e Y, respectivamente. 

Prova. A prova deste resultado pode ser encontrado em J.P.Aubin 

e A. Cellina [ 7 ] , Teorema 1, pág 84. 

Comentários 

Existem muitos outros resultaõos relativos a seleções 

uma excelente apresentação é dada em 7 ] . Para seleções men-

suráveis, recomendaMos o "Survey" de D.H.~·Jaqner [77 1 e o de A. 

Ioffe [50]. 

Vejamos algumas aplicações do exposto a inclusões dife-

renciais. 



26 

P · - 6 s · r n n lt · 1 · -ropos1.çao . eJ aTTJ. : m ~ IR uma mu 1.ap 1.caçao s.c.i. com 

valores convexos fechados nao vazios. Então existe uma solução 

da inclusão diferencial associada a r. 

Prova: A prova é extreMamente SL~ples: utilizando o Teorema de 

seleção de Michael, obtemos uma seleção contínua f:IRn~ IRn de 

r. Um teorema clássico de Caratheodory aarante então a existê~ 

cia de uma solu<:;ão x: [ t 0 ,T) ·+IRn, (I T-t 0 1 suficientenente peque 

no) da equa~ão diferencial x=f(x), x(t 0 )=x
0 

E IRn (Veja J.Hale 

[ 86 ). Esta é também uma solução de X. E r(x), x(t 0)= x
0

. 

A utiliza~ão do Teorema de Caratheodory restringe a re-

sultado anterior a dimensão finita. Para multiaplicações s.c.s. 

em espaços de Hilbert, para os quais se dispõe da informação de 

compacidade local da seleção minimal, é possível se utilizar a 

seguinte linha de raciocínio: 

O teorema da sele~ão Aproximada I~ fornece uma seleção 

localmente lipschitz da Multiaplicação e isto garante a exis 

tência de solução local mesmo em dimensão infinita. 

Infelizmente a solução obtida é apenas uma solução apro-

ximada (já que a seleção é aproximada) e tem-se que utilizar 

um teorema de convergência (Veja [ 7 ] ) juntamente com a in-

fornacão sobre a COMpacidade local da seleção minimal para pa~ 

sar o limite e obter a solução procurada. 
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Proposição 7 • Seja X um espaço de Hilbert, x 0 ·E X e r:X:+ X 

uma multiaplicação s.c.s. com valores convexos, fechados e -na o 

vazios. Suponhamos que a seleção rninimal m: X ~ X dada por 

m(x)= nr (x) (O) é local1'T!ente corn.pactn., então existe T >O e uma 

funcão absolutamente contínua x: [t 0 , T )~X que é solução de 

X(t) E J'(x(t)) 1 X(tÜ) ·- XÜ 

Prova Veja J. P. Aubin e A. Cellina [ 7 ] , Teorema 3, pág 98. 6 

Observacão. O resultado anterior é verdadeiro para espaços de 

Banach uniformemente convexos. 

c) Tecnica do Ponto Fixo 

Outra técnica muito utilizada para achar soluções de in­

clusões diferenciais, é o que utiliza teoremas de ponto fixo. 

Dada a inclusão diferencial (ID), vamos a introduzir um "Opera-

dor integral", §, (na verdade urna ~ultiaplicação que fará opa-

pel correspondente no caso de e~uações) atuando sobre 

C ( [ to,t 1) = fz: [to ,T ]-+ IRn, continua}, isto 
~ 

e, 

§: r. ( [ to , T 1 ::tC[to,T1) dada por 

~ ( z (.)) = · { <P E c (l to, T ] ) I <P (.) é absolutamente contínua 

d<.p (t) = I' (t,z (t)) para quase todo tE[ t ,T l} • 
e dt 
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Então, se x ( t) é solução de (ID) devemos ter 

X (.) E § (X (.) ) 

isto é, x(.) deve ser um ponto fixo da rnultiaplicação § (a 

igualdade x = g(x) na definição de ponto fixo de urna função g 

é substituida pela tertenªncia x E l'(x) no caso de uma multia-

plicação). Desta forma, somos levados a estudar condições que 

garantam a existência de pontos fixos e, em particular, um teo 

rema equivalente Clássico de Schauder para operadores cornpac-

tos atuando sobre convexos, como também generalizações do teo-

rema de ponto fixo de Banach-Picard. 

VejaMos priôeiramente o seguinte princípio Variacional 

devido a I. Bkeland [37], o aual nos permitira provar alguns 

resultados de pontos fixos para multiaplicações, como também 

alguns resultados do próximo capítulo. 

Teorema. (Princípio Variacional de Ekeland l37)). Seja (X,d ) 

um espaço métrico completo, e seja f:X +JRU{+c'-'} urna função 

s.c.i.' propria (i.e, f$+ co) e limitada inferiormente. Seja 

-x E X e E, X > O dados, e suponhamos que 

f (x) < in f · {f (x) I x E X }' -H: ( *) 

Então, existe v E X tal que 
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(a) d(x,v) < À 

(b) f(v) < f(x) 

(c) f(x) + (E I À) d (x,v) > f(v), se x :t= v. 

Prova. Construimos uma sequência encaixada de conjuntos fecha-

dos (Cn) da forma seguinte. Seja x 0 = x, e suponhamos que 

é dado. Definamos 

C = {x E X I f(x)+(E I À)d(x,x ) < f(x ) } , (1) n n n 

M = in f {f (x) I x E C 
n n 

e escolhamos xn+l em C 
n 

com 

( 2) 

X 
n 

Como xn+l E Cn' a desigualdade triangular mostra que 

Cn+ 1 c Cn+l, e assiM mn < mn+l. Logo por ( 3) , 

Agora, para x E C, temos, de (1), (2), 
n 



d ( x, x ) < ( À I E) (f (x ) - m ) < ( À 12n E ) (f (x
0

) - m
0
) , 

n - n n -

onde a Última desigualdade segue-se de (4). Então (5) 

que dim Cn -+0. Como X é completo, temos que: 

n 
nEIN 

c 
n 

= · { v } , e que x 
n 

+v quando n -+ oo 
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(5) 

mostra 

Agora (a), (b) sao consequências diretas de (*) e de fa-

to que v E c
0 

• Finalmente, suponhamos que 

f(x)+( t:l À)d(x,v) < f(v). ( 6) 

Então, como v E Cn' 

f (v) + ( E I À) d (v, x ) < f (x ) • 
n n 

( 7) 

Agora (6), (7) e a desigualdade triangular mostram que 

x E C para cada n E IN. Segue-se que x=v, e (c) é estabeleci­
n 

do. A 

Alguns corolários imediatos sao: 

Corolário l.Suponhamos que X seja um eppaço métrico completo 

e que f: X -+IR+ u{ +oo}, seja própria, positiva e s.c.i.Conside-

-remosx
0

EDo!"1(f) e t:>O. ExistexEEtalque 



(b) V X :j: X, f(x) < f(x) + Ed(x,x). 

Corolário 2. Sob as hipótese do corolário anterior. 

E , ~>O e um ponto x 0 tal que f(x 0 )~ inf f(x) +E~. 

Existe então x E X tal que 

8 

c) v x E x, f(x) < f(x) + Ed(x,x). 

Observações 

31 

Sejam 

1) ~ suficiente que c
0 

seja completo mais que X, como ocorre 

se Dom(f) é um subconjunto completo de um conjunto incom?leto ~ 

2) o princípio Variacional Ekeland assegura que v é minimal 

para a orde~.parcial implícito em (1) e minora x. 

3) Uma consequência um pouco surpreendente do princípio va-

viacional de Ekeland, foi obtida por F. Sullivan, a qual diz ' 
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que o princípio variacional de Fkeland caracteriza a completi-

tude de um espaço métrico [75 ] . 

4) Muitos resultados podem-se derivar do Teorema de , Eke-

land, por exemplo, e~ equações diferenciais parciais recomenda 

mos Chang [ 22] , Figueiredo e Solimini [41 J e Szulkin [76], 

na área de Geometria dos espaços de Banach, pode-se consultar 

Giles [ 85 ] . 

Para U?.l "survey" recomendamos o excelente artigo de I. 

Ekeland [ 38 l, e a monografia de D.J. de Figueiredo [ 40 ] , co­

mo também o livro de J. P. Aubin e I. Ekeland l 8 ] . 

Outras referências são Penot [ 62 ] , Clarke [ 29 ] , e 

Borwein [ 16 ] . -

Definicão 9 Seja r· X ~ X uma multiaplicação, dizemos que 
- . 

x E X é u~ ponto fixo de r se: x E r(x). 

Teorema 5. (Caristi). Suponhamos que X seja um espaço métrico 

completo, e que r: X 4 X uma ~ultiaplicacão com imagens nao 

vazias. Além disso que existe uma função f: X -+·:rn+ u { +oo} semi 

contínua inferior e não identicamente igual a + oo tal que 

V X E X a y E r (x) f ( y) +d (X I y) < f (X) (1) 

Então r tem um ponto fixo. 
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Se f satisfaz a se0uinte relação 

v x E x, v y E r (x) f ( y) +d (X 1 y) < f (X) (2) 

então existe x E x tal que r (x) = { x } • 

Prova. A idéia é fazer uso do Corolário 1 do Principio Variacio 

nal de Ekeland, seja x verificando a condição (b) de tal corolá 

- - - -rio com E < 1 e y E f(x) verificando f(y)~ d(x,y)~ f(x). Se 

y é diferente de x, da desigualdade {b) do corolário mencionado 

com x=y implica que d(x,y)~ E.d(:x,y) o qual é impossivel pois 

E < 1. Logo x=ry. Assi:n:t teMos que se a condição (1) é satisfeita 

existe ao menos um ponto fixo e se a condição (2) é satisfeita 

todos y E r(x) são i0uais a x, isto é r(x)={ x }. 

Observações 

1) Uma função satisfazendo a condição (1) é chamada uma dé-

bil entropia para r, e a multiaplicação r diz-se débilmente 

dissipativa. 

2) Uma função satisfazendo a condição (2) é chamada uma 

entropia para r, e a multiaplicação r diz-se dissipativa. 

3) Os nones anteriores, sao devidos ao fato que a multiapli-
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caçao se associa com um sistema dinâmico, para resultados nes-

ta direção recomendamos o artigo de J.P. Aubin e J. Siegel [9 1. 

- -Vamos agora mostrar um resultado na qual f nao e necessa 

riamente semicontinua infe~ior; mas, a multiaplicação r ·deve 

ter gráfico fechado. 

Teorema 6. Seja X um espaço métrico completo. Consideremos uma 

multiaplica~ão r:x ~ X com gráfico fechado. Se existe uma fun 

ção f: X ~IR U{+oo} não identica~ente igual a+ 00
• Verificando 

~ + 

a condicão (1) do teorema anterior, a multiaplicação r tem 

ponto fixo 

Prova .• '!:'ornemos um x
0 

E Dom (f); va~os construir por recursividade 

uma sequência de elementos xn E X tais que, graças à condição 

(1) do teorema 5, se tenha: 

O qual implica que a sequência de números positivos f(x ) n 

é descrescente: ela converge a um número a • Somando as 

desigualdades (*) de n=p a n=q-1, a desigualdade triangular 

implica que 

q-1 
d(x , x .) r, d(x 

1
, x ) 1t.. f(x )-f(xq) 

p q < n+ n p -n=p 
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Como o membro da direita tende a a - a = O quando p e 

q tendem a infinito, temos que a sequência (x ) é Cauchy, como 
n 

X é completo, existe x E X tal que x ~ x quando n ~oo Por 
n 

outro lado como (x ,x 1 > E Graf(r), e (x ,x +l) ~ (x,x) quan-n n+ n n 

do n ~oo , temos do fato que Graf(r) é fechado, que x é um pon-

to fixo de r. 

Agora vamos mostrar o teorema de ponto fixo de Kakutani 

(1961), o qual é o analogo a teorema do ponto fixo de Schauder 

[ 47], para o caso de multiaplicações Primeiramente damos uma 

defini9ão e Q~ Lema. 

Definicão lO.Dizemos que Q~ espaço rnét~ico X tem a propriedade 

de ponto fixo, se toda função contínua de X em X tem um ponto 

fixo (no sentido usual). ~ 

ExeMplos 10) X= B(O,l) = {x EIRnl li x 11· ~ 1} onde li. 11 é 

qualquer norma ern IRn, tem a propriedade de ponto fixo, graças 

ao teorema de Brouwer [47]. 

11) Seja K um convexo co~pacto de um espaço de Banach X , 

então K tem a propriedade de ponto fixo, ern virtude do teorema 

de Schauder. 

Lema 1. Seja X um espaço métrico compacto que tem a proprieda­

de de ponto fixo. Seja r: X ~X uma multiaplicação fechada. s~ 

ponhamos também que I' tern uma E - seleção contínua para todo 

E > O, então r tem ponto fixo. 
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Prova. Denotemos F= Graf(f) e G= Graf(r). Como r te~ um E-se 

leção contínua para todo E > O, consideremos uma sequência 

E ~ O, logo para cada n, existe f : X ~ X continua, como X 
n n 

tem a propriedade de ponto fixo, cada f tem ponto fixo em X, 
n 

denotemos do Yn. Como X é compacto, existe uma subsequência 

(ym) de (yn) tal que ym ~y 0 E X quando n ~oo • Vamos 

que Yo E r(y 0). Temos que: 

d( (y0 ,y0) ,G _:: d( (y01y0), (~ ,yml )+ d( <~I f (ym)) IG) 

_::d((y
0
,y

0
),(ym,ym))+ sup {d(z,G) /zEFm} 

onde F= Graf(f ). 
yt\ m 

como (Jll. ~ 00 ) I temos 

mostrar 

que 

(ym,ym) ~ <Yo' Yo) (m ~oo hipÓteses sup {d (z ,G) I z Ep } 
m 

< Em, de onde sup { d ( z 1 G) I z E-F m } ~ O quando m ~oo já que 

em +O. Logo, d ( (y 0 , y 0 1G) =O, e como G é um conjunto fechado (p::>is 

r é uma multiaplicação fechada), se tem (y 0 1y
0

)E G1 

Yo E r <Yo). 

ou 

Teorema 7. (Kakutani). Seja K um conjunto compacto e convexo de 

um espaço de Banach X e r:K ~ K com valores convexos fechados 

e nao vazios (i.e. 1 r:K+ CC(x)) s.c.s .. 

Então r tem ponto fixo. 

Prova. (A. Cellina [ 21 ] 1 1969). Pelo teorema de seleção apro 

ximada I 1 existe u:rna função f: K ~ K · continua · tal que 
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sup { d (x, G) I x E F} < e: v. e: > O, onde F e G sao como no lema 

anterior. Pelo teorema de Schauder, K tem a propriedade de po~ 

to fixo. Pelo lema anterior r tem ponto fixo em K. 

Fazendo uso do Teorema anterior, pode-se provar o segui~ 

te resultado: 

Proposição 8"" Sejam X um espaço de Banach, x
0 

E X e r :X:::: X é 

s.c.s., com valores convexos, fechados e não vazios e tal que 

existaM >O tal que para todo xE X, 11 rll=sup{iizlllzE r(x)} <.t-1 

Então existe uma solução da inclusão diferencial 

Comentário . 

1) Existem uma extensa literatura relativa a teoremas de 

ponto fixo para multiaplicações, como também uma extensa bi­

bliografia com aplicações, com mais detalhes, recomendamos J. 

P.Aubin e A. Cellina [ 7 .] , ._T.P.Aubin [ 6 , I. Kaneko [ 52 ] 

R. Wegrzyk [ 78] Z.Dzedzey [ 36], e as referencias citadas ali. 

2) Muitos outros resultados sobre inclusões diferenciais 

existem. Por exemplo, para resultados com multiaplicações sem 

valores convexos e associados a operadores maximais monotôni­

cos, consulte [ 87] , [ 8 ] ; para soluções clássicas de inclusões 

diferenciais [84 ] 
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Os resultados de existência de soluções que apresentarmos 

sao locais; corno em equações diferenciais, resultados sobre 

existência global podem ser obtidos impondo condições de cresci 

rnento sobre a rnultiaplicação. 

1.3 Aplicações 

a) Otirnizacão Multiobjetivo: Ótimos de Pareto. 

Nesta seção abordare~os o problema canônico de programa­

çao rnultiobjetivo, e veremos que a existência de um ótimo de 

Pareto é equivalente a achar Um ponto fixo de uma certa multia­

plicação. 

Começaremos com uma breve revisão de cones, para logo for 

malizar o problema há ser estudado. 

No seguinte X e Y denotaram dois espaços de Banach. 

Definição 11. Um subconjunto K c Y é dito um cone se para todo 

y E K e para todo À >O, temos À y E K. 6 

Definição 12. Um cone convexo K, é um cone, o qual é convexo , 

isto é: 

ou, equivalentemente, K + K c K, o que nos diz·, 
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Va , 8 > 0: ay1 + Sy
2 

E K. 

Um cone K diz-se ponteado se: K n- K= {O}. 

Para um cone ponteado K escreveremos 

yl < y2 <=> E K y2-yl e 
k 

yl < y2 <=> y2-yl E K I {O} . 
k 

Exemplos de cones. 

12) Um subespaço sempre é um cone convexo. 

13) Os semiespaços (abertos ou fechados) limitados por um 

hiperplano que contem a orige~. 

14) Seja B c Y nao vazio, o seguinte conjunto é um cone: 

e é chamado cone de deslocamentos aderentes a B em y 0 e é deno 

tado por D (B; y 0 ) observemos que D (B, y 
0 

) é um cone fechado. 

15) Seja A um subconjunto de Y . o subconjunto seguinte: 

CONE(A) = U ÀCO(A) 
À >o 
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é o mais pequeno cone convexo que contém a A. 

O cone anterior cha~a-se cone convexo engendrado por A. 

A aderência do cone anterior, chama-se cone convexo en-

gendrado por A. 

Propriedades dos cones convexos 

1) Toda interseção de cones convexos é um cone convexo (as­

sim todo subconjunto de Y definido por um nfimero qualquer de 

desigualdades lineares homogêneas). 

2) A imagem de um cone convexo por uma aplicação linear 
~ 

e 

u.rn cone convexo. 

3) 
~ 

O produto Cartesiano K
1 

x K2 x •.. x Kn e um cone convexo 

se e somente se K
1

, K2 , ... , Kn sao cones convexos. 

4) Para que um cone convexo seja ponteado é suficiente que 

ext(K)= {O} , onde ext(K) é o conjunto de pontos extremos de 

K, isto é, { x E K, 1 x
1

, x
2 

E K, x
1 

* x 2 e x=(x 1 +x 2 )/2 } 

Definição 13. Seja~ um subconjunto nao vazio de Y, y EB o 

chamado u~ elemento maximal de B, denotado y 0 E max(B;K) 

~ y E B: Yo < ky. 

~ 

e 

se: 
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Exemplos 

16) Seja Y = IR 2 e B = B1 U B2 , onde 

Temos que: max (B;K) = 

17) Consideremos Y = IR 2 e B = B1 u B2 , onde 

Temos neste caso: max (B;K) = ~ 

Sejam f: X +Y uma função K c Y um cone ponteado, conside-

remos o problema 
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Maximizar {f(x) I x E A } P) 

onde A c X e nao vazio, i.e., determinar todos os x
0 

E A para 

os quais 

f(x 0 ) E max (f(A) ;K) 

-tais pontos x 0 , sao chamados pontos maximais de P). 

Relação do problema anterior com ótimos de Pareto. 

Recordemos primeiramente a definição do Ótimo de Pareto. 

Definicão 14 . Seja X um espaço de Banach, e g.: 
l 

X -+IR i=l, ... ,n 

funções dadas. Dizemos que x 0 E X é um ótimo de Pareto se: 

;i! x E X tal que V i=l, ... ,m 

Agora vejamos a relação entre ponto maxi~al 
... 
e ótimos 

de Pareto. 

ToMando A = X, Y = JRm e 

f= (g
1

, ... ,gm) no problema P) anterior, temos que x 0E X 

é um ponto maximal se 

( *) 
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~ 

ou equivalentemente, x 0 e u~ ponto maximal -se nao existe 

y E f (X) para o qual f (xé) < y 
lR+m 

Já que y E f(X), temos que existe x E X tal que 

Assim,temos que (*) é equivalente a 

;á x E X, tal que ·'i i=l, ..• ,m g. (x) > g. (x
0

) isto 
1 1 

~ 

e, 

é um ótimo Pareto. 

O problema de achar os pontos de ?areto, recJve ,usual­

mente o nome de programa multiobjetivo. 

Para mais detalhes de ótimos de Pareto, be~ como sua 

aplica~ão aos proble~as de Economia, recomendamos Mgulin e Fo-

gelman [61] Aubin [ 3 ] 

A.gora veremos um teorema devido a Corley r 35 ] , que re-

laciona o nroblema P) com um ~roblema de ponto fixo para mul­

tiaplicações. 

Teorema 8. (H.t•7. Corley) Seja r Y ~ Y uma multiaplicação de-

finida por 

r(y) = {f(x)/ X E A, f(x) E K+y }. 

Então x
0 

é um ponto maxi~al de P) se e somente se 
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( *) 

Prova. Suponhamos que x 0 é um ponto maximal. Temos então que, 

f (x 0 ) E r (f (x
0
)). Se existir f (x

1
) t f (x0 ) tal que f(x

1
) E r(f(x

0
)), 

temos que x
1 

é factível para P) e satisfaz 

o que contradiz as hipóteses 

Inversamente, suponha~os que (*) se satisfaz. Então 

o~ f(x
1

) - f(x
0

) E K 

nao pode ser satisfeito para qualquer factível a P), de modo 

... 
que x 0 e um ponto maximal. 

O seguinte exemplo mostra como o teorema pode ser 

aplicado diretamente. 

Exemplo 18. Sejam ai' Si números reais. Consideremos o se­

guinte problema 

sujeito a 

> o 
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Colocando y -· ( Sl, f>:2) e X = ( al, a2 ) , buscamos um ponto 

fixo de 

> O· 
- I 

no sentido do teorema 8. ~ evidente de considerações gráficas 

que os pontos (a1 , a2 ) que são pontos fixos são aqueles que sa­

tisfazem 

= 1 

= 

onde é qualquer escalar produzindo nao negatividade dos a .. 
1 

O conj~nto de pontes ~aximais é 

Vamos estabelecer teoremas que garantem pontos fixos de 

multiaplicações do tipo: r(y) = {y} existe. Estes resultados 

estão então relacionados ao problema P) via Teore~a 8. 

Recordemos primeiramente algumas definições. 

' 
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Definir.ão 15. Sejam R c Y nao vazio e r: B :t B tal que 

r (y) c B é fechado em Y para todo y r= B. Dizemos que B 
... 
e 

f'w. sanicx:rnpacto se toda cobertura aberta de complementos da for-

ma. 

{rc (y ) I y E B, a E A } 
a a 

onde A é um conjunto de índices arbitrários, tem uma sub 

cobertura finita. 6 

Nota. Claramente se B é compacto, então B é 1'-semicompacto 

Definição 16. Seja r: B ~ B uma multiaplicação. Dizemos que r é: 

a) .. 

b) 

E 

c) 

reflexiva sobre B se y E r(y) V y E B. 

Antisimétrica sobre B se: y1 = y 2 quando y 2 E r(y1 ) 

r (y 2) • 

Temos o seguinte Teorema. 

e 

e 

Teorema 9. Seja f:B ~ B uma multiaplicação tal que r(y) c B é 

fechado em y para todo y E B, reflexiva, antisimétrica e transi 
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tiva sobre B, e seja B r-semicompacto • Então existe y E B tal 

que r(y) = {y} . 

Prova. Notemos que r induz uma ordem parcial sobre B definido 

por 

se 

Mostraremos que B é inductivamente ordenado para logo 

aplicar o Lema de Zorn. Suponhamos que B não o seja. Então exis 

te um conjunto totalmente ordenado T = { ya I a E A} em B o 

qual não tem cota superior em B. Assim nr{ya) = ~: senao qual 
'aEA 

quer elemento desta interseção seria uma cota superior de T em 

B. Logo para qualquer y E !3 existe y a E T tal que y fJ r (y a )de 

modo que { r c (y ) 
a 

a E A} forma uma cobertura aberta de B. 

A r-semicompacto de B agora implica que B tem uma subcober 

tura finita denotada por 

{ rc(y.) I i=l, .•. ,n} 
l. 

< Y sem perda 
n 

de generalidade. 

Mas então, das hipóteses de transitividade 

r(y.) c r(y. 
1

) 
l. ].-

, i=2, .•. ,n. 



Segue-se que BC rc(yn) e assim r (yn) c Bc, o qual 

uma contradição já que yn E 'r(yn). 
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-e 

Assim B é inductivamente ordenado e tem um elemento maxi-

Mal pelo Lema de Zorn, com a propriedade 

z E r (y) => z = y. 

Em outras palavras, existe y E B para o qual {y} = r(y).A 

Um corolário imediato é o seguinte resultado de existên-

cia para o nroblema P). 

Corolário 2 . Se f: X -+ v e continua, A e nao vazio e compacto , 

e F' U!TI cone convexo JXmteado em Y, então existe um ponto maximal 

para P). 

Prova.O conjunto B = f(A) é compacto, já que f é continua, e 

r (y) = B n [K+y satisfaz as hipóteses do teorema 9, logo 

existe x 0 E A para o qual (*} do teorema 8 de satisfaz, e a 

conclusão se obtem do teorema 8. 6 

Observação. O seguinte exemplo mostra que o teorema pode ser 

falso se suprimir-se a hipoteses B é compacto, por B fechado e 

limitado ~ Q~ espaço de Banach infinito dimensional. 

Seja Y = c 0.,. o espac;o de Banach das sequências y = < a 
n 

> 

de núrrreros reais converg~ntes a zero cx:m a no:rma li Yll = SUJ> I an I~ O 

conjunto K de todas as sequências não negativas em c0 é um cone 
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convexo fechado pon~ , como pode verificar-se facilmente 

Seja B = { y I li y li < 1} o qual é um conjunto fechado e limita-

do e r (y) = B n[ K+y para y E B. Fixemos y = < a. > 
n 

em B 

notar que existe k E IN tal que la.kl < l.Seja yk a sequência a 

qual é zero exceto no k-ésimo lugar, onde vale 1-la.kj. 

Segue-se que y+yk E B n [ K+y ] . Já que y é arbitrário , 

· {y } =t r (y) v y E B, isto é, max (B;K)=,0'. 

b) Aplicação : Convergência de Algoritmos. 

A maioria dos métodos de otimização sao interativos, i.e, 

que a partir de Qm ponto inicial dado .x
0

, se gerauma sequência 

potencialmente infinita x
1

, x
2

, ... ,xk, ... 

que convirja ao Ótimo buscado. 

, que se espera 

Um algoritmo de resolução é um procedimento que permite a 

partir do ponto inicial dado x
0

, engendrar a sequência (xk). Um 

algoritmo está então perfeitamente definido por uma função f 

dada, que a xk associa xk+l = f(xk). Isto permite confundir o 

algoritmo com a função associada a este. Logo o estudo da con-

vergência de um algoritmo se remite ao estudo das propriedades 

da função f. 

Consideremos por exemplo o seguinte problema 

Min X - 10 

s.a. x >O. 
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onde x E IR, o ponto ótimo é obviamente zero. 

O melhor algoritmo possível para o problema anterior usa 

a função f(x)=O; o problema e assim, resolvido num só passo. 

Um outro algoritmo, que é do mesmo tipo, usa a função 

f(x)=x/2. Começando no ponto x=2, a sequência gerada seria 

{2 1 1 1 1/2 1 1/4 1 ]_jfl 1 • • • } • 

Para esse algoritmo, devido a xk+l = xk/2, em cada inte­

ração, o próprio ponto é 1/2, a distância que resta até chegar 

a zero, e o algoritmo converge, porque o limite da 

{xk }é o ponto ótimo 

lirn 

k-+oo 

X = 0 
k 

Um modelo Geral de Algoritmos 

sequência 

O modelo anterior de algoritmo de resolução permite o es 

tudo de algoritmos particulares e não está bem adaptado ao estu 

do de urna classe de algoritmos. Já que o objetivo geral é estu-

dar globalmente o coMportamento de uma classe de algoritmos ao 

invés de se estudar todos os algoritmos de uma classe, os 

quais diferem na "prática", sejam A
1

, ... Ap um certo número de 

algoritmos pertencentes a uma mesma família. Em princípio po­

der-se-ia estudar globalmente seus comportamentos, não obstant~ 

é melhor considerar globalmente a família como urna aplicação que 
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a um ponto xk associa os p pontos: 

aplicação 

Isto nos leva em forma muito natural a um modelo geral 

no qual os algoritmos (ou classes de algoritmos) são represen­

tados pelas multiaplicações . 

A ambiguidade aparenta nessa definição de um algoritmo 

-nao significa que o carater de um algoritmo seja aleatório. Em 

implementações reais, os algoritmos nao sao definidos de uma 

maneira arnbígua. 

De fato, um determinado progra~a de computador, que 
.. 
e 

executado duas vezes do mesmo ponto inicial, vai gerar duas có 

pias da mesma sequência. Em outras palavras, na prática, algo­

ritmos são funções. 

A utilidade da definição mais geral é que ela permite 

analizar, de Qrna só vez, a convergência de uma farnília infini-

ta de algoritmos parecidos. 

Então dois programas de computador, desenhados da mesma 

idéia básica, são talvez, diferentes em alguns pequenos deta­

lhes e, talvez, não produziram resultados idênticos quando ini 

ciados do mesmo ponto inicial. 

Os dois programas podem, porém, ser considerados como 
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implantações da mesma ~ultiaplicação. 

Noção de Convergência Global 

Definição 17. Dizemos que um algoritmo descrito por uma multia­

plicação é globalmente convergente, se qualquer que seja o pon-

to de partida x 0 escolhido, a sequência gerada por 

xk+l E A(xk) ou uma subsequência converge a um ponto que sa-

tisfaz alquMa condição necessaria de otimalidade. 

Comentários. A condição necessária que intervem na definição 

anterior é geralmente a estacionaridade (isto é, V f(x)=O no 

caso diferenciável, O E a f(x) no caso convexo), no caso sem 
c 

restrições, e a condição de Kuhn~Tucker no caso de otimização 

com restrições. 

Naturalmente a convergência global nao implica que a se-

quência convirja a Q~ ótimo global. Impor que um algoritmo con-

virja globalmente a um ótimo global é muito forte. 

Um Teorema de Convergência Global 

Consideremos um probleMa de otimização sobre um espaço X 

e seja n o conjunto pontos que satisgazem uma certa condição de 

otimalidade necessária. 

Suponhamos que para resolver um problema de otimização 
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se utiliza um algoritmo representado por A: X ~X. 

Mostraremos abaixo em gue condições o algoritmo A tem a 

propriedade de convergência global (i.e., a convergência da 

sequência, ou a urna subsequência gerada por A, a um elemento de n, 

a partir de qualquer ~onto x
0

, chamado usualmente ponto de paE 

tida) . 

Definição 18. Diz-se que z: X ~JR é uma função de descenso 

(relativo ao algoritmo A), se ela é contínua e possui as se­

guintes propriedades: 

i) = > z ( y) < z (x) V y E A(x) 

ii) X E D = > z (y) < z (x) V y E A(x) 

Teorema 10 . (Zangwill, 1969). Seja um problema de otimi­

zaçao sobre X e n o conjunto de pontos que satisfazem uma cer 

ta condição necessária de otimalidade. Seja A: X ~ X um al-

goritmo e consideremos uma sequência {xk} engendrada por A, 

i.e., xk+l E A(xk) se 

H1 ) {xk} esta contido num compacto C C X, 

H2) existe urna função de descenso para r , 

H3 ) A fechado sobre X \ n e para todo x E X\ n ,A(x) * fif. 
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Então o limite de qualquer subsequência convergente de 

{ xk } pertence a n ~~ais limites existem pela hipótese H
1

}} 

Prova. Como {xk} esta contida num compacto, pode-se extrair 

uma subsequência convergente. Seja { x /m EM } uma tal subse­
m 

quência e seja x seu limite (x E C}. Da continuidade de?. (fun 

ção de descenso nara A}, se tem z(x} + z(x} quando ~ +oo .Mos 
m 

tremas que se te~ ta~bém z(xk} + z(x} quando k + oo 

E > O (dado}, existe, m 
E 

tal que: 

Vm > m 
E 

(m E M} : z (x } - z (x} < E • 
m 

Por outro lado para todo k > m (k E IN} tem-se: 
E 

z(xk) - z(x) = z(xk} - x(xm }+ z(x 
r: 

TT\ 
f 

} - z(x}. 

Já que z é monôtonica, z(xk}-z(xm } < O, logo 
E 

< z (x } - z (x) < E 
mE 

Nos resta provar que x E n. 

V k > m 
E 

Para ela consideremos a sequência { x""1+l I mE M }. Todos 

os ele~entos desta sequência estão contidos no compacto C ' 
logo pode-se extrair uma subsequência desta sequência conver-

gente. 

{x /m E M' c M } e: x + x' quando m + oo m+l - m+l 



Assim, para m -too e m EM. 1 
: x-+x,x -+x 1 x E 

m m+l rn+l 

Se x rf- n , como A é fechada C~or H3 )) , se deduz 

x 1 EA{x). 
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A(x ) . 
m 

que: 

Já que z(xk) -+ z{x) quando k -+oo {k E IN), em particular 

z {xm+l) -+ z (x 1
) = z {x) quando m -+oo , m E M 1

• 

Então, a desigualdade estrita: z(y) < z{x) nao se verifi 

capara y=x 1 E A(x), o que contradiz o fato que z é uma função 

de descenso. 

Logo, necessariamente x E n. 

Observações 

1) Este resultado muito geral nos permite estabelecer a con-

vergência global de muitos algoritmos. 

2) Existem várias extensões deste resultado como por exe111-

plo os dar.os por Huarcl. {1979) [49] , Adhigama, PolaK e Klessig 

{1979) [ 1 ] . 

3) Com relação à aplicação prática do teorema de Zamgwill I 

podemos notar: 

a) A função de descenso z se toma em geral como a função a 

minimizar, logo urna hipótese que em geral se faz é a continui-

dade de tal função. 
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b) Dada a função f a rninirnizar, para satisfazer Hl)' se faz 

e !TI geral a hipótese que o conjunto 

s (f) = { X E X I f (x) < a = f (x 0 )} 
a 

Seja limitado, isto assegura que a sequência { xk} esta 

contida num fechado limitado que em IRn é um compacto. 

A outra forma de satisfazer H1 ) é que f seja inf-limita­

do, isto é, que li x li -++oo ~ f (x) -++oo 

c) Contrariamente às con~ições H1 ) e H2 ) que sao geralmente 

satisfeitas, a condição H
3

) é de impor.tancia crítica. A -na o 

convergência de um algoritmo provem frequentemente do fato que 

não se satisfaz esta hipótese. 

Exemplo 19. (Luemberger 1973): Seja X= [ 0,1] , definamos A 

por 1 A (X ) = r 0 1 X ( Se 0 < X < 1 e {0} se x=O. 

Para n =O, a função z(x)=x é uma função de descenso : 

y = z(y) < z(x)=x v.y E.A(x), x tO. 

- . 1 (2k+2)-l 'f' A seauenc1a x 0 = , xk+l= xk - ver1 1ca para 

todo k: xk+l E A(xk), mas 

A razao pela qual xk nao converge a n é que a multiapli-
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cacao A não é fechada em X/ n. 

Consideremos alguns algoritmos particulares. 

Otimizacão Unidi~encional exata 

A iteração típica de numerosos algoritmos de otimização 
~ 

e construida no esquema seguinte: 

(a) No ponto em andamento, x, se escolhe uma direção de des-

locamento d; 

(b) a partir de x, se busca o mínimo da função f na direção 

d; i.e., se determina a tal que: 

f (x+ãC.) = min · {f (x+ad) J a > O} 

O ponto y = x+ad e então tomando como o ponto de 

inicio na interacão seguinte. 

Note-se que este esquema conduz de forma natural a se 

considerar o algoritmo como a co~posição de duas multiaplica 

çoes D e U: 

1) A aplicação D que associa a x uma direção de deslocamen-

to d E D (x). 

2) A aplicação U que associa à dupla (x,d) um p::mto ·y E U(x,d), 
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onde U(x,d) é definido como o conjunto de pontos da forma x+ad 

onde f atinge seu míni~o: 

U(x,d)={ y I y =x+ad I a >O e f(y)=f(x+ãd)}. 

O resultado seguinte é de grande utilidade para a de-

monstração da convergência de numerosos algoritmos de otimiza-

çao. 

Teorema 11. Se a função f é continua sobre IRn, então a mul-

tiaplicação U(x,d) definida por: 

U(x,d)= {yl y=x+ad(d _:O); f(y)= min f(x+ad la _:o} 

é fechada no ponto (x,d) V d t O. 

Prova.Consideremos duas sequências {xk} e , {dk} tais que 

-+ X e quando k -+oo . Suponhar'los que V k 1 

yk E U(xk, dk) e que yk-+ y. Mostremos então que y E U(x,d). 

Pela definição de u, para todo k, existe ak > O, tal que: 

a = 
k 

li Yk - xk li 

li dkll 



e por conseguinte quando k 700 

a ~ a = 
k 

li y-x 11 
11 dll 

Assim y = x + ãd. 
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t suficiente agora demosntrar que o mínimo de f, no seg-

mento de reta que inicia em x, na direção d, é atingido no po~ 

to y. 

Tem-se v k e 

que: 

f(y) = !Tiin {f(x+ad) I a > O} 

de onde y E U(x,d). 

A condição d t O é absolutamente necessária. Com efeito, 

se d = O a noção de otimização de f na direção d não tem senti 

do e a multiaplicação U(x,d) não está definida. Esta condição 

não é restritiva, posto que, muitos dos algoritmos, quando a 

direção de desloca~ento é d = O, significa que o ponto x sa-

tisfaz u!Tia condição necessária de otimalidade ((estacionarida­

de no caso sem restrições, Kuhn-Tucker no caso com restrições). 

Otimizacão Unidimensional Aproximada 

Como a maioria dos métodos para minimizar a função 
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g(a) = f(x+ad) d >O) é de natureza iterativa (dicotomia, fi 

bonacci, etc), o mínimo exato da função g(.) não pode ser 

obtido em forma exata em um número finito de iterações. Na pra 
a -

tica, sempre se acha um mínimo aproximado. ~ então fundamental 

verificar se a propriedade de fechamento estabelecida anterioE 

mente para o caso idealizado de Qma otimização unidimensional 

exata, se conserva. 

Consideremos por exem~lo, os seguintes tipos de aproxim~ 

çao: 

Tipo 1 Corresponde ao caso onde a busca é interrompida quando 

o erro relativo sobre a , o mínimo de g(a), é inferior a uma 

porcentagem o fixa, i.e., 

a- ã J 
< ô 

a 

(por exemplo, nos casos de dicotonia, Fibonacci, tem-se) . 

Tipo 2 Corresponde ao caso onde a busca é interrompida quando 

se obtem uma aproximação com tolerância € do ótimo procurado, 

i.e., quando 

g (a k) - g (a.) < € 

A aproximação do tipo 1 conduz ao estudo da multiaplica-

çao 
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u6 (x,d) = {y} y = x+ad(a > 0), ia -a < 6a } 

com a verificando g(ã) = min {g(a) I a > O }, enquanto que, 

o tipo 2 leva a 

UE(x,d) = {y I y=x+ad (a> O); g(a)~ g(ã)+ E} 

onde g(ã)= l"lin{ g(a) I a > o}. 

Podemos enunciar: 

- ~ ~ n Teorema 12. Se a funçao f e cont1nua sobre IR , e inf-lirnitada 

(i.e., f(x)~+oo para 11 xll ~+oo), ent~o 06 (.,.) ~fechada em to­

do ponto (x,d) tal que d tO. 

Prova. Podemos considerar u
6
(.,.) corno a cornposiç~o das seguin 

tes rnultiaplicações: 

a) a rnultiaplicaç~o que a (x,d) =!: U(~~,d)= {yj y =x+ad 

a~O) e f(y) = min {f(x+ad)ja >O}}. (a qual~ em 

geral Qm intervalo a 
max ] ) ; 

b) 

com 

A l"lultiaplicaç~o V~ que a um intervalo [a . , a 
u rn1n max 

a . >O 
'Tlln -

associa o intervalo "extendido". 

V~( [a., a ]) =[a. (1-6), a (1+6)] 
u rn1n max m1n max 
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Pelo teorema 11, a multiaplicação U(.,.) é fechada e .. 
e 

elementar se constatar que V
0 

é fechada. 

Se o conjunto U(x,d) é limitado (este é o caso por exem 

plo se f (x) -+ + w para li x li -~ + oo) então se tem que U 0 é fechada 

em virtude da proposição 4. 6 

~ fácil mostrar aue se f é contínua, a multiaplicação U 
E 

é fechada. 

Cbnsideremos agora um algoritmo mais complexo. 

Método da Máxima descida (Steepest descent) (Cauchy 1847. 

Curry 1944) 

Este método é para resolver problemas do tipo 

Min {f(x) lx EIRn} , com f diferenciável. 

O algoritmo é o seguinte: 

(a) Escolher u~ ponto inicial x
0

; k=O 

(b) Na 

Pesquisar Xk tal gue: 

fazer 

(c) Testar o erro: se verifica: FIM, se não fazer k +k+l 

retornar a {b). 

e 
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Como a converg~ncia n~o ~' em geral, finita, deve-se defi 

nir um teste de parada. Alguns crit~rios sao os seguintes: 

crit~rio 1: 

Crit~rio 2: 

crit~rio 3: 

Max { I a f I < F j l < 1 < n } 
axi 

li Vf li 2 = < [ 

( E > O dado) 

( r: > O dado) . 

( n > O dado) . 

Temos o seguinte teorema de conve.rg~ncia global para o 

m~todo da máxima descida. 

Teorema 13. Se a funç~o f ~ continuamente derivável e inf-limi 

tada, ent~o, para todo ponto de partida x 0 (com Vf(x
0

) tO), O 

m~todo da máxima descida (com otimizaç~o unidimensional exata 

ou aproxi~ada) converge a um ponto : estacionário de f 

(i.e., x*: Vf(x*)=O) 

Prova. O algoritmo da ~áxiMa descida pode ser representado pe-

la composiç~o de duas multiaplicações D e U: 

a aplicaç~o D, que a xk associa a direç~o de deslocamento 



a rnultiaplicação U representando o processo de otimização 

unidimensional e que a (xk, dk) associa: xk+l E U(xk,dk). 

Se a função f e continuamente diferenciável, a aplicação 

D é continua (no sentido usual, i.e., de funções); por outro 

lado, como f é continua, a multiaplicacão U é fechada (teorema 

11 para a otimização unidimensional exata; teorema 12 para a 

otimizacão unidi~ensional aproxiMa0a). 

Assim, pelo teore~a , U o D é fechada. ~e~os que da 

hipótese de crescimento no infinito que todos os xk estão con­

tidos num fechado limitado. 

Observemos que o fato de Vf(xk) .~O, implica que 

f(xk+l) < f(xk)' então, tornando f corno a função de descenso, e 

o conjunto n como o conjunto de pontos estacionarias de 

f( n ={x I Yf(x) = o}), se pode ar1licar o teorema de Zangwill I 

de onde a convergência global do método a um ronto estacionário. t:, 

Observacões 

1) Recordemos que a convergência global não significa que se 

obtem necessaria~ente u~ ótino global de f. Se f é continuamen­

te diferenciável, a unica coisa que podemos afirmar é que se 

obtem um ponto estacionário x de f. Se f é duas vezes continua-

mente diferenciável e~ x, e 

x é um mínimo local de f. 

if(x) é definido positivo, então 
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So~ente e~ casos be~ particulares (f convexa diferenciá­

vel, por exe~plo) se pode garantir a obtenção de u~ mínimo glo 

bal de f. 

2) Ta~bém existem teore~as ~ara problemas com restrições 

por exemplo, pode consultar as seguintes referéncias Contesse 

[ 82 ] 83 ] , Huard [ 4 9 ] , LuEnberger [ 57 ] , Minoux [ 59 } e 

Fritzsche 43] 
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Capitulo II. 

Análise Não Diferenciável e Aplicações. 



67 

Introdução 

~ devida a Pierre de Fermat (1601-1655) o descobrimento 

crucial da primeira id~ia do cálculo diferencial. A qual está 

associada ao problema da determinação dos extremos ,de funçoes , 

descrita san demonstração, em um pequeno tratado "Methodus ad 

disquerendaJTI Maximam e MiniMam" escrito an 1637. Entretanto seus tra 

balhos em teoria dos números eclipsaram suas contribuiçõesque 

este homen notavel fez nos outros domínios das matemáticas. 

Mas Fermat não conhecia o conceito de derivada o qual 

foi descoberto mais tarde por Newton (1671) para estudar pro-

blemas da Física e por Leibniz na sua publicação sobre o cal-

culo diferencial, em 1684, titulada "Nova Methodus por Maximis 

et Minimus". A analogia entre o método de Fermat {limitado as 

funções algébricas) e o de Leibniz é surpreendente. Como é 

conhecido, esta regra consiste em achar os extremos de uma 

função f através das soluções da equação f'(x)=O. 

Esta regra com o passar do tempo foi-se adaptando aos 

novos problemas que surgir~ na teoria de otimização, do cál 

culo das variacões, e da teoria do controle ótimo. Matemáti­

cos importantes tais como Euler, Lagrange, Jacobi, Poincaré , 

Hilbert e Frechet estiveram ligados ao desenvolvimento das no 

v as técnicas. regra de Fermat e Leibniz mantinha-se 
.. v a-

lida; se a função atin::re seu mínimo em x, o gradiente de f de 

ve-se anular nesse ponto. 
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Na teoria da otimizaq~o, teoria de jogos, economia, etc. 

aparecem frequentemente funções que n~o s~o diferenciáveis no 

sentido usual, posto que as operações de supremo e infímo nao 

conservam as pro~riedades de diferenciabilidade usuais. 

Por exemplo a funç~o x -~ I x I ,é obtida como a envolvente superior 

das funções x ~x e x ~-x, as quais s~o diferenciáveis, mas 

lxl n~o é diferenciável em x=O. 

Portanto, se desejamos conservar a regra de Fermat, de-

vemos modificar o conceito de gradiente e a generalizaç~o de­

ve ser adequada. O exame da funç~o x+ lxl pode-nos servir de 

guia: como x ~lxl é a envolvente superior das funções x ~x e 

x ~-x onde as derivadas em O s~o +1 e -l,respectivamente, por 

que n~o tomar a envolvente convexa [-1,+1] destas deriva-

das como candidato?. Evidentemente, é necessário dominar a 

resistencia provocada pelo carater multívoco desta soluç~o , 

que n~o é devido a Qm fato de familiaridade (e a nossa tendên 

cia ao conservatis:n1o) . Mas ,para nos convencemos do interesse des 

ta ousadia, é necessário ressaltar sobre este exemplo que a 

regra de Fermat ainda permanece válida, posto que: 

O pertence a [-1,+11 

-No quadro de outras teorias, nas equaçoes diferenciais 

parciais, por exemplo, outras generalizações s~o certas, como 

o é a teoria das distribuições devida a L. Schwartz. 

Veremos neste capítulo que o conceito que se adap-
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ta muito bem aos problemas de otimização e termos afins, é o 

gradiente generalizado, denotado 8f(x), devido a F.H. Clarke 

(1973), e mostrmnos que a regra de Fermat permanece válida se x 

minimiza f (suposta localmente lipschitziana) então 0E8f(x} 

Tal conceito coincide CO'l a gâteaux-derivada se f é de classe 

c1 , e com a Subdiferencial da análise convexa quando f é con-

vexae continua. Esta última noção,ocur;:->u muito interesse dos matemáti 

cos na década dos 60 e 70, e foi introduzida por J.J.Moreau e 

R.T.Rockafellar independente. 

Desenvolveremos também o cálculo Generalizado (Regras da 

cadeia, teorema do valor médio, etc) e apresentare~os sua apli 

cação aos problemas de oti~ização não diferenciáveis. 

No dapÍtulo seguinte aplicaremos tais resultados a problenas 

do cálculo das variaç6es e de controle 6timo. 

Primeiramente recordemos a definição da função suporte , 

e o teorema de HorMander (1954), que nos serviram muito na 

teoria que anresentaremos. 

Função Suporte 

A seguir X denotará um espaço de Banach, X* seu dual 

topolÕgico e <.,. > o produto dualidade canônico entre X e 

X*. 

Definição. Seja A um subconjunto arbitrário de um espa-

ço de Banach X. Denominaremos função suporte de A à função I 
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a A: X*-+ JRU { +w} definida por 

aA (x*)= sup { < x,x* >I xEA} . 

~s vezes denotaremos à função suporte de A por a(A;x*). 

Notar cme aA= aÕÕ(A) onde Cõ (A) denota a envolvente 

convexa fechada de A. 

Se D c X*, sua função sup::>rte esta definida sobre X**. Se fizer-

mos a identificação canônica de X como subconjunto de X**, te 

mos para xEX, 

a
0 

(x)= sup { < x*,x >I x*E D} 

Os seguintes fatos sao conhecidos. 

Teorema (L.Hôrmander 1954} r 48 ] ) • Sejam C,K subcon-

juntos não vazios convexos fechados de X, e sejam D,P subcon-

juntos nao vazios convexos w*-fechados de X*. Então 

(a) c c K <=> a(C;x*) < a(K;x*) V. x* E X* 

(b) D c p <=> a (D;x) < a(P;x) v. X E X 

(c) 
~ 

w*-compacto a(D;.) 
~ 

valores finitos D e <=> e com so-

bre X. 

(d) Dada uma função ~: X -+JRU{+oo}, ~ é positivamente ho-

mogênea, subaditiva, semicontinua inferior (forte o fraca) e 



71 

nao identicamente igual a +00 se e somente se existe um sub 

conjunto não vazio,convexo,w*-fechado D de X* tal que ~= o 0 .(e 

tal D é único) .· 6 
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2.1 Recordação do Cálculo Diferencial Clássico. 

Nesta seção faremos uma recordação das definições usuais 

. Boas referências de derivadas, de funções f: X+JRU{+co} 

para estes tópicos são Carta n [ 19] , A vez [ 1 ol , F 1 e t t 14 2 l • 

Recordemos que o limite seguinte 

f '(x; d) = lim 
t~O+ 

f(x+td)- f(x) 
t 

quando existe, ~ denominado derivada direcional de f em x na 

direção de que f é direcionalmente derivável se f'(x;d) exis-

te para todo d. 

Dizemos que f ~ derivável no sentido de Gãteaux em x se 

f~ direcionalmente derivavel e se d + f'(x;d)= < Vf(x) ,d > ~ 

* linear e continua. Denominamos V f (x) E X o gradiente de f 

em x. 

Dizemos que f ~ continuamente derivável (ou de classe c1
) 

se para todo dE X, a função y -r< V f(y),d > ~ continua em 

x. 

Também temos a dizer que f ~ devivável no sentido de 

Fr~chet em x se 

lim f_(x+d) f (x) - < \! f (x) , d > = o 
d+O 11 d li 
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e que f e estritamente derivãvel no sentido de Bourbaki se 

lim I f (y+d)- f (y)- < V f (x) , d > I =O 
y-+x lld 11 -

d-+0 

Ligações entre estas noçoes, sao dadas no teorema seguin-

te: 

Teorema 1 . c1 => estritamente derivãvel no sentido de Bourbaki 

=> derivãvel no sentido de Fréchet =>Gâteaux-derivãvel. 

Recordemos ademais a derivada de Dini direcional de f 

em x na direção d 

Df (x) (d) = lim sup f (x+ 8 d) -f (x) 

8 -+0 8 

2.2 Derivada de Clarke. 

Agora vamos a introduzir uma definição de derivada di r e 

cional generalizada devida a F.H. Clarke [241. 

Definição 1 . Seja f: X -+ IR U { + oo 1 cujo domínio é -na o 

vazio. 

Definimos a derivada direcional de Clarke de f no ponto x 

na direção d por: 



o 
f (x;d) = lim 

y~x 

t~o+ 

sup f(y+td)-f(y) 
t 

quando o lim sup é finito. 

Dizemos que f é derivável no sentido de 

todo d E limite o - finito. r a x, o f (x;d) e 

Lema 1. As funções f'(x;.), o f (x;.), 
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Clarke em X se p~ 

Df (x) (. ) sao posi 

tivamente homogêneas, além disso quando estes limites existem , 

se obtem as desigualdades. 

f'(x;v) = Df (x) (d) 
o 

< f (x; d) • 

Prova. Direta das definições. 

Uma propriedade interessante da derivada de Clarke é a 

seguinte: 

Proposição 1 (Cominetti e Correa [ 31 I ) . seja f: X -~ m 

Continua . Então 

o f (x;d) = lim sup f(y+td)-f(y) 
y~x 

t-+O 

para cada x,d E X. 

Prova. Claramente é suficiente mostrar que: 



q(x,d) = 

Sejam E > O 

lim sup 
y -+ X 

t -+ o 

e V 

o 
f(y+td)-f(y)~ f (x;d) 

t 

uma vizinhança de x arbitrarias. 
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Também escolhemos o >O e uma vizinhança W de x tal que o'c 

w c v e w +[O, o I d c v. 

Para cada yEW e ltl <o, te~os 

t > 0 => y E V, 0 <t <E=> f(y+td)-f(y) < sup f(Z+ Sd)-f(Z) 
t - ZEV S 

O<S<E 

· t < 0 => y+td E V 1 0 <-t < E => f (y+td)- f (y) = f (y+td-td) - f (y+td) 

Logo, 

< sup 

ZEV 

t -t 

f(Z-tSd)- f(Z) 

s 
O<S<E 

q(x,d) ~ sup f(y+td)- f(y) ~ sup f(Z+Sd) - f(Z) 

yEW t ZEV s 

I ti <o 0 <S < E 

de modo que o resultado segue-se tomando o Ínfimo quando V per-
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corre a família de vizinhanças de x e E >O. 

2·3 Funções que são derivaveis no sentido de Clarke. 

Agora vamos exibir classes de funções que são derivaveis 

no sentido de Clarke. Notemos que urna função f derivavel no 

sentido de Gâteaux, não é necessariamente derivável no sentido 

de Clarke, corno mostra o seguinte exemplo: 

Exemplo. Consideremos a função 

I 2 1 :j: o X sen - ' X 
X 

f(x) = 

l o X = o 

ternos que 

r 2x 
1 1 xt O sen - cos -X X 

f' (x) = 

l o X = o 

Mas f 0 (o: d) = ldl 

Entretanto, se obtem o resultado seguinte. 

Teorema 2. Suponhamos que f seja continuamente derivável em x 

Então f é derivável no sentido de Clarke e 

< Vf (x) , d > = o f (x; d) 
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Prova Como f E c1 
no ponto x 1 se tem que para todo E >O, exis-

te n > O tal que 

I<\/ f(z), d >- < 'V f(x) ,d>l < E quando 11 z-x 11 ~ n 

se li Y li < n12 e se O < t ~ n
12 

11d li 1 pondo g (t) = 

= f(y+td), temos que g é derivável e 

I 

g (t)= lim 

A +O 

f(y+td+ 8 d) - f(y+td) = < 'Vf(y+td) ,d > 

8 

de onde se O ~ n/ 2 li d li se obtem: 

f ( y + O d ) - f ( y ) - < V f (x) 1 d > = g ( O ) - g (O) - < V f (x) , d > 

8 8 

1 I 
8 

( <V' .f (y+td) , d > - < 'V f (x) , d > ) dt 

o 
= 8 

e por conseguinte, posto que li y+td -x li < n , 

I 
f(y+ 

f1 

@d) - f (y) < 'V f(x) ,d > < E 

quando li y-x li < n
12 

e 8 < n 12 li d li ' o qual impli-



ca que se a < 

sup sup 

li y-x li _2 a é:J < 8 

e 8 < 

f(y+ 8d) - f(y) < < V'f(x) ,d > + E 

e 

Tomando o ínfimo com respeito a a e 8 , temos 

f
0 (x;d) < < V'f(x), d > + E 

o que termina a prova. 
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Definição 2 • Diremos que uma função f :·x -+JR u {+oo} de dominio 

não vazio é localmente lipschitziana em x
0 

Eint (Dom(f)) se, 

existe À > O e uma vizinhança do ponto x 0 tais que: 

I f(y)- f(z) I < À 11 y-z 11 y, Z E V 

onde V é uma vizinhança do ponto x
0 

e À depende de x
0

• 

Dizemos que f é localmente lipschitziana sobre o in te-

rior de seu domínio, se ela é localmente lipschitziana em cada 

ponto x 0 E int (Dom (f)). 

Temos o seguinte teorema. 

Teorema 3. Toda função localmente lipschitziana f:X·+JRU{+=} 

é derivável no sentido de Clarke sobre o interior de seu domínio. 
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Além disso: 

a) V x E int (Dom (f)), a função d -+ o 
f (x;d) é positivamente 

homogênea, convexa e continua. 

b) e a funcão: (x,d) E int (Dom (f)) x X-+ f
0

(x;d) é s.c.s. 

Prova. Seja x E int (Dom(f)). Posto que f é localmente lipsch! 

ziana, existe n > O e À> O tais que 

I f < y > - f < z > I < À li y- z li v y,z EB(x;n ) • 

De onde para todo a ~ n12 

- À li d li < f (y+ Od)- f (y) < À li d li 
o 

quando y E B (x; a ) e e < 8 • De onde 

- À 11 d 11 
o 

< f (x;d) = inf sup f (y+Od) -f (y) < À li d li 
a, 8 > O li y-x li -~ a e 

O<El<B 

~ 

e dizer que f é derivável no sentido de Clarke;em particular 

se obtem a desigualdade: 

Já sabemos que d~f 0 (x;d) é positivamente homogênea. 

Mostraremos que esta função é convexa 
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f(y+8(td+(l-t)w))-f(y) = (1-t)[f(z+aw)-f(z)]+ t [f(y+0d) -f(y)] 

e a 6 

onde z = y+8td converge a x, a=(l-t) e E 6=t8 con-

vergem a zero, se obtem tomando os limites superiores 

de os dois membros que: 

f
0

(x;td + (1-t)w) ::._ tf 0 (x;d) +(l-t)f0 (x;w). 

Nos resta provar que { x,d} ~ f 0 (x;d) é s.c.s .• Pela de 

finição de o f (x,d), podemos associar a todo 

ao tal que 

sup f(z+td) - f(z) 

11 z-x li_:: 2a0 
t 

< f
0 (x;d) + E 

2 

E >O um -numero 

Se li z-y li __:: a 0 e li y-x li < ao ' se tem, posto que f 

é localmente lipschitziana 

f (z+tw) -f (z) < f (z+td) -f (z) + À li d-w li 

t t 

Por conseguinte, se y E B (x; a
0
), se a< a 0 e se G_::B0 

sup f(z+tw)-f(z) __:: sup f(z+td)-f(z) +À lld-w 11 

li z-y li_:: a t li z-x li __:: 2a
0 

t 

t< B 



< f
0

(x;d) + ~+X lld-w 11 

< 
o 

f (x;d) + E 

quando li d-w li~ 2 ~ 

Fazendo tender a e B a O, deduzimos que: 

o 
f (y;w) 

11 v-w li <_L 
2X 

o 
_.:: f (x;v)+ E 

é dizer 

Ademais, temos que: 

quando 11 y-x 11 < 

f 0 ( x ; v) é s • c • s • em · { x , v } • 
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e 

·Proposição 2. Seja f: X~ IR u { +oo } Uma função convexa nao 

identicamente igual a + oo • As condições seguintes sao equivalen 

tes: 

a) f é limitada superiormente sobre um conjunto aberto (necessa-

riamente contido no domínio de f). 

b) f é localmente lipschitziana sobre o int (Dom(f}). 

Prova. Veja I.Ekeland e R.Teman [ 39] página 12. 

Lema 2 . Suponhamos que f: X ~ IR u { +oo } seja uma função conve 

xa nao identicamente igual a + oo • Tomemos x 0 E Dom(f) e v E X . 

Então 

f '(x 0 ;v) = lim 

t -+ 0+ t 



existe em lR = {- co} u m u { +co} e verifica 

f (X ) - f (X -v) < o o -

Prova. A função t ~ f(x
0
+tv)- f(x

0
) é crecente. 

t 

Em efeito, se t
1 

< t 2 , então 

e fazendo uso da convexidade de f, temos que: 

f(x
0

+ t
1 

v)- f(x 0 ) 

tl 

< f(x 0 + t2 v) - f(x 0 ) 

t2 

já que < 1, de onde estes quocientes diferenciais 

um limí te em lR quando 

f' (x
0

;v) = inf 

t> o 

+ t ~ o : 

f(x
0 

+ tv) - f(x
0
). 

t 

Tornando t = 1, em a igualdade anterior, se tem: 

f' (x 0 ; v) < f (xo + v) - f (xo) . 

Escrevendo 1 
<xo tv) t 

(xo v) X o = + + - e 
l+t l+t 

novamente da convexidade de f, temos que 

fazendo 
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tem 

uso 



1 
< --l+t 

então: v t > o ' 

f{x 0 +tv) + t 
l+t 

< 

qual implica que f{x 0 ) - f{x 0-v) < f'{x 0 ; v). 

Logo se conclui a prova. 
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o 

Corolário 1. Suponhamos que uma função convexa f: X -+IR u {+ oo } 

seja contínua em um ponto x do interior de seu domínio. Então 

a) f é derivável no sentido de Clarke e 

b) ;v_v E X, 
o 

f {x;v) = f'{x;v) . 

. 
Prova.a) A derivabilidade resulta da proposição 2 junto com o 

teorema 3. 

b) De acordo ao Lema 2, temos que f' (x; v) existe e é finita 

pois f{x) < +oo . De acordo ao Lema 1, nos resta provar que: 

{ 13, X 

o f' (x;v) E X. f (x;v) < v v 

Posto que a função (t,y) -~ f{:t+tu)-
t 

) ' existe a >O tal que: 

f(y+tu) - f(y) 
t 

< f (x+ Su)- f(x) 
13 

f(::f) 
.- continua e 

+ E: 

em 
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quando lt- B I <a e 11 y-x 11 ~a . Isto implica em particu-

lar, de acordo à monotonia da função t ~ f(y+tu)- f(y) que 
t 

sup sup f(y+tu)- f(y) 
t 

< f(x+Bu) - f(x) + E 
B 

li y-xll <a O< t< B+a 

Tomando o ínfimo com respeito a B e a , se obtem: 

o 
f (x;u) < f'(x;u) + E 

... 
e suficiente agora fazer Etender a zero. 

Pode-se provar a seguinte caracterização de lipschitziani 

dade local. 

Proposição 3.Seja f: X ~ m {+oo} f ... 
e localmente lipschi 

tziana em x
0 

E int (Dom{f)) se e somente se existem vizinhanças 

V de x 0 e U de o tal que 
o 

U f {x;U) é um conjunto limitado 

xEV 
em m. 

Prova Veja G. Lebourg [55] , página 126. 

Fazendo uso da caracterização anterior, temos o seguinte 

resultado. 

Pro12osição 4 . Seja f: X ·+ IR u. { + 00 } localmente lipschitzia-

na em x 0Ernt (Dom (f) ) , então existe uma vizinhança v de X o tal 

o I } familia de funcionais sublineares que {f {x; . ) X E v e uma 
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uniformemente equicontinuos. 

Prova. Por hipoteses existe uma vizinhança V de x
0 

e uma 

o vizinhança U de O em X tal que: Uf (x;U) é limitado em IR. 
xEV 

Seja M= sup u 

xEV 

o 
f (x;U) ; para todo E > O e x E V, temos que 

o f (x;h) - f
0 (x;k) < f 0 (x;h-k). 

Assim 

o 
f (x;h) - sup u f

0 (x;U) = E 

xEA 

. Similarmente; 
o 

f (x,k) -
o 

f(x;h)< E ; logo, temos que V E > O, 

existe uma vizinhanca e = EM-lu 
~ 

de O em X tal que, para 

X EV 1 

o qual nos da o resultado. 

2.4 Propriedades Básicas da Derivada de Clarke 

Nesta seçao desenvolveremos as propriedades de cálculo da 

derivada de Clarke. 

Proposição 5. Sej arn f, g: X ·+IR ú {+oo} localmente lipschi tzianas 

e x
0 

E Int (Dom (f)) n Int (Dom (g)). Então 



a) 

b) o o o 
( f +g ) (X i V ) ~ f (X i V ) +g (X i V ) 

Prova. 

a) Notar que sf também e localmente lipschitziana em x
0

• 

Quando s >0, claramente (sf)
0 = sf

0
• Assim é suficiente 

o o 
que (-f) =-f . Notemos que 

-f(y+tv)-(-f(y) )= 
t 

f (z+t (-v)) -f (z) 
t 
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provar 

onde z=y+tv converge a x 
0 

quando y -+ x
0 

e t -+ O+ ( t > O) • Logo, 

tornando o lirn sup quando y e z convergem a x
0 

e t-+0+, o membro 

da direita converge a f 0 (x-v) e o da esquerda a (-f
0

) (x;v). 

b) Direta da definição de lirn sup. 

Corolário 2. Sob as hipóteses da proposição anterior se tem 

o o o 
(af+Bg) (x;v) < af (x;v) +Bg (x;v) V a, BEIR. 

Para termos urna igualdade no corolário anterior, ternos 

que pedir certa regularidade das funções envolvidas. Para isto, 

introduzimos a seguinte definição. 

Definição 3. Seja f: X -+IRÚ{+oo},f se diz regular (ou 

regular) em x
0 

E Int (Dorn(f)) se 

Clarke 
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a) v v, f' (x
0 

;v) existe 

b) v v, 

A pergunta natural é: Que funções sao regulares?, uma re3 

posta parcial é dada pela seguinte proposiç~o. 

Proposiç~o 6.Seja f: X -+IRÚ {+oo} localmente lipschitziana em 

x 0 E!nt(Dom(f)). 

a) se f - estritamente derivável ent~o f é regular an x 0 
e em x 0 

b) Se f - ent~o f - regular e convexa, e em xo. 

c) Uma combinaç~o linear (por escalares na o negativos) fini-

·ta de funções regulares em X o é regular em x
0

. l1 

2.5 Gradiente Generalizado e Propriedades básicas. 

Definiç~o 4. Seja f: X -+IRÚ{+oo} uma funç~o derivá~el no senti-

do de Clarke no ponto x Ex. Denominaremos gradiente generaliza 

do de f em x ao subconjunto af de X* definido por 

of(x)={ x*EX*I 
o <x*,v>_:::f (x,v) V vEX } . 

Teorema '1. Seja f: X -+JRU {+oo} uma funç~o localmente lipschitizia 

na, ela possui um gradiente generalizado n~o vazio a f (x) em todo ponto 

* x E Int (Dom (f)), o qual é convexo, fechado e ~v- compacto e onde 

a funç~o suporte o(of(x) ,v)= sup {< x*,v>lx*Eof(x)} Verifica: 
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a(d f (x) ,v) = o 
f (x;v). 

Prova. Como f
0

(x;.) é convexa positivamente homogênea e 

continua, ela é a função suporte de um subconjunto convexo fe­

chado de elementos x*EX* tais que < x*, v > _:2 f 0 (x; v) para todo 

vEX, é dizer, do gradiente generalizado: af(x), assim af(x) e 

nao vazio, convexo, fechado e {*) se tem. 

Nos resta provar que a f (x) . é w*- compacto, como 

o(af(x) ,v) < X li vil= Xo(B*,v) (donde B* é a bola unitâria de 

X*), tem-se que: 

af(x) C XB* 

para concluir faz-se uso do teorema de-Banach-Alao.glu-Bourbaki 

(Veja Brézis [ 18] , Teorema III 15, pág. 42). 

Assim, para o caso localmente lipschitziano, temos que o 

gradiente generalizado é bem comportado, ademais para este caso 

af: Int(Dom(f))4X* é uma multiaplicação com imagens não vazias. 

Então podemos perguntar se ela tem alguma propriedade de conti-

nuidade. 

Proposição 7. Seja f: x +IRU{+oo} , localmente lipschitziana 

dotemos a X* com a topologia V.7*-fraca, então a multiplicação 

af: Int(Dom(f))4 C{X*) Verifica: 

a) Ela é fechada em todo ponto xEint(Dom(f)), isto é quais-

quer que sejam as sequências x* ~ x* (convergência w*- fraca 
n 
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e x -+X (convergência forte) , com x* E Clf (x ) se tem x*E(lf (x). 
n n n 

b) Clf(x)= n u Clf(y) 
E>0 yEB(x,E) 

c) Clf é uma multiplicação s.c.s .. 

Prova. 

a) Sejam x +x 
n 

e x*-+x* com x*EClf(x ), temos qualquer que seja n n n 

dE X 

< x* ,d> = lim 
n-+oo 

< x* ,d> 
n 

< lim 
n-+oo 

o 
sup f (xn;d) 

o 
< f (x;d) 

de onde x*E(l f (x) e pelo qual x =:a f (x) é fechada. 

b) é imediato a partir de a) 

c) Em virtude de a) Nos basta provar a local w* -compacidade 

de Clf. seja U uma vizinhança de O em X e h EU, temos; para to­

do xEint(Dom(f)) 

o o -f (x;-h) _:::<x*,h> <f (x;h) 

logo: 

<x*,h >I < f
0 (x,h) 
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Se segue facilmente da proposição 4 que to::lo xEint(Dom (f)) 

tem uma vizinhança V em Int(Dom(f)) tal que: uaf(x) esta conti 
xEV -

do em um equicontinuo, logo w*-compacto, subconjunto de X*. 6 

A proposição 5 e seu corolário se traduz em termos da 

gradiente generalizado da seguinte maneira: 

Proposição 8. Sejam f e g duas funções localmente lipschitzianas 

se xEint (Dom (f)) n Int (Dom (g)), então, se a e B E IR, 

(a) a (af+Bg) (x) c aa f (x) +Bag (x) 

se xEint(Dom(f)). 

(b) a (-f) (x)=-af (x). 

Temos Também a seguinte proposição. 

Proposição 9. Sob as hipóteses da proposição 8, se a,B>O e se 

f, g são regulares, temos 

a (af+Bg) (x) = aa f (x) +Bag (x). 

Prova Basta notar que a função suporte do conjunto da es-

querda é a mesma que a função suporte da soma dos conjuntos da 

direita. 

Observações. 

1) Pode-se mostrar o seguinte fato. Consideremos X=IRn. 

Teorema 5 (Clarke [241 ). Seja f localmente lipschitziana 
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em x e suponhamos que S é qualquer conjunto de medida nula ( no 

sentido de Lebesgue) em IRn; Então 

of(x)= co{limVf(x.) I x.-+x,x.~s,x. 5tNf} 
l l l l 

onde Nf é o conjunto onde f é não derivável, (Nf*IRn em virtude 

ao teorema de Rademacher 881 ,que estabelece que uma função lo­

calmente lipschitziana em IRn é diferenciável em quase todo po~ 

to), e ademais 

o 
f (x ;v)= lim sup { vf (y) . v I yf/SUNf} 

y-+x 

Nesta forma o uso de algoritmos fica mais claro, veja por 

exemplo Polak,~4] , Mifflin ~1], Shor [72]e as referências cita 

das ali. 

2) No caso de dimensão infinita, a fórmula anterior nao pode 

ser generalizada diretamente, porém, o resultado de Rademacher tem 

uma extensão para os espaços de Banach separáveis, ( obviamente 

com outra noção de conjunto de medida de Lebesgue nula, para os 

chamados conjuntos Haar-nulos, em IRn as duas noções coincidem), 

veja Christensen ~3], com isto, Thibault [89], extende o resul-

tado para este tipo de espaços, do seguinte modo: 

of(x)= ;õ{w*-lim\?f(y) ly-+x,y5tD} 

onde a adherença é tomada com relação à topologia fraca *, e 

w*-lim\?f(y), o limite de gradientes convergentes na w*-topologia. 

Porém para, espaços mais gerais não se tem uma generaliz~ 
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çao muito boa. 

Isto levou à seguinte definição: 

Definição S.Seja f: x~IR localmente lipschitiziana. 

Consideremos um conjunto D denso em X, f diz-se D-representavel 

e!Tl x se IJf (x) (Gateaux-derivada) existe em qualquer ponto de D e 

* . 
a f (x) = cO w {w*-lim Vf (y) I yED} o 6 

y~x 

Há vários teoremas relativos á definição anterior, por 

exemplo consultar Shi Shu-Chung [71] , Correa e Jofré [33 ] 1 Cor-

rea e Thibatrl t [34 ] 1 Bernal e Roj as lD] • 

2.6 Relação com o subdiferencial e derivadas clássicas 

Proposição1o Seja f: x~IR. 

a) se f é convexa e finita em x 1 então af(x)=a f(x) 1 c 

a f (X ) = {x *E X* I < X* ' d > < f I (X ; d) v dE X } c -

e o subdiferencial do análise convexo 

b) 1 se fEC 1 então:af(x)~{Vf(x)} 

Prova 
o 

(a) é direta já que f'(x;v)=f (x;v) vv. 

(b) Também é direta do Teorema 2 

onde 
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Observações 

Podem-se provar fatos mais finos, como por exemplo: 

Teorema. (Clarke [ 291 }. Se f é estritamente derivavel no 

sentido de Bourbaki em x, então f é localmente lipschitziana em 

x e af{x);::;,{'Vf(x}} (Vf(x} derivada estrita}. 

Inversamente, se f é localmente lipschitziana em x e 

af(x} se reduz a um singleton{ x*}, então f é estritamente dife-

renciável em x e x*='Vf(x}. 

Ademais, temos a seguinte proposição. 

Proposição ll.Seja f localmente lipschitziana em x tal que tenha 

uma Gâteaux-derivada (ou estrita, Fréchet, Hadamard) Df(x). En-

tão Df (x) E a f (x) • 

Prova. Por definição, f'(x;d) existe para cada de é igual a 

o o <Df (x) ,d> • Claramente tem-se f'_::: f , de Irodo que f (x;d)~ < Df(x) ,d > 

prove todo dEX, ou equivalentemente Df (x) E a f (x). 

Nota A inclusão pode ser estrita. Considere por exemplo X=IR : 

f(x} = x 2 Sen(l/x). Esta função é localmente lipschitziana em 

o, e af(O}= l-1,1] , mas Df(O)=O 

Temos a seguinte caracterização para Ótimos locais: 

Proposição 12.Se f tem um máximo ou mínimo local eP'l x então 

OEaf(x). 
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Prova. Em virtude da proposição 8 b) , basta provar a proposição 

quando x é um mínimo local. Porém, neste caso é evidente que 

V d 1 f O (X i d ) > 0 . AsSim 0 E Ô f (X ) • /':, 

Observação. Podemos constatar que o 
Ô f (X ) = Ô f (X i 0 ) 1 i S to é 1 c o 

gradiente generalizado de f em x é igual ao subdiferencial do 

análise - o convexa da funçao d+f (x;d), em d=O, em efeito, denote-

mos por o 
~(d)=f (xid), logo, x*Eô~(O)se e somente se: 

<x*,d> <~(d)-~(0) Vd 

<=> o 
< x*,d > <f (xid) v d 

<=> x*Eôf(x) 

já que o 
~ (O)=f (xiO)=O. 

Este fato é importante, já que muitos resultados conheci 

dos do análise convexa podem-se transmitir para a teoria do gra 

diente generalizado via a relação anterior. 

2.7 Teorema do valor médio de Lebourg, Regras da Cadeia e 

Gradientes Generalizados Parciais 

a) Teorema do valor Médio de Lebourg. 

Agora veremos o teorema do valor médio de Lebourg,o qual 

é o análogo, para o caso não diferenciável, do teorema do valor 

médio usual. A prova dada a seguir é devida a R. Cominetti e 

R. Correa [31 1 , a qual é bastante elementar. Primeiramente re­

cordemos algumas definições. 
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Definição 6. Seja f:IR~IR, e cEIR: As quatro derivadas de Dini 

de f em c são definidas como: 

D+f(c)= lim sup t-1[f(c+t)-f(c)] 

t~o+ 

D f(c)= lim 
-1 

sup t [ f ( c+t) -f (c) ] 

t~o 

D+f(c)= lim 
-1 

inf t [f(c+t)-f(c)] 

t~o+ 

D_f(c)= lim in f -1 t [ f ( c+t) -f (c) 1 
t~o 

Primeiro Teorema do valor médio de Dini. 

Se f: IR ~IR é contínua em [ a, b ] c IR can b>a, então exis 

te cE(a,b) tal que 

D_f (c) < D f (c) < f(b)-f(a) < D f(c) < D+f(c) 
b-a + - (1) 

ou 

D+f(c)_: D+f(c)< f (b) -f (a) < D f(c) < D f(c) 
b-a 

( 2) 

Prova. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f (a)=f (b} 

Além disso, ou f é constante e (1} e (2) imediatamente verdadei 
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ras, ou então f tem um mínimo ou máximo local em algum ponto 

cE(a,b). Se c é um mínimo local concluimos (1) da positividade 

de f(c+t)-f(c) para todo t perto de O. Similarmente se c é um 

máximo local obtemos as desigualdades (2). ~ 

Segundo Teorema do valor médio de Dini. 

Seja f: IR -+IR contínua sobre [ a, b J c IR com b>a. Para 

qualquer derivada de Dini Df de f, existe cE(a,b), tal que: 

f(b)-f(a) < Df(c) 
b-a 

Prova Como na prova anterior, podemos assumir f(a)=f(b). 

Faremos a prova para a derivada de Dini D+f. 

( 3) 

Se existe um ponto dE(a,b), tal que f(d)~f(a), então f 

tem um mínimo num ponto cE(a,b). o resultado segue-se da posi­

tividade de t-1[ f(c+t)~f(c)] para todo t>O suficientemente pe-

queno.- Se não, tomamos um máxiMo global t 0 E( a, b) de f e t 1E (a,t0) .. 

Se D+f(t
1

) _::_O temamos c=t
1 

para c_oncluir; se não, f tem um mínimo 

+ • 
local em algúm ponto cE(t

1
t 2 ) c (a,b) e ademais D f(c)> O. 6 

Nota. A desigualdade inversa em (3) é obtida aplicando o mesmo 

resultado a -f. 

+ No seguinte denotamos por D f (x;v), ... , D_f (x;v) as cor-

respondentes derivadas de Dini de h(t)=f(x+tv) em t=O. 

Notação. Dados x,y EX, a notação [ x,y) significa o segmento fe-
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chado o qual consiste de todos os pontos tx+(l-t)y 

para tE [ 0,1 1; ]x,y [ significa o segmento aberto. 

Teorema do valor médio de Lebourg. 

Seja f:X~IR localmente lipschitziana e sejam x,yEX. En­

tão existe um ponto cE ]x,y [ tal que: 

o o -f (c;-(y-x)) _:::f(y)-f(x) ~f (c;y-x) 

ou equivalente, 

f(y) Ef(x)+ <Clf(c),y-x) > 

Prova. Pela proposição , é fácil ver que toda derivada de 

Dini Df de f e para cada c,vEX, temos 

o o 
-f (c;-V) < Df(c;v)_::: f (c;v) 

logo, o resultado segue-se Í!!le-:'l .. iatamente do primeiro teorema 

do valor médio de Dini. ~ 

Agora faremos uso do segundo teorema do valor médio de 

Dini, para obter uma caracterização muito boa da derivada de 

Clarke. 

Teorema 6.Seja f: x~IR localmente lipschitziana e seja Df qual 

quer das quatro derivadas de Dini de f. Então 

o 
f (x;v)= lim sup Df(y;v). 

y~x 
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Prova. Como foi notado na prova anterior, Df(y;v)~ f 0 (y;v). 

Logo, tomando limite superior quando y converge a x, a s.c.s. 

o o 
de f (.;v) nos da: lim sup Df(y;v)~ f (x;v). 

y-+x 

Para provar a desigualdade contraria observemos que pa­

ra yEX arbitrário e t>O, o segundo teorema de Dini garante que 

existe a(t) E (0,1) tal que: 

f(y+tv)-f(y) < Df(y+a(t)tv;v). 
t 

+ e tomando o limite superior quando y-+x e t-+0 , concluimos que 

o 
f (x;v) < lim sup Df(y+a(t)tv;v)~ lim sup Df(y;v) (*) 

Comentários 

1) Notemos, ademais, que o teorema do valor médio de LebJurg 

segue-se também como uma consequência imediata da caracteriza-

ção do teorema anterior e o primeiro teorema do valor médio de 

Dini. 

2) Existem outros teoremas do valor médio generalizado; pa 

r a isto podem ser consultados as referências, J .B.Hiriart-Urruty 

[4 5] , M. Studniarski [7 4 1 • 

3) Da caracterização dada no teorema anterior se seguem d~ 

rivações simples de muitos resultados em Análise Não-diferên-
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ciável, especialmente os referentes a funções regulares. Com 

efeito, é óbvio de (*) que f é regular em x se e somente se 

qualquer derivada de Dini Df(.;d) é s.c.s. em x para cada dEX. 

Mais resultados nesta direção podem ser encontrados em R. Cor-

rea e A. Jofré [ 33 ] , R. Correa e L. Thibault [34 ] . 

b) Regras da cadeia para o Gradiente Generalizado. 

Em numerosos problemas (Controle ótimo, programaçao fra 

cional, melhor aproximação, etc) a função objetivo e as fun-

ções que definem o conjunto de restrições são funções a:::rnpostas. 

Exemplos 

1) A resposta de um sitema fÍsico é uma quantidade y{t) s~ 

tisfazendo uma relação do tipo y(t)=e(t,a) onde e é uma fun­

ção conhecida de t e a, t é um parâmetro auxiliar (tempo por 

exemplo) e a um parâmetro desconhecido de IRn. Para vários va-

lares de t, t
1

, t
2

, •.. , tm (m >>n) tem-se acesso a medidas 

aproximadas y. de y(t.). Quer-se obter a*EA (onde A é um con-
1 1 

junto de restrições) tal que minimize 

f {a ) = 4> { y 
1

- e ( t 
1 

; a) , . . . . , ym- e { t m ; a) ) 

sobre A. Em particular, a escolha de 4>{u1 , .... , 

responde à esti~ação dos mínimos quadrados. 

m 

U )=Lu. 2 
m 1 

i=l 

cor 
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2) Generalização do problema de Fermat-Heber. 

Seja (K. )P 
1 

uma família de subconjuntos não vazios de 

i=O 

. . { }p X, seJa ..p. 
1 . 1 

uma família de funções de IR+ em IR. o proble 
1= 

p 
ma de otimização corresponde a minimizar ~ .P. (d (K. ;x)) sobre 

1 1 

i=l 

onde d(K.;x) é a distância de x ao conjunto K .• 
1 1 

No problema de Fermat-~·leber, os subconjuntos K. 
1 

-sao 

pontos e K0=x. A consideração de distâncias a subconjuntos e a 

introdução de um conjunto de restriçõe~ sao inerentes aos pro-

blemas, especialmente para os problemas de localização. Em paE 

ticular, o conjunto das restrições K
0 

pode ter a seguinte es­

trutura: 

d (F . K) < d. 
], - J 

vj=l, .•• ,q d (F .K) > d V 1 m, - m m=q+ , ••. , r 

dé{ F
1

} é uma familia de subconjuntos de X. 

Se as funções ..p, sao localmente lipschitzianasla 
l 

çao critério f=~ ..p.od(K.;.) é localmente lipschitziana. 
l l 

on-

fun-

De forma mais geral, podem-se considerar critérios do 

seguinte tipo: x+..p(d(K
1 

K) , ••• ,d(K x)) com ..P localmente lips-; p; 

chitziana. 
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Vemos assim, em vista dos problemas anteriores, que teo 

remas tipo regra da cadeia, são necessários. 

Regras da Cadeia para o Gradiente Generalizado. 

Sejam X,Y,Z espaços de Sanach; nao faremos distinçãodos 

produtos de dualidade <.,.>entre os diferentes espaços eseus 

duais topológicos. 

Teorema 7. (Regra 1). Sejam F: Y+Z e f:Z+IR aplicações.~ 

1 
de classe C e f localmente lipschitziana. Então denotando 

DF(x 0 ) E i(Y,Z) o operador díferencial de F em x 0 , temos: 

A igualdade é satisfeita se f (ou-f) é regular en F(x0) ou 

DF(x
0

) é sobrejetora. 

Teorema 8. (Reqra 2). Sejam f:X+JR e 0: IR +JR localmen-

te lipschitzianas, então 

a (~of) (x 0 ) c co {a,0'(f(x0 ) > .af(x0 >} 

Ademais se~ EC1 , ou se .0' (ou-,0') é regular em f(x 0 > e 

f E c1 , então: 
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Teorema 9 (Regra 3).Sejam F: x~IRm e ~:IRn~ IR local-

mente lipschitzianas. Então 

m 
a ( ~ o F ) ( x 0 ) c c o · { :r ui x i * I ( u 1 , • • • , um ) E a ~ (F ( x 

0 
) ) e 

i=l 

* * lT\ (x
1

, ••• ,xm) E ll af.(x
0
)} 

i=l ~ 

onde f 1 , .... ,fm sao as funções componentes 

T F=(f1 , ... ,fm) . 

de F, isto é 

Além disso, se as funções f., i=l, •.• ,m sao regulares em 
~ 

x 0 , se ~ é regular em F (x
0

) e se a ..p (F (x 0 ) ) c IR:, a igualdade 

se satisfaz. 

Observaçãc. Notar que a estimativa dada na regra 2 aparece 

mo um caso particular da inclusão dada na regra 3). 

co-

Faremos somente a prova da regra 3; as outras são anã 

logas. 

Prova (Regra 3). Seja dEX. Considere~os uma sequência { x } con 
n 

vergente a x 0 e uma sequência {Ãn} de reais positivos (estrita-

mente) convergente a zero; 

denotemos 
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T =[ '{) (F (x +À d)) -'{) (F (x ) ) ] • À -l 
n n n n n 

'{): IRm+IR é local~ente lipschitziana, e pelo teorema do valor 

médio de Lebourg, existe F E ] F ( x ) , F ( x + À d) [ em IR m 
n n n n e 

-unE a'{)(Fn) tal que 

T = < F (x +À d) -F (x ) , Ü > À -l 
n n n n n n 

Ü = (Ü 1 Üm). n n , ... , n 

De acordo com o mesmo teorema, existe 

que 

f. (x +À d) -f. (x ) = À < 
1 n n 1 n n 

- i y ,d > 
n 

Brevemente de (1) ; 

m 
Tn =í: ~i < Yn i' d 

m - i - i 
>= < ~ u y ,d > 

n n 

i=l 

As multiaplicaç6es 

i=l 

m + m a'{): IR +IR "'f X ~X* e o • : 
l 

do da topologia w*-fraca) são s.c.s .• Por outro lado 

n ·+oo , I F +F (x ) e 
n O 

(1) 

(2) 

(X* dota 

quando 

Dado que a sequência {y i} (resp. · { u } ) é limitada 
n :m n n 
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m em X* (resp. em IR ) pode~os supor sem perdida de generalida-

de que converge em X* para a topologia w*-fraca (resp.que con-

verge em IRm) e tem-se: 

- i y -+ 
n 

m 

i=l, .•• , m (convergência w*-fraca) 

se j a D= { x * E X* I x * = ~ ui x i * , ( u 
1 

, • • • , um) E 

i=l 

m 
E n afi (x

0
) } 

i=l 

Note:nos que D é um subconjunto w*-canpacto de X* , logo de acor-

do com (2) e (3), temos: 

lim sup T < max { < x* ,d > I x*E D} 
n 

De modo que: 

< o(D;d) V dEX 

o qual é equivalente a: 

a(~PoF) (x
0

) c co D. 



b) 

sendo regular em x
0

, temos que para cada i: 

f . (X O +À d) -f . (X O ) = À f? (X O i d) + À 
1 n 1 n 1 n 

Com lim i o. E = n 

n-+oo 

Seja vetor ( E 
1 m)T E o , • • • I E ' n n n 

i 
E 

n 

seja V(x
0

;d) 
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o 

, f. 
l 

v e-

Já que ~ é lipschitziana, 

pode ser escrito como: 

~ é regular em F(x0 ), de modo que; 

lim T~= ~ 0 (F(x 0 ); vcx 0 ;d)). 
n~· 

c m 
JR+' temos 

m m 
L u.<x.*,d > < 
i=l l l 

L 
i=l 

u. 
l 

( *) 



m 
< max · { L v i 

i=l 

= 

= 

por {*) = lim T0 
n 

n~oo 

= lim 
n~oo 

(lf'(}F) (x
0

+;\.nd)- {~PoF) (x
0

) 

;\.n 

= por ser lf' e f regulares 

logo, Max, { < x*,d> I x* ED} < 

o resultado. 

Comentários 
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V d de onde 

i\ 

1) No livro de Clarke [29 ] , podem ser achados resultados um 

pouco mais finos das regras anteriores. 

2) Na tese de caninetti l30 1 , encontramos também regras mais g!: 
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rais (isto é, em espaços mais gerais e funções mais gerais}. 

Agora daremos algumas corolários das regras anteriores. 

Corolários da regra de 3 

Corolário 1. Se !()E c1
, então 

c 

Com igualdade se as funções fi sao regulares em x 0 e se 

Prova.Basta aplicar a regra 3. De fato, dado que é'lfi(x 0 } é um 

convexo resulta que 

ª-L 
ax. 

1 

ª-L 
é'lx. 

1 

é convexo, de modo que em na fórmula da regra 3, o símbolo co 

é superfluo. 

m 
Observacão. ~ornando l()(x)= IT x. 

. 1 1 1= 

no corolário anterior, temos: 



m m 
a(ITf.)(x) c~ 

i=l 1. o i=l 
I1 

j:l:i 
f . (x ) a f . (x

0
) • 

J o 1. 
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Com a igualdade se as funções fi sao regulares em x
0 

e se 

Corolário 2. Se f.: X ~IR, i=l, ••• ,m sao localmente lipschitzia 
1. 

nas, então 

onde 

Prova • 

a (Max fi) (xo) c co { u a fi (x0) } 

l<i<m iEI (x
0

) 

I(x 0 )=' {i I fi(xo)= max f. (xo)} 
1. 

l<i<m 

Se ademais as f. sao regulares, se tem a igualdade. 
1. 

~ consequência da regra 3, considerando 

.p(x)= 

a.p (x)= 

max x. 1 
1. 

e notando que: 

l<i < n 

co {e. I i 1 
1. 

x.= 
1. 

max 

l<j__::m 

X. } 
J 

onde e. é o i-ésimo vetor coluna da matriz identidade mxm. 
1. 
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Observação. Se o conjunto de índice I e nao finito, pode ser 

mostrado um resultado análogo ao corolário 2. Como referência 

futura o citaremos, primeiramente vejamos uma definição. 

Seja ft uma família de funções sobre X parametrizadas por 

t E T, onde T é um espaço topológico. Suponhamos que para algum 

ponto x EX, cada função ft é localmente lipschitziana em x. 

Denotemos por a ft (x) o conjunto(Cõ denota a envol­
[ t] 

tura convexa w*-fechada) 

ÕÕ{ x*E X* I x* E oft. (x ), X ~x, t ~t, 
n n n n n 

~ * t E T, x* e um ponto w*-adherente de x }. 
n n 

Definição 7. A multiaplicação (T,y) ! 

em (t ,x) se: 

d f (y) 
T 

diz-se envolutiva 

(Note que esta condição certamente é satisfeita se t é um ponto 

isolado de T, de acordo à proposição 7 (a ) ) . 

Faremos as seguintes hipóteses: 

(i) T é um espaço sequencialmente compacto. 

(ii) Para alguma vizinhança U de x, a função t~ft(y) é s.c.s. 



110 

para cada y EU 

(iii) Cada ft, t ET, é lipschitziana com constante K sobre U, 

e · { ft I t E T} é limitado. 

Definamos a função f: X -+ ffi por 

f ( y) = max { f t ( y ) I t E T } 

Notemos que as hipoteses anteriores aseguram que f esta 

definida e é finita sobre U. Também temos que f é lipschitz so-

breU (de constante K), já que cada ft o é. 

Denotemos por M (y) o conjunto· { t E T I ft (y) =f (y) } 

~ fácil ver que M(y) enão vazio e fechado para cada yEU. Final 

mente, para qualquer subconjuntos S de T, P(S) significa a co-

leção de medidas de probabilidade de Randon suportadas sobre S. 

Teorema 10. (Clarke). Além das hipóteses anteriores, suponha-

mos que 

(iv) X é separável, ou 

(iv) ' T é metrizável (o qual é verdadeiro em particular se T 
.. 
e 

separável). Então , temos 

a f (x} c {I a ft(x) JJ(dt) IJJE P[M(x) ] }. 
T [ T] 

(l) 

Ademais, se a multiaplicação (T ,y) :t: 3fT (y) é envolutiva em 
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(t,x) para cada tE M(x), e se ft é regular em x para cada 

tE M(x), então f é regular e a igualdade se satisfaz na expre~ 

são (1) (com a ft (x) = a ft (x)). 
[ T] 

Prova. Veja Clarke [29], Teorema 2.8.2, pág. 86, ou Levin e 

Ioffe [511, para o caso convexo. 

Nota. A interpretação do conjunto do lado direito da expressao 

(1) é o seguinte, um elemento x* esta nesse conjunto, se x*EX* 

e existe uma função correspondente t~ x* E() ft(x) de Ta X* 
t [ T] 

e um elemento l.l de P [ M (x) 1 tal que, para todo v E X, 

t~ < x* v 
~ 

Jl-integravel, > e e t' 

< x* ,v > = t< xt,v > l.l (dt) 

Corolário da Regra 1 . 

Corolário 1 . Sejam xo, d E X, denotemos por f x 0 ,d a função de-

finida sobre IR por f 
xo,d 

(À)= f(x
0

+Àd). Então: 

()f (O) c 
X O'd 

< 3f(x0 ) ,d > 

Com igualdade se f (ou-f) é regular em xo. 

Prova.~ uma aplicação direta da Regra 1. De fato, neste caso 

Y=IR, Z=X e F= F • À ~x 0 +Àd. xo,d. 
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Observação. n Se X=IR , pode-se estabelecer: 

af (À)= < af(x
0

+Àd) ,d > 
x 0 ,d 

e q.t.p. x
0

• 

Com esta relação, o teorema do valor médio de Lebourg pode 

ser provado de uma forma fácil, para mais detalhes veja F.H.Clar 

ke [29], pág 41. 

Corolários da Regra 2 

Corolário 1. Sejam f: X+ IR, g:X -~IR localmente lipschitzia-

nas. Se g((x 0 )tO, se tem que: 

g (x
0

) a f (x
0
)- a g (x 0 ) f (x 0 ) 

[ g (xo) 1 2 

-Com igualdade se f e -g sao regulares em x 0 , f(x 0 )~ O e 

Prova.Aplicando a Regra 2, tem-se se g(x 0 ) t O, 

De fato, basta considerar: 

h(x) = 1/x X t 0 
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e como h(.) ~ diferenciãvel, o simbolo "co"~ superfluo, jã 

que h' (gx 0 ))ag(x0 ) ~convexo. 

Finalmente, aplicando a observação seguinte ao corolãrio 

1 da Regra 3 se obtem o resultado. 

Corolãrio 2 . 1 Se f EC na regra 2 e se f(x 0 )=0, então, 

Prova. De fato, basta aplicar a Regra 2 com ~(x)=jxj. 

Observação. 1) De forma geral, tem-se apenas a inclusão 

Se f(x 0)=0; a igualdade em geral nao se satisfaz, Veja 

J .B. Hiriart-Urruty [46], mesmo que as funções sejam regulares 

2) Existe outro caso onde a operaçao de convexificação "CO" 

não ~ necessãria na fórmula da Regra 2; ~ quando ~ ~ monótona 

em uma vizinhança de f(x 0 ). De fato, se ~: IR ~IR ~ crescente 

(resp. decrescente) em uma vizinhança de tem - se 

c IR+ (resp. IR_) ( este resultado permanece vãlido 

se f1: IR ·~IR não~ necessãriamente localmente lipschitziana. 

3) A Regra 3 aplicada com m=l nos da outro caso de igualda-

UNIC~.MP 

BIBLIO 1 ECA CENTRAL 



114 

de no contexto da Regra 2, isto é: 

Se f é regular em x
0

, se fd é regular em f (x
0

) e se a~ (f (x
0
)) c :ffi +' 

então 

Nota. Devido à natureza local da noçao de gradiente generaliza­

do, as propriedades requeridas sobre as funções (propriedade de 

lipschitz, c1
, ... ) necessitam sómente ser assumidas em umas vi-

zinhanças dos pontos considerados. 

As regras anteriores (regra 2, por exemplo) podem ser 

aplicados para derivar condições de oti~alidade (necessárias e 

!ou suficientes) para programação fraccional, isto é, problemas 

onde a função objetiva tem a forma 

x -+f (x) =[ 
m 
TI 
i=l 

f. (x) ] [ ~ g. (x) ] -l 
~ j=l J 

Para resultados nesta direção pode-se consultar J.M. 
{5 

Borwein [ ] , para o caso de funções quasi-diferenciáveis. 

c) Gradientes Generalizados Parciais 

sejam x
1

, x
2 

dois espaços de Banach e f: x1 x x2 -+ lR lo-

gradiente generalizado (parcial) de f(.,x 2 ) em x 1 e por 
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tará a derivada generalizada de Clarke em x 1 na direção vE x
1 

o da função f(.,x 2 ), analogamente f
2

(x
1

,x2 ;v). 

A questão natural é saber qual é a relação entre ()f (x
1 

,x2 ) 

e dl f(x1 ,x2) X a2 f(x1 ,x2). 

Em geral, nao há nenhuma relação de inclusão, como mostra 

o seguinte exemplo: 

Consideremos f: lR 2 
-+ lR dada por: 

f(x,y)= max [ min [ x,~y ] ,y-x ] , 

Calculemos ()f(O,O). Definamos 

C= {(x,y) 
1 

y __:: 2x e y __::- x } 

y_:: x/2 e y 2_- x } 

c 3= {(x,y) I y >2x ou y > x/2} • 

Então lR 2 = cl u c
2 

u c3, e temos: 

I _: se (x, y) E 

f(x,y)= se (x, y) E 

ly-x se (x, y) E 

cl 

c2 

c3 
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Notar que a fronteira destes tres conjuntos c1 , c2 , c3 , 

forman um conjunto S de medida nula, e que se (x,y} 4-s, eritão 

f é diferenciável e Vf(x,y) é um dos pontos (1,0), (0,-1) ou 

(-1,1}, logo pela caracterização do gradiente generalizado para 

n 
o caso X=IR , temos que 

a f < o , o> = co { < 1 , o> , < o , -1 > , < -1 , 1 > } 

Ademais f(O,y} = max [ O,y] , de modo que a f(O,O)= [0,1 ], y 

s.imilannente, a f ( o , o} = [ -1 , o ] , logo : 
X 

a· f(O,o) x a f(O,o) 1-
x y a f < o , o > 1- a xE < o , o> x ay f <o , o> • 

Mas no caso regular, tem-se a seguinte relação: 

Proposição 13. Se f é regular em x=(x
1

, x 2 ), então 

c 

Prova. Seja z= ( z 1, z2) E Clf(x1 , x2) • Devemos provar que 

zl E al f(x 1 , x2) , o qual é equivalente a provar que: 

< zl, v > < fo 
1 (xl, x2; v} V. v E xl 

Mas, como f é regular, temos que: 
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(v, O) ) 

(v, O) ) 

e, pela definição do gradiente generalizado, temos que: 

Para obtermos uma relação no caso nao regular, definimos 

a projeção n1 8f(x1 , x 2 ) como o conjunto 

Prova. Fixemos x 2 , e seja f 1 a função f 1 (x)= f(~,x 2 ) defini­

da sobre x1 • Seja F: x 1 ~ x
1

x x2 definida por F(x)= (x,x2 ), no­

temos que DF(x) é dada por < DF(x), v > = (v,O) já que f
1

=[oF 

aplicando a regra da cadeia 3 com x 0= x 1 tem-se o resultado. 
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2.8 Conceitos .Geométricos Associado: Cones Tangente e Normal 

Seja K um subconjunto de vazio de X. Designaremos por 

dR (.) ou d(K;.) a funçio "dist~ncia" a K definida por: 

dK(y)= inf {11 x-y 11 I y EK } 

Ela é e~ldentemente lipschitziana com constante de Lips-
I 

chitz Ã=l: ldK(y)-dK(z) I_:: 11 y-zll 

Consequentemente, ela é derivavel no sentido de Clarke. 

Definiçio 8. Seja x E K. Um vetor v E X é tangente a K em x se 

o 
dK (x;v)=O O conjunto de todos os tangentes a K em x é deno 

tado TK(x) ou T(K;x). 

Observações. 

1) Na definiçio anterior somente involucra a natureza local 

de K em x. 

2) Como d~ (x;.) é convexa e continua, T(K;x) é um co-

ne fechado. (Em particular O E T(K,x)). 

Definiçio 9. Definimos o cone normal a K em x por 

NK(x)= N(K;x)={x*EX*I <x*,v ><O VvET(K;x)} 
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o ~t.\:or ~- 'JC e:. N<.'- ·, ~). 
\ "'- "' 

Temos a seguinte caracterização alternativa de N(K;x) em 

termos de gradientes generalizados: 

Proposição 15. 

N(C;x) = { u :\é3d (x)} 
c 

:\>0 

onde a barra denota a w*-adherença. 

Prova. Pela definição de T(C;x), temos que 

vET(C;x) <=> < x*,v > < 0 V x* E ()d (X). 
c 

Com o qual segue-se que o cone polar a T(C;x) é o cone 

w*-fechado gerado por ad (x), que é o que diz a proposição. 6 
c 
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Proposição 16. Seja f lipschitziana com constante L sobre o 

conjunto S E x. Seja x E K c s e suponhamos que f atinge um mí-

nimo sobre K e~ x. Então para qualquer L > L a função 

g(y)=f(y)+Ld(K;y) atinge um mínimo sobre s em x. Se L > L e 

K é fechado, então qualquer outro ponto que minimize g sobre K 

deve estar também em K. 

Prova. Para provar a primeira conclusão, o faremos por contra-

dição. Então existe um ponto y E S e t:>O tal que 

f(y)+ Ld(K;x) < f(x)- LE. Seja p um ponto em K tal que 

11 y-pll < d(K; x)+ E • 

Então: 

f(p) < f(y) +LII y-p 11 < f(y) + L(d(K;x)+E < f(x), 

o qual contradiz o fato que x miniMiza f sobre K. 

Agora seja L > L, e seja y também um mínimo de g sobre K. 

Então 

f(y)+ Ld(K;y)= f(x) ~ f(y) + (L+L)d(K;y) 2 

.. 
(pela primeira conclusão aplicada a (L+L) 12), o qual implica 

que d(K;y) = O; e assim y EK. 

Corolário 4. Suponhamos que f é localmente lipschitziana em x 

e que atinge um mínimo sobre K em x. Então O E ()f (x) + N (K;x) ou 

equivalentemente N(K;x) n -af(x) * ~ . 
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Prova. Seja S uma vizinhança de x sobre a qual f é lipschitzia 

na (de constante L). Podemos supor K c S (já que K e K n S tem 

os mesmos cones normais em x), de modo que x rninirniza 

f(y)+ Ld(K;y) localmente. Assim, 

Agora o resultado segue-se da proposição 15·. LI 

Quando K é convexo, se tem um conceito bem conhecido de 

vetor normal: x*E X* diz-se normal a K em x (no sentido da anã 

lise convexa) se < x*, x-k > > V k E K. 

Lema 3. Se K é convexo a função dK(.) é convexa. 

Prova. Em efeito sejam x,y EX e >..E (0,1) dados. 

Para qualquer r>O, tornamos c , 
X 

c em K tal que 
y 

li C -x 11 < d(K;X)+ E: 
X 

, 11 c -y 11 y 
< d(K;y)+ r, e 

c E K dado por e=>..c +(1->..) c . Então 
X y 

d(K; Xx+(l-X)y) < 11 c->..x-(1-X)yli 

< À 11 c -x 11 + ( 1-X) 11 c -y 11 
X y 

<À d(K;Ã) + (l-Ã) d(K;y) + E: 

fazendo agora r tender o zero, tem-se o resultado. 

seja 
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Proposição 17. Se K é convexo, N(R;x) coincide com o cone de 

normais no sentido da análise convexa. 

Prova. Seja x* normal a K em x no sentido da análise convexa . 

Então o ponto k = x, rninirniza f (k) = < x* ,x-k > sobre K, de 

modo que: 

O E - x* + N(K;x) 

o qual mostra que x* E N (K; x) • 

Para completar a prova, é suficiente, em vista da proposi 

çao 15, provar que todo elemento x* E adk(x) é normal a K em x 

no sentido de análise convexa (já que o conjunto de tais no r-

mais é um cone convexo w*-fechado). 

Como dK(.) é convexa (pelo lema anterior), ternos que 

< X* 1 y-x > V. y E X 

o qual implica que: 

< x* ,k-x > < O V. k E K 

com o qual termina-se a prova. 

Corolário S. se K é convexo, 

v E T(K;x) <=> d
0 (x;v) 
k 

então 

I 

= dk (x;v) = O. 
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Prova. Basta notar que neste caso dK(.) é convexa, logo ela é 

regular. 6 

Vamos mostrar agora que o conceito de vetor tangente 

definido anteriormente é independente da norma (e assim da fun 

ção distância) usada sobre X. 

Este fato é muito bom no sentido que podemos fazer uso, em 

certos problemas, de distâncias nas quais seja mais fácil cal cu 

lar tangentes (o normais). 

Teorema 11. Un elemento v de X é tangente e K em x se e somente 

se, para toda seguência xn em K convergente a x e toda sequên­

cia tn em (0,+00
) convergente a zero, existe uma sequência vn 

em X convergente a v tal que: 

X +t v E K V. n. 
n n n 

Prova. Veja, Clarke [29] , teorema 2. 4. 5. , pág 54. 1\ 

Proposição 18. Um elemento x* E X* pertence a a f (x) e se somen-
• 

te se (x*,-1) E N(epi(f);(x,f(x)). 

Prova Veja F.H. Clarke corolário, pág 61. 

Proposição 19.Seja x EK. Então 

a 4f< (x) = N (K;x). 

onde ~K(.) é a função indicatriz de K, isto é: 



0 Se X E k 1 \jJ (X) = +oo 
K 

se X f/ K. 

Prova. Temos que x* E awK (x) se e somente se 

N(epi(ljJK);(x,O)). Mas clara~ente epi (1/J )= K X 
K 

o que é equivalente, pelo Teorema 11 , a 

X*EN(K;x), -lEN([O,oo);O). 
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(x*,-1) E 

( O,oo) 

Mas, -1 E N( [ O,oo);O) sempre é verdadeiro (proposição 16 ); 

logo a fórmula segue-se. 

Para futuras referências, mencionemos também o seguinte resul-

tado de F.H. Clarke. 

Proposição 20. Seja f localmente lipschitziana em x. Então O 

o 
epígrafe de f (x;.) é T(epi(f); (x,f(x)); isto é 

o (v,r) E T (epi (f), (x,f (x)) <= > r ::._ f (x;v) . 
• 

Prova. Veja F.H. Clarke [29], Teorema 2.4.9 a, pág 59. 

2.9 Aplicações~ Otimização: Condições necessárias e sufi-

cientes de otimalidade. 

Consideremos primeiramente o problema de otimização em 

sua forma geral. Seja A uma partenão vazia de X e f:X-+:ffiU{+oo}. 

Consideremos o seguinte problema: 

P) Minimizar f(x) 

s.a. xEA. 
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Definição 10. X o E A diz-se um .. . mJ.nJ.mo local de f sobre A, se f 

.. 
finita existe vizinhança V de e em x 0 e se uma X o tal que . . 

... 
f(x} .:_ f (x

0
) Vx EAnv. 6 

Recordemos (Veja capítulo I} que D(A;x 0 } denota o cone 

de deslocamentos aderentes a A em x 0 , isto é: 

D(A;x 0 )={d EX I d = lim À (x -x 0 ), com (x ) c A, 
n~oo n n n 

(À } c m I n~oo , X E A } • 
n + O 

a) Condições Necessárias· 

Temos os seguintes teoremas. 

Teorema 12 Se x
0 

E A é um mínimo local de f sobre A e se f 
.. 
e 

localmente lipschitziana em x 0 , então 

( * } 

Prova. Seja d E D(A;x
0

) arbitrário, então temos que d=lim 

com d = À (x -x
0

} com 
n n n 

À >o n- I x ~x 

n O 
e X E A. 

n 

o 
Para d = O, o resultado é trivial, pois f (x 0 ;0)=0. 

Assim podemos supor que À >o 
n 

V n. 

como x
0 

é mínimo local de P}, e xn ~x 0 , existe n 0 

tal que: 

E 

d 
n 

IN 



'\ -1 Denotando a = (\ > O, ternos que: 
n n 

ou 

o < 

a 
n 

1 [f(x0+a d) - f(x 0+a d)]+- [ f(x
0

+a d) - f(x
0

)] 
n n n an n 

Corno f é localmente lipschitziana em x 0 , deduzimos que: 
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onde L é a constante de lipschitz local de f, logo, tornando o 

lirn 
n-+oo 

sup e recordando que d -+ d, ternos que: 
n 

e pela arbitrariedade de d E D (A; x 0 ) , ternos a conclusão. 

Teorema 13. Seja x 0 E A e consideremos um cone convexo M com 

vértice O tal que M c D(A;x
0
). 

Se f é uma função localmente lipschitziana em x 0 e se x 0 é um 

mínimo local de f sobre A, então 

0 E 
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onde r-1° = , {x* E X* I < x* ,x > < O V x E M } é o cone polar de 

M. 

Prova. Denotemos por g(d) = f 0 (x
0
;d), e consideremos o proble-

ma: Min { g(d) ld E D(A;x
0

)} , pelo teorema anterior o 

Ótimo deste problema e d=O. 

Por outro lado, como D(A;x 0 ) é fechado, temos 

ponto 

que 

M c D(A;x 0 ) e como M é um cone com vértice O, d=O EM, logo d=O 

também é a solução ótima do problema: min {g (d) I dE M}. 

Pelo corolário 4, temos que: 

O E ag(O) + N(M,O) 

Mas g ( . ) é convexa pelo. Teor6Tla 3 

(1) 

, logo, ag(O)= a g(O) 
c 

mas pela observação seguinte à proposição 12, temos que: 

ag(O) = af(x
0

>. 
-Além disso como M e convexo, M também e convexo e 

- - o N (M, 0) é o cone normal da análise convexa, pela qual: N(M,O)=M • 

Assim (1) é equivalente a: 
o o E a f (x

0
) +M • 

b) Condições Suficientes 

Para obter condições suficientes de otimalidade devemos 

pedir algumas hipóteses extra sobre a função e/ou o conjuntode 

restrições A. Umas delas são as seguintes 

Definição 11 Uma função f: X ~IR localmente lipschitziana diz-
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se localmente pseudoconvexa em x 0 se existe uma vizinhança v 

de x 0 tal que: 

·'l.xEV, 

Se esta propriedade é satisfeita para todo x0 E X, dize 

mos simplesmente que f é localmente pseudoconvexa. Se a rela-

çao anterior é satisfeita globalmente (i.e., V=X), f é dita 

pseudoconvexa. 

Definição 12. Dizemos que o conjunto de restrições A verifica 

a condição (L) se: 

existe V, vizinhança de x
0

, tal que para todo x EV nA, temos 

x-x 0 ED(A;x 0 ), onde D(C;y0 ) e o cone de deslocamentos adheren 

tes a C em x 0 . 

Teorema 14. Sob as hipóteses seguintes: 

(a) f é localmente pseudoconvexa em x 0 , 

(b) A verifica a condição (L). 

Se a condição necessária de otimalidade (*) se verifica 

em x
0

, então x
0 

é um mínimo local de f sobre A. 

Prova o Temos por (*) que f (x
0

;d)..:_ O Vd ED(A;x
0
), como A veri 

fica a condição (L), temos que existe uma vizinhança v1 de x
0 

o tal que v xEv
1 

n /l_, se tem d=x-x
0 

E D (A;x 0 ), logo f (x0;x-x0) ..:_ O 
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e fazendo uso da pseudoconvexidade local de f em 

x 0 concluímos que f(x) ~ f(x 0 ). Isto é x
0 

é um mínimo local de 

f(x) sobre A. 6 

Teorema 15. Seja x 0 E A tal que D(A;x
0

) seja convexo; uma con 

dição necessária para que x 0 seja um mínimo local de f sobre 

A é que: 

( * *) 

Ademais, se f é localmente pseudoconvexa em x
0 

e se A verifica 

a propriedade (L) em x 0 , então (**) é uma condição suficiente 

para que x 0 seja um mínimo local de f sobre A. 

Prova. Basta considerar M = D (A; x 0 ) no teorema .13 para a::mcluir 

( **) • 

A suficiença é similar à prova do teorema anterior. 

c) Kuhn-Tucker generalizado 

Há situaç5es que o conjunto de restriç5es tem uma estru 

tura do seguinte tipo 

A:=::{xixEC, 

onde I = { 1 , 2 , •.. , n } 

f. (x) <O, gJ. (x)=O, i EI, j EJ} 
1 -

J = {1,2, •.. m} são conjuntos de índices 

nao simultaneamente vazios. 

O teorema de Kuhn-Tucker usual (referências [ 32 I ,[56] ) 



nos permite resolver o seguinte problema: 

Minimizar f
0

(x} 

s.a. f.(x) <O 
1 

g. (x) = O 
J 

X E C 

i E I 

j EJ P) 
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quando as funções f 0 , fi (i E I), gj (j E J} sao diferenciáveis 

Agora veremos uma generalização do teorema anterior para fun­

ções que não são necessáriamente diferenciáveis, mas localmente 

lipschitziana, devida a F.H.Clarke [ 25J. 

localmente lipschitzianase C fechado, consideremos o problema 

P) descrito anteriormente. 

Sejam F: X -+IR n 

e G= [ g1 , .•. , ~ 1 respectivamente . 

.... ~ _ ) n m 
O Lagrangean~..;.~ e a funçao L (x, À, l.l ;"' ,p : XxJRxJR xJR xJR -+JR 

definida por 

L(x,Ã ,l.l ,-y ,p )= Ãfo (x) + < l.l,F(x) > + < -y,G(x)> + P li ('Ã,l.l,'Y ) 11 dc(x). 

Quando C=X, d (x)=O, logo o anterior se reduz à expres­
c 

sao usual da Teoria clássica. 
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Teorema 16. (Kuhn-Tucker generalizado) sob as hipoteses fei-

tas anteriormente. Seja x que resolve P). Então para todo p 

suficientemente grande existe Ã > O, l1 > O, e r não todos nulos 

tal que: 

(a) < ]J,F(x) > = o, 

(b) 0 E a L(x,X ,]J,'Y ,p). 
X 

Notas . 

1) A prova mostrará que a _conclusão é válida para qualquer 

P >p, onde pé uma constante de Lipschit.z paraa:função [f 0 ,F,G] 

em uma vizinhança de x. 

2) A notação Jl > O significa que cada componente Jl. de Jl é 
l 

nao negativa. A condição < Jl, F(x)> = O é algumas vezes chamada 

"Complementary Slackness". Isto é equivalente a dizer que Jl.= O 
l 

quando f. (x) <O (i.e., quando a restrição f. (x) <O é (localmen-
1 l -

te) inativa ) . 

3) Por suposto as conclusões do teorema se satisfazem para 

mínimos locais, sómente há que trocar C por C nB(E,x) 

qualquer E > O. 

4) A condição O E a L implica a condição "separada" 
X 

para 



0 E ÀClf
0

(}{) +L 

iEI 

p, Clf. (}() +L 'Y. Clg. (}() + p 11 (À,p,-y) 11 Cld (}() 
l l J J c 

jEJ 
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(Como também algumas variantes na qual o Último termo é trocado 

por N(C; x )). Esta condição é em geral mas fraca que a forma 

dada no teorema (Veja Propósição 8) sen Embargo as duas 

sao equivalentes para "dados diferenciiveis (ou convexos)". 

5) O vetor (À,p,-y) anterior é chamado um multiplicador. No-

te que se (À,p,-y) é um multiplicador (i.e., se satisfaz as con­

clusões do teorema para algum p) , então também (tx, tp ,À "f) V t >O. 

Assim o teorema poderia também estipular 11 (À,p,-y) 11 =1. 

Prova do Teoremal6.Seja H o conjunto 

{h= (À,p,-y) E IRl+n+m I À> O, u> O, 11 À,p,-y) 11= 1}, 

Seja E > O dado arbi tririo, e definamos \fJ: X -+IR por 

~ ( y) = max , { ( À , p , 'Y ) • (f 
0 

( y) -f 
0 

( x) + r ) , F ( y) , G ( y) } 
H 

Como f
0

, F, G sao localmente lipschitzianas em x, temos que \fJ 

é localmente lipschitziana e~ x, e \fJ(x)=E. 

Observeuos que \fJ é positiva sobre C, de fato, se \fJ não for positiva, isto 

é, \fJ(y) <o, então f. (y) < O, 
l -

h. (y)=O (i.e, y é factivel 
J 

para 

P)), e f(y)~ f(x)- r., o que u~a contradição com o fato de ser 

X otimal. 

Além disso x satisfaz 
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r.p (x) < in f {!f (y) I y E C } + E 1 

logo pelo pricípio Variacional de Ekeland 1 existe 

u E B(IE 1 x) tal que: 

um ponto 

r.p ( Y) + I E li y-u li > r.p ( u) V y EC. 

Se p é a constante de lipschitz da nota 2 anterior I 

então é fácil ver que qualquer p >p é uma constante de lip~ 

chitz local (quando E é suficiente pequeno) para a função 

r.p (y) + I E 11 y-u 11 perto do ponto y=u • 

Pela proposição 16 1 u também minimiza 1 sobre alguma vizinhan 

ça de U 1 a função 

Mas 

Y -+ r.p ( y) + I E li y-u li + P d ( Y) c 

8(y)= r.p(y) + p d (y) =rnax{{À 1Jl 1'Y).(f(y)-f{x)+E1F(y) 1G(y)} +pd (y) 
c c 

H 

= max· { Xf(y) - Xf(~) + ÀE + < Jl 1F(y)> + < 'Y1G(y) }+ Pdc(y) 

H 

=Max { Xf(y) + < 111 F(y) >+<r I G(y) > + pdc<Y> - Xf(x) + ÀE } 

H 

(Def.de L)= Max { L(y1 À 1 Jl 1 'Y 1P)- Xf(x) +E À } 

H 
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Assim, para c >O suficientemente pequeno, tem-se 

OE ae(u) +B~(O, IE 

onde B*(O, IE ) = {x*E X* I 11 x*ll < IE }. (1) 

Agora intentamos estimar ae(u) pelo teorema 10. 

Para isto, deveMOS primeiramente mostrar que a multiaplicação 

(h,y) ! 8 L(y,h,P ) 
X 

é envolutiva (Veja definição 7). Notemos que para 

par h 1 , h 2 em H, a função 

( 2) 

qualquer 

é localmente lipschitziana em x com constante P li h1 -h2 li ; as-

sim, 

junto com o fato que o gradiente generalizado é uma multiapli 

cação fechada, temos que a multiaplicação (2) é envolutiva. 

Como .p (u) é positiva, existe um único ponto hu an H no qual 

.p (e assim 8 ) atinge seu máximo. Agora podemos aplicar o 

teorema 10, e obtemos de (1): 

(3) 

Note que se f. (u) <O, então o maximizante h tem ~·= O 
1 - u 1 

necessariamente. 
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Se no anterior tomamos uma sequência Ek ~O, então a cor­

respondente uk ~x, e como a correspondente h é limitada, uma 
uk 

subsequência dela converge a algúm elemento de H. O teorema se-

gue-se agora de (3) junto com o fato que a multiaplicação dada 

pela relação (2) é envolutiva. 6 

Comentarias. Analogamente ao caso diferenciável, para 

assegurar que Ã*O, deve-se impor alguma condição, F.H. Clarke 

introduz a condição de "calm", para mais detalhes recomendamos 

ver o artigo de F.H.Clarke [2~]. 

d) Programação Geométrica 

. n - . SeJaTTI C,P c m nao vaz1os, P um cone, e g: C~ m, o pr~ 

blema resultante da programação geométrica, problema P.G., é 

definido por Peterson [63] , do seguinte modo: 

Problema P.G .. Sobre o conjunto de soluções factiveis 

s = c np 

achar o Ínfimo 

'l' = in f { g ( x) I x E S } . 

e o conjunto de soluções otimais. 

S * - { x E S I g (x) = '!' } • 
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Observações . 

O problema clássico de programaçao matemática, é quando 

o cone P = IRn. Em geral, existem várias formas para se ex-

pressar um problema de otimização particular na forma do pro-

blema P.G. Por exemplo, o potencial da programação geométrica 

consiste em selecionar um cone não trivial (i.e,P t [J, P t lRn) o 

qual permita explorar as li.nearidades presentes no problema. 

Denotamos Q o cone dual de P, isto é: 

Q = { y E IR n I < y , x >. ::_ O VxEP}. 

Note que Q =- P
0

, onde P
0 

é o cone polar de P, para um conjun­

to não vazio D c IRn, usamos, a notação: 

< x,D > = { < x,d >I d E DL 

Recordemos os seguintes fatos do Análise Convexa. 

Definição 13. o interior relativo, denotado rint(C) de um con­

junto convexo c c IRn é o interior do conjunto C relativamen-

te à variedade afim de menor dimensão que o contém. 

3 A figura abaixo representa em IR um conjunto convexo oon 

tido em um plano rr. 
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(rint(C) é então o interior do conjunto C considerado como sub­

conjunto de TI isomorfo a lR 2 (sua definição utiliza vizinhanças 

de dimensão 2). 

Os seguintes fatos podem ser provados (Veja a demonstra 

çao em Rockafellar [ 66 ] ) • 

Teorema 17. Todo subconjunto nao vazio de lRn tem um interior 

relativo não vazio. 

Lema 4. Para qualquer função convexa f, 

rint (epi (f)) = · { (x,X) I x E rint (Dom (f) e f (x) < X < oo} f:.. 

Vamos agora introduzir um conceito de solução devido 
~ 

a 

Reiland e posteriormente dar um resultado que o relaciona com a 

solução de P.G. 

Definicão 14. Um vetor xE C é uma solução crítica (no sentido de 

Reiland) para o problema P.G. se g é localmente lipschitziana em 

x e se as seguintes condições são satisfeitas: 
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i) X E S, 

i i) 0 E Cl g (x) - Q e 

iii) OE <x,Clg(x) >. 

Observação. 

.1.. 
Se o cone P é um espaço vetorial, então Q~p ; ademais, a 

..J_ 
condição O E< x,Clg(x) > é redundante já crue O E Clg(x)-P im-

J. plica que existe um X* E Clg(x) n P , isto é, < x,x* >= O. 

Teorema 18. Suponhamos que g é localmente lipschitziana em x 

(a) Sepa P convexo. Se x é uma solução otimal para o proble-

ma P.G., então x é uma solução crítica no sentido de Reiland pa 

ra o problema P.G. 

(b) Seja g pseudoconvexa em x com respeito a S. Se x é uma 

solução crítica no sentido de Reiland para o problema P.G. e se 

x, C e P são tais que (C np)-x c P, então x é uma solução oti-

mal para o problema P.G. 

Prova 

a) A primeira condição para uma solução crítica é satisfei-

ta já que a otimalidade de x implica x E C n P. 

Ademais, a oti~alidade de x e a convexidade de P impli-



cam que: 

q(x+Àv) 2_ g(x) 

para ~ suficientemente pequeno e para cada v Ep. 

Ademais 

g (x+ À v) - g (x) > O 

À 

de onde: o 
g (x;v)2_ O 'i V E P. 

Definamos o conjunto D do seguinte modo: 

D = (P X JR) n T(epi(g); (x,g(x)). 
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Recordemos que T(epi(g); (x,g(x)) é o epígrafe da fun-

o 
çao convexa v -+g (x;v) (Veja a propostção .20) D é convexo ' 
pois T(epi(g); (x,g(x)) é um cone convexo (observação 2, 

.. 
pag 

e P x JR também é um cone convexo, pois P o é. Além 

disso, 

rint (P x JR) = rint (P) x JR e 

rint(T(epi(g);(x,g(x)) = {(v,a) EJRnxJRI g 0 (x,v)< a} 

já que P c JRn e P :t= fJ , temos que; 

rint(P) :t= fJ 

Logo, para vErint(P); g 0 (x;v) < Kilvll , onde K é a constan-

te de lipschitz de g. 

Assim, se tem: 
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(rint(P) x JR nrint(T(epi(g); (x,g(x)) t~ 

e 

D
0

- (P x JR) 
0 

+ [ T(epi(g); (x,g(x))] 0 

=- Q x'{O} + N(epi(g);(x,g(x))) 

como g 0 (x;v)> O para cada v EP, temos que (0,-1) E D0 , o qual 

implica que 

OE- Q+()g(x). 

Logo, a segunda cond~ção para uma solução crítica é sa-

tisfeita. 

Como x+ À (-x) E P para O < À< 1, a otimalidade de x 

implica que: 

o 
g (x;-x)_:_ O 

e assim, 

o -g (x;-x)_2 * < x,x > 
o 

..::_ g (x,x) V x*E ()g(x) ( *) 

Agora bem, para x* E ag (x), definamos a função h(x*)=< x,x*> 

o - -Como g e a funçao suporte do gradiente generalizado te-

mos que existem xi, x~ E ag(x), tais que 

o 
h(xi> = g (x;x) = < x,xi> e 

o - h(xi> = g (x;-x) = < -x,xÍ > , 
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Se h(xi) ou h(x2) é zero, então a terceira condição para 

uma solução critica: O E < x, a g (x) > é estabelecida. 

Se h(x1 *) tO e h(x2 *) tO, então (*) implica que: 

h(x1 *)h(x2 *) <O e pela continuidade de h, existe x*Eag(x) tal 

que: 

h(x*) = < x,x* > = O 

isto completa a prova de a). 

b) A condição O E()g(x)-Q implica que existe x*E ag(x) e 

q E-Q tal aue: 

O = x* + q, 

logo 

O= < z,x* >+ < z,q > v z E rn.n 

Em particular, a condição (CnP)-xCP implica: 

< w-x,q> < O e < w-x,x*> > O V w EC np. 

Adernais: 

o 
g (x;w-x) ..::_ < w-x,x*> ..::_ O Vw E c np, 

o qual, pela pseudoconvexidade de g em x com respeito a S=C np , 

ternos que: 

g(w) ..::_ g(x) v x E cnp. 
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Observação. Uma condição suficiente natural para que (C np)-x cp se 

verifique n é que P seja um subespaço de IR . Logo nos casos 

usuais de programação matemática ( diferenciável ou na o 

(C n P) -x c P é sempre verdadeira. 

Aplicação: Estatística. 

Problema: Para determinar a melhor L
1

- aproximação de um con-

junto de pontos observados (z 1 ,y1 ), ... , (zn,yn) por uma 

y= az + 6 , é necessário resolver o problema 

Min 

a,6 i=l 

onde I azi+ 6-yil é o erro no i-ésimo ponto. 

reta 

( 1) 

Para colocar o problema anterior no formato do problema 

P.G., definimos as novas variaveis x.= az.+6 i=l, •.. ,n; (1) é 
1 1 

então equivalente a resolver o problema P.G. com C=IRn, g(x) = 

n 
~ I x . -y . I , e P = 
i=l l l 

T espaço coluna de [ z,l] ,onde z=(z
1

, ... ,zn) e 1 

é o vetor coluna de n 1. -Assim o problema de programaçao geo 

métrica equivalente a (1) é: 

n 
Min ~ lx. -y. I 

i=l l l 
XEP 

onde P = espaço coluna de l z, 1 1 
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Apliquemos o teorema anterior. Se x é otirnal, então te 

mos que: 

X E p 1 

..L 
0 E Clg(x)-P 

isto é, x EP e existe x* E Clg(x) np.l.. 

O gradiente generalizado, Clg(x), 
~ 

e o conjunto seguinte. 

{x*=(xi,···rx~) E lRn I X~ = 
~ 

Com efeito: g(x) = 

r 1 
se x.-y. 

~ l. 

< -1 se x.-y. 

~ -1,1] 

~ l. 

se x.-y. 
l. l. 

n 
~ f . ) ( x) , onde 

J 
j=i 

> o 
(2) 

< o 

= o 

f. (x) = I x. -y · I 
J J J 

e corno f, 
J 

( j=l, •.. ,n) sao convexas 

logo Clarke-regular, ternos que: 

Clg(x)= 

Mas, calcular 

f.= u ohj 
J 

n 
~ 

j=l 

a f. (x) 
J 

a f . (x) 
J 

é fácil, posto que: 

onde u(t)= I ti (t EJR) hj (x)= xi-yi e podemos aplicar a re-

gra da cadeia 1. 
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Introdução. 

Problemas de controle ótimo sao muito frequantes em apli 

caçoes às Engenharias e geralmente aparecem sob a forma de um 

sistema de equações diferenciais no qual Qma das variáveis ( o 

controle) deve ser escolhido no sentido de ~inimizar um certo 

funcional que depende da solução do sistema e do controle esco­

lhido. 

Muito tem sido feito na análise de tais problemas mas 

geralmente sob a hipótese de. regularidade das funções envolvi­

das. Entretanto, em muitas situações (tais como aquelas em que 

o sistema estudado muda de estrutura) tais hipóteses de regula 

ridade não são verdadeiras e muita da teoria usual não pode ser 

usada. Um exemplo de tal situação e apresentado na seção 3.4 •• 

Neste capítulo aplicaremos os conceitos dos capítulos 

anteriores a este tipo de problemas, estudaremos condições ne 

cessárias e suficientes para que os problemas do cálculo das 

variações e do controle ótimo, como também suas relaçoes. 
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3.1 Forrnulacão do Problema. 

Consideremos os seguintes problemas de otimização: 

1) Problema de Lagrange 

Minimizar J(x) = Jba L(t,x(t), x(t) )dt 

Sujeito a: x(a) = A , x(b) = B 

g(t , x(t), x(t) )_:::o. 

sobre todas a funções absolutamente contínuas x: [a,b] - IRn. 

L: n n [ a, b ] X IR X IR - :IR , g: s.ao 

funções dadas, A e B sao vetores constantes fixos dados. No 

caso g =o, é o problema usual do cálculo das variações. 

2) Problema de Inclusão Diferencial. Dada urna multiplicação 

r [ a,b ] x m. n =~ IR n , e um subconjunto K de IR nx IRn . o 

problema proposto é: 

Minimizar ~(x(b)) 

sujeito a (x (a) , X (b) ) E K 

x(t) E f(t,x(t)) q.t.p. 
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sobre todos as funções absolutamente contínuas x: [a,b] ~ IRn, 

e "'·. IRn ~ IR .. f - d d y ~ e uma unçao a a. 

3) Problema de Controle otimo: Consideremos o seguinte pro-

blema. 

Minimizar J(x,u) - ~ (x(b) )+ J: g(t,x(t), u(t) )dt 

sujeito a 

x (t) =f (t,x (t) ,u (t)) · q.t.p. 

X (a) E CO, x(b) E c1 u(t) E U q.t.p. 

sobre todas as funções absolutamente contínuas x: [ a, b]-+ IR n, 

e . d "': IRn ' IR, mensurave1s, on e ~ ~ g: 

n m n 
f: [a,b] x IR xiR ~IR, c0 , .c

1 
c 

-sao dados. 

Todos os problemas anteriores podem ser posto sob uma mes 

ma forma, a qual recebe o nome de Problema de Bolza Generalizado 
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Agora formularemos o problema de Bolza Generalizado e 

veremos corno reescrever os problemas anteriores nestes termos, 

para logo deduzir algumas condições necessárias e suficientes 

de otirnalidade. 

O seguinte é urna condensação dos trabalhos de 

Rockofellar, F.H. Clarke e v. Zeidan. 

R.T. 

Problema de Bolza Generalizado (a seguir denotado pro 

blerna (PB)). 

Seja J(x)=l(x(a),x(b))+J: L(t, X(t) •*(t))dt 

O problema de Bolza Generalizado consiste em: 

Minimizar J(x) 

onde x é urna função absolutamente contínua de 

derivada x (em quase todo ponto) , chamaremos a tal função x 

um arco e onde L: [ a,b] x IRnxiRn --+ (- oo, + oo ) e 1: rn.nxiRn 

+ (-oo , + oo ] sao funções dadas. 

Definiçãol.o Hamiltoniano do problema (PB) é: 

H(t,x,p) = sup, {<p,v >- L(t,x,v) 6 (D) 
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o primeiro a tratar este problema nesta forma foi R.Rockafellar, 

sob as hipotesis de que L(t, ., .) e 1 (.,.) são funções conve-

xas, e, eM forma mais geral, F. H. Clarke. 

ForMulacão dos problemas anteriores na forma (PB) • 

1') Consideremos o problema 1). Definamos 1 e L na forma se-

guinte: 

L(t,w,v) se g(t,w,v) < o 
L(t,w,v) = + ()() se na o 

e 

o se x(a) = A, x(b) = B 

l(x(a), x(b)) = 

+ ()() se na o 

2 ') Neste problema, pomos: 

L(t,w,v) = r o se v E r ( t 'w) q.t.p. 

l + ()() se na o 

J !11 (x (b)) se (x(a),x(b))E K 
= 

L -+ ()() se na o 

l(x(a),x(b)) 
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3 I) Aqui fazemos 

I 1> (v) se U E co, V E cl 
l(u,v) = 

l + 00 se na o 

L(t,x,v) = 
{ 

In f {g ( t , X, U) 

+ 00 

u EU, v= f (t,x,u)} 

se nao 

Definição 2. Dado um arco x tal que J(x) é finita. 

Dizemos que x é um mínimo local forte para o probléma 

(PB), se podemos achar um número positivo c tal que -x minimi-

ze J(x) sobre todos os arcos satisfazendo 

li X (t) - X (t) 11 < E: V tE [a, b ] 

se E = + oo , dizemos que x é um mínimo global para (PB) . 

Su~nharros que são dados um arco x [ a,b] ~ JRn e um núme-

ro positivo E. Definimos 

v (x) = . { X EJR n I 
E 

li x-x(t) li< E para algúm tE [ a,b] }. 

seja í a coleção de subconjuntos mensuráveis segundo Lebesgue 
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de [ a,b] e @os subconjuntos de Borel de IRn x IRn. 

Denotaremos por f. x @ a a álgebra de subconjuntos de 

gerada pelos produtos de conjuntos em r e @. 

SUporenos o seguinte: 

a) L 
~ 

e r x @ mensurável 

b} 1 é semicontínua inferior 
(I} 

c) para cada tE [ a,b], a função L(t,.,.) é semiconti-

nuas inferior. 

A seguir apresentaremos um teorema de condição necessária 

para que o x seja um mínimo do problema (PB) , a prova deste 

teorema é muito longa, e, por isto, não o faremos. Ela pode ser 

encontrada no livro de Clarke [ 29 ]pág. 180, Teorema 4.4.1. 

Consideremos o caso autônomo (i.e., L nao tem uma depen-

dencia explícita do tempo t ) . Nossas hipóteses implicaram que 

L(y,v ) é localmente lipschitziana (portanto, finita) como fun 

ção de (y,v). Mais especificamente, requeremos que o crecimento 

de L em (y,v) seja no máximo de ordem exponencial, no seguinte 

sentido: existem constantes k 0 , k 1 , c 0 tal que para todo (y,v} 

se tem: 



(d) a L(y,v) < k
0 

I L(y,v) I + l(y,v)l 

n Ademais, suporemos que para todo y E IR , tem-se 

(e) lin L(y,v) = + oo 
----~-·-

li V li -+ +oo ''vil 

(neste caso é fácil ver que o Hamiltoniano é finito). 

Suponhamos além disso que 1 tem a forma 

( f ) 

onde h é localmente lipschitz e c
0

, c
1 

s~o ~echaeos. 

P. ( d) , (e) e (f) nos referiremos cano h i nó te se s I I. 
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~A (x) denota a funr.ão indicatiz do conjunto A, isto é: 

~A ( ~{ ) = 0 se X E': A e + 00 se x (jf A . 

3.2; Condiç~o Necessária de otimalidade 

Teorema 1 . (F.H. Clarke). seja x una soluç~o de (P8 ) sob 
. 

as hipóteses feitas I e II sobre L. Ent~o x -e essencialmente 

limitada, H é lipschitz sobre subconjuntos limitados, e existe 

-um arco p tal que: 
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.!. 
- p (t) 

E aH<x<t>f p (t) ) g. t.•P 
.!. 
X ( t) 

-
p(a) E N(c

0
;x(a)) ;-p(b) E 8 h(x (b)) + N(c

1
; x(b)) 

H<x<t> f F><t» = constante. 

Quando L nao possui as propriedades de crescimentos ne-

cessários para H ser finita, é muito conveniente poder-mos ex-

pressar as condições necessárias em termos de L. 

Como a ilustração, é facilitar a comparação com as con-

dições necessárias clássicas, consideremos o seguinte teorema. 

Teorema 1' • Seja x que resolva PB no caso no qual 

L(y,v) é uma função localmente lipschitziana independente de t, . 
e suponha~os que x(t) é essencialmente limitada. Então existe 

um arco p tal que: 

.!. 
(1) D (t) E 8 L(t) f 

y 
p(t) 

. 
( 2) L (t) - < p (t) f X (t)) = 

E 8 L(t) 
v 

constante 

q.t.p. 

q.t.p. 
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. . 
(3) L(X(t), x(t) +v) >L(x(t), x(t)) + < p(t) ,v> v,q.t.p. 

(4) p(a) 

E 3l(x(a), x(b)) 

p (b) 

. 
onde L(t) - L(i(t), x(t). 

Prova. Veja ClarKe [ 26]. 

As que são familiar com as condições de primeira ordem 

do cálculo das variações clássico, reconhecemos em (1) a 

contraporte da equação de Euler-Lagrange (d/dt) ~ L = ~ L. A v y 

primeira condição de Erdmann corresponde à continuidade de p, 

e a segunda à equação (2). A condição necessária de Weierstrass 

está em (3), por outro lado (4) reflexa as condições de trans-

versabilidade (ou fronteira nor~al). 

Para outros resultados relacionados recomendamos ver 

Clarke [ 27 J • 
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3.3. Condições Suficientes de Otimalidade. 

Proposição 1, AssQ~amos que L é t x@ nersuravel e que 

x é um arco dado, com J(x) finito. 

Suponhamos que exista um número E > O positivo e 'uma 

função W (t,x) definida sobre [a,b] x VE (x) tal que, 

todos os arcos x satisfazendo 

llx(t) - X(t) 11 < E v t E [ a,b ] 

,para 

a função ~"l(.,x(.)) é absolutamente continua e (a) ~t h'(t,x(t))-

. -L(t;., x(t), • d 
X (t))_:: dt 

.:. 
W(t,x (t) )- L(t, x(t) I X (t)) q.t.p 

(b) para todo c,d tal que 11 c 11 <E li d li < E, temos: 

~7 (a, x (a) +c) - N (a, x (a) ) + N ( b, x ( b) ) - ~'l ( b, x ( b) +d) < 

- -l(x(a) +c, x(b) + d) - l(x(a), x(b)). 

Então J(x) está bem definida (possivelmente + oo ) para x 

numa vizinhança de raio E de x , e x é um minimo local forte 

para (PB) . Ademais se E =+ ro então x é um minimo global para 

Prova. seja x(.) Qm arco satisfazendo 
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11 x(t) - x(t) 11 <E v tE [a,b]. 

Para tais x (.) , a condição (a) se satisfez; isto é, 

L(t,x(t),x(t)) > d~ W(t,x(t))- d~ W(t,x(t)) 

. 
+ L(t, x(t), X (t)) q.t.p. 

Como o lado direito da c.esigualdade anterior é integravel , 

a mensuralidade de L implica que J(x) está bem de=inida (possi-

velmente + oo) • 

De desi0ualdade anterior, tenos: 

L(t,x(t), X(t))dt ~ J: d 
dt W(t,x(t)) dtj: ~(t,X(t))dt 

o 

L(t,x<t> ,x<t> )dt 

= W(b,x(b)) - W(a,x(a)) - W(b,x(b)) + 

. 
W (a, x (a)) L ( t, X ( t) , X (t) ) dt 

Como llx(a) - }{(a) 11 <E e 11 x(b) - ~(b) 11 <E por (b) te 

mos que: 
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J:L(t,x(t), X(t))dt.?_ l(X(a), X(b)) + J: L(t,X(t), ~(t))dt 

- 1 (x(a) ,x(b)), 

ou seja, J(x) > J(x). isto é x é Q~ mini~o local forte 

Se as condi~Ões (a) e (b) se satisfazem para todos os 

n arcos x e para todo c,d, em IR , neste caso, o argumento ante-

rior implica que: 

J(x) > J(x) para todos os·arcos x.e assim, x ~ 

e 

um mínimo global para (PB) . 6. 

Observações.(i) Se a função W (.,.) é lipschitziana então 

W(., x (.)) é absolutamente continua pa=a qualquer arco x. 

(ii) No caso ~ue os valores de fronteira sao fixos (x(a) = A, 

x(b) = B) ,então a condição (b) é automaticamente satisfeita p~ 

r a todo c, d em JPn e !Ja:ra qual~uer ::unção N. Notemos que nes-

onde para qualquer conjunto C, ~C(x) = O se x E c e + oo no 

caso contrario. 
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A seguir damos um outro resultado de suficiência 

Teorema 2. Seja a funç~o L ! x @ mensuravel e seja x 

um arco tal que J(x) é finita. Suponhamos que exista um número 

E > O e uma funç~o lipschitziana W(t,x) definida sobre 

[a, b satisfazendo: 

(i) para todo c,d tal que 11 c li < E e lld 11 < E 

\'7 (a , X (a) + C ) - H (a , X ( a) ) + 'VJ ( b , X ( b) ) - li] ( b , X ( b) + d ) 

< l(x (a) +c, x(b) + d) - l(x(a) ,x(b)); 

(2) para Z(t,x) = sup· {a+ H(t,x,S) (a S) E aw(t, x ) } 

z(t,x) < z(t,x(t)) t E [ a, bJ q.t.p . 

z<t, x(t)) = d ~ ~v ( t , x ( t) ) -
.1. 

L(t,x(t), x(t)) q.t.p. 

Ent~o J(x) está bem definida (possivelmente + oo ) para x 

perto de x, ex e um mínimo local forte para (PB). Ademais, se 

E=+ oo, ent~o x é um mínimo global para (PB). 

Observac~o 

l':otar que W (. , . ) é lipschi tz e x (.) é absolutamente con 

tinua, ent~o w(.,x(.)) é absolutamente continua e assim, o uso 

de d~ w(t,x(t)) na condiç~o (2) é justificado 
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Prova. Basta provar que oara qualquer arco com llx(t}-x(t)ll <E 

V t E [ a,b ] , a função w satisfaz a condição (a} da proposição 2. 

Seja X um arco tal que 11 X (t) -x (t) 11 < E V tE [ a,b) 

Consideremos o conjunto 

G= {tI d~ W(t,x (t)) existe} n {tI x (t) existe } 

G tem !'ledida de J.ebesgue (b-a), pois x e w são localmente lips 

chitzianas. Para qualquer tE G, definamos a função: 

ft(T)= W(t+T, x(t)+tx(t}), 

onde te [ O, a] , para um certo a >o • Pela regra da cadeia I 

capítulo II), temos 

a f t < o > c a \v ( t , x ( t > > ( 1 , x ( t > > • 

Por outro lado, para qualquer t E G, temos 

x(t+ T) = x(t) + tx(t) + o(T) 

onde lim o(T)=O. --
T 

Então, co!'lo t·7 é localmente lipschi tziana, 

W(t+t,x(t+T))-W(t,x(t)) 

= t'if ( t + T , X ( t) + T X ( t ) ) - ~'7 ( t , X ( t) ) + 0 ( T ) • 
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Assim, para qualquer t E G 

d~ W(t, x(t)) = 1im 
t-+0 
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E :3 f (O) 
t 

d~ W(t, x(t)) E aw(t, x(t)) (1, x(t)) q.t.p. 

' 

Agora, da definição do Hami1toniano dado por (D), re1a-

çao anterior e a condição 2 implica~ que, para quase todo 

t E [a,b] ' 

d 
dtW(t,x(t)) 

< Z(t, x(t)) 

L(t, x(t), x(t)) 

< Z(t, x(t)) 

d . 
dtW(t, x(t)) - L(t, x(t) I x(t)). 

Isto é, a condição (a) da proposição 1 é satisfeita. 

Corolário J. Seja L t x (a' :nersurável e x um arco com 

J(x) finita. Suponhamos que exista u~ E > O e uma função C 1 
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p: tal que 1(.,.) e- E(t#.,p) sao convexas 

res~ectivamente sobre V (x(a)) X V (x(b)) e V (x). Além dis-
E E E 

so , assumamos: 

. . 
( a ) L ( t , x ( t ) , x ( t ) +v) - L ( t , x ( t ) , x ( t ) ) > < p ( t ) , v> 

par a todo v E IRn e para quase todo t E [ a,b ] , 

. . 
(b) <-i?<t>,x<t>> E aH<t,x<t>,i?<t>> q.t.p. 

(c) p (a) , -p ( b) ) E a 1 ( x (a) , x ( b) ) • 

P.ntão as condições do teorema anterior se satisfaze~. 

Observação.i) O conjunto 8H(t, x(t), p (t)) é definido 

neste caso como o produto dos subgradientes em x (t) da fun-

-çao convexa - H(t,.,p(t)) com os subgradientes em p (t) da 

função convexa H(t, x(t), .) . Similarmente, a1 e o conjunto 

dos subgradientes da função convexa 1(.,.). 

ii) Em [90] e [26]F.H. Clarke mostra que uma condição necessá­

ria para a otimalidade de x é a condição de ~veierstrass gene-

ralizada, isto é, existe uma função ~ (t) tal que p(t) = ~ (t) 

satisfaz a condição (a) • Também, Clarke a mostrado em 

[27 ] que a exist~ncia de um arco p satisfazendo as inclusões 

Hamiltonianas, i.e., condição (b), e a condição de transversa­

bilidade, i.e., a condição (c) é uma condição necessária para 
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a otimalidade de x. Assim, o corolario é obtido confirmando as 

condições necessárias. 

Prova. Definamos sobre [a,b] 

-
x V (x) a funç~o W(t,x)= 

E: 

= < .p (t) , x >. Temos que W (.,.) é uma funç~o continuamente 

diferenciável, e assim pelo Teorema 2 do capítulo II , 

.!. 
'a H ( t , X ) = \ l•T ( t , X ) = ( < p ( t } 1 X > 1 p ( t ) ) . 

Assim a funç~o z (t,x) da condiç~o (2) do teorema 2 é da-

da por: 
.!. 

Z (t ,x) = < p (t) , x > + H (t,x, p (t). 

A condição (a) implica que: 

. 
L(t,x (t) ,w) - L (t,x (t), x (t)) > < p (t), w-x {t}) v w o qual 

implica: 

. 
< p(t) ,~(t) > > sup {< p(t),w >- L(t,x,w) I wErn.n} 

Logo: 

. - - - - - -H(t,x(t),p(t)) = <p(t),x(t)> -L(t,x(t),x(t)) q.t.p. 

o que nos dá: 

z<t, x<t>> = d~ w<t, x<t>> -
. 

L(t,x<t>, x<t>> q.t.p. 

Por outro lado, (b) e a convexidade de- H(t,.,p(t)) impli 

cam que: 
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. ~ 

-H(t,x,p) + H(t,x(t), p(t)) > <'p(t), x-x(t)> -<x (t), p- p(t)> 

para todo x E V E (x) e para todo p. Em particular para p= p(t) 

assim: 

. 
-H ( t, x , p ( t) ) + H ( t, x ( t) , p ( t) ) .:::_ < p ( t) , x -x ( t) > 

o equivalentemente 

. 
Z(t, x(t)) = < p(t), x(t) > + H(t, x(t), p(t)) 

. 
> <p{t), X>+ H(t,x, p(t)) = Z(t, x) 

para todo t E [a,b 1. 

Analogamente, fazendo uso da condição (c) e a convexidade 

de 1 (.,.),temos que: 

l(x(a) +c, x(b) + d) - l(x(a)' x(b)) 

> < p (a) , c > - < p (b) , d >. 

Além disso, W satisfaz as condições (1) e (2) do teo-

rema 2.. 
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Teorema 3 • (V. Zeidan [7 9 I ) . Assumamos que L é i x@ mensurá-

-vel e que x é um arco dado com J(x) finito. Suponhamos que 

existe um número positivo e: , um arco p e uma função absoluta-

mente continua Q(t), com valores no espaço das matrizes reais 

n x n simétricas vt, tal que: 

. . 
(i) L(t,x(t) ,x(t)+v) - L(t,x(t) ,x(t)) > < p(t) ,v> para qua-

n se todo tE [a,b I e para todo vEIR ; 

(ii) H(t,x,p(t) - Q(t) (x-x<t>> - H(t,x(t) tP<t>> 

. . 
< - < p <t> ,x-x <t> > - < x <t> ,Q <t> <x-x <t» > 

+ 1 < x-x (t), Q (t) (x-i (t)) > 
2 

para quase todo tE [a,b I e para todo xE V (x): e: 

( iii) para todo c, d com 11 c li < e: , 11 d 11 < e:, 

l(x(a)+c, x(b)+d) - l(x(a),x(b)) ~ 

- 1 1 
< p(a) ,c >- < p(b) ,d > - 2< c,Q(a)c >+ 2 < d,Q(b)d >. 

Então J(x) esta bem definido (possivelmente +oo) para x 

numa vizinhança de raio e:de x, e x é um mínimo local forte para 

(PB). Se e: =+ 00 então x é um mínimo global para €PB). 

Prova. Para as funções x, p e Q, definimos: 



como 

l"l(t,x) = < p(t) ,x >- 1 <x-x(t) ,0(t) <x-x(t))> 
2 

função sobre [a,b]x v (x). 
E 
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Vamos mostrar que esta função W satisfaz as condições da 

proposição 1. PriMeiramente observemos que, para qualquer arco 

x tal que ilx(t) - x (t) 11 <E, a função N(., x(.)) e absoluta-

mente continua com derivada . 

d 
dt 

. 
W(t,x (t)) = < p(t), x(t) >+ < p(t), x (t) > 

- < x-~ (t) ,Q (t) <x-x (t) ) > - ~ < x (t) -x (t) .,Q (t) (x-x (t) > q.t.p. 

Usando a condição (i) do teorema e a definição do Hamil-

toniano, obtemos 

. . 
H(t,x(t),~(t)~ = < ~(t),x(tY)>- L(t,x(t), x(t)) q.t.p. 

e 

H(t,x(t) ,p(t) - Q(t) (x(t)-x(t))) > 

. 
< x(t) ,p (t) -Q (t) (x{t)- x(t)) >- L(t,x(t), x(t) q.t.p. 

das relações anteriores e da condição (ii) do teorema temos que 

para qualquer arco X COm li x(t) - x(t) li <E V tE [ a,b) 



_g_ 
dt 

W(t,x(t)) - L(t, x(t), x(t)) - à 
dt 

V] ( t , X ( t ) ) + 

L'<t,x <t> ,~ <t> > < H <t ,x <t> ,p <t> -o <t> ex <t> -x <t> > > 

. 
-H(t,x<t> ,i?<t> > + < i?<t> ,x<t>-x<t> >+ 
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< ict), Q(t) (x(t)-x(t)) >- ~ < x(t)-x(t),Q(t) (x(t)-x(t)) <o 

q.t.p. 

Assim a condição (a) da proposição 1 é satisfeita. 

Agora, usando a definição de W, e a condição (iii) do 

teorema, obtemos que, para qualquer c,d con 11 c 11 <c e 

li d li < € 

W (a, x (a) +c) ~v ( a , x ( a) ) + li\T ( b , x ( b) ) - ~A7 ( b , x ( b) +d) 

= < p(a), c>-< p(b),d >-;<c, Q(a)c > + ~<d,Q(b)d) > 

< 1 <x<a>+c,x(b)+d> - 1cxca> ,x(b) > o qual termi-

na a prova graças à proposição 1. 
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Exemplo. Consideremos o seguinte problema 

Minimizar J (x) - J 1 { 

o 
sen 1 • 2 (t) } dt 

X (t) + X P) 

s"..ljeito a X ( 0) = X(l) = 0. 

O Hamiltoniano correspondente a este problema é 

H(x,p) 
x2 

= sup {pv- 4 1 2 
sen--v jvEJR} 

X 

2 2 
= p__~ 

4 4 
1 sen­
X 

Seja o arco x = O em [ 0,1 ] • Então x satisfaz as condi-

çoes de fronteira. Vamos usar o teorema 3 para mostrar que ·. x 

é um ótimo para P). 

Como os valores de fronteira sao fixos, temos que a condi 

çao (iii) do teorema 4 é satisfeita para qualquer p e qualquer Q. 

Agora, seja p = O. ~ claro que a condição (i) do mesmo 

teorema se satisfaz. Neste caso a condição (ii) se reduz a 

achar uma função absolutamente continua q(t), satisfazendo 

para tE [ 0,1 1 q.t.p., e para todo x E IR, 

2 1 
q sen x ~ 2 q 

Definimos 
t 2' que é solução da equação di-

ferencial 1 + q 2 = 2 q Assim, 

2 
qo (t) -

1 2 
s en x ~ q 0 ( t) + 1 
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satisfaz a condição (ii) do teore~a, 

Portanto x =O é um mínimo global para P). 

Nota. O Hamiltoniano H neste exemplo não é cóncavo em x 

e também não diferenciável em x = O, pelo qual as técnicas elas 

sicas não são aplicaveis. 

Vamos agora especializar alguns dos resultados anteriores 

para problemas de controle ótiMo, isto é, 

Mülimizar. ~ (x,u) - 1° (x (b)) + J : g(t,x(t) ,u(t)) dt 

sujeito a 

x (t) = f(t,x(t), u(t)) q.t.p. {1) 

x(a) = A (2) 

U(t) E U q.t.p. (3) 

onde u c m.m .. 
fechado, . [ a,b m.n m.m -+ m.n e f . X X 

g: [ a,b ] X m.n X m.n -+ m. . lo mn-+ m. sao funções da-I 

das; onde x: [ a,b ] -+ m.n é absolutamente continua com 

derivada x (q.t.p.)e u: [a,b 1-+m.m é mensuravel 

Definição 3. o Hamiltoniano para o nroblema (P c) é definido 

ror 
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H(t,x,p) = sup { <p, f (t,x,u) > -g(t,x,u) I u EU }. 

Definição 4. Sejé]!TI x: l a, bl _. JRn absolutamente continua 

e u: [ a,b ] _. JRm mensuravel. O par (x,u) diz-se 

par a ( P ) se e 1 e satisfaz ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) • c 

admissivel 

Definição5~Seja (x,u) um par admissivel. Dizemos que 

(x, Ü) é um mínimo local forte para (P ) se existe c E > O tal 

que (x, Ü) minimize ~(x,u) sobre todos os pares admissíveis 

tais que llx(t)- x(t) 11 <e: V tE [a,b] 

se E = + 00 
I dizemos que (X,U) é Um mínimo global para (P ) . 

c 

Faremos as seguintes hipóteses. 

Dado um par (x,u) e E >o, f e g sao mensuraveis 

sobre [a,b ]xV (x)xu 
E 

e, para cada t, g(t,.,.) é semi 

continua inferior e f (t,.,.) é continua sobre VE(x)xU 

Condições Suficientes de otimalidade. para. (Pc) 

A idéia básica para achar condições suficientes de otima 

lidade para o proble~a de controle (P ) é formulá-lo como um c 

problema de Bolza Generalizado (P8 ) e interpretar os resulta-

(H) 
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dos de V. Zeidan dados anteriormente. Existem varias maneiras 

r~ra escrever (Pc) na forma (PB). Urna delas é a seguinte: 

Colocamos 

L(t,x,v)= 

J inf { g (t,x ,u) 

l+ oc 

f ( t , X , U ) =v , U E U } 

-se nao 

-se nao 

(Notar que corno é usual o infimo sobre o conjunto vazio 
... 
e 

+ oo ). ~ razoavel esperar que um arco x resolva o problema 

(PB) associado se e somente se, para algum controle correspon 

dente u, (i,~) resolve (Pc). Sob hip6teses fracas, isto é ver-

dade, corno mostra o seguinte teorema de R.T.Rockafellar. 

(Omitiremos a prova, a qual esta baseada em argumentos 

da Teoria de seleções nensuráveis ). 

O seguinte resultado é uma simplificação de um resultado 

mais geral ele R. Rockafellar. 
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Teorema 4. ( Rockafellar 1975 ) 

suponhamos que os dados do Problema (P ) satisfazem as seguin­
c 

tes condições 

i) g(t,x,u) é .t: x@ r.1ensuravel e s.c.i e?,,. (x,u). 

ii) f (t,x,u) é mensuravel em t e continua em (x,u). 

iii) U é fechado, e {(t,u, (t)) I tE[ a,b], u(t) EU} é í x@ 

mensuravel 

iv) c0 , c1 sao fechados; f é semicontinua inferior em x. 

v) Para cada t, para todo subconjunto limitado s de JRn x mr; 

o seguinte conjunto é limitado 

{ u EU I para algum (x,v) em S, v= f (t,x,u) } 

Então os dados, 1, L do problema de Bolza associado, (PB), sa 

tisfazem as hipóteses I, e um arco x resolve (PB) se e somen-

te se existe um controle u correspondente a x tal que (x,Ü ) 

resolve ( p ) • 
c 

Prova Veja Rockafellar ~8], equivalence Theorem, pág 316. 6 
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Relação entre o Hamiltoniano de (PB) e (PC) 

Recordemos que o Hamiltoniano para (PB) é definido por: 

H(t,x,p) = sup{< p,v > - L(t,x,v) 

já vimos anterior problema (P ) 
.-

"equivalente" na seçao gue o e c 

a minimizar l(s 0 , Sl) + I L(t,x,x)dt onde L e 1 sao dados pe-

las equaçoes ( El) , (E2) • 

Substituindo este lagrangeano, temos 

H(t,x,p) = sup{<p, f(t,x,u)> -g(t,x,u) !uEU} 

Assim este é o verdadeiro Hamiltoniano para (P ); notar c 

ademais que no caso clássico, considera-se o seguinte IIamilto-

niano. 

I-Ic (t,x,p,u) = < p, f(t,x,u) > - g(t,x,u) 

chamado Hamiltoniano de ?ontryagin, e assim te~os que: 

II ( t, x, p) = sup { H c ( t, x, p, u) U E U } 

Teorema 5 . (V. Zeidan [ 80 ) . Seja (x,u) um par adnissi-

vel para (P ) tal que ~(x,Ü) é finita. Assumamos que para al­
e 

gum F > O a hipótese (H) se satifaz e que exista um arco p 
.-
e 



uma função absolutamente continua Q(t), com valores no 

das matrizes reais n x n simétricas tal que: 

(a) g(t,x,u)- g(t,x(t), u(t))-

< p(t)-Q(t) (x-x(t)), f(t,x,u)-f(t,x(t),Ü(t)) > 

> 
o 1 

<p (t), x-x(t)>- 2< x-x(t),Q(t) (x-x(t)) > 

para quase todo t E 

todo u E U; 

[ a,b ] , para todo X E V (x) 
E 

e 

(b) 1° (x(b) +d) -1° (x(b)) .:_- <p(b),d > + ~ <d, Q(b) d > 
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espaço 

para 

para todo d com li d li < E • Então (x, u) é u.rn mínimo local forte 

para (P ). Ademais, 
c 

se E <x,ü) é ... . um m1n1mo global. 

Prova .A idéia da nrova é converter o nroblema (P) no 
~ - c 

problema de Bolza Generalizado (PB), e assim aplicar o teorema 

4. 

Definamos as seguintes funções 

1 (x
1 

x
2

) = \jJ (x
1

) 

{A } 

onde (x) = O se x = A e + oo no caso contrario , 
{ A} 
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e L(t,x,v) = inf { K(t,x,v,u) u E lRn} (1) 

onde K(t,x,v,u) = g(t,x,u) se u E U e v= f(t,x,u) e +oo 

no caso contrário. 

Consideremos o problema de Bolza Generalizado, (PB), asso 

ciado ao problema de controle ótimo: 

Minimizar J(x) = l(x(a), x(b}) + f ba L (t,x (t) , x (t)) dt. 

O problema (PC) e (PB) anterior tem o mesmo Hamiltoniano. 

A condição (a) do teorema implic~ que 

- - - - -
< p(t), f(t,x(t) ,u(t) > - g(t,x(t), u(t)) ( 2) 

> < p (t), f (t,x(t) ,u > - g(t,x(t), u) 

(basta avaliar (a) em x = x(t) , para todo u EU, e para quase 

todo t E [ a , b 1 ) • 

Assim, usando a equaçao (1) obtemos 

L(t, x(t), x(t)) = g(t,x(t), Ü(t)) q.t.p. ( 3) 

por outro lado, (2) diz que, para qualquer par admissível 

( x,u) 

< J (X) < ~(x,u). 
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Notemos que, do anterior, para mostrar que -e 

um 
.,. . 

MlnlmO local (resp. global) forte para -e 

suficiente mostrar que x é um minimo local (resp.global 

forte para (PB). 

Para provar este Último fato faremos uso do Teorema 4 

Verifiquemos então as hipóteses do teorema mencionado. 

Devemos testar a r x @ mensuravilidade de L. 

Para isto basta provar que K(.,.,.,.) e í x@ mensuravel (onde, 

r é a coleção de subconjuntos mensuráveis segundo Lebesgue e @ 

os subconjuntos de Borel de IRn x IRm x IRn , e como é usual 

r. x @ a o- álgebra de su.b!onjuntos de [ a,b ] x IRn x IRn x IRm gera-

da pelo produto de conjuntos em r e@ ) e que K(t,.,.,.) é se-

micontínua inferior, em virtude do teorema 1 de R.T.Rockafellar 

[ 67 ] 

a,b 

Definamos 

e 

G =f a,b ] xV (x) xU 
E: 

a E IR 

e para cada 

·{ n n I - ( ) G = (x,u) E IR xill X EVc (x) ,u EU, g t,x,u 
t,a 

t 

< a } 

Temos que G é t x @ mersuravel, pois V (X) 
E: 

é aberto 

E 

e 



U é fechado. 

Por outro lado pela s.c.i. 

f~o.Osseguintes conjuntos 
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de g(t,.,.) temos que G 
t,a 

-e 

· { (t,x,v,u) ( t 1 X 1 U ) E G 1 g ( t 1 X 1 U ) < a f ( t 1 X 1 U ) - V= 0 } 

{ (x,v,u) I (x,u) E Gt,a , f(t,x,u) - v=O } t E [ a,b ] 

são í x Cal mensuraveis e fechados respectivamente, já que 

f(t,.,.) é continua sobre G (por hipóteses) e g: G ~IR e f: 
t,a 

G ~ IRn são mensuráveis. Logo temos que K(t,x,v,u) é s.c.i 

ern (x, v, u) e .t: e Cal mensuravel em (t,x,v,u). Além disso, tam-

bém temos que J(x) é finita. 

Notemos ademais que (2) e (3) implicam que a condição (i) 

do teorema 4 se satisfaz, e que 

H(t,x(t), p(t)) =< p(t), f(t,x(t), u(t) >-

- -
- g(t, x(t), u(t)) q.t.p. 

Da definição d~ Hamiltoniano para (PC) e a condição (a) 

do teorema, deduzimos que: 

H(t,x,p(t)- O(t) (x-x(t)))- H(t, x(t), p(t)) 
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< 
. 1 

<p(t), x-x(t) > + 2 <x-x(t), Q(t) (x-x(t)) > 

. 
< x(t), Q(t) (x-x(t)) >, 

para t E [ a,b] q.t.p. e V. x E V (x) . Logo a condição (ii) do 
F: 

teorema 4 estã satisfeita. s6 nos resta verificar a condição 

(iii) do teorema 4 o que é obtido pela condição b) e da defini-

- o -çao de 1 : l(x1 , x 2 ) = ~ (x1 ) + 1 (x2 ). Logo x 
{A} 

~ ... . 
e um m1n1mo 

local forte para (P ) e, quando E =+ oo c 
~ ... . , x e um m1n1mo global.A 

O seguinte resultado mostra que nao é necessãrio verifi-

cat:' a condição (a) do teorema 5 para todo u EU; é suficiente 

verifica-la em uma vizinhança de u, se certas outras condições 

forem satisfeitas. 

Corolãrio. Seja (x, u) admisível para (P ) com c 

finita. 

Assumamos que U é compacto e que, para algúm y >O, f e g 

sao contínuas sobre [a,b ]x V~(x)xU. Suponhamos que exis 

ta um arco p e uma função absolutamente continua Q(t) com valo-

res no espaço das matrizes reais nxn simétricas tal que a condi 

çao b) do teorema 5 se satisfaça e 

(i) condição (a) do teorema 5 se satisfaça para t E [ a,b ] em 

quase todo ponto, para todo xEV~ (x) 

u E v_~ (u) nu 

e para todo 
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(ii) para todo tE[ a,b] e para todo u E U com u * Ü(t) 

< p(t)' f(t,x(t)' u)) > - g(t, x(t)' u) 

< < p(t), f(t,x(t), ü(t) > > - g(t, x(t>, ü<t> > 

(iii) para todo tE[ a,b) , a função 

< p, f (t,x,.) > - g(t,x,.) 

é estritamente convexa sobre V~ (u) para todo (x,p) e N (x,p) .. 
~ 

- - - - ~ Entao (x,u) e um m1nimo local forte para (P ). c 

Prova. Pelo teorema 5, é suficiente mostrar que a condi-

çao (a) do teorema é satisfeita para todo u EU. 

Definamos 

h(t,x,p,u) = < p,f(t,x,u) > - g(t,x,u) 

Como uma função de [a,b )x v~ (x,p)xU. 

Como u é compacto, e f e g sao continuas, então o máximo 

de H 

H(t,x,p) = max { h ( t , x , p, u) I u E U } 

é sempre atingido. Temos que a condição (ii) e (iii) implicam 
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que existe o, O <o < y, tal que para todo tE [ a,bj e pa-

ra (x,p) E v0 (x,p) o máximo de h é atingido em um único va-

lor u(t,x,p) com u(t,x(t) ,p(t) )= u(t). Ademais a função 

u(t,x,p) é continua. Assim, podemos encontrar um número positivo 

E < õ, tal que, para todo te para todo 

u(t,x,p) E v (Ü) nu. 
E 

( x , p) E V ( x , p ), tanos 
E 

Ademais a condição (i) implica que a condição (a) do teore 

ma é satisfeita para todo u E U. 
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3.4 Aplicação: Regulador Linear com Diodo. 

Consideremos o problema de se obter o ponto de operaçao Óti-

mo de um circuito regulador linear com diodo: se x(t) é a volta-

gem, no instante t, a oue se encontra submetido o capacitador m 

circuito representado na figura abaixo, 

diodo 

I 
~ 

r 
gerador de 

u(t) caácitador x(t) 
voltagem 

1 J l I 
L. 

pode-se mostrar (Veja McClamroch [58]) que a eauação diferencial 

que governa o circuito e: 

. {(u (t) -x (t)) 
x (t)= 

B (x(t)-u(t)) 

se x(t) < u(t) 

se x(t) > u(t) 

onde ~e B sao constantes positivas (com a>B). Quer se escolher 

u(,) em [O,T] que minimize 

e tal que o estado x satisfaça condições de contorno dadas 

x(O) = x 0 e x(T) =xT 
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o problema de controle ótimo é 

Minimizar f 2 
u (t) dt 

2 o 

sujeito a: 
(P ) 

c 
x (t) =!llax {a (u (t) -x (t)) 1 S (u (t) -x (t)) } 

x(O)= x 0 x(T) = XT 

u(t) E IR 

Para poder aplicar o teorema 1 (condições necessárias 

devemos reescrever nosso problema na forma (PB) • 

Como f (x 1 u) = a (u-x) se u < x; chamando x=v 1 temos que: 

u= v/a +x se v > O, logo 

2 L(x 1 v) = (x+v/a) 
2 

Analogamente 

L(x 1 v) = (x + VLS) 2 
2 

e definimos 

o 
1 ( s

0 1 s1
) = 

+oo 

j á que C 0 = { x 0 } , 

se v > O (1) 

se v < o (2) 

se so = xol sl = XT 
(3) 

no outro caso 



183 

Logo o problema (PB) associado (formalmente) a (PC) é: 

Minimizar 

T 

J L(x,v)dt + l(s
0

,s
1

) 

o 

com L e 1 definidos pelas relações (1), (2) e (3). 

Alé~ disso como os dados do problema (P ) satisfazem tri c -

vialmente as hipóteses do teorema 4, temos que os dados do pro-

blema (PB) satisfazem as hipoteses I, e um arco x resolve (PB) 

se e somente se existe um controle Ü correspondente a x tal 

que (x,u) resolve (P ). c 

Então, agora estamos em condições para fazer uso do teo-

rema 1. Vejamos primeiramente se L e 3L(x,v) satisfazem as 

hipoteses II, isto é, se: 

i) 

ii) 

llaL(x,v)ll· < k
0 

IL(x,v)l +k1 11(x,v)ll+c0 

lim 
lvl + ,,, 

L (x, v) = 
I vi 

V X 1 V E JR. 

A condicão ii) é claramente satisfeita. Provemos i). Cal 

culemos primeiramente 8L(x,v). Para v i= O, L(x,v) é diferencia-

vel, de onde 

aL(x,v) = {'VL(x,v)} I 

e para v=O, temos que: 
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oL(x,v) = co {lim VL(y,v) I (y,v) -+ (x,O)} • 

Assim: 

(x + v/a, (x + v/a) /a) para (x,v) can v > O 

oL(x,v) = (x + v;B , (x + v/B) /B) para (x,v) can v < O 

có {(x ,x/a) , (x ,x /B) } para (x,O). 

Para v >O, i), traduz-se em provar que: 

11 t L (x,v) 11 ~ k
0 

I L(x,v) I +k1 11 (x,v)l'l+ c
0

, 

ou; 

I 2 2 2' 2 
I (x+v ;a) + (x+v /et) /et _:: k0 (x+v/a) /2 + k1 IJ (x, v) 11 + c0 • 

Mas o lado esquerdo da expressão anterior é igual a: 
I 2' r2: I (x+v/a) I 11+1/a = I (x+v/a) I v'{a-+ll/a 

< (x+vja) 2 /a2+{/a 

e portanto basta tomar k~ = 2/ a 2+1 ;a 

trários • 

e c0 > O, k1 ~ o arbi-

Para v < O, com um raciocínio análogo, chega~os a que 

Agora, vejamos o caso v=O. Notemos que se (z,w) E a L(x,v) , 

então: 
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(z,w) == À (x,x,/a)+ (1-À) (x,x/;8) , o < À < 1 

o qual implica que: 

Z == À X+ ( 1- À) X ==> Z == X 

w == Àx/a + (1-À)x/B => w = x(À/a +(1-À )/B). 

Assim a condição i) neste caso é equivalente a: 

Mas o lado esquerdo da expressão anterior é equivalen-

te a: 

basta então tomar k
3 = o 

c
0 

> O arbitrários. 

2 ;'l+(À/a + (1-À)/6)
2 

Logo para termos (i), tomamos 

e arbitrários. 
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Assim, temos satisfeitas as hipoteses II. 

Devemos agora calcular o Hamiltoniano. Temos que 

H(x,p) = sup {p.v- L(x,v) I v EJR}. 

Seja ~(v) = pv-L(x,v). Recordemos que uma condição neces 

sária para que v maximize ~(.) é que o E él~(v). 

Neste caso, él~(v) = p-él L(x,v), já que 
v 

1 
p v EC 

Logo a condição 0 E a~(v) é equivalente a: p E a L(x,v). v 

Calculemos a L(x,v), como L(x,.) é deferenciável nos ca­
v 

sos v > O e v < O, temos que: 

Assim 

a L(x,v) = { íJ L(x,v)} . 
v v 

Em virtude do teorema 5 (cap.II) ,no ponto v = O, temos que: 

él L(x,O) 
v = co {lim 

y-+0 

(x+v/a)/a 

íJL(x,y)! y:l:O}. 
v 

se v > o 

r Cl L(x,v)= (x+v /S) /S se v < o 

l 
v 

{tx 
-1 t B-1} o, : a < < se v = 

Logo, para v > o, te"lOS que 
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p = ( x + v ;a) ;a <= > v = ( ap - x ) a , 

Como a > O, temos que ap > x. 

Analoga~ente para o caso v < O, temos que 

v= (Sp- x)S se Sp < x. 

Para o caso v = O, teMos que: 

-1 p E{ tx: a < t < <= > p E { w: a -l < ( w/x) < B -l } 

logo v = O se ap < x < Sp 

Te~os o seguinte gráfico. 
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Na região marcada com raias verticais , o máximo de 

H(x,p) é atingido em v= (ap-x)a 

Na região marcada can raiz horizontais, o máximo é atingido 

v= (Sp-x)B . 

Na outra região com raias , o máximo e atingido em v=O. 

Na região com sinal de interrogação, há dois candidatos 

para o ponto de máximo: v
1

= (ap-x)a e v 2= (Sp-x)S . 

Ternos que comparar osHarniltonianos avaliados nestes pon-

tos e descobrir para que valores de x, qual deles é maior que o 

outro, para isto, definimos 

e perguntamos: para que valores de x, temos ~(x)> O e ~(x) <O. 

Vejanos o caso ~(x) > o. Temos que: 

~(x) = ap (ap/2 - x) - Sp(Bp/2 - x) 

= 2 2 (a - 8 ) - (a-8 )px. 

Assim, ~(x} > O <=> (p2/2) 2 2 ( a - (3 ) > ( a - B ) px 

<=> (p/2) (a + 8) > x 

pois nesta região p > O, e pelas hipóteses a > B > O. 
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Assim para O < x < (p/2) (a + 6) f temos que o máximo é 

atingido em v
1 

= (ap - x)a f pelo qual o Harniltoniano para es­

tes x é: 

H(xfp) = ap(ap/2 - x). 

Analogamente para O < (p/2) ( a+ 8 ) < x f ternos que o Ha-

rniltoniano para estes x é: 

H(xfp) = Sp (Sp/2 - x) 

Assi~, teMos o seguinte gráfico 

1~1 
u = <>P I 
1111 

H= <>P!<>p/2- x) 

h 
I 
I 
I 

I 
I 

I *" 
I illj"~.,~lg"..~~-~~~~-
I 
I 
I 

,___=----: ___ , 
__ I 

"'
~~~~~~ 1=--=----_- cr-~~~~ ~--u={Jp= 

H=--x?/2 .._ -,-----:===H= (Jp(f)p/2- x)=== 

--===-===--::--=1~~=-=-~= -=~~-=-

u=x 

---------· ---- ------· 1-------------- ----_________ , 
------===--==:-----------·============ 
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Assim 

ap(ap/2-x) em c2 

H(x,p) 2 = -x /2 em cl 

SP(sp/2-x) em c3 

Para obter um candidato para a otimalidade examinaremos 

as condições necessárias do teorema 1. Seja x ótimo, :então 

existe um arco p tal que 

. . 
(-p(t) 1 X(t)) E aH(X(t) 1 p(t)) q.t.p. 

H(x(t), ~(t)) = constante. 

Calculemos o gradiente generalizado de H(.,.). 

Em int(c
1

) temos que a H(x,p) = { ( -x, O)} • 

Em int(C
2

) temos que a H(x,p) = {( -ap, a(ap-x)}. 

Em int(c
3

) temos que aH(x,p) = {(-Bp, B (B p-x)} • 

Na fronteira de c
1 

e c2 ' 
temos que: 

aH(x,p) = co {lim V'H(y,p)} 
y-+x 

(x,p) E Fr (s>n Fr (~>. 

q-+p 

e 



Nesta região x = ap, de onde: 

8H(x,p)= co {lirn VH(aq,q)} 
q-+p 

= (-ap,O) para 

Em forma análoga 

8H(x,p) = (-Sp,o) para 

tão x = (a + B) (p/2), logo: 

a H (X' p) = co { 1 irn v H ( ( Cl. + B ) ( q/ 2 ) ' q) } • 
q-+p 

Para os q E int ( c
2

) , ternos que: 

lirn VH ( (a+ B) (q/2), q) = lirn (-aq, a (aq- (a+ B) (q/2))) 
q•p 

=(-ap, ap( a- B )/2), 

e para os q F int (C
3
), ternos que: 

lirn 'VH((a+S) (q/2) ,q) 
q-+p 

= lim (-Bq, B (Bq -(a + B) (q/2))) 
q+p 

191 
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= (-B?, Bp(B-a)/2). 

Logo: 

ClH(x,p) = co { (- ap, ap(a-B)/2), (-Bp, Bp(B-a)/2)} . 

Em resumo: 

( -x, O) em int(c1 ) 

(-ap, a (ap-x)) em int(C1 ) 

( -Bp, B(Bp-x)) em int(C3 ) 

ClH(x,p) (-ap, o) em Fr(c1 )n Fr(C2 ) 

(-Bp, O) em Fr(c1 )n Fr(C3 ) 

Co {(-ap, ap(a- B )/2), (-Bp, Bp)(B-a)/2)) em 

Notemos que (0,0) ~ rlH(x,p) para qualquer (x,p) * (O,O)s~ 
bre as fronteiras das regiões c 1 , c 2 , c 3 • Isto implica que as 

trajetórias (x (t), p(t)) da inclusão Hamiltoniana nao 

"estacionar" ao atingir U!!la fronteira de duas 

podem 

regiÕes 

Da natureza de H, as condições mecessárias nos dão, no 
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interior das regiões, equações diferenciais ordinárias cujas so 

luções são curvas de nível da Hamiltoniana H. 

tp x•(fl/2)p/ I x=(a/2)p 
I lt 
I /' I X= f.lp 
I I I I 
I I I I 
I I I I 

I 
1
1 I I 

I I I 
I 

X 

Assim, temos um gráfico qualitativo de x em todos os ca-

sos. Por exemplo, se x 0 < O e xT < O, existem tres 

tos para a solução: um período de tempo durante 

. . 
o 

segmen-

qual 

x(t) =o.( np(t)- x(t)) >O, p(t)-= (tp(t)< O (na região c 2 ),segu~ 

. . 
do por um período x(t) = o, p(t) < o (na região c

1
), e final-

mente um período em c
3 

durante o qual: 

. . 
x(t) = B(Sp(t) x(t>> <o, p(t) = sp(t) <o. 
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Uma solução nQmérica é obtida escolhendo p(O) de modo que 

x'T) = xT' resulte, i.e., um problema de valor de fronteira pa­

ra um sistema de equacões diferenciais ordinárias. 

Agora, para recuperar o controle u, associado a tais tra-

jetórias, voltamos à definição dos v otimais. 

Na região c1 temos: -2 -x (t)/2 = r
1

, onde 
~ 

e uma cons-

tante , e o v que da o máximo no Hamiltoniano é: v = O, de on-

de: 

x<t> = ü<t> 
I 

na região e1 . 

Na região c
2

, temos: ap(ap/2-x) = r 2 , onde 
~ 

e uma cons 

tante, assim: 

2 2 
a p /2 - apx = r 

2 
<=> x = ap/2 - r 2 /ap, o v que da o 

máximo no Hamiltoniano é 

v= (ap-x)a = (ap-ap/2+ r 2 /ap)a 

Agora, 
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i. e. , 

u(t) = ap(t) l na região c2 

Análogamente na região c3 , temos que o u(t) coresponden 

te para x(t) é: 

Ü(t) = 8p(t) na região c3 

Agora faremos uso do teorema 5, para provar que o candi­

dato (x,Ü) identificado anteriormente é de fato otimal. 

Já que os valores inicial e final de x são fixos, temos 

que Q=O satisfaz a condição (b) do teoreMa 5. SÓ nos resta ve 

rificar a condição (a) do teorema 5 para Q =O e E= +00 
• Isto se 

traduz em provar a desigualdade: 

- 2 • 
p(t)max{a(u-x) ,B(u-x) }-u /2~ H(x(t),~(t))-~(t) (x-x(t)) 

( * ) 

V t E [ O,t] q.t.p. 1 V U E ffi 1 V X E ffi 

o que será feito por regiÕes. 
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Nesta região (*) se reduz a provar: 

- 2 -
p(t)max {a(u-x) ,B(u-x)} -u /2 ~ a~(t) (ap(t)/2 - x)} (1) 

.!. 

já que p = ap, H(x,p) = ap(ap/2-x). 

Consideremos o caso u .:::._ x; então existe 8 >o tal que 

u = x+ o e (1) é equivalente a: 

2 2 -x +2ox+8 +cxp(t) (ap(t)-2x-2o) >o. 

Denotando 
2 2 - - . 

~(x)= x +2ox+ o +ap(t) (ap(t)-2x-2o), basta provar 

que ~ (x) > O. 

Busoue~os o minimo de ~(.), 

~· (x) = 2x + 2o- 2ap(t) =O 

=> x = ap(t) - o 

e ~(x) = 2 >O, logo x = ap(t) -o é o ponto de minimo de 

~(.), e como ~(x) =O, temos que ~ (x) >O V X < U. 

Agora consideremos o caso u < O; existe o > O tal que 

u =x-o. Logo (l) é equivalente a provar que: 

2 2 - - -x -2xo +o +26op(t) +ap(t) (ap(t)-2x) .:::._o. 

Seja 2 2 - - -
~ (x)=x -2xo+ô +266p(t)+ap(t) (ap(t)-2x). 
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Busquemos o mínimo de ~(.). 

~' (x) = 2x-2ô-2ap(t)=O 

-
=> x = ô+ ap(t). 

Como 'P " (x) = 2 > O, x é .. . 
!!l.ln l.!!lo. 

Ademais 

~ (x) = ap(t) ô (8-a) o 

pois p(t) <O eB-a<O 

o qual prova (*) na região c
2

. 

Região c3 . 

Nesta região (*) se reduz a provar: 

p(t) max {a(u-x) ,B(u-x)}- u
2
/2< Bp(t) (Sp(t)/2 -x) 

:.. 
j& que p = Br e H(x,n) = BP(Bp/2-x). 

O raciocínio seguinte é análogo que no caso de região c2 . 

Região c
1

. 

Nesta região (*) se reduz a provar: 



2 
-x /2 
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já que u = 
!. 

X' p = X e H(x,p) = x2
;2, ou equivalentemente: 

- 2 2 3 x(t) - 2x(t) x + x > O. 

2 - - 2 
Seja lf?(x) = x -2x(t)+3x(t) • 

~· (x) = 2x- 2x(t) =o 
-

=> X = X (t) 1 

e como ~" (x) = 2 >O, x é ponto de mínimo. 

Ademais 

~ (x) 
- 2 

= 2x (t) > O, 

. tenos assim que (2) é satisfeito. 

( 2) 

Logo todas as hipóteses do teorema 5 estão satisfeitas , 

e segue-se que (x,Ü) nos dá em todos os casos uma solução glo-

bal ao problema. 
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