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Resumo

Neste trabalho, estudamos algumas formulagoes possiveis para o problema de
otimizagao topoldgica de um mecanismo flexivel, propostas por Nishiwaki et al.
[33], Lima [26] e Sigmund [37]. Para resolver os problemas de programacao nao
linear associados a cada uma das formulagoes estudadas, usamos uma versao
globalmente convergente da Programacao Linear Sequencial, inspirada no tra-
balho de Gomes et al. [18], e uma versao globalmente convergente do Método
das Assintotas Moéveis, desenvolvida por Svanberg [46]. Fazemos uma anédlise
comparativa do desempenho desses dois métodos de otimizacao, no que diz res-
peito as topologias étimas obtidas para as estruturas e ao esfor¢co computacional
para a resolucao dos problemas de otimizagao topolégica. Comparamos também
a eficacia de alguns filtros espaciais propostos na literatura, que tém o papel
de evitar o aparecimento de regioes semelhantes a um tabuleiro de xadrez nas

topologias 6timas das estruturas.

Palavras-chave: Otimizagao Topoldgica, Mecanismos Flexiveis, Programagcao

Nao Linear.
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Abstract

In this work, we study some possible formulations for the topology optimization
problem of a compliant mechanism, proposed by Nishiwaki et al. [33], Lima [26]
and Sigmund [37]. To solve the nonlinear programming problem associated to
each formulation, we use a globally convergent version of the Sequential Linear
Programming, inspired in the Gomes’ et al. [18] work, and a globally conver-
gent version of the Method of Moving Asymptotes, developed by Svanberg [46].
We make a comparative analysis of the performance of these two optimization
methods, with respect to the optimum topologies obtained for the structures and
to the computational effort for the resolution of the topology optimization prob-
lems. Also, we compare the eficiency of some spatial filters already proposed in
the literature, used to avoid the occurrency of regions similar to a checkerboard

in the optimum topology of the structures.

Key words: Topology Optimization, Compliant Mechanisms, Nonlinear Pro-

gramming.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas de otimizacao estrutural consistem em obter uma estrutura
que seja o mais rigida possivel, para que ela seja capaz de suportar a aplicacao
de forcas externas, sem que ocorram grandes deslocamentos e deformagoes exces-
sivas. Entretanto, ha uma classe de estruturas que sao projetadas para que haja
deslocamentos em determinadas dire¢oes. Tais estruturas, denominadas mecanis-
mos flexiveis, podem, por exemplo, segurar um determinado objeto, ou acionar
algum dispositivo, dentre outras fungoes.

Um mecanismo flexivel deve ter flexibilidade suficiente para produzir uma de-
flexdo maxima num determinado ponto e numa determinada dire¢cao, mas também
deve ser rigido o bastante para que possa suportar os carregamentos nele aplica-
dos, evitando rupturas ou quebras.

De acordo com Howell [21], uma das principais vantagens de se construir um
mecanismo flexivel é a grande redugao da quantidade de componentes necessérios
para a sua montagem, pois ele nao inclui juntas articulaveis ou pinos. Sendo
assim, eles sao menos suscetiveis ao desgaste e ao atrito e dispensam lubrificacao.
Conforme Lima [26], os mecanismos flexiveis fazem parte de varios aparelhos
que envolvem mecanica de precisao, como, por exemplo, alguns componentes de
maquinas fotograficas, o cabecote leitor de um disco rigido de um computador e
instrumentos cirdrgicos, como garras, pingas ou tesouras.

Sigmund [37], Howell [21], Larsen et al. [25], entre outros, fazem referéncia a
uma das aplicacoes mais frequentes dos mecanismos flexiveis, que é a fabricagao
de sistemas microeletromecanicos (MEMS, sigla em Inglés), que possuem cir-

cuitos eletronicos acoplados e sao produzidos em escala micrométrica, através
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de técnicas e de processos usados na construgao de circuitos integrados para
computadores. Segundo Lima [26], os MEMS também tém aplica¢oes nas areas
industrial e biomédica, como, por exemplo, em equipamentos para laparoscopia,
que é um processo cirurgico onde o interior da cavidade abdominal é visualizado
através da insercao de pequenas canulas de metal. Howell [21] destaca vérios
exemplos de mecanismos flexiveis que sao usados no cotidiano, como, por exem-
plo, clipes para papel, prendedores para alcas de mochila e cortadores de unhas,

mostrados na Figura 1.1.

Figura 1.1: Mecanismos flexiveis usados no cotidiano: clipes para papel, prendedor para alca

de mochila, alongador de cilios e cortador de unhas. (Figura extraida de Howell [21]).

A Figura 1.2 mostra um exemplo de um mecanismo flexivel que representa
uma pinga. Esse mecanismo sofre uma deformacao quando aplicamos uma forga
Fi, fazendo com que ele entre em contato com um determinado objeto. A forga
F, em questao é transmitida por toda a pincga, gerando uma forca Fy no local
onde ocorre esse contato.

Neste trabalho, estudamos a formulagao fisica do problema de otimizacao
topoldgica para o projeto de um mecanismo flexivel e implementamos dois métodos
de otimizagao amplamente utilizados na literatura sobre o problema em questao,
que sao a Programacao Linear Sequencial (Nishiwaki et al. [33], Lima [26], Sig-
mund [37]) e o Método das Assintotas Méveis (Svanberg [42], [45], [46]). No
préximo capitulo, fazemos uma introducao ao problema de otimizacao topoldgica
e descrevemos a formulacao desse tipo de problema para a determinacao da
topologia de uma estrutura rigida e de um mecanismo flexivel. O tratamento
numérico do problema em questao, que consiste na aplicacao do Método dos
Elementos Finitos e na descricao de uma estratégia para evitar instabilidades
numéricas, é discutido no Capitulo 3. No Capitulo 4, propomos uma versao

globalmente convergente de um algoritmo baseado na Programacgao Linear Se-
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\

Figura 1.2: Configuracio de uma pinga.

quencial. Ja no Capitulo 5, descrevemos duas versoes do Método das Assintotas
Méveis, uma delas sendo globalmente convergente. Finalmente, no Capitulo 6,
apresentamos os resultados obtidos com a aplicagao a problemas reais das for-
mulacoes abordadas aqui usando os dois métodos de otimizacao estudados, bem

como uma analise comparativa dessas formulacoes e dos métodos em questao.
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Capitulo 2

O Problema de Otimizacao

Topoldgica

Neste trabalho, estudamos a aplicagao da otimizacao topoldgica para obter
mecanismos flexiveis. A otimizacao topoldgica é um método computacional de-
senvolvido originalmente com o objetivo de obter uma estrutura que seja o mais
rigida possivel e que satisfaga certas condi¢oes como, por exemplo, conter uma
quantidade maxima de material. A estrutura a ser projetada deve estar contida
em um dominio €, sujeita a aplicagao de forcas externas e a imposi¢ao de alguns
apoios, que sao responsaveis pela sua sustentacao. Cada um dos pontos desse
dominio pode ser vazio ou sélido. Entretanto, em termos computacionais, é ex-
tremamente complicado fazer com que cada ponto de {2 assuma apenas essas duas
configuragoes. Sendo assim, para simplificar a resolugao do problema, é permitido
que esses pontos assumam estagios intermediarios entre vazio e sélido.

Antes do surgimento da otimizacao topoldgica, foram desenvolvidas outras
abordagens que permitem melhorar o desempenho de uma estrutura. Na otimi-
za¢do paramétrica (vide Vanderplaats [47]), a partir de uma estrutura conhecida,
procura-se otimizar um determinado parametro, que pode ser, por exemplo, a area
da secao transversal ou a espessura de uma viga, de maneira que ela seja o mais
rigida possivel. Outra estratégia conhecida é a otimizacdo de forma (vide Haftka e
Grandhi [19]), na qual, a partir de uma estrutura conhecida, procura-se otimizar
o seu contorno. Neste caso, as variaveis de projeto sao os pontos de controle
de curvas interpoladoras do tipo spline que representam uma parametrizacao do

contorno da estrutura. Nessa abordagem, o formato da estrutura é modificado a
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cada iteracao do processo de otimizacao.

Ao contrario das duas estratégias citadas acima, quando a otimizacao topolo-
gica é adotada, nao é necessario conhecer previamente o formato da estrutura.
Devemos definir apenas o dominio no qual a estrutura deve ser construida, a
quantidade disponivel de material, as forcas externas aplicadas e os apoios. A
topologia 6tima da estrutura é determinada pela distribuicao do material dentro
do dominio.

Quando Bendsoe e Kikuchi [7] desenvolveram um algoritmo computacional
para resolver problemas de otimizacao topoldgica, baseado nos trabalhos de Mi-
chell [31], o objetivo era obter o formato 6timo de componentes estruturais de
tal maneira que a rigidez fosse maxima e que o volume fosse minimo. Desde
entao, a otimizacao topologica ganhou destaque e popularidade na academia e
na industria, principalmente nos setores automobilistico, aeroespacial e de com-

ponentes mecanicos e eletronicos (como os MEMS).

2.1 Modelo de material

Durante a resolucao do problema de otimizacao topoldgica, é preciso decidir
em quais pontos do dominio () haverd material. Dessa forma, a topologia étima
pode ser representada por uma fungao discreta y(z), definida em cada ponto

z € ) como
1, se x € {lp,

X&) = (2.1)
0, se € A\Qp,

onde Qp C 2 é a regiao da estrutura onde ha presenca de material.

O uso da funcao discreta dada por (2.1) torna mal condicionado o problema
numérico a ser resolvido, devido a mudanca brusca do valor das variaveis de
projeto. Uma alternativa para evitar este inconveniente é permitir que as variaveis
de projeto assumam valores intermediarios entre 0 e 1, substituindo a funcao
discreta (2.1) por uma funcao continua p : 2 — [0, 1] que represente a densidade
de material em cada ponto z € . A introdugao dessa fungao p pode ser feita
de maneira conveniente utilizando o método de densidades, que é apresentado a

seguir.
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2.2 Método de densidades (SIMP)

Ao adotar uma funcao continua p para descrever a distribuicao de material em
(), passa a ser possivel a existéncia de regioes com densidades intermedidrias, ou
seja, densidades cujos valores pertencem ao intervalo (0, 1). O uso dessa funcao
p permite encontrar uma solugao para o problema de otimizagao topoldgica, mas
dificulta a interpretagao fisica da topologia 6tima encontrada para a estrutura,
ja que nao serd utilizado um material diferente em cada ponto da estrutura, para
representar um valor de p entre 0 e 1. Para evitar esse problema, Bendsoe [5]
introduziu o método de densidades, ou Solid Isotropic Material with Penaliza-
tion (SIMP), no qual, em lugar de p, utiliza-se a fungdo p? para controlar a
distribuicao de material, onde p > 1 é um parametro de penalizagao responsavel
pela diminuicao da ocorréncia das densidades intermedidrias.

A Figura 2.1 ilustra o comportamento das densidades penalizadas em funcao
do aumento do fator p. Observando este grafico, notamos que, a medida que o

valor de p aumenta, as densidades ficam cada vez mais préximas de 0.

p

Figura 2.1: Efeito do aumento do fator de penalizagao p do SIMP sobre as densidades.

Rietz [36] adverte que, na prética, deve-se tomar cuidado com a penalizagao
excessiva das densidades intermedidrias (fator p muito alto), pois, & medida que

aumentamos o valor de p, aproximamos cada vez mais o problema continuo de um
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problema discreto, fazendo com que reapareca a instabilidade numérica gerada
pela variacao brusca dos valores das densidades.
Nas proximas segoes, introduziremos as formulacgoes para os problemas de

otimizacao topologica de uma estrutura e de um mecanismo flexivel.

2.3 Otimizacao topolégica de uma estrutura

O objetivo deste trabalho é estudar algumas formulacoes para o problema
de otimizacao topoldgica de mecanismos flexiveis. Entretanto, para facilitar a
compreensao do comportamento fisico desses mecanismos, apresentaremos, nesta
secao, uma formulacao matematica para um problema de otimizacao topolégica
mais simples, que consiste em obter a estrutura mais rigida que pode ser cons-
truida a partir do volume de material disponivel, suportando os carregamentos
aplicados atendendo as condicoes de contorno do problema.

A rigidez de uma estrutura esta associada ao conceito de flexibilidade média,
de tal forma que a estrutura mais rigida corresponde aquela que apresenta a menor
flexibilidade. Portanto, a formulagao matematica de um problema de otimizagao
topoldgica estrutural tera como objetivo minimizar a flexibilidade média da es-
trutura, atendendo as restricoes de volume do material e garantindo que o corpo

esteja em equilibrio estético.

2.3.1 Flexibilidade média

Considere um corpo eldstico em um dominio €2, que deve ser mantido fixo em
uma regiao ['y, conforme mostra a Figura 2.2. e que é submetido a aplicacao de
um carregamento t! na regiao I'y.

O carregamento aplicado ao corpo gera um campo de deslocamentos u! =
[u} ud]*. Cada componente do vetor u' deve ser uma fungiao pertencente a um

conjunto de funcoes admissiveis, definido por
V={v,e H(Q) | ;=0 em Ty, i=1, 2}, (2.2)

onde H'(f2) denota o espago vetorial das fungoes f : Q — R tais que

1/2 1/2
U fzdﬂ] <00 e V ||Vf||2dQ} <00,
Q Q
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d

Figura 2.2: Corpo submetido & aplicagao de um carregamento t! e mantido fixo numa regiao
Fd de Q.

Em outras palavras, o conjunto de fungoes admissiveis é composto por fungoes
diferenciaveis e quadrado-integraveis definidas em €2 que se anulam na regiao I'y.

Quando uma estrutura é submetida a situagdo de carregamento ilustrada
pela Figura 2.2, consideramos a flexibilidade média como sendo a energia de
deformacao armazenada pela estrutura quando o carregamento t! é aplicado na

regiao 'y, definida por

L'(u') = / t'-u'dl  parau'eV. (2.3)
T,
A flexibilidade média é a funcao objetivo do problema de otimizagao topoldgica

de uma estrutura rigida, que é apresentada a seguir.

2.3.2 Formulacao do problema de otimizacao topoldgica

Uma estrutura mantida fixa em uma drea de sua superficie (como no caso
ilustrado na Figura 2.2) sofre deformagao quando aplicamos um carregamento
externo. O trabalho interno associado a essa deformacao é dado pela forma
bilinear a : {2 x Q — R, definida por

a(u, v) = /Qs(u)TCs(v) s, velV, (2.4)

onde € é um tensor de deformacoes, C é um tensor de elasticidade simétrico
associado as propriedades do material que compoe a estrutura em questao, e V' é
o conjunto de fungoes admissiveis definido em (2.2).

O trabalho realizado pelo carregamento externo aplicado a estrutura é definido
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pela forma linear b : I' — R, dada por
b(v):/t-vdf, veV, (2.5)
r

onde I' é a fronteira do dominio €.
Usando (2.4) e (2.5), a energia potencial total da estrutura é definida por um

funcional II : 2 — R, dado por
1
II = ia(u, v) — b(v), vel. (2.6)

Se u! € V é o campo de deslocamentos associado & aplicacao do carregamento
t! na estrutura, através do calculo dos pontos estaciondrios do funcional (2.6),

pode-se mostrar que a condicao de equilibrio estatico da estrutura é dada por

a(u, u') = b(u'). (2.7)
Substituindo (2.3) em (2.7), obtemos
a(u*, u') = L'(u'). (2.8)

Portanto, quando a estrutura esta em equilibrio estatico, o trabalho interno devi-
do a deformacao da estrutura é igual a sua flexibilidade média.

Em geral, quando construimos uma estrutura, temos uma quantidade limitada
de material disponivel. Dessa forma, devemos impor uma restri¢ao sobre o volume
maximo que essa estrutura deve ter. Denotando por 2.« esse volume maximo,

devemos ter

/ p(x) dQ < Qupaxc, (2.9)

onde p : Q — [0, 1] é a fungao de densidade que representa a quantidade de
material usada para construir a estrutura.

Portanto, para obtermos a estrutura 6tima, o objetivo do problema deve ser
maximizar a rigidez da estrutura, o que é equivalente a minimizar a sua flexibili-
dade média. Uma vez que a estrutura deve estar em equilibrio estatico e levando
em conta que a quantidade de material para construi-la é limitada, obtemos o

seguinte problema de otimizagao topolégica:

min L'(u')
p

s.a a(u,u') = L'u), uweV
(2.10)
Q
0<plx) <1, VzeQ.
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Na proxima secao, introduziremos o problema de otimizacao topoldgica de um

mecanismo flexivel.

2.4 Otimizacao topolégica de um mecanismo fle-

xivel

Conforme dissemos anteriormente, um mecanismo flexivel deve ser rigido o
suficiente para que ele seja capaz de suportar a aplicagao de carregamentos ex-
ternos, mas deve ser flexivel o bastante para produzir um deslocamento maximo
num ponto e numa direcao de interesse. Diante dessas duas caracteristicas an-
tagonicas, torna-se necessario o desenvolvimento de duas formulacoes distintas
para representar o comportamento de um mecanismo flexivel, uma das quais
deve descrever o seu comportamento cinemdtico, e a outra, o seu comportamento
estrutural. De acordo com Lima [26], o comportamento cinemético “¢ a capaci-
dade que o mecanismo possui de se movimentar ao longo de uma dire¢cao especi-
ficada”, e o comportamento estrutural “prové a rigidez suficiente para garantir a
forma do mecanismo”. Como vimos, a flexibilidade média de uma estrutura esta
relacionada ao seu comportamento estrutural. Por sua vez, o comportamento
cinematico da estrutura esta associado a energia mitua, que introduziremos a

seguir.

2.4.1 Energia mitua de uma estrutura

No mesmo corpo ilustrado na Figura 2.2, que é mantido fixo na regiao I'y4, con-
sideramos agora a aplicacdo de um carregamento t? na regiao I';2 de Q, conforme
mostrado na Figura 2.3. Esse carregamento produz um campo de deslocamentos
u? = [u? u3]’.

Para definir a energia mutua, supomos que a estrutura é submetida simul-
taneamente aos dois casos de carregamento. A energia mutua associada ao car-
regamento t! é a energia armazenada pela estrutura quando a regiao I';: é defor-
mada ao longo da direcao do carregamento t!, devido & aplicacao do carregamento
t? em 2. Analogamente, a energia mutua ao carregamento t? ¢ a energia ar-
mazenada pela estrutura quando a regiao I';2 é deformada ao longo da diregao

do carregamento t? devido a aplicacao do carregamento t' em I';1. Sendo assim,
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74

d

Figura 2.3: Corpo submetido & aplicacio de um carregamento t? e mantido fixo numa regido
Fd de Q.

para cada um dos dois casos de carregamento em questao, as respectivas energias

miutuas sao definidas por

L'(u?) = / tt-u’dl para u® € V, (2.11)
I

t

que ¢ associada ao carregamento t!, e

L*(u') = / t?-u'dl para u' € V, (2.12)
I

t

relacionada ao carregamento t2.

Calculando os pontos estacionarios do funcional (2.6), mostra-se que

a(u', u?) = / t' - uldl = L'(u?) (2.13)
1

t

a(u?, u') = / t2-u'dll = L*(u'), (2.14)
T

ou seja, que o trabalho interno devido a deformacao do mecanismo é igual a
energia mutua em cada caso de carregamento ilustrado pelas Figuras 2.2 e 2.3.
Quando a estrutura é submetida simultaneamente aos dois casos de carregamento

em questao, mostra-se também que
L'(u?) = L*(u'), (2.15)
ou, usando (2.13) e (2.14),
a(ut, u?) = a(u? u'). (2.16)

Portanto, (2.15) e (2.16) nos dizem que o trabalho realizado pelo carregamento

t! ao longo do campo de deslocamentos u? da regiao I';2 é igual ao trabalho
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realizado pelo carregamento t? ao longo do campo de deslocamentos u' da regiao
[y, Este é resultado é conhecido como Teorema de Mazwell-Betti (vide Cook e
Young [16]).

No caso da otimizacao topologica de um mecanismo flexivel, além de mini-
mizar a flexibilidade média, para obter uma estrutura rigida que suporte a agao
das forcas externas, ainda é necessario maximizar a sua energia mutua. A seguir,
apresentaremos as formulagoes de Nishiwaki et al. [33], de Lima [26] e de Sigmund

[37] para o problema de otimizagao topoldgica de um mecanismo flexivel.

2.4.2 Formulacao de Nishiwaki et al. [33]

Em Nishiwaki et al. [33], foi desenvolvida uma formulacdo para o projeto
de um mecanismo flexivel que consiste na andalise de dois casos distintos de car-
regamento. No primeiro deles, considera-se a aplicagao simultanea de um carrega-
mento t* numa regiao I';1 da fronteira do dominio © (situagao mostrada na Figura
2.2) e de outro carregamento ficticio unitério t* numa outra regiao ' da fron-
teira de €2 (conforme mostra a Figura 2.3). Para determinar uma estrutura que
seja uma solugao 6tima deste problema, resolvemos um problema de otimizagao
topoldgica que consiste em maximizar a energia mutua do mecanismo flexivel,
sujeita as suas condicoes de equilibrio associadas aos carregamentos em questao,
e a uma restricao sobre o volume maximo de material que esse mecanismo deve
conter.

O segundo caso de carregamento representa um esforgo de reacao, aplicado na
mesma regiao, na mesma dire¢ao, mas em sentido contrario ao do carregamento
t2, com a condicao de que o deslocamento na regiao I';1 seja nulo. De acordo com
Lima [26], essa restri¢ao aos deslocamentos em I';1 tem o papel de simular o esfor¢o
de reacao em I';1 quando o mecanismo flexivel é deformado. Nesse segundo caso de
carregamento, procura-se a solucao para o problema de minimizar a flexibilidade
média do mecanismo, sujeita a sua condicao de equilibrio associada ao esforco de
reacao, e a mesma restricao sobre o volume maximo, como no primeiro caso.

Se considerassemos apenas o primeiro caso de carregamento, poderiamos obter
um mecanismo extremamente flexivel, que teria um comportamento bastante
semelhante ao de um fluido. Esse comportamento nao é adequado, pois o meca-
nismo deve manter o seu formato quando ele é submetido a acao de carregamentos.

Por outro lado, se apenas o segundo caso de carregamento fosse considerado, o
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mecanismo seria extremamente rigido, de modo a impedir a sua deformacao.
Diante dessas duas situagoes conflitantes, Nishiwaki et al. [33] propuseram uma
formulagao multiobjetivo que consiste na anélise dos dois casos de carregamento
em um unico problema de otimizacao, no qual a energia mitua do mecanismo é
maximizada e a sua flexibilidade média é minimizada.

As subsegoes seguintes apresentam a formulagao para os dois casos de carrega-
mento descritos acima e, em seguida, introduzimos as formulagoes multiobjetivo

propostas por Nishiwaki et al. [33] e por Lima [26].

2.4.3 Formulacao para o comportamento cinematico

Considere o mecanismo flexivel do dominio €2, mostrado na Figura 2.4, que
¢ mantido fixo na regiao I'y e estd sujeito a aplicacdo de um carregamento t!
numa superficie I';i qualquer do dominio. O carregamento t' produz um campo

de deslocamentos u'

sobre o mecanismo. Agora, considere a aplicacdo de um
carregamento ficticio unitario t? na direcdo e no sentido do deslocamento dese-
jado, atuando na outra superficie I';2 do dominio, que por sua vez gera um outro
campo de deslocamentos u? sobre o mecanismo. Os carregamentos t! e t* devem

ser aplicados simultaneamente no mecanismo.

d

Figura 2.4: Condigao de carregamento para a formulagao do comportamento cineméatico para

um mecanismo flexivel.

Conforme Nishiwaki et al. [33] e Lima [26], o problema de otimizac¢ao para o
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comportamento cinemético de um mecanismo flexivel é formulado como

max L*(u') :/ t? . u'dl
1)

t

s.a  a(u',v') = L'(v'), para u' €V, e Vv' €V,
a(u?, v?) = L*(v?), para u* €V, e Vv? €V, (2.17)
p(x) dQ < Qpax
Q
0<plx)<1l VzeQ,

onde
Vo ={vi€e H(Q) | v;=0 em I'y, i=1, 2}, (2.18)

é o conjunto de deslocamentos admissiveis (vide defini¢ao andloga dada por (2.2)),
Qmax ¢ 0 volume méaximo de material que o mecanismo flexivel deve conter, e

p:Q — R éafuncao de densidade, definida em cada ponto z € ).

2.4.4 Formulacao para o comportamento estrutural

Considere o mecanismo flexivel do dominio €2 mostrado na Figura 2.5, que é
mantido fixo na regiao I';. De acordo com Nishiwaki et al. [33] e Lima [26], a
regiao ['y1 também devera ser fixada na mesma direcao onde o carregamento t; é
aplicado, com o objetivo de representar o esforgo de reagao na regiao [';1 quando o
mecanismo é deformado pelo carregamento t3 = —t2, aplicado na mesma direcao e
em sentido contrério ao carregamento t?, produzindo um campo de deslocamentos

3 3 w3)”

u’ = [uj uj]'. Dessa forma, o mecanismo serd rigido o suficiente para que ele

possa suportar os carregamentos aplicados.

Figura 2.5: Condigao de carregamento para a formula¢ao do comportamento estrutural

para um mecanismo flexivel.
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Segundo Nishiwaki et al. [33] e Lima [26], o problema de otimizagao associado
ao comportamento estrutural de um mecanismo flexivel é formulado como
min L3(u?) = / t3 . u?dl
I

p
t

s.a tP = —t2

a(u?, v¥) = L}(v?), para u® €V, e Yv? €V (2.19)
/ p(x) dQ < Qax

Q

0 < plz) <1 VieQ,

onde Q.. representa o volume maximo de material que o mecanismo flexivel

deve conter, e
Ve ={v, e H'(Q) | ;=0 em Ty e 'y, i=1,2} (2.20)

¢ o conjunto de deslocamentos admissiveis. Note que o conjunto V, tem uma
condicao adicional sobre os deslocamentos admissiveis, que significa que os deslo-
camentos devem ser nulos também sobre a superficie I';1, ou seja, que v; = 0 em

[y, para cada =1, 2.

2.4.5 Problema de otimizacao multiobjetivo

Como desejamos maximizar a energia mitua L*(u') e minimizar a flexi-
bilidade média L3(u®) do mecanismo simultaneamente, devemos reunir as for-
mulacoes para os comportamentos cinematico e estrutural para um mecanismo
flexivel em um tnico problema. Nishiwaki et al. [33] sugerem um problema de

otimizagao multiobjetivo, definido como

max L(u’)
p L3(u?)
s.a t3 = —t?
a(u', v') = L'(v'), para u' €V, e Vv' €V,
a(u’®, v?) = L*(v?), para w> eV, e VvieV,  (221)
a(u’, v*) = L*(v?), para u® €V, e Vv eV
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onde p é a variavel de projeto (densidade de cada ponto do dominio ), L?(u')
¢ a energia mitua e L3(u?) ¢ a flexibilidade média do mecanismo flexivel. Cabe

lembrar que os deslocamentos u', u? e u?® sao funcoes da densidade de cada

ponto de €, ou seja, ul = ul(p), v = u?(p) e ud =ud(p).

A fungao objetivo do problema (2.21), que é a razdo entre a energia mutua
e a flexibilidade média do mecanismo flexivel, pode ser interpretada como um
fator de eficiéncia do mecanismo, onde quanto maior esse fator, melhor serd o
desempenho do mecanismo.

De acordo com Lima [26], a func¢do objetivo do problema (2.21) pode nao
permitir um controle eficiente sobre a energia mutua e a flexibilidade média.
Sendo assim, ele sugere a atribuicao de fatores de peso para cada uma dessas

duas energias, de modo que o problema (2.21) é reescrito como

max w log(L*(u')) — (1 —w) log(L?(u?))

s.a tP = —t?
a(u, v') = LY(v'), para u' €V, e Vv' €V,
a(u?, v?) = L*(v?), para u* €V, e Vv’ €V,
a(u?, v¥) = L3(v%), para u® €V, e Vv* €V}
p(x) dQ < Qax
OQS p(r) <1 Ve,
(2.22)

onde 0 < w < 1 é um fator de peso que faz com que o mecanismo seja mais
flexivel e menos rigido, ou vice-versa.

E muito importante lembrar que a formulagdo (2.22) deve ser usada com
cautela, pois, se a energia mutua L?(u') for nula ou negativa, o seu logaritmo
nao podera ser calculado.

2.4.6 Formulacao de Sigmund [37]

Nesta subsecao, vamos apresentar a formulacao para o problema de otimizagao
topoldgica de um mecanismo flexivel, proposta por Sigmund [37].

A Figura 2.6 mostra a aplicacio de um carregamento t' num ponto 1 da
superficie do dominio € e de um carregamento ficticio unitario t?> produzido por

uma mola de rigidez kg sobre o mecanismo num outro ponto 2 da superficie de



2.4 Otimizagao topoldgica de um mecanismo flexivel 18

Q. A regidao I'y C Q permanece fixa. Esse carregamento t! produz um campo de
deslocamentos u' = [u] ul]” sobre o corpo, fazendo com que ele e a mola sejam
deformados, e o carregamento t? gera um outro campo de deslocamentos u? =
[u? u3)T] sobre o mecanismo. A formulagdo do problema proposto por Sigmund
[37] consiste na maximizacao da vantagem mecanica do mecanismo flexivel, que
¢ definida pela razao entre a intensidade R da reacao exercida pela mola sobre o
mecanismo e a intensidade p; do carregamento t!, sujeita a uma restricao sobre a
condicao de equilibrio do mecanismo, a uma restrigao sobre o volume méaximo de
material que o mecanismo flexivel deve conter, a uma restricao sobre os valores
que as densidades podem assumir (valores entre 0 e 1), e a uma restrigdo sobre
um limitante superior para o deslocamento no ponto 1, de acordo com a Figura
2.6.

O deslocamento A;;, que é aquele que ocorre num ponto ¢ do mecanismo

devido a aplicagao de uma forga sobre ele em um outro ponto j, ¢ dado por

a0 B dQ o
ey cewan B
AVES = , para i,j = 1, 2, (2.23)
i Di
onde € é o tensor de deformacoes associados aos deslocamentos provocados pela

aplicagao de carregamentos de intensidade p;, e C é o tensor de elasticidade
do material que constitui o mecanismo flexivel. Lembramos que o tensor C é
simétrico e que, se i = j, a(u/, u') é a flexibilidade média do mecanismo e, se

i # j, a(u/, u') é a sua energia mutua.

tI

d

Figura 2.6: Tlustraciao da aplicagio de um carregamento t! num mecanismo flexivel e da

reacdo t? exercida por uma mola de rigidez ks sobre o mecanismo.

Conforme Sigmund [37], a intensidade da forga de reagao exercida pela mola

sobre o mecanismo ¢ dada por

R = Amolab ks = Cp2, (224>
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onde Apoa é 0 deslocamento da mola, k, é a rigidez da mola, e ¢ é um fator tal
que Apola Seja uma superposicao dos deslocamentos Ay e Agy no caso onde o

material tem um regime eldstico linear, ou seja,
Agi — cAyy = Apola - (2-25>

De (2.24) e (2.25), vem

A21 - Amola _ A21 - R/ks

= 2.26
Ay Ay ( )
Substituindo (2.26) em (2.24), obtemos
Agy
R=p——"——. 2.27
b2 Aoy + pao/ks ( )
Portanto, a vantagem mecanica do mecanismo é dada por
R A
M= = 2 (2.28)

o 29_1 Agy + pa/ks
O deslocamento Ay, no local de aplicacao do carregamento t!' sobre o meca-
nismo ¢ definido como o deslocamento na direcao dessa forca. No caso de elas-
ticidade linear, A;, pode ser obtido como uma superposicao dos deslocamentos

A1 e Aqg, ou seja,
Ajp = Ay — cAyy, (2.29)

onde ¢ ¢ o fator dado por (2.26).
De acordo com Sigmund [37], apds a andlise feita acima, obtemos o seguinte

problema de otimizagao:

e
p o p1 Doy + po/ks
S. a All — CA12 < A:n

a(ut, v') = L'(vh), para u' €V, e Yv' €V,
a(u?, v?¥) = L*(v?), para u> €V, e Yv? €V,

/p(x) dQ < Qpax
Q
0 < plx) <1 VreQ,

(2.30)

onde A}, ¢é o valor maximo que o deslocamento A;, pode assumir, a(u, v) é
a forma bilinear que representa o trabalho interno do mecanismo flexivel (in-

troduzido em (2.4)), Li(v%), i = 1, 2 ¢é a flexibilidade média associada a cada
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forga ilustrada pela Figura (2.6), V, é o espaco linear admissivel introduzido
no problema (2.17), Qunax é 0 volume méximo que o mecanismo flexivel 6timo
pode assumir, e p é a funcao de densidade utilizada no projeto do mecanismo.
Analogamente aos problemas (2.21) e (2.22), temos u! = ul(p) e u? = u?(p).
No préximo capitulo, discutiremos sobre o tratamento numérico dos problemas

de otimizacao topoldgica apresentados aqui.



Capitulo 3

Tratamento Numeérico do
Problema de Otimizacao

Topologica

3.1 Meétodo dos Elementos Finitos

3.1.1 Introducao

Até agora, a formulacao do problema de otimizacgao topoldgica de uma estru-
tura ou de um mecanismo flexivel foi considerada num dominio €2, que é um meio
continuo. Na pratica, a resolucao do problema em tal meio é extremamente com-
plicada, pois envolve a resolucao de um problema de otimizacao em um espaco de
dimensao infinita. Para resolve-lo numericamente, aplicamos o Método dos Fle-
mentos Finitos (veja, por exemplo, Cook et al. [15], Liu e Quek [27] e Zienkiewicz
et al. [48]), que é o procedimento numérico mais conhecido e aplicado em proble-
mas de andlise de esforcos em um corpo. Neste método, o problema em questao
é discretizado, ou seja, o meio continuo €2 é transformado em um meio discreto
0", através da subdivisdo de £ em um ndmero finito de regides, denominadas
elementos finitos.

Neste trabalho, os problemas de otimizagao topoldgica sao bidimensionais, ou

seja, a espessura da estrutura ou do mecanismo flexivel é considerada constante.

21
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3.1.2 Discretizacao do dominio 2

A aplicagao do Método dos Elementos Finitos (MEF) inicia-se com a dis-
cretizagao do dominio 2 (que é originalmente um meio continuo) em um nimero
finito de elementos. O conjunto formado por eles é chamado de malha. Pode-se
gerar uma malha de elementos finitos composta por diferentes tipos de elementos.
A escolha da quantidade de elementos que irao compor o dominio discretizado
" depende da precisio exigida para a solucio aproximada do problema e dos
recursos computacionais disponiveis. Geralmente, uma malha mais fina (ou seja,
uma malha com um nimero suficientemente “grande” de elementos) resulta em
uma aproximagao mais precisa, mas com um custo computacional maior. Em
muitos problemas, é necessario gerar uma malha nao uniforme, aplicando um re-
finamento nas areas do dominio onde o grau de precisao deve ser maior para uma
analise adequada do problema.

A seguir, veremos como sao calculados os deslocamentos provocados pela

aplicacao de forcas externas num elemento finito.

3.1.3 Interpolacao dos deslocamentos

Em cada um dos pontos de um elemento finito, os deslocamentos produzidos
pela aplicacao de forcas externas em uma estrutura devem ser aproximados por
uma interpolacao polinomial. Os pontos usados nessa interpolagdao sao os nds
da malha de elementos finitos. Os deslocamentos que ocorrem em cada né sao
os deslocamentos nodais. Num ponto interior ao elemento, o deslocamento pode
ser dado como uma combinacao linear dos deslocamentos nodais do elemento em

questao, ou seja,

nyg
u(z, y) = Y Ni(z, )W = N(z, y) 0, (3.1)
=1

onde x e y sao as coordenadas cartesianas de um ponto do interior do elemento,
ul® (z, y) é o deslocamento aproximado nesse ponto, ny é o nimero de nés do
elemento em questao, N; é a funcao de forma (ou func¢ao de interpolagao) as-

sociada aos deslocamentos nodais do i-ésimo né, e 4® é o deslocamento nodal

do n6 7. Esse deslocamento nodal pode ser expresso de maneira geral como
=(e) _ (e) ~(e) ~() 1T ; . -
U, = [U;; Uy ... Uy, ], onde ng é o nimero de graus de liberdade em um
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no. Portanto, o niimero total de graus de liberdade para um elemento é igual a
ng X ng. E importante lembrar que as componentes dos deslocamentos podem re-
presentar rotacoes e translacoes. O vetor U(®) em (3.1) é o vetor de deslocamentos
para o elemento como um todo, e tem a forma 4 = [ @ ... ﬁ,(ff)]T.

As funcoes de forma dependem do tipo de elemento finito adotado. Para
elementos finitos retangulares, que sao usados neste trabalho, tais fungoes sao

descritas a seguir.

3.1.4 Elementos finitos retangulares

Neste trabalho, consideramos que as estruturas e os mecanismos flexiveis de-
vem estar contidos em um dominio retangular ou em um dominio composto pela
uniao de regides retangulares. Sendo assim, optamos por trabalhar com elementos
finitos retangulares. Esse tipo de elemento nao é usado para discretizar dominios
com fronteiras de formatos mais genéricos.

Em particular, adotamos, neste trabalho, elementos finitos retangulares com
quatro nos, todos eles localizados nos seus vértices, e com dois graus de liber-
dade por n6 (deslocamentos na horizontal e na vertical). Neste caso, as fungdes
aproximadoras para os deslocamentos no interior de um elemento retangular sao

polinomios bilineares, ou seja,

u(z, y) = a1 + asx + azy + aqxy (3.2)

U(‘Ta y) = bl + be + b3y + b4$y7 (33>

onde x, y sao as coordenadas de um ponto do elemento finito retangular, u(x, y)
é a interpolagao para os deslocamentos na horizontal, e v(z, y) é a interpolacao
para os deslocamentos na vertical.

Para obter as equagoes do MEF para os elementos, é conveniente adotar um
sistema de coordenadas local, que é definido para cada elemento. Posteriormente,
estas equacoes sao combinadas usando um sistema global de coordenadas, que é
definido para todo o dominio.

A formulacao dos elementos finitos retangulares fica mais simples se conside-
rarmos um sistema de coordenadas local (£, i) cuja origem localiza-se no bari-

centro do elemento, conforme mostra a Figura 3.1.
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| a ! a !

Figura 3.1: Elemento finito retangular de quatro nds.

Como se observa na Figura 3.1, as dimensoes de um elemento finito retangular
sao 2a X 2b x h, onde a é a distancia entre o né 1 e o ponto médio da base do
retangulo, b é a distancia entre o né 1 e o ponto médio da altura do retangulo,
e h é a espessura (constante) do elemento. A espessura h do elemento finito
retangular nao é mostrada na Figura 3.1 por simplicidade. As relagoes entre as
coordenadas globais (x, y) e as coordenadas locais (&, n) sdo dadas por

x y
£ = = n=. (3.4)
A numeracao dos nds deve ser iniciada no canto inferior esquerdo do elemento,
prosseguindo no sentido anti-horario, conforme mostra a Figura 3.1.
Apés definir as coordenadas locais como em (3.4), podemos re-escrever (3.2)

e (3.3), respectivamente, como

U(g, 77) - Nl(f) 77) up + N2<€7 77) Uy + N3(§7 77) usz + N4(£a 77) Ug

e
U(ga 77) = Nl(gv 77) v + NQ(f) 77) v + N3(§a 77) U3 + N4(§7 77) Vg,

onde u;, i =1, ...,4 sao os deslocamentos nodais na direcao horizontal, v;, © =

1, ..., 4 s@o os deslocamentos nodais na diregao vertical, N;(§, ) sao as fungoes

de forma, definidas por

Ni(€, ) = Li(§) Li(n) , i=1,...,4, (3.5)

e cada L; é um polinomio de Lagrange de uma tnica varidvel, satisfazendo

1, se j =1,
Li(zj) = {

0, caso contrario,
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onde z; = &; ou n;, conforme o caso.

Para o elemento da Figura 3.1, L, varia linearmente entre os nds 1 e 2, preser-
vando a continuidade C° ao longo da aresta 1-2. Observacoes andlogas valem para
as arestas 2-3, 3-4 e 4-1. Logo, usando a equagao (3.5) e observando a Figura 3.1,

obtemos

N6 m) = La(©) Laln) = (1)1~ )

No(é,m) = 1(6) Laln) = (141~ )
(3.6)

Ny(&, ) = Lal€) L) = 3(1+ €)1+ )

Ni(6, ) = Lal€) La(n) = 301 €)(1+ 1)

As fungoes de forma (3.6) sdo chamadas bilineares porque cada fator é uma
funcao linear de uma coordenada local.
Vejamos, agora, como as deformagoes de um elemento finito retangular sao

calculadas.

3.1.5 Matriz de deformacgao para elementos retangulares

Sabemos que as deformacoes em cada ponto de um sélido bidimensional sao

expressas por

_8u _821 _8u ov

Ex = 5, &y = 7 Ty — o a >
ox Y oy Ty 8y+8x

ou, em forma matricial,
e = Lu'?, (3.8)
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onde u'® ¢ dado por (3.1) e L é uma matriz de operadores diferenciais, que pode

ser escrita simplesmente como

9 -
pp 0
0
N -
L dy
9 9
| Jy Ox |
Substituindo (3.1) em (3.8), encontramos
e = Lu® = LNu® = Bul, (3.9)
onde
B = LN (3.10)

¢é denominada matriz de deformacao.

Note que (3.9) nos diz que as deformagoes sao expressas em fungao dos deslo-
camentos nodais do elemento. E importante lembrar que as relacées (3.9) e (3.10)
podem ser aplicadas em qualquer tipo de elemento finito bidimensional.

Para o elemento finito retangular de quatro nés adotado neste trabalho, a

matriz N das equagoes (3.9) e (3.10) tem a forma

Nl 0 N2 0 N3 0 N4 0

N - ’
0 N1 0 NQ 0 Ng 0 N4

(3.11)
onde N;, i =1, ..., 4, sdo as fungoes de forma descritas por (3.6).
Usando (3.6), (3.10) e (3.11), obtemos a matriz de deformagao associada aos

elementos retangulares em questao:

F 1 — 1— 1 1 7
S 1 0 AL/ A
a a a a
1-¢ 1+¢ 1+¢ 1-¢
B — _1=S _17s TS 1S
0 b 0 b 0 b 0 b
1-¢ 1-n 14¢ 1-9 14§ 149 1-¢ 149
| b a b a b a b a

Mostraremos, a seguir, como encontrar os deslocamentos nodais de um ele-

mento finito, que sao produzidos pela aplicacao de forcas externas numa estrutura.
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3.1.6 Matriz de rigidez para elementos retangulares

Neste trabalho, supomos que o material que compoe as estruturas ou os
mecanismos flexiveis seja isotrépico (ou seja, as propriedades do material nao
dependem da diregao) e que ele esteja em um regime eldstico linear. Quando
essas hipdteses sao vélidas, a relagao entre tensoes o e deformacoes € é descrita
pela Lei de Hooke, ou seja,

o=Ceg, (3.12)

onde C é uma matriz que contém os parametros de elasticidade do material do
elemento. Supomos também que o corpo esteja num estado plano de tensoes, ou
seja, o corpo tem uma espessura muito pequena e as tensoes atuam apenas no
plano desse corpo (veja, por exemplo, Assan [1]). Neste caso, a matriz C que

aparece em (3.12) é dada por

1 v 0

C = B v 1 0
1—v? 0 1—v

2

onde E é o mddulo de Young (ou médulo de elasticidade) do material e v é o res-
pectivo coeficiente de Poisson, que é definido como a razao entre as deformacoes
lateral e axial do material. Convém lembrar que £ > 0 e que 0 < v < 1.

Sabemos, de (2.6), que a energia potencial total de um elemento finito é dada
por

1
I, = 5a(u@), u®) — bp(u'), (3.13)

onde ul® é o vetor de deslocamentos nodais do elemento, a é a forma bilinear
associada ao trabalho interno devido a deformacao do elemento (definida em
(2.4)) e b é a forma linear associada ao trabalho realizado pelas forgas externas
aplicadas ao elemento (definida em (2.5)).

Considerando que o sélido esta em equilibrio, os pontos estacionarios do fun-

cional (3.13) s@o aqueles em que a sua primeira variagao é nula, ou seja,
o, = / oe’ CedQ, — / su@Tbdl, = 0,
Q. .

ou seja,

/ s’ CedQ, = / su®@Tpdr, , (3.14)
e Fe
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onde (), denota o dominio do elemento finito e, e I', denota a fronteira desse
elemento.

De (3.1), a primeira variacao dos deslocamentos é dada por
su® = Nsu® (3.15)
e, de (3.9), a primeira variacao das deformagoes é dada por
be = Bou®. (3.16)

Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.14), obtemos

saeT { / BTCB dQe] a© = su@T / N™bdr. . (3.17)
e Le

Como os deslocamentos virtuais du® (ou seja, a primeira variacio dos deslo-

camentos) sdo arbitrarios, (3.17) fica

{ / BTCBdQe} a© = / N'bdr, .
Qe e

k© = / BTCB . , (3.18)

Denotando por

£e) = / N'bdrl,,

obtemos o sistema linear
kg — gl

)

onde k(© é a matriz de rigidez do elemento, W' é o vetor de deslocamentos nodais
do elemento ¢ £(©) é o vetor de forcas nodais equivalentes do elemento. Como
usamos apenas um tipo de elemento finito neste trabalho (elementos retangulares
com quatro nés), a matriz de rigidez k(® é a mesma para todos os elementos da
malha, e é de ordem 8 x 8, pois cada um dos quatro nés do elemento retangular
em questao contém dois graus de liberdade (deslocamentos na horizontal e na
vertical). Neste caso, temos f(®) € R® e i(®) € R®,

Sendo constante a espessura do elemento finito, vamos denota-la h.. Assim,

podemos re-escrever (3.18) como

k(© = / B"CBh, dA., (3.19)
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onde A, é a area da maior face do elemento finito retangular.
De (3.4), temos que
drdy = abd&dn.

Logo, no sistema de coordenadas local (£, n) da Figura 3.1, (3.19) fica

b a
k© = abh, / / BTCBd¢ dn. (3.20)
—bJ—a

Para facilitar os cdlculos, neste trabalho, escolhemos a = b = 1.

A integral (3.20) néo é tao simples de ser obtida analiticamente, pois a matriz
de deformacao B depende de £ e de . Na pratica, usamos algum esquema de
integracdo numérica, como, por exemplo, o esquema de integracao de Gauss,
obtendo uma aproximacao do tipo

Ty

1 pl N
I = /_1/_1]“(5, n)dfdn%ZZf(fu 1) wi w;

i=1 j=1

onde n, e n, sao, respectivamente, o nimero de pontos usados para aproximar a
integral em £ e em 7, e w; e w; sao os pesos para cada ponto dessa aproximacao.

A préxima subsecao mostra como utilizar as matrizes de rigidez dos elementos
e os respectivos vetores de forcas nodais equivalentes para obter os deslocamentos
nodais para toda a estrutura.

3.1.7 Matriz de rigidez global

Apés encontrar as matrizes de rigidez para cada elemento, reunimos essas
matrizes em uma unica matriz K, que representa todo o dominio discretizado.
Tal matriz, denominada matriz de rigidez global, ¢ uma superposicao das matrizes
de rigidez dos elementos. Para efetuar essa superposicao de matrizes, devemos,
em primeiro lugar, adotar uma convengao para a numeracao dos nés e dos graus
de liberdade associados a cada nd, de modo a obedecer a conectividade entre os
elementos dentro do dominio. Lembramos que, neste trabalho, os dominios de
todos os problemas sao retangulares, ou sao regioes que podem ser decompostas
em dois ou mais retangulos. Sendo assim, convencionamos que a numeracgao
dos nés e dos elementos deve comecar no canto inferior esquerdo do dominio e
prosseguir por colunas, de baixo para cima, de modo que o ultimo elemento seja

aquele localizado no canto superior direito do dominio.
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A Figura 3.2 mostra um exemplo de dominio e ilustra a convengao para a
numeracao dos nés e dos elementos. O nimero de um elemento é apresentado
no centro deste. A esquerda de cada no, esta representado o seu indice. Dessa
forma, o elemento 1, por exemplo, estd conectado aos nés 1, 6, 7 e 2 (exatamente
nessa ordem, comecando no canto inferior esquerdo do elemento e prosseguindo

no sentido anti-hordrio).

5o 10, 155 20, 25,
4 8 12 16

44 25 144 196 )
3 7 11 15

30 8¢ 134 184 24
2 6 10 14

26 et 124 174 224
1 5 9 13

lC 6C llC 16C 210

Figura 3.2: Exemplo de dominio com a numeracao dos elementos e dos nés.

A dimensao da matriz de rigidez global K é igual ao dobro do niimero total
de nés da malha de elementos finitos, denotado por n,, ou seja, K € R2nx2nn
pois cada né tem dois graus de liberdade, cujos indices sao 25 — 1 (deslocamento
nodal na horizontal) e 2j (deslocamento nodal na vertical). Definimos n.; como
sendo o numero total de elementos do dominio discretizado.

Para montar a matriz K, devemos introduzir, para cada elementos =1, ..., ng,
X2Nnp

uma matriz P; € R?**® formada pelas colunas da matriz identidade I € R?"»

de tal maneira que

Tel

K =)> K, (3.21)
=1

onde
K; = P,k PT i=1,..., . (3.22)

A selecao das colunas de I que farao parte de cada P; deve ser feita de acordo com

a numeracgao dos graus de liberdade de cada elemento. Por exemplo, o elemento
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de nimero 7 da Figura 3.2 estd conectado aos nés 8, 13, 14 e 9, e contém os
graus de liberdade de indices 15, 16, 25, 26, 27, 28, 17 e 18, nessa ordem. Logo,

a matriz Py, associada ao elemento 7, é dada por

P7 = [I*,15 I*,16 I*,25 I*,26 I*,27 I*,Qs I*,17 I*,18],

onde L, ; indica a j-ésima coluna da matriz I.

De posse da matriz de rigidez global K, devemos resolver o sistema linear
Ku=f (3.23)

que representa as condigoes de equilibrio para toda a estrutura. No sistema em
questdo, u € R?™ ¢ o vetor global de deslocamentos nodais de toda a estrutura, e
f € R?" é o vetor global de forcas nodais equivalentes. Este vetor de forcas deve
ser obtido através de uma superposi¢ao dos vetores de forgas nodais equivalentes
dos elementos, f(®), de maneira andloga aquela feita para a matriz K, utilizando
rigorosamente a mesma convenc¢ao para os indices definida acima.

O sistema (3.23) estd relacionado as condigoes de equilibrio da estrutura, que
sao representadas nos problemas (2.10), (2.21), (2.22) e (2.30) pelas equagoes do
tipo a(u, v) = L(v), onde a(u, v) é a forma bilinear que representa o trabalho
interno associado a deformagao da estrutura (definida em (2.4)) e L(v) é a flexi-
bilidade média da estrutura (definida em (2.3)). No dominio discretizado, um
carregamento t é representado pelo vetor global de forgas nodais equivalentes f.

Se nenhuma condi¢ao de contorno relativa aos deslocamentos nodais for im-
posta ao problema de otimizagao topoldgica, a matriz K nao terd posto com-
pleto. Fisicamente, isso significa que um corpo sem nenhum tipo de restricao
aos deslocamentos pode apresentar movimentos de corpo rigido, ou seja, nao esta
em equilibrio estatico (vide [27]). Assim, se nenhum apoio for introduzido na
estrutura, o sistema linear (3.23) terd infinitas solugdes.

Com a introdugao dos apoios, eliminam-se as componentes de u associadas
aos deslocamentos restringidos, bem como as restrigoes correspondentes, de modo
que a matriz K, que é simétrica, passa a ser positiva-definida e, portanto, nao
singular (veja, por exemplo, Hughes [22]). Sendo assim, podemos usar a fatoracao
de Cholesky para resolver o sistema linear (3.23).

Agora, veremos como representar os problemas de otimizacao topoldgica es-
tudados neste trabalho em um meio discreto, apds a aplicagao do Método dos

Elementos Finitos.
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3.2 Problema de otimizacao topoldgica no domi-

nio discretizado

No Capitulo 2, descrevemos algumas das formulacoes que podem ser ado-
tadas para o projeto de um mecanismo flexivel em um meio continuo. Com a dis-
cretizacao do dominio e a aplicacao do Método dos Elementos Finitos, o problema
de otimizacao topoldgica num meio continuo é transformado em um problema de
programacao nao linear, cujas varidveis sao as densidades p;, ¢t =1, ..., ng, que
devem satisfazer as restrigoes

0<p <1, (3.24)

Para cada 7, se p; = 0, o elemento 7 é vazio e, se p; = 1, o elemento é sélido.
Iniciaremos a discretizagao dos problemas (2.10), (2.21), (2.22) e (2.30) pela

restricao de volume
[ )2 < O (3.25)
Q

Com a introdugao dos elementos finitos, a desigualdade (3.25) pode ser escrita

como

Nel

Zvi pi < V*, (3.26)
i=1
onde v; é o volume do elemento i e VV* é o volume maximo que a estrutura 6tima
pode possuir. Note que a restri¢ao (3.26) é linear em relagao as variaveis p;.
Como a rigidez do elemento finito esta diretamente relacionada as propriedades
efetivas do material, a penalizacao do material intermedidrio através da aplicagao

do modelo SIMP (vide Capitulo 2) ¢ introduzida na matriz de rigidez k() do ele-

mento, definindo
k(e)(Pe) = ngge)7 6:17 ceey Mel s

onde p,. é a densidade do elemento e, p é o fator de penalizagao do modelo SIMP
e kée) ¢ a matriz de rigidez original do elemento. Consequentemente, a matriz de

rigidez global, descrita por (3.21), fica dada por

Nel

K(p) = pr K;, (3.27)

onde p = (piy -, pn,)’, Ki = Pik(()e) Pl i=1,...,nyg, e P; é amatriz
introduzida em (3.22).
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Sob algumas hipdteses, Rietz [36] e Martinez [30] demonstram que é possivel
obter um valor finito para o fator de penalizacao p das densidades, tal que o
valor 6timo de cada densidade assuma apenas os valores 0 ou 1, isto é, existe um
valor finito de p tal que a solucao 6tima do problema de otimizacao topoldgica é
discreta.

Uma vez que a matriz de rigidez global K = K(p) é obtida através da su-
perposicdo das matrizes de rigidez k®(p.) dos elementos, pode ocorrer que K
seja singular. Uma alternativa para evitar este problema é atribuir um valor
estritamente positivo (mas pequeno o suficiente) para o limitante inferior das
densidades, para evitar que a matriz K torne-se singular. Assim, adotamos
0 < Pmin < ps <1, i =1, ..., ng. Neste trabalho, tomamos ppi, = 1.0 x 1073,

Na resolugao numérica das formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e de Lima [26]
(problemas (2.21) e (2.22), respectivamente), devemos introduzir trés situagoes
distintas de carregamentos aplicados ao mecanismo flexivel. A Figura 3.3 ilustra
essas situacoes.

A Figura 3.3(a) mostra o dominio de projeto, a forca aplicada, as condigoes de
apoio e a diregao do deslocamento desejado. Na Figura 3.3(b), é exibido o dominio
discretizado, a forga aplicada e os apoios, que impedem os deslocamentos nodais

tanto na horizontal quanto na vertical. A Figura 3.3(c) mostra a aplicacao da

for¢a
aplicada

Q

deslocamento
desejado

()

(b) © f @ fo=—,

Figura 3.3: Simulagoes de carregamento para um mecanismo flexivel.
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forga ficticia unitaria no ponto e na direcao do deslocamento desejado. Na Figura
3.3(d), é exibida a for¢a de reagdo no mesmo ponto, na mesma diregdo, mas
em sentido contrério ao da forca ficticia unitaria mostrada na Figura 3.3(c). E
importante ressaltar que a Figura 3.3(d) inclui um apoio adicional no mesmo né e
na mesma diregao da forga aplicada na primeira situagao de carregamento (Figura
3.3(b)). Esse apoio restringe o deslocamento apenas na diregao de aplicagao da
forga (neste caso, na vertical). Dessa forma, é necessario obter duas matrizes de
rigidez globais distintas, uma delas relativa as condi¢oes de contorno das Figuras
3.3(b) e 3.3(c), e a outra associada as condigoes de contorno da Figura 3.3(d).
A obtencao da energia mutua do mecanismo é baseada nas configuracoes
mostradas pelas Figuras 3.3(b) e 3.3(c), e a sua flexibilidade média é encontrada
através da configuragao da Figura 3.3(d). De acordo com Lima [26], podemos
definir a energia mitua e a flexibilidade média do mecanismo na forma matricial

como

energia mitua = u,(p) Ki(p)u.(p)
flexibilidade média = u.(p) Ky(p)u.(p),

onde K;(p) é a matriz de rigidez global relativa aos casos de carregamento das
Figuras 3.3(b) e 3.3(c) e Kao(p) é a matriz de rigidez global associada ao caso de
carregamento da Figura 3.3(d).

Na formulagao de Sigmund [37] (problema (2.30)), nao ¢ necessario considerar
os casos de carregamento separadamente. Logo, neste caso, trabalhamos apenas
com uma matriz de rigidez. Nesta formulagao, as formas matriciais da energia
mutua e da flexibilidade média do mecanismo sao obtidas de maneira andloga as
formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e de Lima [26], substituindo u, por uy, u, e
u, por u,, e K; e Ky por K.

No problema (2.30), que representa a formulagdo de Sigmund [37], apds a

discretizagao do dominio, os deslocamentos A;;, ¢, j = 1, 2, ficam dados por

Au(p) = ul(p)TI;Ep)ul(p)7 An(p) = uz(p)TI;Ep)ul(p)7
Aoi(p) = ul(p)TI;ip)uz(p)’ Am(p) = u2(p)TI]<9£p)u2(p)7

onde ui(p) e uy(p) sao os deslocamentos nodais associados aos casos de carrega-
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mento da Figura 2.6, K(p) é a matriz de

mente, as intensidades das forcas f; e f5.

35

rigidez global e p; e ps sdo, respectiva-

Apoés a discretizagao do dominio, e, lembrando que maximizar uma funcao f
¢ equivalente a minimizar — f, os problemas (2.10), (2.21), (2.22) e (2.30) ficam:

Estrutura
min
P
S. a

fu(p)
K(p)u(p) = f

Nel

3.28
Zvi pi <V* (8.28)
=1
O<pm1n§pz§17 7::17"‘7/’7’6l
Formulacao 1 (Nishiwaki et al. [33])
T
K
- _ub(p)T 1(p) ua(p)
r w(p)" Ky(p)uc(p)
5.2 Ki(p)uip) = 1,
Ki(p)w(p) = (3.29)
Ks(p)u.(p) = f. '
Mel
ZU" pi <V*
=1
O<pmin§p¢§1, 1=1, ..., ng
Formulagao 2 (Lima [26])
min (1 —w)log(uc(p)" Ka(p) uc(p)) — wlog(us(p)" Ki(p) ua(p))
s.a Ki(p)udp) = 1o
Ki(p)w(p) = £,
Ks(p) uc(p) = f. (3.30)

Nel
D uip <V
=1

0<pmin§pi§17
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Formulagao 3 (Sigmund [37])

ui(p)" K(p) uz(p)
min b2 b2
P P | us(p)" K(p)us(p) +72
b2 ks
- w(p)" K(p)w(p) Cu2(P>TK(P) ui(p) < AF
D2 b -

K(p)ui(p) = fi
K(p)us(p) = £

Nel

ZUiPiSV*

=1

0<Pmin§Pi§1, 1=1,..., ng.

36

(3.31)

No problema (3.30), w é um fator de peso, com 0 < w < 1, cujo papel é

permitir que o mecanismo flexivel 6timo tenha mais flexibilidade e menos rigidez,

ou vice-versa. No problema (3.31), ks é a rigidez da mola, ¢ é o fator dado pela

equagao (2.26) e A}, ¢ o limitante para o deslocamento no ponto de aplicagao da

forca de entrada f.

Nos quatro problemas de otimizacao em questao, podemos eliminar as res-

tricoes associadas as condigoes de equilibrio do mecanismo flexivel, pois, sendo

nao singulares as matrizes K;, Ky e K, temos

u=K7'f, wu =K'f, u=K'f,

u. = Kz_lfc, u; = Kﬁlfl, Uy = Kﬁlfg.

Desta forma, substituindo os deslocamentos nodais acima nas respectivas

fungoes objetivo, obtemos:

Estrutura
min fTK(p)'f

p

Nel
S. a Z%‘Pi <V
i=1
O<pmin§pi<1a i

1,...,n6l

(3.32)
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Formulagao 1 (Nishiwaki et al. [33])

: fy Ki(p) ' f,
min ———————
P ch Kg(p)fl fc

Nel

S. a Zvipigv*
=1
0<pmingpi§17 7::17"‘7nel

Formulagao 2 (Lima [26])

min (1 —w)log(f) Ka(p)~" £.) — wlog(fy Ki(p)~' )
P
el

S. a Z%piSV*
i=1
0<pmin <pi <1, 1=1,..., ng

Formulagao 3 (Sigmund [37])

fIK(p) ',

min _b2 P2
"o [ BRe)E e
D2 ks
T -1 T —1
S, a fl K(p) f1 —c f2 K(p) fl S A;kn
- Y4 h
sz‘ pi <V*
=1
0<pmingpigla i:17"‘7nel-

37

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Os quatro problemas em questao possuem uma restricao linear de desigual-

dade, associada a quantidade maxima de material que a estrutura ou o mecanismo

flexivel deve conter. No problema (3.35), além dessa restricao, temos outra que

diz respeito ao deslocamento maximo que o mecanismo deve sofrer no ponto de

aplicacao da forca f;. Como podemos observar, tal restricao é nao linear.

Em relagdo ao problema (3.32), notamos que a sua fungao objetivo é quadra-

tica. Nos problemas (3.33) e (3.35), a fungao objetivo é dada pelo quociente de

duas fungoes quadraticas, sendo que o seu denominador é sempre estritamente

positivo, uma vez que a matriz Ky é positiva-definida e os deslocamentos nodais
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u. sao sempre nao nulos. Com respeito ao problema (3.34), devemos ter um
cuidado especial com o termo £/ Ky(p)~*f,, que representa a energia mitua do
mecanismo e nem sempre é positivo. Desta forma, ao aplicar algum método
iterativo de otimizagao, deve-se tomar um ponto inicial de tal maneira que esse
termo seja estritamente positivo.

Claramente, podemos constatar que o problema de otimizacao topoldgica de
uma estrutura é muito mais simples de ser resolvido quando comparado a um
problema de otimizacao topolégica de um mecanismo flexivel. Neste trabalho, os
problemas (3.32) a (3.35) sao resolvidos usando a Programacao Linear Sequencial
e o Método das Assintotas Moveis, descritos nos Capitulos 4 e 5, respectivamente.

Na secao seguinte, vamos discutir um tipo de instabilidade numérica que
aparece na resolucao de um problema de otimizagao topolédgica, bem como uma

estratégia para evitar essa instabilidade.

3.3 Tabuleiro de xadrez

Durante a resolucao numérica de um problema de otimizagao topoldgica,
ocorre um fenomeno indesejavel: a formacao de regides com elementos vazios
e com elementos totalmente preenchidos, dispostos de maneira alternada, seme-
lhante a um tabuleiro de xadrez, conforme mostra a Figura 3.4.

Segundo Diaz e Sigmund [17], uma das possiveis causas do surgimento dessa
instabilidade numérica é a utilizacao de elementos finitos retangulares de quatro
noés com fungoes interpoladoras bilineares para os deslocamentos. De acordo com
eles, o uso desse modelo faz com que a distribuicao de material em formato
de tabuleiro de xadrez seja artificialmente mais rigida do que uma distribuicao
homogénea, considerando o mesmo volume de material empregado.

A maioria dos trabalhos na literatura sugere duas formas distintas para a
eliminagao do “tabuleiro de xadrez” nos problemas de otimizagao topoldgica.
Uma delas é aumentar a ordem do elemento finito (isto é, aumentar o nimero de
nés do elemento), com o objetivo de obter uma aproximacao mais refinada para
os deslocamentos. Entretanto, essa estratégia faz com que o custo computacional
da resolucao numeérica do problema de otimizacao topoldgica fique muito alto,
pois a dimensao da matriz de rigidez global torna-se muito elevada a medida que

aumentamos o numero de nés em cada elemento.
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"tabuleiro
de xadrez"

Figura 3.4: Exemplo de uma estrutura onde aparece o “tabuleiro de xadrez”.

A ocorréncia do “tabuleiro de xadrez” também pode ser evitada através da
aplicacao de um operador matematico denominado filtro espacial. Esse operador
tem o papel de redistribuir as densidades ao redor de cada elemento do dominio,
fazendo com que a distribuicao dessas densidades fique mais homogénea. Um
filtro espacial pode ser definido de modo genérico através do produto de con-
volugao entre uma fungao F' (que deve satisfazer algumas condigoes) e a funcao

p: Q2 — [0, 1], ou seja,

(F s p)x) = [ Flx=y) ply) dy.

Para mais detalhes sobre o assunto, consulte Bourdin [10].

Quando utilizamos um filtro espacial, devemos, em primeiro lugar, definir uma
vizinhanga para cada um dos elementos do dominio. Denotamos tal vizinhanca
por B(i, Tmin), indicando que ela é centrada num elemento ¢ e tem raio ry;,. Para
cada elemento 7, a aplicacao do filtro produz efeito apenas nele e nos elemen-
tos pertencentes a sua vizinhanca, e quanto mais distante um elemento j dessa
vizinhanga estiver do elemento central ¢, menor serd a acao desse filtro sobre o
elemento j. A Figura 3.5 ilustra a vizinhanca de um elemento finito .

De acordo com Bourdin [10], a representagao genérica de um filtro espacial
num meio discreto, para cada elemento e da malha de elementos finitos, é dada

por

(Frope= 3 <pe / F(x—cadx),

ieB(Q rmin)
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L

Figura 3.5: Tlustragao da vizinhanca de um elemento finito i.

onde c, representa o vetor de coordenadas do centro do elemento e.
A seguir, apresentaremos alguns filtros espaciais encontrados na literatura,
que serao aplicados neste trabalho para a evitar o surgimento do “tabuleiro de

xadrez” nas topologias 6timas das estruturas.

3.3.1 Filtro do vetor gradiente da funcao objetivo

Em [37] e em [39], Sigmund propos um filtro espacial que modifica as derivadas
primeiras da fungao objetivo f de um problema de otimizagao topoldgica, com
base em uma média ponderada dessas derivadas calculadas numa vizinhanca
fixa B;, para cada ¢ = 1, ..., ng. Deve ser enfatizado que este filtro é pura-
mente heuristico, mas, de acordo com Sigmund [39], sua aplicagdo teve sucesso
em indmeros casos. Com a utilizagao desse filtro, cada componente df/dp; do

gradiente da funcao objetivo original f é substituida por

. af
ZHija—p_
J

of B
fZJGBZ—A7 i=1,..., ng, (3.36)
Ipi pi Z H;
JEB;
onde

Tmin — Sij SejeBi7

H;, = (3.37)
0, caso contrario.

¢ um fator de peso relacionado ao efeito de aplicacao do filtro em questao, e s;; é

a distancia euclidiana entre os centros dos elementos ¢ e 7. Podemos notar que,
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quanto mais distante um elemento estd do elemento central ¢ de uma vizinhanga,
menor é a atuacao do filtro.

A grande vantagem desse esquema de filtragem é a simplicidade da sua imple-
mentacao e os bons resultados que foram obtidos na literatura. Por outro lado,
como o gradiente da fun¢ao objetivo é modificado e a funcao objetivo permanece
inalterada, as condicoes de otimalidade do problema de otimizacao topoldgica
ficam incompativeis. Na tentativa de amenizar essa incompatibilidade, introduzi-
mos, neste trabalho, dois termos adicionais na funcao objetivo do problema de
otimizacao topoldgica, de modo que, se f é a fungao objetivo original, definimos
uma nova funcao objetivo ftal que

Nel Nel

J?(P) ) + Zgz k) )pi + Zh log (pi), (3.38)

onde
gi(p(k)) — H"A _ M
JEB;
e

v 0f(p")
ap(-)

i,

J
20
eb;

e ¢ > 1 é um fator de penalizagao, fazendo com que a primeira parcela de (3.38),

).

hi<P(k)) _ JEB; , j#i

associada a funcao f, tenha maior relevancia para a minimizacao da fungao f
Quando aplicamos algum método iterativo para resolver um problema de
otimizacdo topoldgica, deve-se observar que os termos g;(p®) e h;(p®) sdo

tratados como constantes, embora sejam atualizados a cada iteracao. Pode-se

af(p®)  af(p™)

mostrar que, se p = p*), entdo = , € que, se a sequencia de
Ipi dpi
iterandos p®, k= 0,1, 2 ..., converge para a solucido étima p* do problema,
9f(p® 9f(p*
entao lim 1(p™) = f(p)7 1=1,..., ng.

Como os problemas de otimizacao topoldgica abordados aqui sao problemas

Nel

de minimizacdo, podemos observar que o termo Z hi(p™) log(p;) de (3.37) faz
i=1
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com que muitas densidades fiquem mais préoximas de zero, o que é compativel

com o objetivo de eliminar densidades intermediarias.

3.3.2 Filtro da média ponderada das densidades

Agora, vamos apresentar um filtro espacial, proposto por Bruns e Tortorelli
[11], que é aplicado sobre as densidades dos elementos. Neste caso, para cada
elemento 7, a densidade original p; é substituida pela média ponderada das den-
sidades dos elementos contidos em sua vizinhanca B;. A nova densidade do

elemento ¢ é dada por

w; (845
¢i = dilp) = Z %Pja (3.39)
JEB; !
onde
exp | ——
2 (3) se S;; <,
wi(sij) = 2m (1) (3.40)
L 0 se S >,

si; € a distancia euclidiana entre os centréides dos elementos 7 e j, e
w; = Z w;(sif) - (3.41)
JEB;

Dizemos que os fatores de peso w;(s;;) definidos pela equagdo (3.40) sao
Gaussianos devido a presenca da funcao exponencial de base e. Podemos no-
tar que apenas as densidades dos elementos tais que s;; < r sao influenciadas
pela aplicacao do filtro.

E importante lembrar que as densidades originais devem ser substituidas pelas
densidades filtradas tanto na funcao objetivo quanto nas restrigoes do problema
de otimizacao topoldgica. A aplicagao de um filtro diretamente nas densidades
tem a vantagem de manter compativeis as condi¢oes de otimalidade do problema
de otimizacgao topoldgica.

Com a aplicagao do filtro em questao, a matriz de rigidez global dada pela

equagao (3.27) torna-se

K — i LZ —wjfj”) pj] K. (3.42)

i=1 LjeB;
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e a restricao de volume de material do mecanismo flexivel fica

Nel

wj (sij) ;
v; ——2 ;| < V™. 3.43
Sou [yt | o )
=1 EBi
Como se observa, mesmo com a aplicacao do filtro, a restricao de volume

permanece linear.

3.3.3 Filtros baseados em operadores morfolégicos

Em [40], Sigmund propos filtros espaciais para as densidades que sdo basea-
dos em operadores morfolégicos. Segundo ele, em processamento de imagens,
esses operadores sao usados para quantificar buracos ou objetos, eliminar ruidos
em imagens e produzir uma inspecao automatica de seus dados. Os operadores
morfologicos basicos sao os de erosao e de dilatagao.

Dado um elemento i qualquer da malha, se qualquer um dos elementos que
pertencem a vizinhanca B; é vazio, o operador de erosao faz com que o elemento
central dessa vizinhanca também fique vazio. Por outro lado, se um dos elementos
que pertencem a vizinhanga B; é preenchido, o operador de dilatacao faz com que
o elemento central também fique preenchido.

Na sua forma discreta, o operador de dilatacao é um operador do tipo “max”,
ou seja, a densidade original de um elemento i é substituida pelo valor maximo
que a densidade assume nos elementos de sua vizinhanca B;. A formulagao “max”
nao ¢ adequada para métodos de otimizacao que necessitam das derivadas das
funcoes envolvidas, pois a funcao “maximo” nao é diferenciavel. Entretanto,

conforme Sigmund [40], uma versdo continua do operador de dilatacao é dada

por
> exp(Bpy)
Pi — Blog jEBT s 'L:]_,...,’I'Lel. (344)
JEB;
Pode-se mostrar que
ﬁlglgoﬁ’ = 1;%%;( Pj s 1=1,..., N (3.45)

7

O operador de erosao é um operador do tipo “min”, ou seja, a densidade

original de um elemento 7 é trocada pelo valor minimo que a densidade assume
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nos elementos de sua vizinhanca B;. Assim como o operador de dilatacdo, a
formulagao “min” também nao é adequada para métodos de otimizacao que
requerem derivadas, pois a funcao “minimo” nao é diferencidavel. Uma versao

continua do operador de erosao, segundo Sigmund [40], pode ser definida como

> exp(B(1 = py))

1 ieB;
5i=1— = log | & R T (3.46)
B M1
JEB;
Neste caso, pode-se mostrar que
lim p; = min p;, i=1,...,ng. (3.47)

B—o0 JEB;

As densidades originais do problema de otimizagao topolégica devem ser subs-
tituidas pelas densidades filtradas pelo operador morfolégico de dilatacao ou de
erosao, tanto na fungao objetivo quanto nas restrigoes. Sendo assim, a restrigcao
de volume de material, que originalmente ¢é linear, passa a ser nao linear.

Conforme Sigmund [40], para obter um esquema numérico estavel, o valor
do parametro § deve ser aumentado gradualmente. Baseado em experimentos
numéricos, ele sugere iniciar a aplicagao do filtro com § = 0.2, no minimo, e
dobrar esse parametro gradativamente até que se atinja 5 = 200.

Ao aplicar o filtro morfologico de dilatacao, a matriz de rigidez global passa

a ser dada por
p

Z exp(fp;)
Z 1

JEB;

el

<=3

=1

| =

e a restricao de volume maximo para o mecanismo flexivel torna-se

. S exp(n)
e 1 ‘ ]
Su |z log | e || < V7 (3.49)
e A W oF
JEB;
Analogamente, para o filtro morfolégico de erosao, obtemos
> " exp(B(1 - p;))
1 JEB;
K = 1——log - K, 3.50
; 5 (3.50)

M1

JEB;

p
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2!
Nel MNel

1 JjEB;
i =1 < V' — . 3.51
2" |5 | S om0 =) 2 v (35D

JEB;

Podemos observar que, quando usamos os filtros morfolégicos de dilatacao
ou de erosao, a restricao de volume, que originalmente ¢ linear, passa a ser nao

linear.

3.3.4 Filtro do seno hiperbdlico

Bruns [12] apresentou um esquema que combina a filtragem das densidades
originais com um outro tipo de penalizagao para as densidades intermediérias,
alternativo ao modelo SIMP. Tal abordagem é denominada método SINH, em
referéncia a utilizacao da fungao seno hiperbdlico.

Neste método, as densidades originais de cada elemento 7 sao filtradas usando
a média ponderada das densidades dos elementos de sua vizinhanca B;, de acordo
com as equagoes (3.39) a (3.41), e sao definidas duas medidas de densidade 1, =
n(p) e ny = no(p). Existem véarias definigbes possiveis para essas medidas, mas,
de acordo com Bruns [12], a versao do método SINH que aparenta fornecer os

melhores resultados praticos é aquela na qual as medidas de densidade sao dadas

por
m(p) = pi, i=1,...,na, (3.52)
) b {p[1 — (o))
sinh{p[1 — ¢i(p )
: =1- =1,..., N, 3.53
7721(p) sinh(p) ) ¢ ) » Tlel ( )
onde ¢;(p), para cada i = 1, ..., ny sdo as densidades filtradas usando as

equagoes (3.39) a (3.41), e p é um fator de penalizagao para as densidades fil-
tradas q/gz(p) Vale lembrar que, neste caso, p nao é o fator de penalizagao do
método SIMP, pois, no método SINH, ele é aplicado na restricao de volume, ao
invés de ser introduzido na funcao objetivo.

A medida 7; deve ser usada na funcao objetivo do problema de otimizacao
topoldgica e a medida 7, deve ser usada na restricao de volume de material.
Devido a presenca da funcao seno hiperbdlico, a restricao de volume, que origi-

nalmente ¢ linear, passa a ser nao linear. Na formulac¢ao de Sigmund [37] (veja o
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problema (3.35)), também usamos a medida 7; na restri¢do nao linear que limita

o deslocamento no ponto de aplicagao da forca.

n,(p)

p

Figura 3.6: Efeito do aumento do fator de penalizacio p do SINH sobre as densidades.

Com a aplicagao do método SINH, a matriz de rigidez global da equagao (3.27)
passa a ser dada por

Nel

K =) pnK;, (3.54)
=1

e a restricao de volume para o mecanismo flexivel torna-se

Neg Neg
> sinh {pli(p) — 1]} < (v* - sz) sinh(p) . (3.55)

i=1 i=1
A Figura 3.6 mostra o efeito da aplicagdo do método SINH para alguns valores
do fator de penalizacao p sobre as densidades intermediarias. Analisando esse
grafico, podemos notar que, a medida que o fator de penalizacao p é aumentado,
o método SINH faz com que uma grande parcela das densidades intermedidrias
seja transformada em densidades suficientemente préximas de 1, em oposicao ao

método SIMP, que aproxima as densidades de 0.



Capitulo 4

Programacao Linear Sequencial

Neste capitulo, apresentamos um método de otimizacao baseado na Pro-
gramagao Linear Sequencial (PLS), que consiste na resolu¢ao de uma sequéncia
de problemas de programacao linear, para aproximar um problema de otimizagao
nao linear. Essa classe de algoritmos é amplamente utilizada na literatura para
resolver problemas de otimizacao topoldgica de estruturas ou de mecanismos
flexiveis (veja, por exemplo, Kikuchi et al. [23], Nishiwaki et al. [33], Lima
26] e Sigmund [37]). Neste trabalho, desenvolvemos uma versao globalmente

convergente da PLS, baseada no trabalho de Gomes et al. [18].

4.1 Descricao do método

Considere o problema de programacgao nao linear

min  fo(x)
s.a  fi(x) =0, i=1,...,m, (4.1)
Xmin S x S Xmax 7
onde x = (1 ... x,)T € R" ¢ o vetor das varidveis do problema, f; : R" - R (i =
0, ..., m) sao fungdes com derivadas parciais primeiras Lipschitz continuas, e
Xmin = (gpin | pmin)T g ymax — (gmax - amax)T g36 vetores que contém, res-

pectivamente, os limitantes inferiores e superiores para as varidveis z;. Lem-
bramos que qualquer problema de otimizacao com restricoes de igualdade e de
desigualdade pode ser colocado na forma (4.1) através da introducao de variaveis

de folga.

47
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Dizemos que x € R™ é um ponto factivel para o problema (4.1) se todas as
restrigoes forem satisfeitas, ou seja, se f;(x) =0, Vi=1,..., m, e se x™" <

max

x < XM Se alguma dessas restricoes nao for satisfeita, dizemos que x € R" é

um ponto infactivel para o problema (4.1).
J& que estamos supondo que as fungoes envolvidas no problema tém derivadas
parciais primeiras continuas, podemos obter uma aproximacao linear para cada

uma delas em torno de um ponto x € R", ou seja, podemos escrever
filx +8) =~ fi(x) + Vfi(x)'s, i=0,1,...,m. (4.2)
Denotamos
Ax) = [VAX) ... Via(x)]" (4.3)

a matriz Jacobiana das restrigoes, e

C(x) = [i(x) .. fm())" (4.4)

o vetor com os valores de cada uma das restricoes no ponto x. Além disso,

definimos o conjunto
X = {xeR" | x™" <x < x™}, (4.5)

Usando as equagoes (4.3) e (4.4) e denotando f(x) = fy(x), podemos re-es-

crever (4.2) em duas partes, como

f(x +s) ~ f(x) + Vf(x)'s = L(x, s) (4.6)

Cx +s) =~ Cx) + A(x)s. (4.7)

A Programagao Linear Sequencial (PLS) é um método iterativo que consiste
na resolu¢do aproximada do problema (4.1) através de uma sequéncia de pro-
blemas de programacao linear, nos quais a funcao objetivo e as restrigoes sao
aproximagoes lineares das fungoes envolvidas no problema original (4.1). Assim,

a cada iteracao k, dado o ponto x| resolvemos o problema

min  Vf(x®)Ts
s.a Ax™)s + cx™) =0 (4.8)
Xmin S X(k) +s< max
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Como se observa, para iniciar a aplicacao do método, devemos fornecer um
ponto inicial x(¥ e um critério de parada, que serd discutido posteriormente neste
capitulo. A solugao 6tima s. do problema da iteracao k é usada para atualizar a
solugao aproximada do problema original (4.1). Deste modo, ao final da iteragao,
fazemos

xkHD) = x®) g (4.9)

4.2 Regioes de confianca

Para evitar que o problema (4.8) seja ilimitado e para garantir a convergéncia
global do algoritmo, acrescentamos uma regiago de confianca, que define a regiao
na qual acreditamos que a aproximagao linear do problema (4.1) seja suficiente-

mente boa. Assim, também exigimos que s satisfaca
Islloc <9, (4.10)

onde > 0 é o raio dessa regiao de confianga. O valor de § deve ser atualizado
a cada iteragao, em funcao do decréscimo da funcao objetivo e da reducao da
infactibilidade do problema original (4.1).

A partir da definigdo do conjunto X em (4.5) e da desigualdade (4.10), con-

cluimos que cada s; deve satisfazer
max{—¢, :E;“in — :ng)} < 5; < min{g, ¥ — :L"g-k)}, j=1,...,n.

Denotando x = x*) | podemos re-escrever o problema de programacao linear

(4.8), acrescido da regido de confianga, como
min Vf(x)Ts
s.a Ax)s + C(x) =0 (4.11)
max{—J, x™" — x(k)} < s < min{g, x™* — x(k)}.

4.3 Critério de aceitacao ou rejeicao do passo

Para medir a infactibilidade de um ponto x € R™ com relacao ao problema

(4.1), usamos a fungao ¢ : R™ — R, dada por

o) = 2 ICEIE
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Ja em relacao ao problema de programacao linear (4.11), que é uma aproximacao
para o problema original (4.1), a infactiblidade é medida pela fungao M : R™ — R
dada por
1
M(x.s) = 3 [ A()s + CRI (1412)

Note que, da equagao (4.12), temos

VM(x,s) = Ax)T(Ax)s + C(x))

VM(x, 0) = Ax)TC(x) = V(x).

Dizemos que um ponto x € R"™ é p-estaciondrio se x satisfaz as condic¢oes
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema

min  p(x)

s.a xXxeX,

onde X ¢é o conjunto definido em (4.5).

Ao resolver o problema original (4.1) de maneira aproximada, existem dois
objetivos a serem alcancados simultaneamente: a reducao da infactibilidade, que
é medida por p(x), e a reducdo da funcdo objetivo f(x). Se f(x) << f(x*)) e
C(x)]]2 << [|C(x®)|l5, podemos concluir que x é uma solucdo melhor que x*)

para o problema (4.1). Por outro lado, nao é claro o que ocorre se
)< fx™) e )l > IO

ou

f) > fM) e 02 < IOED)2.

Diante dessa situacao conflitante, devemos definir uma func¢ao de mérito, cujo
papel é permitir que decidamos se x é ou nao uma solugao melhor que a solugao

k)

x*®) em relacdo ao problema (4.1). Neste trabalho, definimos como funcdo de

mérito a funcao ¥ : R” x R — R dada por
b(x, 0) = 0f(x) + (1—0)p(x), B0, 1]. (4.13)

O papel do parametro 6 é determinar se a otimalidade terd maior relevancia
sobre a factibilidade, ou vice-versa. Mais adiante, nesta se¢ao, explicaremos como

calcular o valor de 6 a cada iteracao do nosso algoritmo.



4.3 Critério de aceitacao ou rejeicao do passo 51

Para decidir se o passo s, serd ou nao aceito, devemos analisar as reducoes

real e prevista da funcdo de mérito (4.13). Para tanto, definimos

A% = f(x) = f(x +5) (4.14)
AL = (%) — o(x + 5) (4.15)

como sendo, respectivamente, a reducao real da funcao objetivo e da infactibili-

dade do problema (4.1). Definimos também

PP = —Vf(x)'s (4.16)

red

Pl = M(x, 0) = M(xs) = SIICIE — 514608 + CIE, (417

que sao, respectivamente, a reducao prevista da funcao objetivo e da infactibili-
dade do problema (4.11).
Usando as equagoes (4.14) a (4.17), definimos agora

Aed = 0AT, + (1 —0) AL

red

Pq = OP™ + (1 —0)P/

red red ?

que sdo, respectivamente, a redugao real e prevista da fungao de mérito (4.13).

Para atualizar o parametro 6 = 6, definimos, em primeiro lugar,

Qzun = min{l, 80, N Gk_l} s

Hiarge _ |:1_'_ ‘gzun’

N
(k+ 1)1
onde N > 0 é um parametro que permite que o parametro # tenha um decréscimo

nao mondétono ao longo das iteragoes. Definimos também

0;"" = sup{@ €[0,1] | Peqg > 0.5 Pje?

F, rfect; opt 1 fet
05 | prapar |+ sePra < 5P (4.18)
_ red red

1, caso contrario.
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De posse desses parametros, determinamos 6, segundo
_ . sup plarge
0, = min{6;", 6,"°}.

A cada iteracao k da PLS, dados os valores de A,.q e de P,.4, aceitamos ou

recusamos o passo s. de acordo com o seguinte critério:

e Se A,.q > 0.1P,.4, 0 passo s, é aceito. Neste caso, atualizamos a solucao
aproximada do problema (4.1) através de (4.9). Além disso, se  Apeq >

0.5P,q, aumentamos o raio da regiao de confianga, tomando

Spp1 = min{ 2.5, [|x™ —x™|| . }.

e Caso contrario, o passo s. é recusado. Neste caso, reduzimos o raio da

regiao de confianga, fazendo

Ors1 = 0.25[js™]| .

4.4 Um algoritmo para a PLS

Sejam dados um ponto inicial (%) € X, um raio inicial para a regido de con-
fianca dp > Omin > 0, g = Onax = 1, e K = 0. O algoritmo abaixo resolve o
problema (4.1) através da PLS. Denotamos A = A(x) e C = C(x).

Algoritmo 4.1

Enquanto nao € satisfeito algum critério de parada,

1. Tentar encontrar um ponto s, que satisfaca

As, = —C
max{ —0.80;, x™" —x®} <'s, < min{0.85;, xmx — x*) 1
2. Se nao foi possivel encontrar s,
2.1. d, — —Vp(x®)
2.2. Determinar &, solugao de
min M (x®, ad,)
s. a  max{ —0.80;, x™" —x® 1 < ad, < min{0.85;, x"* —x®}

a>0
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2.3. Sg «— ad,
2.4. Determinar s, tal que M(x®) s,) < M(x®) ).
3. Caso contrario,

3.1 Partindo de s, encontrar s., solugao de

min Vf(x)'s
s.a As=-C

max{ —0;, x™* —x® 1} < ad, < min{d,, x> —x*®}

4. Determinar 0y, € [0, ™|
5. Se Areq > 0.1P,g
5.1, xD) — x(k) 4 g
5.2. Se Aveq > 0.5P,cq
5.2.1 811 = min{ 2.56, [|xmax — xmin|| 1
5.3. Senao
5.9.1. i1 — Suin
5.4, e 1
6. Sendo
6.1. Sisr — 0.2580 oo
6.2. xb+D — x(k)

6.3. Omax — gk

4.5 O algoritmo esta bem definido

Nesta secao, vamos provar que o Algoritmo 4.1 estda bem definido, ou seja, que
apoés repetir os passos 1 a 6 um numero finito de vezes, podemos obter um novo

k+1) a partir do iterando x¥). Para provar essa propriedade, trés casos

iterando x(
sdo considerados: em primeiro lugar, quando o ponto corrente x*) € X nao é -
estaciondrio e nio existe s,; em segundo, quando x¥) € X néao é p-estacionario e
existe s,,; e finalmente, quando x(®) é factivel e regular para o problema (4.1) e as
suas condicdes KKT nao sio satisfeitas em x*). O primeiro caso é considerado no
Lema 4.5.1, o segundo no Lema 4.5.2, e o terceiro no Lema 4.5.3. Esses resultados

sdo uma adaptacao dos lemas encontrados em Gomes et al. [18].

Lema 4.5.1. Suponha que x*) ndo seja um ponto -estaciondrio e que nao exrista

s,. Entdo, apds um nimero finito de recusas de passo, x¥) + s, € aceito.



4.5 O algoritmo esta bem definido 54

Prova. Se x*) ndo é g-estaciondrio, entdo d, = —Vp(x*®) = —VM(x®, 0) =
—ATC # 0. Além disso, definindo

___ did,
T dTATAd,’
temos
a = mln{a, drglilo{ui/dni}, drf,lilgo{li/dm}} : (4.19)

onde I; = max{—0.8, ™ —xl(k)} e u; = max{0.8Jg, z"** —xgk)}. Observe que
[; <0 e u; > 0. Como x nao é g-estacionario, é facil mostrar que & > 0. Mais

que isso, podemos dizer que & = S, # € (0, 1]. Neste caso,

M(0) — M(s) = M(0) — M(Bad,)

n

52 az

= Badld, — TdeTAdn

(dpdn)? 32 (dpda)’
dTATAd, 2 dTATAd,

(Y-

= (1-5) allaiz

Observando (4.19), notamos que existe 6 € (0, @] tal que, ¥ € (0, 4], temos
|lad, || < §, de modo que

- 9

alldall3 = [ladalle Idall2 > fldn20.

Logo,

Pl = 3(0) — b(s) 2 2r(0) = M(st) = (1-5) s (20)

Agora, usando Taylor, podemos escrever

C(x® +s) = C(x®) + AxM)s + O(|ls||2) .
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Deste modo,

1
oM +5) = SO + )il
= SCEBTCHH) + O AR M)
1
+ ESTA(X(I“))TA(X(M)S + O(|Is[l3)

= MW, s) + O(|ls[3).
De forma analoga, temos
Fx® +s) = Lx™,s) + O([s]3) -
Assim, para J suficientemente pequeno, temos
Area(0) = Prea(8) + O(6%),
de modo que

lim |Ared(5) - Pred(5)|
6—0 (5

= 0. (4.21)

A nossa escolha de 0 garante que P,y > 0.5Pf$, de modo que, de (4.20),

temos 5
Pred > (2 - ﬁ) Hdn“? Z_L :

Como lim 5(§) = 0, temos § < 1 para J suficientemente pequeno, de modo

6—0
que
4]
Pred Z HdnHQZ (422)
De (4.21) e (4.22), temos

. Ared(5>
1 — 1/ = 0. 4.2
500 Prea(0) ‘ 0 (4.23)

Assim, A,.q > 0.1P,.4 para J suficientemente pequeno, de modo que o passo

é aceito. ]

Lema 4.5.2. Suponha que x*) ndo seja p-estaciondrio e que exista s,. Entdio,

em um nimero finito de passos, o ponto x¥) + s, ¢ aceito.
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Prova. Se x®) nao é p-estaciondrio, entao s;', solugao de

min  ||s|s
s.a As = -C
max{ —0.80, x™" —x} < s < min{0.80;, x> —x}

é tal que ||s'||o > 0. Neste caso, supondo que a reducao de passo seja aplicada,
temos
Sesr = 0.25]8]|lo0 < 0.2568 .

Apo0s j recusas de passo, teremos
Srij = 0.257 6y,

0.8
57l

4.5.1 pode ser aplicado. |

de modo que, apds { log, —‘ iteracoes, s, deixa de ser aceito, e o Lema

Lema 4.5.3. Suponha que x®) seja factivel e reqular para o problema (4.1) e que

as condicoes KKT ndo sejam verificadas em x! Entao, se s, sempre existe,

apds um nimero finito de passos, x¥) + s, ¢ aceito.

Prova. Se x*) ¢é regular mas nao é estaciondrio para o problema (4.1), entdo
temos d; = Py (—Vf(x®)) # 0, onde Py denota a projecio ortogonal sobre o

conjunto
N = {seR"| A(X(k))s =0, max{—0d, Xmin—x(k)} < s < min{dg, xma"—x(k)}}.
Seja @ a solugao do problema auxiliar

min oV f(x)?d,
s.a adeN (4.24)
a>0.

Como o problema (4.24) é linear, ad € A, onde A/ denota a fronteira do

conjunto N, Assim, se d;, < min{z* — 2™}, entdo ||ad||c = Jj. Neste caso,
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pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
L(x® 0) — L(x® ad,) = —aVfx®)’d,
> V(D)2 [lad:
(4.25)
> [[VF(xD)]2 [|ad|o
= [[VSxP)]l2 0 -

Uma vez que o vetor s. obtido no passo 3.1 é a solugao de (4.11), temos, de
(4.25), que

Py = L™, 0) — L(x",s.) > Lx®, 0) — L(x", ady) > [V f(x"™)||2 0.

Por outro lado, como x*) ¢ factivel, temos que M (x*), 0) = M(x®), s) = 0.
Assim, 0, = min{1, 85:"96} nao é reduzido com ¢, e temos
Preq = 0,P% > 0,]|V f(x*)]| 265, . (4.26)

red =

Logo, como (4.21) também vale, neste caso, obtemos (4.23) usando (4.21) e
(4.26), de modo que, para ¢ suficientemente pequeno, A,eq > 0.1P,q, € 0 passo é

aceito. -

4.6 Todo ponto limite de {x¥)} é p-estaciondrio
Como vimos, héa trés situagoes nas quais o Algoritmo 4.1 termina uma iteracao:

e Quando x®) é p-estaciondrio, mas infactivel.
e Quando x®) ¢ factivel, mas néo é regular.

e Quando x® ¢ um ponto estacionério do problema (4.1).

Seguindo os passos adotados por Gomes et al. [18] na demonstracao de con-
vergéncia de seu algoritmo de programagcao quadratica sequencial, veremos, agora,
o que acontece quando tomamos uma sequéncia infinita de iterandos produzida

pelo Algoritmo 4.1.
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Lema 4.6.1. Suponha que x* € X nao seja p-estaciondrio. Entao, existem ey,
8, ¢ > 0 tais que, Vx € X, ||x —x*||2 < €1, se o Algoritmo 4.1 acima €

aplicado a x, temos Pr.q > ¢; min{d, 0} }.

Pl = 1M(0) =

1
2% red
$(x), para todo ;. Assim, definindo ¢; = 3¢(x) e 0] = 1, temos o resultado

Prova. Se é possivel encontrar s,, entao 0;," = 1 e P.q >

desejado. Se nao for possivel encontrar s,, entao a demonstracao é semelhante
aquela do Lema 3 de Gomes et al. [18], substituindo a constante 0.9 por 1. Neste

caso, ¢; = 55 [|Vo(x*) |2 [

Lema 4.6.2. Suponha que x* € X nao seja p-estaciondrio. FEntao, existem
€9,06 > 0 tais que, Vx € X, |[x — x*||a < &9,0 > 05, se o Algoritmo 4.1 €

aplicado a x, temos Aveq > 0.1P,cq.

Prova. Vide Lema 4 de Gomes et al. [18]. n

Lema 4.6.3. Suponha que xX* nao seja @p-estaciondrio e que Ky seja um conjunto

infinito de indices tal que kllrlr<1 x®) = x*. Entdo, as componentes do conjunto
€K,

{6k | k € K1} estao afastadas do zero. Além disso, existe co > 0 tal que, para

k € Ky suficientemente grande, temos Ay,eq > Co .

Prova. Vide Lema 5 de Gomes et al. [18]. [

Lema 4.6.4. Suponha que o Algoritmo 4.1 gere uma sequéncia infinita {x*} .

Entao, a sequéncia 0y € convergente.

Prova. Vide Lema 6 de Gomes et al. [18]. n

Hipétese de compacidade H1. A sequéncia {x(k)}i‘;l gerada pelo Algoritmo
4.1 é limitada.

Teorema 4.6.1. Seja {x®}2 | uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo

4.1. Suponha que HI seja atendida. Entdo, todo ponto limite de {x®}2°, ¢é

p-estactondrio.

Prova. A demonstracao é a mesma do Teorema 1 de Gomes et al. [18], substi-

tuindo [ por Lj.
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4.7 O algoritmo encontra um ponto estacionario

Nesta secao, mostraremos que existe um ponto limite da sequéncia gerada

pelo Algoritmo 4.1 que é estacionario para o problema (4.1).

Hipé6tese H2. Seja s, o vetor obtido no passo 1 ou's,, = s, obtido no passo 2.4
do Algoritmo 4.1. Neste caso, |[S,[l2 < O(||C(x*)]]2) .

Esta hipotese é atendida, por exemplo, se's,, é obtido resolvendo-se o problema

de programagao linear

min Z(u; + ul)
i=1

s.a As,—u +u"” = -C (4.27)
max{ —0.80, x™" —x®} <5, < min{ 0.8, x™> —x® }
u,ut>0

partindo de s¢.

Neste caso, supondo que s, seja uma solugao bésica étima do problema (4.27),
se u” = ut = 0, entdo 5, = —B7!C, onde B é uma matriz nao singular for-
mada por um subconjunto das colunas de A. Neste caso, a hipdtese é satisfeita
trivialmente.

Por outro lado, mesmo que alguma componente de u~ ou de ut seja nao nula,

temos 8, = B™}(—=C +u~ —u"), de modo que

[Sall < [B~Hl2 ]| = C+u™ —ut|
< B2 (ICll2 + [[u™ — ul2)

< B2 (IC]2 + [lu™ —uF[l).

Observando que |ju™ + u™||; é a fungao objetivo do problema (4.27) e que se

s, = 0, entdo [Ju™! —ut||; = ||C||;, temos

Isullz < B~ Iz (ICll2 + ICll1) < (1 + v/m) [IBl2]|Clz

de modo que a Hipotese H2 também é satisfeita.
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Lema 4.7.1. Seja x um ponto tal que ||C(x)||2 > B6. Neste caso, existe cg > 0

tal que
M(x, 0) = M(x, 8n(x, 6)) = co0[|[C(x)]]2

sempre que o Algoritmo 4.1 € aplicado a X.

Prova. Se's,, é obtido no passo 1, entao M (s,) = 0, de modo que
~ 1 1
M(0) = M(5,) = 5IC) 15 = 581 C(x)]l2-

Assim, definindo ¢y = (3/2, obtemos o resultado desejado.

Por outro lado, se's,, é obtido no passo 2.4, entao

M(0) — M(E,) > M(0) — M(s?). (4.28)

n
Seja & a solugao do problema irrestrito min M (—a Ve(x)). Neste caso,

= _ Ve(x) Vo (x)
VT AT AV () (4.29)

e, do passo 2.3 do Algoritmo 4.1, s = —yaV(x), onde v € (0, 1]. Logo, de
(4.28) e (4.29), temos

M(0) = M(s,) = M(0) = M(—yaVe(x))

_ _%72&2V<p(x)TA(X)TA(X)Vgo(x) +9aC (%) A(x) Vip(x)

Y (Ve(x)"Vi(x))*
1(1-35) Vo x) T AT AX) Vo (x)

7y Vel
(1-3) [AG)TAX)[]2

o ICTAR AR
= (1=3) e

Sejam, entao, oy e g,,, respectivamente, o maior e o menor valor singular de
A(x). Neste caso,

M(0) = MG) >y (1-3) =00 = v (1~ 5) %ﬁanooong.
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2

Y\ O
—2 3, provamos o Lema. [ |
01

Logo, definindo ¢y = ~ (1 -5

Lema 4.7.2. Seja {x®}%° | uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1. Suponha
que a subsequéncia {x®} ek, convirja para o ponto factivel e reqular X*, que nao
¢ estaciondrio para o problema (4.1). Entdo, existem cy,ky,6" > 0 tais que, para
xc {x® | ke Ky, k>k}, temos

L(x,s,) — L(x,8.) > ¢;min{d, §'}.

Prova. Se a subsequéncia {x")},cx, converge para o ponto factivel e regular x*,
entdo existe ky > 0 tal que, para x € {x® | k € K1, k > ko}, o passo s, existe
(podendo ser igual a zero).
De forma anéloga ao que foi feito no Lema 4.5.3, definamos d, = Pp(—V f(x*)),
onde
[ = {s€ N(A(x)) | x™™ <x+s, +5 < x™},

e N(A(x)) denota o espago nulo da matriz A(x).

Definamos, também, s¢ como a solucido do problema

min L(x, s, +s) = f(x) + Vf(x)T(s, +s)
s.a s = tdy, t>0
I$n + 8llec <6

XmmSX—FSn—I—SSXmaX

(4.30)

E f4cil notar que s¢ = td, é a solucdo de

min (Vf(x)'d,)t
s.a 0<1?<tqa,

onde

, . [0+ sn x4 S, — . [0 =5, T —x; — sy,
tmax = min < 1, min , , min , .
dti <0 — dti _dti dti >0 dti dt .

(3

Como o problema (4.30) ¢ linear e V f(x)7d; < 0, temos t = tyax. Além disso,

como t = 1 satisfaz x™" < x +s,, + s < XM temos

0+ Sy, 0 — Sy,
2 i1 i (g g (P} 0
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Como s, ¢ a solugao de (4.11), temos
L(s,) — L(s.) > L(s,) — L(sp +8%) = —tmax VF(x)7d,. (4.32)

Uma vez que Pr(—V f(x)) é uma funcao continua de x e que x* é regular e
factivel, existem ¢}, ¢, > 0 e ki > ko tais que, para todox € {x® | k € K, k >

kl}v
ld¢]loo < €] e ~Vfx)'d, >d,. (4.33)

0.20
Como [|sp]lec < 0.80, temos, de (4.31), que ¢ > min {1, —} . Assim, de

[SHPS
(4.33), obtemos

, 0.20 02 . [d
t Z mln{l, C—/l} = —/mln{oi, 5} . (434)

Juntando (4.32), (4.33) e (4.34), obtemos, Vo € {x® | k € K, k> ko),

0.2¢, . c
L(s,) — L(s.) > ’ 2 mln{oi, 5} .
. o 0.2, .4
O resultado desejado é obtido tomando ¢; = —— e ¢' = 03" [ ]
Cl .

Lema 4.7.3. Suponha que H2 seja satisfeita e que sejam vdlidas as hipoteses do
Lema 4.7.2. Entdo, existem 3, cy, ky > 0 tais que, sex € {x®) | k€ Ky, k> ky}
e ||C(x)]]2 < Bo, entao

L(x, 0) — L(x, s.) > comin{d, &'}

0°"P(x, 0) = 1,
onde 0°'P € definido em (4.18) e &' é definido no Lema 4.7.2.

Prova. Como no Lema 4.7.2, suponhamos que exista s,,. Neste caso, temos
L(0) — L(sc) = (L(sn) — L(sc)) — [L(0) — L(sn)|- (4.35)
De (4.35), do Lema 4.7.2 e da Hipdtese H2, temos

L(0) — L(s.) = cxmin{d, &'} — O([|[C(x)]]2), (4.36)
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para todo x € {x® | k € Ki, k > ky}. Assim, escolhendo 3 convenientemente,
provamos a primeira parte do Lema.

Por outro lado, da Hipdtese H2, temos M(0) — M(s.) = M(0) — M(s,) <
O(||C(x)||2) . Assim, para 6**? = 1, temos

Prea — 0.5(M(x, 0) — M(x, s.) > ¢ymin{d, &'} — O(||C(x)]]2) -
Logo, tomando [ de forma adequada, provamos a segunda parte do Lema. m

Lema 4.7.4. Suponha que sejam validas as hipoteses dos Lemas 4.7.2 e 4.7.3,

bem como a hipotese H1. Entaio, klirn 0, =0.

Prova. Suponhamos, por contradigao, que a sequéncia {0y}, nao convirja para
0. Como, pelo Lema 4.6.4, {0}, converge, existem k3 > ky e 6 > 0 tais que
0, > é\para k> ks.
Suponhamos, agora, que x € {x® |k € K, k > ks3}. Como M(x,0) —
M(x, s.) > 0, temos
P.eqg > 0[L(x, 0) — L(x,s.)],

de modo que, de (4.36), obtemos
Preg > Ocimin{d, 0"} — O([C(x)]|2) -

Como 6 nao é aumentado enquanto o passo é recusado, podemos dizer que,

enquanto o passo nao é aceito, temos
Preg > Ocymin{s, 8"} — O(|C(X)]l2) - (4.37)

Por outro lado, usando Taylor e o fato de V f e A serem Lipschitz continuas,

obtemos
’Ared - Pred' S 0(52) .

Assim, existe 8 € (0, 8) C (0, in) tal que, se 6 € (0,6) e x € {x® | k €
K17 k Z k3}7

)
|Ared red| < 961 40

Seja, entdo, ky > ks tal que, ¥x € {x | k € Ki, k > ky4}, o termo

O(||C(x)||2) de (4.37) satistaz O(]|C(x)]]2) < 901% de modo que

P.; > Oc min{d, ¢’} — Oc, 250
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Se, além disso, § € [5/10, ~), entao

" SO
P'red Z 9011—0 — 9012—0 = 901%.
Assim, V8 € [6/10, 8) e Vx € {x® | k € Ky, k > ki}, temos
’Ared — Predl S 057
Pred

o que implica que, para algum 0 € [g/ 10, N), 0 passo é aceito. Assim, I, estd
afastado do zero para k € Ki, k > k4, de modo que P,.; também esta afastado
do zero. Como A,.q > 0.1P,.4 e estamos tomando uma sequéncia infinita de
pontos, e como {f;}2; é convergente, concluimos que ¥(x, ) ¢ ilimitada, o que

contradiz a hipdtese de compacidade H1, provando o Lema. [ |

Lema 4.7.5. Suponha vdlidas as hipoteses dos Lemas 4.7.1 a 4.7.3, bem como a
Hipétese H2. Sex € {x®) | k € Ky, k > ky} e ||C(x)|l2 > ad, entio §/05% ¢

uniformemente limitado.

Prova. Quando 6P # 1, observamos que

sup _ Fred _ M(0) — M(sy)
- 2(PLG - Py 2[M(0) — M(sn) — L(0) + L(sc)]

Pela Hipétese H2 e pelo Lema 4.7.1, se x € {x®) | k € K, k > ky}, temos

L, L)=LO) | L(s.) = L(0)
2gsur M(0) — M(s,) | M(0) — M(s,)
L(0) — L(s,)
= 1 M(0) — Ms)
O(IC()])
= se®)l
< 1+ 0(1/6).
Assim, §/6°"P é limitado. [

Lema 4.7.6. Suponha que sao vdlidas as hipoteses dos Lemas 4.7.1 a 4.7.5.
Entdo, existem ks > ky, 0 € (0, 1] tais que, sex € {x® | k € K1, k> ks}, ||C(x)]2 >
ad e 0 <6, entao Aveq > 0.1P,oq.
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Prova. Uma vez que V f(x) é Lipschitz continua, temos
Area = 0[f(x) = fx+sc)] + (1= 0)[p(x) — p(x +sc)]

= O[L(0) = L(sc) + O(0))] + (1 = O)[|ICH)[I3 — IC(x + sn)31/2-

Por outro lado, como A(x) também é Lipschitz continua, vem

ICEIE —ICx+sn)ll; = —sAXx)TARX)se — 2s; A(x)"C(x)
+ [IC(x)[:0(6%) + O(5%)

— 2M(0) - M(s.)] + ICE)]08) + O(&") .
Desta forma,

Avea = 0[L(0) = L(s.) + O(6°)]
+ (1= 0)[M(0) — M(s.) + |C(x)[20(5%) + O(6%)]

= Pua + 00(8?) + (1-0)[[|C(x)[:0(5?) + OF)].
Assim, se [|[C(x)[[2 > ad,

| Aved — Prea| < 0[|C(x)[120(6) + [|C(x)[|20(67). (4.38)
Como 6 é tal que Prg > 0.5[M(0) — M(s,)], o Lema 4.7.1 implica que, para

k € K, suficientemente grande,

C
Prea > 50”0()()”26-

Logo, 0||C(x)]|2/ Prea ¢ uniformemente limitado, de modo que, dividindo am-

bos os termos de (4.38) por P,.4, encontramos

Ared

red

-1

< O0) + 036) < O0) + O(|C(x)|l2/ ), (4.39)

obtendo o resultado desejado. ]
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Lema 4.7.7. Seja {x®1° | uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo 4.1.
Suponha que todos os pontos limite de {X('“)}ZO:1 sejam factiveis e requlares e que
as Hipoteses H1 e H2 sejam vdlidas. Entao, existe um ponto limite da sequéncia

{x®)1e que € estaciondrio para o problema (4.1).
Prova. Vide o Lema 13 de Gomes et al. [18].

Teorema 4.7.1. Seja {x(’“)}ioz1 uma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo
4.1. Suponha que as hipoteses H1 e H2 sejam verificadas. Entao, todos os pontos
limite de {x®)}% | sdo @-estaciondrios. Além disso, se todos os pontos limite
de {x®)} | sio factiveis e regulares, existe um ponto limite X* que estaciondrio
para o problema (4.1). Em particular, se todos os pontos p-estaciondrios sao
factiveis e requlares, existe uma subsequéncia de {x(k)},iil que converge para um

ponto estaciondrio reqular de (4.1).

Prova. Esse teorema é consequeéncia direta do Teorema 4.6.1 e do Lema 4.7.7. m



Capitulo 5

Meétodo das Assintotas Moveis

Neste capitulo, vamos introduzir mais um método numérico amplamente uti-
lizado na literatura para a resolucao de problemas de otimizacao topoldgica de es-
truturas ou de mecanismos flexiveis. O método em questao é denominado Método
das Assintotas Mdveis (MMA), e foi desenvolvido por Svanberg [42]. Estudamos
as caracteristicas principais deste método, bem como uma versao globalmente

convergente, que também foi proposta por Svanberg [46].

5.1 Descricao do método
Considere o problema de otimizacao escrito na forma

min  fo(x)
s.a  fi(x) <0, i=1,...,m, (5.1)

Xmln S X S Xmax ,

onde x € R" é um vetor com as varidveis do problema, f; : R* — R, ¢ =

0, ..., m, sao fungoes duas vezes diferencidveis, e x™* = (zpn ... zmin)T ¢
xmax — (phax - gmaT ¢34 respectivamente, os vetores com os limitantes infe-

riores e superiores para as variaveis.

O Método das Assintotas Méveis (MMA), desenvolvido por Svanberg [42], é
baseado em um tipo especial de aproximacao convexa. Nele, é resolvida uma
sequéncia de subproblemas cujas solugdes sao factiveis (ou quase factiveis) para

o problema de otimizagao (5.1). Este método é capaz de lidar com qualquer tipo

67
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de restrigao, desde que as suas derivadas em relacao as variaveis do problema
possam ser calculadas (analitica ou numericamente).

De acordo com os sinais das derivadas de f; num ponto x*), define-se uma

funcao aproximadora ﬁ(k) da funcao original f;, de modo que ﬁ(k) apresenta termos

do tipo 1/(x; — l](-k)) ou 1/(u§-k) — x;), onde l](-k) ¢ um limitante inferior e ugk) é

um limitante superior para a variavel x;. Conforme Svanberg [42], as fun¢oes

aproximadoras f}k), parai =0, ..., m, sao definidas como
n p(lf) q(k)
e =+ 3 gt ) (52)
onde 8f
(k) _ k )
k k) afz
e
(k) . p@ q
ri? = fi(x®) — 5 T ) W) (5.5)
=1 \Y T i T

k
Como se observa, as retas x; = ug )

funcoes ]/C;(k)

k)~ , L.
exr; = l](- ) sao assintotas verticais das

. Como os valores de l](-k) e de ug-k)

em um abuso de linguagem, que l;k) e ug.k)

sao alterados entre iteragoes, diz-se,

sao “assintotas mdveis”. Também se
k) o . - L .

nota que ﬁ( ) ¢ uma aproximagao de primeira ordem da funcao f; em torno do

ponto x*), ou seja,

TR = f) o U )

Ofi ()
Oz,

8xj( )

paracada i=0,...,m e j=1,..., n. Além disso, as segundas derivadas de

f}k) em qualquer ponto x tal que lék) <x; < ugk) para todo j sao dadas por

k k
o2 ﬁ(k) ngj) N 2qf )

N 5.6
; W =)t (= 1Py (5.6)
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Z(;.“) >0e qgf) > 0 para todo x € R".

k) . ~ .
Logo, ﬁ( ) ¢ uma funcao convexa. Em particular, no ponto x = x(’“)7 temos

Das equagoes (5.3) e (5.4), notamos que p

ﬁ, se (9f1/(9x]>0
2 Ui T
2 (x) = (5.8)
—(k)f—/(kj), se 0f;i/0z; < 0.
[z — lj

Pelas equagoes (5.7) e (5.8), podemos ver que, quanto mais proximos l](»k) e ug-k)

)
j b
portanto, maior serd a curvatura das funcoes aproximadoras ]/‘;( . Desta forma,

estiverem de z}’, maiores serao os valores das segundas derivadas nao mistas e,
as aproximacoes das funcgoes originais f; tornam-se mais conservativas, isto é,
existem valores de [; e u; (para cada j = 1,...,n) para os quais os valores das
fungoes aproximadoras ficam maiores que os valores das fungoes originais no ponto
. ~(k ~(k . ~ .
x(®) Para ver isso, suponha que fz-( ) e fi( ) sejam duas fungoes aproximadoras
. . , . k) —(k k) =(k

diferentes associadas aos pares de assintotas méveis {ﬂj ), u§ Ve {ZJ( ), ug ), res-
7(k) =(k)
;7 <y <

pectivamente. Se " < < ﬂg-k) para todo j = 1, ..., n, entao

fi(k) (x) < fi(k) (x), para f(jk) <z < ™. Por outro lado, se as assintotas méveis lj(-k)

J
k . . . ~ ~ .
e ug ) estiverem suficientemente distantes de x(®) entdo as funcoes aproximadoras

f}k) tendem a ter um comportamento linear em torno do ponto x*). No caso

extremo onde lék) — —00 e ug-k) — 400, as fungoes f}k) tornam-se de fato lineares,
ou seja,

) = fix®) + V)T (x - x®)

que sdo aquelas que aproximam as fungoes originais do problema (5.1) na Pro-
gramacao Linear Sequencial.
k k) o~ . .
No MMA, os valores de lj(» ) e de u§ ) sdo sempre finitos. Dessa maneira, cada
~ . k) ., . .z .
funcao aproximadora f} ) ¢ estritamente convexa em todas as variaveis x;, exceto

f:(k) ¢ independente da

nos casos em que df;(x*))/dz; = 0. Quando isso ocorre,
variavel x;.
O critério heuristico usado para atualizar os valores de l](- ) e de ug ) 6 baseado

nas seguintes premissas:

e Se os iterandos tendem a oscilar, entao eles devem ser estabilizados. Neste

caso, as assintotas deverdo ficar mais préximas do ponto corrente x*).
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e Se o processo de resolucao esta mondtono e lento, entao as assintotas devem

ser “relaxadas”, ou seja, elas deverao ficar mais distantes do iterando atual
x®),

(k

A proposta de Svanberg [45] para a atualizacao de l§k) e de u; ) 6 descrita

abaixo.

e Nas duas primeiras iteragoes, ou seja, quando k = 1 e k = 2, definimos

(k) _ (k) max min
L7 = a7 — 0.5(2f™ —2™), (5.9)
(k) _ (k) max min
u;” = x; + 0.5 — ™). (5.10)
e Para k > 3, tomamos
k k k), (k-1 k-1
(9 = 4 D ), )
k k k), (k— k—
ul? = 2l W gy (5.12)
onde
(0.7, se (:17§k) - xg-k_l))(a:g-k_l) - xg-k_Q)) <0,
'y](»k) = 1.2, se (:cgk) - xg-kfl))(:cg»k*l) — x§-k72)) >0, (5.13)
(k) (k=1)\,.(k—=1) (k=2)y _
[ 1, se (z;7 —x; ) (x; —x; )=0.

J

Sejam x( um ponto factivel para o problema (5.1) e k = 0. Apresentamos
a seguir o algoritmo MMA para a resolugao do problema de otimizacao (5.1),
segundo Svanberg [42].
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Algoritmo 5.1

Enquanto nao € satisfeito algum critério de parada,

1. Determinar x*+Y | solucdo de

(
j J i
o <oy <™ j=1n,
onde
(k) _ min (k) (k)
o’ = max{z;"™, 0.91;" +0.1z;" }
e

(k) _ s [ .max (k) (k)
B;7 = min{x7™, 0.9u;" + 0.1z} .

5.2 Método dual para resolver os subproblemas

Antes de estabelecer o método de resolucao de cada subproblema descrito por
(5.14), vamos introduzir alguns conceitos basicos de dualidade em Programagao
Nao Linear.

Dado um problema de otimizacao nao linear, denominado problema primal,
podemos definir um problema dual associado. Sob certas hipéteses de convexidade
e de qualificagao das restrigoes, os problemas primal e dual tém valores 6timos
iguais para as respectivas funcoes objetivo e, dessa forma, é possivel resolver o
problema primal indiretamente através da resolucao do problema dual.

O problema dual Lagrangiano associado ao problema (5.1) é definido por

max L(x, @)
"

s.a u>0,
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onde
L(x, p) = mf{ +Zu@fz Ll <y < g j=1,..-,n}-

Voltando ao subproblema (5.14), constatamos que este subproblema é con-
vexo, pois cada fi(k) ¢ uma funcao convexa, e ¢ separavel, pois cada termo do
somatorio de ﬁ(k) depende apenas de uma variavel. Sendo assim, de acordo com
Svanberg [42], podemos usar um método dual para resolver tal subproblema,
conforme descrito abaixo.

A fungao Lagrangiana associada ao subproblema (5.14) é dada por
£lx ) = J7 ) + Y [V ().

onde p € R™ é o vetor dos multiplicadores de Lagrange (ou vetor de varidveis
duais) associados as fungbes aproximadoras ]/“}k), i1=1,...,m.

Apos algumas manipulacoes algébricas, obtemos

k
Lix, p) = + p"r® + 3 Ly, ),

j=1
onde (k) ® k) (k)
Po; + KD, Qo; + 1" q;
Ej(‘rja /*l’) = (k) + ®
u; o — Iy Ty — 1
(&
k k k k k
r® = (" )T pi’ = () )T
k k k
a4 = (@) - )" po= (oo )"

Note que g > 0 implica que pg;) + p,Tpgk) >0e q(k + y,Tq(k) > 0. Logo,

k k
)_I_HT ()—Oeq( )+uTq§):
0, £;(x;, p) ndo depende de z;. Neste caso, qualquer z; entre a ) e ﬁ minimiza
Lj(zj, p).

De agora em diante, assumiremos que ao menos um dos termos p(()l;) + qu§ )

ou q[()’;) + uqu-k) seja estritamente positivo. A derivada de £;(x;, p) com respeito

L;j(xj, p) é uma fungao convexa de ;. Quando py;

a z; ¢ dada por
k k k k
r ps) +uTp g+ uTd”
j(xja /’l’) - (k) 9 - (k)
(u;” — ;) (z; —1;7)?

Y
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e a segunda derivada de £;(z;, p) em relagdo a x; é

k k k k
200+ 1R)  2ary + uTq§ )

)C,,/ l‘~’ IJ, =

Uma vez que E;-/ (xj, p) é estritamente positivo, £;(xj, p) ¢ estritamente cres-
cente em z;. Desta forma, podemos obter as seguintes conclusoes sobre o mini-
mizador x}(p) do subproblema dual associado ao subproblema (5.14):

1. Se ﬁ;(a§-k), p) > 0, entao x3(u) = ag.k).

" (k) P ok
2' Se ‘C](ﬁ] ) l’l’) S Oa entao 'I](IJ’) - 5] .

3. Se[ﬁ( ; ,/,L)<Oe E(ﬂ ,u)>0,entéo

k) k k k
I (Y a0 0 B S el ke S R
75 (m) = () ()12 () (Fy1/2 (5.15)

(po; +17P; ) + (90, +1"a;”)

z z . ~ ~ !/
¢ a tinica solugao da equagao L;(z;, w) =0.

Como podemos obter uma expressao explicita para z7(u), o mininizador
do problema dual associado ao problema (5.14), também existe uma expressao

explicita para a fungao objetivo dual W (), que é dada por

(%) (k)

(%)
po; + KD, Qo; + 1 q;
W(p) = ()+Nrk)+Z<OJ iy 205 (£)>'
— z; (1) zi(p) =1

Mais ainda, as derivadas de W () em relagao as variaveis duais y; sdo dadas

(k) (k)

ow Dij dij

5 (n) = +§ < : + 2 (k)>. (5.16)
pi Yo ai(p)  a(p) -

Portanto, o problema dual correspondente ao subproblema (5.14) é dado por

por

max W(p)

. (5.17)
s.a pu; >0, 1=1,...,m.

Uma vez que z;(p) depende continuamente de g (a ndo ser no caso onde
p(k) +u'p; ®) —0 e q( )+uT (k) — =0), temos, da equagao (5.16), que W () é
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uma funcao “suave”. Pode-se provar facilmente que W (u) é uma fungao concava,
pois ela ¢ um minimo de um conjunto de fungoes que sao lineares em p.
Conforme relata Svanberg [42], é importante lembrar que o problema (5.17)
pode ser resolvido por qualquer método baseado apenas no vetor gradiente, desde
que se tome um cuidado especial com as variaveis nao negativas p. Uma vez
resolvido o problema dual (5.17), a solugao 6tima do subproblema primal (5.14) é

obtida diretamente substituindo-se a solugao 6tima dual p* na expressao (5.15).

5.3 Aspectos praticos do MMA

Considere o problema (5.1) e o problema transformado associado

: - 1
min  fo(x) + apz + Z <ci v + édiyl-2>

i=1

5. a f’L(X) - @iz — Y < 07 1= y ey T (518)
Izpingmjgl.;nax7 ]: y eeey TV .
Z/zZ()» 2.:1,...,777/,
z2>0,

onde, ag, a;, ¢; € d; sao numeros reais tais que ag > 0, a; > 0, ¢; > 0, d; > 0,
¢ +d; >0 paracadai =1, ..., m, e a;c; > ag para todo 7 tal que a; > 0.

De acordo com Svanberg [46], as vantagens de se trabalhar com problemas do
tipo (5.18) em relac¢do ao problema (5.1) é que sempre existem solugdes factiveis
para esse problema (mesmo que nao existam solugdes factiveis para o problema
(5.1)) e a facilidade de obtencao das relagdes entre os pontos que satisfazem as
condigbes Karush-Kuhn-Tucker (KKT) dos problemas (5.1) e (5.18). Com efeito,
assuma que X seja um ponto KKT de (5.1), com multiplicadores de Lagrange
associados \; para as restrigoes f;(x) < 0, e suponha que ¢; > \; para todo
i = 1,..., m. Neste caso, (x,y) = (X, 0) é um ponto KKT de (5.18), com
os mesmos multiplicadores de Lagrange \; para as restrigoes f;(x) — y; < 0,
i = 1,..., m. Agora, suponha que (x,y) = (X, 0) seja um ponto KKT de
(5.18), com multiplicadores de Lagrange \; para as restrigoes f;(x) — y; < 0,
com \; < ¢; para todoi = 1, ..., m. Entdo X é um ponto KKT do problema
(5.1), com os mesmos multiplicadores \; para as restrigoes f;(x) < 0. Conforme

Svanberg [46], se nao existirem pontos KKT para (5.1), entdo nao existirdo pontos
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KKT para (5.18) com y = 0, ndo importando quao grandes sejam os valores de
¢;. Entretanto, sempre existird pelo menos um ponto KKT para (5.18) tal que
y # 0.

E importante notar que, se o problema (5.1) é infactivel, temos pelo menos um
y; > 0 em alguma solugao étima de (5.18). De acordo com Svanberg [46], pode-se
mostrar que o problema (5.18) possui pelo menos uma solugao 6tima global.

O problema (5.1) pode ser obtido de (5.18) tomando ap = 1 e a; = d; = 0
para todo ¢ = 1, ..., m. Neste caso, temos z = 0 em qualquer solucao 6tima
do problema (5.18). De acordo com Svanberg [45], ¢; deve ser suficientemente
grande, de tal maneira que y; torne-se “cara”. Dessa forma, teremos y; = 0 para
toda solugao 6tima de (5.18), e o vetor x correspondente serd uma solugao 6tima
de (5.1). Entretanto, com o objetivo de evitar instabilidades numéricas, nao
devemos escolher valores muito altos para as constantes ¢;. A saida é aumentar
gradativamente os valores de ¢; até obtermos y; = 0 para todo¢ =1, ..., m na
solugao 6tima de (5.18).

Algumas vezes, as varidveis x; podem nao ser limitadas inferiormente e/ou
superiormente. Neste caso, Svanberg [45] sugere que se escolha “limitantes ar-
min

tificiais” aj™ e 2™ tais que a verdadeira solugao x satisfaga as restrigoes do

tipo 27" < x; < 2. Segundo ele, o valor de 7™ — x7™ nao precisa ser

min max

b ou x; :ill'j na

solugao 6tima de (5.18), devemos, conforme o caso, diminuir o valor de z

necessariamente alto, mas, se para algum j, tivermos z; = x
min

J
aumentar o valor de z"**, e resolver novamente o subproblema (5.18), partindo

da tltima solugao obtida.

ou

Reescrevendo o problema de otimizagao topolégica de uma estrutura, dado
em (3.32), na forma (5.18), obtemos

Estrutura
min fTK(p)™'f + 2 + 10%y
P

1 el §
S. a W(;vim—v> —y <0

0< pmin <p; <1, 1=1,..., Ng.

Também podemos re-escrever os problemas de otimizagao topolégica de meca-
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nismos flexiveis (3.33), (3.34) e (3.35) na forma (5.18), conforme descrito abaixo.

Formulagao 1 (Nishiwaki et al. [33])

: fl;f Kl(p>_1 fa 5
———— 10
m’}n fTKy(p) 1 £, + 2z + Y

1 Nel
S. a W(Zwm—V*) —y<0
i=1
0< pmin <p;i <1, 1=1, ..., ng
y >0, z2>0.

Formulagao 2 (Lima [26])

min (1 —w)log(ff Ky (p)~*f.) — wlog(ff Ko(p) ™' £,) + z + 10%y

p
1 Nel
S. a W(Zvipi—‘/*) —y<0
i=1
0 < pmin < pi <1, 1=1,..., ng
y >0, z22>0.

Formulagao 3 (Sigmund [37])
fTK(p) 'f

. b2 P1 5 5
min —— = + z 4+ 10°y; + 10°%y
p p | BEKp) ' | p ! ?
—~= Z - + -
| CETK(p) %K(,))—lf
S. a *(1 L2 I—Afn)—ylﬁ()
Az, b1 yai
1 Nel i
Ve <ZU1‘P@' - V) —42<0
i=1
0<pmin§pz~§1, izl,...,nel

y>0, z>0.
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5.4 Versao globalmente convergente do MMA

A primeira versao do Método das Assintotas Moveis, descrita acima, apesar
de ser usada com bastante frequéncia na literatura sobre otimizacao estrutural,
nao apresenta a propriedade de convergéncia global. Por esse motivo, Svanberg
[43] desenvolveu uma versao globalmente convergente do método, denominada
GCMMA (Globally Convergent Method of Moving Asymptotes), cujas principais
diferencas em relagao a versao original é a introdugao de um parametro de pe-
nalizacao nao mondtono ¢£k) nas fungoes que aproximam as funcgoes originais
do problema (5.1) e a utilizacao simultanea das assintotas l](-k) e u§k) em cada
termo do somatério da fungao definida em (5.2). De fato, pelas equagoes (5.2) e
(5.3), podemos notar que apenas uma dessas assintotas aparece em cada termo
do somatério em questdo, em funcdo do valor da derivada de f; no ponto x*.
Svanberg [44] também descreve uma estratégia que leva em conta a curvatura das
fungdes aproximadoras (5.2) através da introducao das derivadas segundas nao
mistas das fung¢oes do problema original (5.1) nos parametros pg-f) e ql(f ),

Com o objetivo de evitar o uso do parametro de penalizagao nao mondtono
c;SZ(-k) ou das derivadas segundas das funcoes originais na definicaio do GCMMA,

Bruyneel et al. [13] e [14] desenvolveram uma outra variante do MMA, na qual

os parametros pg-c) e qz-(f)

sao atualizados de acordo com o valor das derivadas
primeiras da fungao objetivo do problema (5.1) em duas iteragoes consecutivas.
Essa estratégia é denominada GBMMA (Gradient Based MMA Approzimations).

Neste trabalho, adotamos uma outra versao globalmente convergente do MMA
proposta por Svanberg [46], denominada Método de Aproximagoes Convezas Sepa-
raveis Conservativas (CCSA). Esse método foi escolhido porque, segundo Svan-
berg, apresenta bom desempenho para problemas com um nimero muito grande
de variaveis, mesmo que as matrizes Hessianas da funcao objetivo e das restrigoes
sejam densas.

Um método CCSA é composto por iteragoes externas e por iteracoes inter-
nas. Uma iteracdo externa comeca a partir do iterando x*) e termina com um
novo iterando x*+Y. Em cada iteracdo interna, a funcio objetivo original e as
restrigoes sao substituidas por certas fungoes convexas separaveis que aproximam
as funcoes originais em torno do ponto x*). A solucao 6tima do problema aproxi-

mado pode ser aceita ou rejeitada. Se tal solucao for rejeitada, devemos resolver
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um subproblema modificado. Este processo é repetido até que os valores das
funcoes aproximadoras sejam maiores ou iguais aos das fungoes originais. Quando
isso acontece, as funcgoes aproximadoras sao ditas conservativas, e a solugao étima
do subproblema aproximador pertence ao conjunto viavel original.

Os métodos CCSA introduzem a curvatura (isto é, as informacgoes sobre as
segundas derivadas) tanto na fungao objetivo quanto nas restrigdes do problema
original. Essa curvatura ¢é atualizada durante as iteracoes internas, até que as
fungoes aproximadoras tornem-se conservativas. Neste caso, nao é necessario

realizar uma busca linear.

5.4.1 Descricao geral do método CCSA

No método CCSA, o indice k é usado para denotar as iteracoes externas,
enquanto que o indice [ estd associado as iteragoes internas. O indice duplo (k, 1)
representa a [-ésima iteracao interna da k-ésima iteracao externa.

Conforme relata Svanberg [46], devemos escolher um ponto inicial factivel
(xM, y® 2M) para o problema (5.18). Em cada iteracdo externa k, um sub-
problema que aproxima o problema original (5.1) deve ser resolvido, partindo do
ponto (x*), y®) () Este subproblema é obtido de (5.18) substituindo X por
um certo subconjunto convexo X*) e trocando as fungdes fi(x) por funcdes es-
tritamente convexas separdveis gEk’O) (x), satisfazendo g§’“°) = f;(x®). A solucéo
6tima deste subproblema é denotada por (X0, y(0) 2(k0))

Se gi(k’o) (XE0) > (%) para todo i = 0,1,...,m, a iteracio interna é ter-
minada, e o ponto inicial para a préxima iteracio externa é (x(¥+1) y(k+1) o(k+1)) —
(x(k0) §k0) 2(k0))  Caso contrario, as iteracdes internas sio repetidas até que
ggk’l) x*D) > f,(x*D) para todo i = 0,1,...,m. De acordo com Svanberg [46],
isso sempre acontece em um numero finito de iteracoes internas. Assim, o ponto

(x(kh) gk Z(kDY & usado como ponto inicial para a préxima iteracio externa.
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5.4.2 Escolha das funcoes aproximadoras

Segundo Svanberg [46], um subproblema CCSA é definido, para k € {1,2,3,...}
ele{0,1,2,...}, como

. — 1
min g(()k’ V(x) + agz + Z <Ci vits diy?)
i=1
D) = az —y: <0, i=1..,m,

xe X®  y>0, z2>0.

(5.19)
s.a g

O conjunto X*) é escolhido como X = X(x* a®)) onde o®) € R™ é um
vetor de parametros estritamente positivos e X (&, o) é um subconjunto de X

definido por
X o)={xeX |z; € [§—090;, §+090;], j=1,...,n}.
Assim, podemos definir

X0 = {x eX|ue [x(’“) —0.90;, 2" +0.9aj] =1, .., n} .

J

s . ~ k , .
O critério para a escolha dos valores dos parametros a](. ) serd dado mais

adiante. Por enquanto, é suficiente supor que cada vetor o®) pertence a um

conjunto compacto S da forma
S={ocecR" | U?ingajga;nax, j=1,...,n},

onde " e 0™ sao numeros reais tais que 0 < o™ < o7"** < o0,

J
(k, 1)

De acordo com Svanberg [46], as func¢oes aproximadoras g, ’(x) para cada

subproblema CCSA sao definidas como

g"P(x) = vi(x, xB, a®) + o wi(x, x® 6®), =01, m, (5.20)

(2

onde gzﬁl(k D> 0éum parametro de penalizacio, v;(x, x*), ¢®)) e w;(x, x®, a®)

sao fungoes reais definidas no conjunto
D={(x, ¢ 0)eR" | (X, 08, xcX(& o)} (5.21)

satisfazendo as seguintes condicoes:
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1. v; e w; sao fungoes continuas no conjunto D,

8?&‘ 8’UZ‘ r . , ,
2. Vv, = .. existe e é continuo em D),
o0x, ox,,

8w,~ 8w, r . , ,
3. Vyw; = . existe e é continuo em D,
61'1 6xn

4. a matriz Hessiana V?2_ v; existe e ¢ continua em D,

5. a matriz Hessiana V2 w; existe e é continua em D,

6. vi(x,& 0)=fi(x) se x=€€X,

7. wi(x, € 0)=0 se x=£€X,

8. V.ui(x, & 0)=V[fi(x) se x=€€X,

9. Vowi(x,&,0)=(0,...,0) se x=£€X,
10. V2, vi(x, &, o) é semipositiva-definida para todo (x, &, o) € D,
11. V2, w;(x, &, o) é positiva-definida para todo (x, €, o) € D.

Das condic¢oes 1-11 acima, concluimos que as fungoes g(k’l)

; sao aproximagoes

de primeira ordem das funcoes f; em torno do ponto x*), ou seja,

g"x®) = fx®) e VPP (x®) = vf(x®) .

o . : k1
Mais ainda, as funcgoes aproximadoras g( )

i sao estritamente convexas, ja que

¢§k’l) >0. E importante lembrar que, quanto maior for o valor de ¢§k’l)

, mais
conservativa serd a aproximacdo das funcoes originais em torno do ponto x(*.
Além das condicoes 1-11, as fungoes aproximadoras devem ser separdveis, isto €,

devem ter a forma

k,l
gV (x) = gl +Zgz

Segundo Svanberg [46], a propriedade de separablhdade das funcgoes aproximado-
ras ggk’l) nao é usada na andlise tedrica da convergéncia global do método CCSA,
mas ela é essencial quando resolvemos problemas de grande porte.

Para cada escolha das funcoes v; e w; e para cada vetor fixo A € R™ tal

que A > 0, a fungao Lagrangiana L£(X, y, z, A) correspondente ao subproblema



5.4 Versao globalmente convergente do MMA 81

(5.19) pode ser minimizada analiticamente em relacio ax € X y >0e 2 > 0.
De acordo com Svanberg [46], se d; > 0 para todo ¢ = 1, ..., m e um termo
e 2% for adicionado & fungao objetivo de (5.19), tal solugao analitica nos dd um
tnico minimizador global (X(A), ¥(X), Z(X)). Neste caso, a funcao dual concava
©(A) = LX(N), Y(A), Z(A), A) torna-se explicita, e o problema dual que con-
siste em maximizar p(X) sujeita a A; > 0, ¢ = 1, ..., m, pode ser resolvido,
por exemplo, usando o Método dos Gradientes Conjugados ou um método do
tipo Newton, combinado com uma estratégia para lidar com as restri¢oes de nao
negatividade das variaveis duais. Se X 6 uma solucao 6tima deste problema dual,
entdo (x,y, 2) = (X(A), ¥(A), Z(A)) é a unica solugdo Gtima do subproblema
(5.19).

Neste trabalho, escolhemos as fungoes aproximadoras do problema (5.19) suge-

ridas por Svanberg [46], definidas por

k.l ij ij k.1
g (x) = E:( CHRE ) + Y, (5.22)
u: —

(k)
SNy T T

(k)

. (ke .
onde as assintotas moveis l§ ) e u; sao dadas por

k) _ (k) (k) k) _ (K (k)
e os coeficientes pl(f ) , qg?’l) e rgk’l) sao
(k1) (k)
dfi b; 0
0 = o a0, Ly 0 (5.21)
J
(k, 1) (k)
ofi ¢; 0
qgc’l) = (Jj(k))2 max {O, —8—£(X(k))} + TJ, (5.25)
J
n (k1) (k. 1)
k1 Di; "t
= fix®) =y (5.26)
j=1 9;

Fazendo algumas manipulagoes algébricas, podemos escrever a equagao (5.22)

como

() = vilx, xB, 0 ®) 4 o wi(x, xB, @), (5.27)

()
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onde
0fi ofi
v 20, - &) oy L)@, -6
vi(x, & o) = fi(§) + > J s _@)zﬂ . (5.28)
e ~_ ( )*
1 rj — &
’[Uz(X7 €7 0’) 2 = (7]2- —_ (33'] — 5]) (529)

De acordo com Svanberg [46], as equagoes (5.22) a (5.29) definem a versao
globalmente convergente do MMA. O método original, encontrado em [42], pode
ser considerado um caso especial dessa versao, fazendo qbgk D=0 para todo k €
{1,2,3,...} el €{0,1,2,...}. Analisando as equagoes (5.3) e (5.4), observamos
que, no MMA original, cada varidvel z; fica limitada por apenas uma de suas
assintotas na equagao (5.2), pois, de acordo com o sinal da derivada Jf;/0z;, um
dos termos p;; e ¢;; (associados a variavel ;) é igual a zero. Quando 9f;/0z; = 0,
a varidvel x; nao fica limitada por nenhuma de suas duas assintotas, e, neste caso,
temos p;; = ¢;; = 0. Ja no MMA modificado (CCSA), podemos constatar, pela
inspecao das equacoes (5.28) e (5.29), que cada uma das varidveis z; é limitada
pelas suas duas assintotas na equacao (5.22), pois os parametros gbgk’l) e Uj(k) Sa0
estritamente positivos e, tanto em (5.24) quanto em (5.25), o primeiro termo do

, . . (k1)
segundo membro é sempre maior ou igual a zero. Dessa forma, os valores de p;

(5,1) K
e qij’

Para ilustrar o comportamento da fun¢ao aproximadora (5.27) em fungao do

serao sempre estritamente positivos.

parametro de penalizac¢do ¢, vamos aproximar f(z) = (z—0.5)(x —2)(z —3) em
torno do ponto x = 2, usando a equagao (5.27), e escolhendo alguns valores para
¢. O resultado é apresentado na Figura 5.1.

A partir dos gréaficos da Figura 5.1, percebemos que, quanto maior for o valor
do parametro ¢, maior serd a curvatura da funcao aproximadora, e menor sera
a regiao onde temos uma boa aproximacgao para a funcao original em torno de
um determinado ponto. Sendo assim, quando ¢ assume valores excessivamente
altos, o método em questao gera passos muito pequenos, o que contribui para

uma lentidao na convergéncia para a solu¢ao étima do subproblema (5.19).



5.4 Versao globalmente convergente do MMA 83

0=1.0 9=20 0=50

—forig —forig
——faprox. ——faprox.

Figura 5.1: Tlustragao do comportamento da funcao aproximadora (5.27) em fungao do

parametro de penalizagao ¢.

5.4.3 Critérios para a atualizacao de gbgk’l) e J](-k)

Para completarmos a caracterizacao da escolha das funcgoes aproximadoras

gEk’l) em cada iteracao de um método CCSA, devemos estabelecer critérios para

(k1) o (F)
7 Ve

a atualizagao dos parametros ¢
Os parametros de penalizacao gzﬁgk’l) devem ser estritamente positivos. Quanto
maiores forem os valores destes parametros, mais conservativas serao as apro-
ximagoes. Durante uma iteracao externa k, as tnicas diferencas entre duas ite-
ragoes internas sao os valores de qbz(»k’l).
De acordo com Svanberg [46], para [ = 0, devemos tomar
o0 =1, (5.30)

7

¢Ek+1,0) — max {0.1¢§k’l(k)), ¢;nin} 7 (5.31)

~

onde (k) é o nimero de iteragoes internas necessarias para encontrar a solu¢ao
6tima do subproblema da iteracio externa k, e ¢™" é um nimero “pequenc”
estritamente positivo, tal como 107°, por exemplo.

Em cada iteracao interna, a atualizagao de ¢§k’l) ¢ baseada na solucao do

subproblema mais recente. Conforme Svanberg [46], se gfk’l)(i(k’l)) < fi(x®0) ¢
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¢§k’l+1) tal que

k1)~ ~
g IERED) = fE)

i

natural escolher

Assim, usando a equagao (5.20), definimos qﬁgk’lﬂ) = (bgk’l) + 5fk’l), onde
~ k)~
s _ L&) — g &)
i wy (XD x (), g ()
De acordo com Svanberg [46], com o objetivo de obter um método globalmente
convergente, o valor de ¢§’“’+” ¢ modificado da seguinte forma:
gten _ [ min {1060, 110" + 5 b se 60 >0 (5.3
¢Z(k,l)7 o 5i(k,l) <0 '

Isso significa que, a cada nova iteracao interna, os valores dos parametros de
penalizacao ¢; aumentam ou permanecem os mesmos, mas nunca diminuem. En-
tretanto, é importante que eles sejam reduzidos no inicio de cada iteracao externa,
conforme mostra a equagao (5.31). Caso contrario, o método poderd gerar passos
de tamanho muito pequeno.

A atualizacao dos parametros (TJ(-k) depende das funcoes v; e w;. No caso da

equagao (5.29), a matriz Hessiana V2 w;(x, £, o) ¢ diagonal, com

82w,- 1 .
W(X’£’0>Zﬁ>0’ Vi=1...,neV(x,&0)€D, (5.33)
j j

onde o conjunto D ¢ aquele definido na equagao (5.21). Na equagao (5.33), a
igualdade ¢é realizada se x = £. Podemos notar que a curvatura da fungao w;
na direcao do eixo x; aumenta quando os valores de o; diminuem. Isto sugere
a adocao do seguinte critério para atualizar 0§k): se uma certa varidvel x; estd
oscilando em sinal, entao ela deve ser estabilizada por um decréscimo no valor
do parametro o; correspondente; se tal varidvel z; ¢ monotonicamente crescente
ou monotonicamente decrescente, entao deve haver um acréscimo no valor de
o;. Conforme Svanberg [46], uma maneira possivel de realizar tal atualizacao é

definir, para k =1e k = 2,
o) = gy(a™ — anin), (5.34)
onde oy = 0.5, por exemplo. Para k > 3, toma-se

N (5.35)

onde fy](-k) estd definido na equagao (5.13).
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5.4.4 Algoritmo do método CCSA

Nesta secao, vamos apresentar o algoritmo CCSA para resolver o problema

(5.1). Sejam dados um ponto inicial x’ € X e k = 0.
Algoritmo 5.2

Enquanto nao € satisfeito algum critério de parada,
1. Calcular 0](-k) sequndo (5.34)-(5.35).
2. Calcular lj(k) e ugk) sequndo (5.23).
3.l ——1
4. Repetir
4l le—1+1
4.2. Calcular ng(k Y sequndo (5.30)-(5.32).
4.8. Calcular pzf “ quk D e rl(k’l) sequndo (5.24)-(5.26).
4.4. Obter X5V resolvendo o subproblema (5.18)
5. Até que gV (®EDY < f(xKED) Vi
6. x+D) gk D

5.4.5 Convergéncia global do método CCSA

Seja © o conjunto de pontos KKT do problema (5.18). De acordo com Svan-

berg [46], pode-se mostrar que o conjunto €2 é nao vazio. Seja também
12 — (x™, O = Xy, 2) = (x B,y ™, 2.

Svanberg [46] mostrou que, em cada iteragao externa, o nimero de iteracoes
internas ¢ finito e que o parametro de penalizacao ¢£k) permanece limitado. Ele
provou também que todos os iterandos sdo pontos factiveis para o problema (5.1)
e que eles pertencem a um conjunto compacto. Usando esses e mais alguns re-
sultados, Svanberg [46] mostrou que o método CCSA ¢é globalmente convergente.

Esta propriedade é enunciada no Teorema 5.4.1.
Teorema 5.4.1. Se aplicarmos o método CCSA ao problema (5.18), entao
Jim [ — (x ®,y®, )| =0.

Prova. A prova pode ser encontrada em Svanberg [46]. [ |
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Capitulo 6

Resultados Computacionais

Neste capitulo, resolvemos alguns problemas classicos de otimizacao topolé-
gica, encontrados na literatura, através das formulagoes estudadas neste trabalho,
usando a Programagcao Linear Sequencial (PLS) e a versao globalmente conver-
gente do Método das Assintotas Mdveis (MMA), descritas nos Capitulos 4 e 5,
respectivamente. No primeiro exemplo, determinamos o formato 6timo de uma
viga (que é uma estrutura rigida). No segundo, encontramos o formato 6timo de
uma pinga, e, no terceiro, o de um inversor de deslocamentos. Esses dois ultimos
sao exemplos de mecanismos flexiveis. Os testes foram realizados com o objetivo
de comparar os dois métodos de otimizacao em questao, bem como analisar o
efeito da aplicacao dos filtros estudados neste trabalho para eliminar a formagao
do tabuleiro de xadrez. No caso dos mecanismos flexiveis, tais andlises foram
feitas usando a formulagao de Nishiwaki et al. [33]. Para completar nosso estudo,
mostramos alguns exemplos obtidos com as formulagoes de Lima [26] e fazemos
uma comparacao entre as formulagoes de Nishiwaki et al. e de Sigmund [37]. Os
dois métodos de otimizagdo (PLS e MMA) e todas as rotinas necessarias para
a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) foram implementados em
MATLAB® (versao 7.4). Todos os resultados foram obtidos em um computador
pessoal com processador Intel Pentium D 935, de 3.2 GHz e 512 MB de memoéria

RAM, usando o sistema operacional Windows XP.
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6.1 Problemas testados

6.1.1 Exemplo 1 - Viga em balanco

Seja o dominio retangular mostrado na Figura 6.1, submetido a uma forca
vertical f = 1 N (para baixo) no ponto A (ponto médio da aresta lateral direita
do dominio). Consideramos que a aresta lateral esquerda da viga esta engastada,
impedindo os deslocamentos nodais tanto na horizontal quanto na vertical. Por
simplicidade, consideramos que a viga tem uma espessura de 1 ¢m, que o médulo
de Young do material que a compde é de 1 N/cm?, e que o respectivo coeficiente
de Poisson ¢ igual a 0,3. A estrutura 6tima deve conter, no méximo, 40% do

volume total do dominio.

Alf 30 cm

Yy
A

60 cm

Figura 6.1: Dominio no qual uma viga deve ser construida.

6.1.2 Exemplo 2 - Pinca

A Figura 6.2 mostra um dominio no qual deve ser projetada uma pinga. De-
vido ao fato da pinga possuir um eixo de simetria horizontal, apenas a metade
superior do dominio original é apresentada. A espessura da pinga é de 1 mm. O
médulo de Young do material que constitui essa pinga é igual a 210000 N/mm?,
e o respectivo coeficiente de Poisson vale 0,3. O mecanismo 6timo deve conter,
no maximo, 20% do volume total do dominio.

No canto inferior esquerdo desse dominio (ou seja, no ponto A), é aplicada
uma forca horizontal f,. Para que a pinca em questao entre em contato com
um objeto, o deslocamento desejado deve ocorrer no ponto B. Neste ponto, é
mostrada a aplicagao da forca ficticia f;, (exercida pelo mecanismo sobre o objeto

que deve ser segurado). A intensidade dessas duas forgas é iguala 1 N. A forca de
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reacao f. = —f;, exercida pelo objeto sobre a pinca, também aplicada no ponto
B, nao é mostrada na Figura 6.1, por simplicidade. Para simular a simetria
da pega, em toda a base do dominio, foram colocados apoios que impedem os
deslocamentos na vertical. Além disso, no canto superior esquerdo do dominio,

um apoio restringe os deslocamentos tanto na horizontal quanto na vertical.

60 mm

< -

30mm 15mm

1
A Omm )

YV YY"

Figura 6.2: Dominio da metade superior de uma pinca.

6.1.3 Exemplo 3 - Inversor de deslocamentos

Um dominio retangular onde deve ser construido um inversor de deslocamen-
tos, com as suas dimensoes, ¢ mostrado na Figura 6.3. Uma vez que esse inversor
também possui um eixo de simetria horizontal, trabalhamos apenas com a metade
superior do seu dominio. A espessura do inversor é de 1 mm. O moédulo de Young
do material que constitui esse inversor ¢ igual a 210000 N/mm?, e o respectivo
coeficiente de Poisson vale 0,3. O mecanismo étimo deve conter, no maximo,
20% do volume total do dominio.

Aplicamos uma forga horizontal f, & esquerda no ponto A (canto inferior es-
querdo do dominio). O deslocamento desejado deve ocorrer no ponto B, no sen-
tido contrario a aplicagao da forga f,. Por esse motivo, o mecanismo flexivel deste
exemplo é chamado de inversor de deslocamentos. A forca de reacgao f. = —fj,
também aplicada no ponto B, nao é mostrada na Figura 6.3, por questao de
simplicidade. Os apoios da base do dominio apenas simulam a simetria da estru-
tura, impedindo os deslocamentos na vertical. O apoio real do inversor aparece
no canto superior esquerdo da Figura 6.2. Esse apoio impede os deslocamentos

tanto na horizontal quanto na vertical.
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60 mm

= =

30 mm

A B

Y Y Y Y Y YT Y Y YN

Figura 6.3: Dominio da metade superior de um inversor de deslocamentos.

6.2 Comparacao dos métodos e filtros utilizados

Nesta secao, apresentaremos os resultados encontrados para cada problema
usando a Programacao Linear Sequencial (PLS) e o Método das Assintotas Méveis
(MMA), e analisar o efeito de cada um dos filtros estudados neste trabalho.

Em todos os testes computacionais realizados, o dominio original foi subdi-
vidido em elementos finitos retangulares, conforme apresentado no Capitulo 3.
As solugoes 6timas foram obtidas através de um aumento gradativo do fator de
penalizacdo p do método SIMP. Assim, dado um ponto inicial p® € R (n,
é o nimero de elementos finitos do dominio discretizado), obtivemos a solucao
6tima com p = 1,0. Em seguida, esta solucao foi usada como ponto inicial para
encontrar a solucao 6tima com p = 2,0, que, por sua vez, foi usada como ponto
inicial para encontrar a solugao 6tima com p = 3,0. Essa estratégia, denominada
Meétodo da Continuagdo (vide Allaire e Francfort [2]), tem como objetivo es-
capar de minimizadores locais do problema de otimizacao topoldgica, permitindo
a obtencao de uma aproximacao mais adequada para o minimizador global do
problema em questao.

Quando usamos os filtros morfoldgicos de dilatacao e de erosao, para cada valor
do fator de penalizacao p do método SIMP, atribuimos os valores 0,2, 0,4, 0,8
e 1,6 para o parametro 3 que aparece nas equagoes (3.44) e (3.46). Esses valores
de  foram aumentados gradativamente, de maneira que, para cada valor de p, a
solucao 6tima encontrada com um valor de § foi usada como ponto inicial para
obter a solugao 6tima com o valor seguinte deste parametro. No caso do filtro
do seno hiperbdlico, o pardmetro p que aparece nas equagoes (3.53) e (3.55) foi

aumentado gradativamente, da mesma maneira como no método SIMP. Para o
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filtro em questao, usamos p = 1,0, 2,0, 3,0, 4,0 e 5,0.

Em todos os testes que efetuamos, utilizamos um critério de parada baseado
na norma do passo, interrompendo o algoritmo quando o valor dessa norma era
inferior a 1073, Além disso, nos casos em que aplicamos os filtros de dilatacao
ou de erosao, o numero maximo de iteracoes permitido para cada valor de [ foi
de 125. Para os outros filtros, esse nimero maximo foi igual a 500 para cada um
dos trés valores de p usados.

Os resultados obtidos estao dispostos em varias tabelas, que mostram o valor
da funcao objetivo, o nimero de iteragoes e o tempo gasto pelos métodos para
encontrar a solucao étima aproximada em cada exemplo. Para cada um desses trés
itens, mostramos também um coeficiente associado ao desempenho dos métodos,
que definimos pela razao vprs/vypa, onde vprg representa os valores obtidos
pela PLS, e vpsar4 representa os valores obtidos pelo MMA. Quanto ao niumero de
iteragoes ou ao tempo gasto, se tivermos vprs/vpa < 1, concluimos que a PLS
teve um melhor desempenho que o MMA. Ja com relacao aos valores da funcgao
objetivo, devemos ter um maior cuidado para fazer essa andlise, pois devemos
levar em conta o sinal desses valores. Neste trabalho, em particular, os valores
da funcao objetivo na solugao 6tima aproximada sao sempre positivos no caso da
viga, e sao sempre negativos no caso dos mecanismos flexiveis. Dessa forma, no
caso da viga, se tivermos vprs/vama < 1, concluimos que a PLS encontrou um
valor menor para a funcao objetivo na solucao 6tima aproximada; no caso dos

mecanismos flexiveis, essa mesma conclusio é obtida quando vprs/vaaa > 1.

6.2.1 Resultados para a viga

Nesta se¢ao, mostramos os resultados obtidos para a topologia 6tima da viga
do Exemplo 1, discretizando o dominio da Figura 6.1 em 1800 elementos finitos
quadrados.

Quando aplicamos a PLS, os valores iniciais para o raio da regiao de confianca
foram: 0,15 quando aplicamos o filtro do gradiente, 0,05 quando usamos o filtro
morfolégico de dilatacao, e 0,1 nos demais casos. No MMA, esse valor inicial foi
de 0, 15 para todos os casos. Para os filtros morfologicos de dilatagao e de erosao,
o raio de abrangéncia r,;, de aplicacao do filtro foi de 1 ¢m. Para os outros filtros,
tomamos 7,,;, = 1,5cm. O valor inicial para a densidade de cada elemento é 0, 4.

Quando aplicamos o filtro do gradiente, tomamos ( = 1 na fungao objetivo (3.38).
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Na Tabela 6.1, encontram-se os resultados referentes aos testes realizados. As
topologias ¢timas encontradas sao mostradas nas Figuras 6.4 a 6.15.

Figura 6.4: Viga obtida com a PLS, Figura 6.5: Viga obtida com o MMA,

sem aplicacao de filtro. sem aplicacao de filtro.

Figura 6.6: Viga obtida com a PLS, Figura 6.7: Viga obtida com o MMA,

usando o filtro do gradiente. usando o filtro do gradiente.

Figura 6.8: Viga obtida com a PLS, Figura 6.9: Viga obtida com o MMA,
usando o filtro das densidades usando o filtro das densidades

ponderadas. ponderadas.
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Figura 6.10: Viga obtida com a PLS,

usando o filtro morfolégico de dilatagao.

Figura 6.12: Viga obtida com a PLS,

usando o filtro morfolégico de erosao.

Figura 6.14: Viga do obtida com a PLS,

usando o filtro do seno hiperbdlico.

Figura 6.11: Viga obtida com o MMA,

usando o filtro morfolégico de dilatagao.

Figura 6.13: Viga obtida com o MMA,

usando o filtro morfolégico de erosao.

Figura 6.15: Viga do obtida com o MMA,

usando o filtro do seno hiperbdlico.
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Sem filtro PLS | MMA | vpLs/VMMA
f. obj. 0,0097 | 0,0105 0,9238
iter. 403 1334 0,3021
tempo (x103 seg.) | 0,4868 | 4.3529 0,1118
Gradiente PLS | MMA | vprs/VMMa
f. obj. 0,0326 | 0,0341 0,9560
iter. 101 1349 0,0749

tempo (x10° seg.) | 0,1626 | 4,8194 0,0337
Dens. Pond. PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. 0,0109 | 0,0109 1,0000

iter. 221 704 0,3139

tempo (x10? seg.) | 0,3192 | 1,2923 0,2470
Dilatacao PLS | MMA | vpLs/VMMA

f. obj. 0,0121 | 0,0134 0,9030

iter. 1178 | 1500 0,7853

tempo (x10? seg.) | 2,7659 | 7,8974 0,3502
Erosao PLS | MMA | vpLs/VMMA

f. obj. 0,0118 | 0,0119 0,9916

iter. 880 1473 0,5974

tempo (x10% seg.) | 1,8320 | 3,0657 0,5976
Seno hiperbdlico | PLS | MMA | vprs/vMmMma

f. obj. 0,0119 | 0,0115 1,0174

iter. 570 1381 0,4127

tempo (x10° seg.) | 0,8638 | 2,0826 0,4148

Tabela 6.1: Resultados obtidos para a viga do Exemplo 1.

Observando a Tabela 6.1, constatamos que, salvo quando o filtro do seno
hiperbdlico é usado, os valores da funcao objetivo da viga encontrados pela PLS
foram menores do que aqueles obtidos pelo MMA. Além disso, a PLS consumiu
menos tempo em todos os casos. Quando aplicamos o filtro do gradiente, por

exemplo, a PLS gastou apenas 3,37% do tempo gasto pelo MMA para encontrar
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a solugao o6tima aproximada. As topologias 6timas encontradas pela PLS e pelo
MMA foram quase idénticas para todos os filtros. E interessante notar que a
topologia 6tima da viga obtida quando aplicamos o filtro das densidades ponde-
radas é um pouco diferente das outras, apresentando algumas barras a mais. O
surgimento de tais barras fez com que a viga em questao ficasse mais rigida, o
que pode ser observado pelo respectivo valor da funcao objetivo, que foi menor

em relacao aos valores obtidos pelos outros filtros.

6.2.2 Resultados para a pinca usando a formulacao de
Nishiwaki et al.

Nesta secao, mostramos os resultados obtidos para a topologia 6tima da pinga
do Exemplo 2. O dominio da Figura 6.2 foi discretizado em 1650 elementos finitos
quadrados de 1mm?.

Para a PLS, os valores iniciais do raio da regiao de confianca foram: 0,15
quando aplicamos o filtro das densidades ponderadas, o filtro morfolégico de
dilatacao e o filtro do seno hiperbdlico, 0,1 quando nenhum filtro é usado ou
quando aplicamos o filtro morfolégico de erosao, e 0, 05 para o filtro do gradiente.
No caso do MMA, tomamos 0, 1 como raio inicial da regiao de confianca quando o
filtro nao é aplicado ou quando usamos o filtro do seno hiperbdlico, 0,05 quando
usamos o filtro do gradiente, e escolhemos 0, 15 quando aplicamos os filtros de
dilatacao, de erosao e das densidades ponderadas. Quando aplicamos o filtro do
gradiente, usamos ¢ = 100 na funcdo objetivo (3.38).

Com relagao ao raio de abrangéncia de aplica¢ao dos filtros, tomamos ry;, =
1, 5mm para os filtros do gradiente, das densidades ponderadas e do seno hiperbé-
lico, e rmin = 1 mm para os filtros de dilatagao e de erosao. O valor inicial para
as densidades de cada elemento é 0, 2.

A Tabela 6.2 contém os resultados obtidos. As topologias étimas sao mostradas
nas Figuras 6.16 a 6.27.
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Figura 6.16: Pinca obtida com a PLS, Figura 6.17: Pinga obtida com o MMA,

sem aplicacao de filtro. sem aplicacao de filtro.

Figura 6.18: Pinca obtida com a PLS, Figura 6.19: Pinga obtida com o MMA,
usando o filtro do gradiente. usando o filtro do gradiente.
i
Figura 6.20: Pinca obtida com a PLS, Figura 6.21: Pinca obtida com o MMA,
usando o filtro das densidades usando o filtro das densidades

ponderadas. ponderadas.
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Figura 6.22: Pinca obtida com a PLS,

usando o filtro morfoldgico de dilatacao.

Figura 6.24: Pinga obtida com a PLS,
usando o filtro morfolégico de erosao.

Figura 6.26: Pinca obtida com a PLS,
usando o filtro do seno hiperbélico.

i
Figura 6.23: Pinga obtida com o MMA,

usando o filtro morfoldgico de dilatacao.

Figura 6.25: Pinga obtida com o MMA,

usando o filtro morfologico de erosao.

Figura 6.27: Pinca obtida com o MMA,
usando o filtro do seno hiperbdlico.



6.2 Comparacao dos métodos e filtros utilizados 98

Sem filtro PLS MMA VpLS/VMMA

f. obj. 59746 x 10° | —1,6951 x 106 | 3,5246

iter. 197 297 0,6633

tempo (x 103 seg.) 0,4304 1,2861 0,3347
Gradiente PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —9,4025 x 10° | —4,3761 x 10° 2,1486

iter. 45 1018 0,0442

tempo (x10% seg.) 0,1826 6,7848 0,0269
Dens. Pond. PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. 557,4422 | —1,3072 x 10° | 0,4264

iter. 265 1305 0,2031

tempo (x10% seg.) 0,6575 7,9064 0,0832
Dilatacao PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. 11,2883 x 10% | —2,9197 x 103 | 0,4412

iter. 900 1500 0,6000

tempo (x10° seg.) 2,8345 12,4050 0,2285
Erosao PLS MMA VpLS/VMMA

f. obj. —356, 6776 —441, 2806 0,8083

iter. 1146 1500 0,7640

tempo (x 103 seg.) 3,5177 7,9046 0,4451
Seno hiperbdlico PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —3.9354 —4,9243 0,7992

iter. 356 1089 0,3269

tempo (x10% seg.) 0,8419 5,1908 0,1622

Tabela 6.2: Resultados obtidos para a pinga usando a formulacio de Nishiwaki et al. [33].

Observamos na Tabela 6.2 que, para a maioria dos filtros aplicados, o MMA
conseguiu obter valores bem menores para a funcao objetivo em relacao a PLS.
Em compensagao, o MMA gastou um tempo muito maior para encontrar os resul-
tados. Quando aplicamos o filtro do gradiente, a PLS encontrou um menor valor
para a funcao objetivo, usando apenas 2,69% do tempo gasto pelo MMA. A dis-
crepancia entre os valores encontrados para a funcao objetivo foi menor quando

usamos os filtros de erosao e do seno hiperbdlico.
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Notamos que os formatos 6timos da pinga encontrados pelos métodos quando
usamos o filtro do seno hiperbdlico sao bastante semelhantes. Entretanto, as
topologias 6timas obtidas quando aplicamos os filtros do gradiente e de dilatagao
foram bastante diferentes. Para os filtros das densidades ponderadas e de erosao,
a diferenca entre as topologias foi menos pronunciada.

Podemos observar que os filtros produziram pincas que apresentam regioes
sélidas conectadas por um unico né. De acordo com Silva [41], durante a trans-
missao do movimento, este né age como uma rétula (ou hinge) que conecta essas
duas regioes, o que caracteriza um mecanismo de corpo rigido. Este é um efeito
indesejado, pois compromete a modelagem e a fabricacao do mecanismo flexivel.

A topologia 6tima de uma pinga composta por 6600 elementos finitos quadra-
dos ¢ exibida na Figura 6.29. Para obté-la, usamos a formulagao de Nishiwaki et
al. [33], aplicando a PLS com o filtro do gradiente. Escolhemos 0,06 como sendo
o tamanho inicial do raio da regiao de confianga e r,,;,, = 1,5mm como sendo o
raio de abrangeéncia para a aplicagao do filtro do gradiente. Na func¢ao objetivo
(3.38), usamos ¢ = 100. O formato étimo dessa pinga foi obtido apés 87 iteragoes

e 2.570, 6 segundos, e o valor 6timo da funcao objetivo é —1.7517 x 107.

Figura 6.28: Topologia 6tima da pinga Figura 6.29: Topologia 6tima da pinga
usando uma malha com 1650 elementos usando uma malha com 6600 elementos
finitos. finitos.

Como podemos observar, duas das barras da pinca da Figura 6.29 apresentam
uma pequena bifurcacao, e uma das barras horizontais da pin¢a da Figura 6.28
tornou-se levemente inclinada na pinca da Figura 6.29. A PLS gastou um tempo
aproximadamente 14 vezes maior para encontrar a pin¢a da Figura 6.29 em relacao

aquela da Figura 6.28.
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6.2.3 Topologias 6timas da pinca usando a formulacao de
Lima

Nesta secao, apresentamos algumas topologias 6timas para a pinca obtidas a
partir da formulagao de Lima [26] (veja o problema (3.34)), combinada com o filtro
para o gradiente da fungao objetivo e usando a PLS. Para avaliar o papel do fator
w na ponderacao da energia mutua e da flexibilidade média de um mecanismo
flexivel, utilizamos os fatores de peso w = 0,3, 0,5 e 0,7. Dessa forma, pode-se
obter um mecanismo mais flexivel (ou seja, o termo associado a energia mutua
terd maior relevancia na minimizagao da fungao objetivo) ou mais rigido (isto é,
a relevancia do termo relacionado a flexiblidade média é maior na minimizacao
da funcao objetivo).

Como a funcdo objetivo da formula¢do de Lima [26] envolve os logaritmos
da energia mutua e da flexibilidade média, devemos garantir que esses valores
sejam sempre estritamente positivos. A flexibilidade média é sempre estritamente
positiva quando os deslocamentos nodais sao nao nulos, uma vez que a matriz
de rigidez global é positiva-definida. Por outro lado, nada podemos garantir com
relagdo a energia mutua. Por esse motivo, sempre que um ponto inicial tinha
energia mutua nula ou negativa, usamos inicialmente a formulacao de Nishiwaki
et al. [33] até que a energia mitua ficasse estritamente positiva e, dai por diante,
utilizamos a formulagdo de Lima [26].

Tomamos 0,2 como o tamanho inicial do raio da regiao de confianca quando
w = 0,3. Para w = 0,5 e w = 0.7, escolhemos 0,15 para o valor inicial desse
raio. Usamos r,,;, = 1,5mm como sendo o raio de abrangéncia para a aplicagao
do filtro do gradiente. Na func@o objetivo (3.38), tomamos ¢ = 1. A Figura 6.30
mostra a topologia 6tima da pinga usando a formulagao de Nishiwaki et al. [33]
através da PLS com o filtro do gradiente, e as Figuras 6.31 a 6.33 mostram as

topologias 6timas da pinca em funcao de w.
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Figura 6.30: Topologia étima da pinga Figura 6.31: Topologia étima da pinga
obtida com a formulagao de Nishiwaki et obtida com a formulacdo de Lima usando
al.. w=0,3.
| |
Figura 6.32: Topologia 6tima da pinga Figura 6.33: Topologia 6tima da pinga
obtida com a formulagao de Lima usando obtida com a formulagao de Lima usando
w = 0,5. w=0,7.

Podemos notar nas Figuras 6.31 e 6.33 que o formato étimo da pinga é bastante
sensivel a alteracao do fator de peso w. Segundo Lima [26], quando w — 0, o
problema de otimizacao do mecanismo flexivel torna-se semelhante ao problema
de maximizar a rigidez de uma estrutura e, quando w — 1, a configuracao da
topologia étima fica quase indefinida devida a sua alta flexibilidade. Quando
w = 0,5, pode-se mostrar que as formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e de
Lima [26] sao equivalentes. De fato, basta aplicar o logaritmo neperiano no valor
absoluto da funcao objetivo original da formulagao de Nishiwaki et al. e, em
seguida, multiplicar o resultado por —0, 5.

A Tabela 6.3 mostra os resultados obtidos para cada valor de w (usando a
funcao objetivo f(p), definida em (3.38)) e o valor da funcao objetivo original
da formulagao de Nishiwaki et al. [33], convertido para a formulagdo de Lima.

Analisando a tabela, podemos perceber que, para os trés valores de w usados, o
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fator de peso w f(p) iter. | tempo (x10° seg.)
0,3 —12,5211 | 587 1,1391
0,5 —4,4123 | 1020 1,0487
0,7 —2,0522 | 594 1,1895
Nishiwaki —4,5731 | 45 0,1826

Tabela 6.3: Resultados obtidos para a pinga usando a formulagoes de Lima [26].

tempo gasto para encontrar a solugao 6tima aproximada para a pinga usando
a formulacao de Lima foi bem maior do que aquele gasto usando a formulacgao
de Nishiwaki et al.. Quando w = 0,5, o valor da fungao objetivo original de
Lima (vide (3.34)), é maior que o valor obtido aplicando-se a PLS ao problema
da formulagado de Nishiwaki (vide (3.33)) e convertendo-se o resultado para a
formulagao de Lima. Apesar de as formulagoes de Nishiwaki e de Lima serem

equivalentes quando w = 0,5, a primeira forneceu f(p) = —4,5731, enquanto
a segunda alcangou apenas f(p) = —3,4399. Uma possivel justificativa para
essa diferenca entre os valores correspondentes da funcao objetivo é o fato de os

problemas em questao possuirem varios minimizadores locais.
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6.2.4 Comparagao entre as formulagoes de Nishiwaki et

al. e de Sigmund para a topologia 6tima da pinca

Nesta secao, mostraremos as topologias étimas da pinga obtidas usando a
formulacdo de Sigmund [37] (veja o problema (3.34)) através da PLS. Faremos
uma andalise comparativa entre essa formulagao e aquela de Nishiwaki et al. [33],
no que diz respeito ao numero de iteracoes efetuadas pela PLS para encontrar as
solugoes 6timas aproximadas, ao tempo gasto, e as topologias étimas obtidas. E
importante observar que, neste caso, nao podemos fazer uma comparacao direta
entre os valores 6timos das fungoes objetivo obtidos por essas duas formulacoes,
pois elas sao distintas.

Escolhemos a PLS para fazer as andlises desta segao devido ao fato de, até
agora, o tempo gasto para resolver os problemas ter sido menor em relagao ao
MMA. Outra razao para essa escolha é a boa qualidade das topologias 6timas
obtidas usando as outras formulacoes estudadas neste trabalho.

Os valores iniciais para o raio da regiao de confianca para a formulagao de
Sigmund [37] foram: 0,1 quando aplicamos o filtro do gradiente ou o filtro de
erosao, e 0,05 para os demais filtros. Para a formulac¢ao de Nishiwaki et al. [33],
os valores em questao foram os mesmos apresentados na Secao 6.2.2. Para a
formulagao de Sigmund [37], o limitante superior para o deslocamento no ponto
A da Figura 6.2 é A7, = 1,0 x 107® mm, e a rigidez da mola que deve ser
localizada no ponto B é k, = 1,0 x 10" N/mm. Os valores de 7y, foram os
mesmos adotados para a formulagao de Nishiwaki et al. [33] (vide Segao 6.2.2).
Na fungao objetivo (3.38), usamos ¢ = 100 para a formulacao de Nishiwaki, e
¢ = 1 para a formulacao de Sigmund.

Os resultados da analise comparativa encontram-se na Tabela 6.4. Nesta
tabela, a coluna vy /vg apresenta a razao entre os valores obtidos pela formulacao
de Nishiwaki et al. e de Sigmund. Assim, por exemplo, um valor de vy /vg maior
que 1 para o tempo indica que a formulacao de Sigmund exigiu menos tempo
para a obtencao da solucao. As topologias 6timas obtidas por cada formulagao

sao mostradas nas Figuras 6.34 a 6.43.
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Figura 6.34: Pinca obtida com a
formulacao de Nishiwaki et al., usando o
filtro do gradiente.

Figura 6.36: Pinca obtida com a
formulacao de Nishiwaki et al., usando o

filtro das densidades ponderadas.

/

Figura 6.38: Pinca obtida com a

formulacao de Nishiwaki et al., usando o

filtro morfoldgico de dilatagao.

/

Figura 6.40: Pinca obtida com a

formulacao de Nishiwaki et al., usando o

filtro morfologico de erosao.

£

Figura 6.35: Pinca obtida com a
formulacao de Sigmund, usando o
filtro do gradiente.

Figura 6.37: Pinca obtida com a
formulacao de Sigmund, usando o filtro

das densidades ponderadas.

Figura 6.39: Pinca obtida com a
formulacao de Sigmund, usando o filtro

morfolégico de dilatagao.

£

Figura 6.41: Pinga obtida com a
formulacao de Sigmund, usando o filtro

morfolégico de erosao.



6.2 Comparacao dos métodos e filtros utilizados 105

Figura 6.42: Pinca obtida com a Figura 6.43: Pinca obtida com a

formulacao de Nishiwaki et al., usando o formulacao de Sigmund, usando o filtro do

filtro do seno hiperbdlico. seno hiperbdlico.

Gradiente Nishiwaki Sigmund | vn/vs
f. obj. —9,4025 x 10° | —19, 7906 -
iter. 45 37 1,2162
tempo (x10? seg.) 0,1826 0,0844 | 2,1635
Dens. Pond. Nishiwaki Sigmund | vn/vs
f. obj. —557,4422 —26,6553 -
iter. 265 279 0,9498
tempo (x10? seg.) 0,6575 0,5237 1,2555
Dilatacao Nishiwaki Sigmund | vn/vs
f. obj. —1,2883 x 10% | —26, 4323 -
iter. 900 312 2,8846
tempo (x10? seg.) 2,8345 0,8892 | 3,1877
Erosao Nishiwaki Sigmund | vn/vs
f. obj. —356,6776 —24,7344 -
iter. 1146 597 1,9196
tempo (x10? seg.) 3,5177 1,5954 2,2049
Seno hiperbdlico | Nishiwaki Sigmund | vn/vs
f. obj. —3,9354 —2,8018 -
iter. 356 499 0,7134
tempo (x10? seg.) 0,8419 0,7705 1,0927

usando as formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e de Sigmund [37].

Tabela 6.4: Tabela comparativa entre o niimero de iteracoes e o tempo gasto para a pinca
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Observando a Tabela 6.4, constatamos que, na maioria dos casos, a formulagao
de Sigmund exigiu um nimero menor de iteracoes para encontrar as solucgoes
otimas aproximadas. Por outro lado, a topologia 6tima encontrada para a pinca
usando a formulagao de Sigmund [37] com o filtro do gradiente (Figura 6.35)
nao foi satisfatéria. Neste caso, percebemos que a quantidade de elementos com
densidades intermediarias é bastante grande. De um modo geral, a qualidade das
topologias 6timas das pingas obtidas através da formulacao de Nishiwaki et al. é
bastante superior em relagao aquelas encontradas pela formulagao de Sigmund.
Entretanto, a topologia 6tima obtida usando essa formulacao com o filtro do
seno hiperbdlico é bastante adequada. E importante ressaltar que, além de os
resultados apresentados pela formulagao de Sigmund nao terem sido satisfatorios
na maioria dos casos, os formatos 6timos para a pinca usando essa formulagao
foram obtidos apds muitos testes, nos quais variamos o valor inicial da regiao de

confianca para a PLS.

6.2.5 Resultados para o inversor de deslocamentos usando

a formulacao de Nishiwaki et al.

Nesta secao, mostraremos os resultados obtidos para a topologia 6tima do
inversor de deslocamentos do Exemplo 3. O dominio da Figura 6.3 foi discretizado
em 1800 elementos finitos quadrados.

Quando usamos a PLS, os valores iniciais do raio da regiao de confianca foram:
0,15 para o filtro das densidades ponderadas, e 0,1 para os demais filtros ou
quando nenhum filtro é aplicado. No caso do MMA, tomamos 0, 15 como o raio
inicial da regiao de confianca quando usamos o filtro do gradiente, 0,2 para o
filtro de dilatagao, 0,5 para o filtro do seno hiperbdlico, e 0,1 para os filtros
das densidades ponderadas e de erosao, ou quando nenhum filtro é aplicado.
Tomamos ¢ = 10 na fungao objetivo (3.38) quando aplicamos o filtro do gradiente.

Com relagao ao raio de abrangéncia de aplicacao dos filtros, tomamos ry, =
1,5mm para os filtros do gradiente e do seno hiperbdlico, ry;, = 3mm para o
filtro das densidades ponderadas, e r,;, = 1 mm para os filtros de dilatacao e de
erosao. O valor inicial para as densidades de cada elemento é 0, 2.

A Tabela 6.5 contém os resultados obtidos para cada teste do Exemplo 3. As

topologias étimas do inversor sao mostradas nas Figuras 6.44 a 6.55.
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D

Figura 6.44: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.45: Inversor obtido com o MMA,

sem aplicacgao de filtro. sem aplicacao de filtro.

D

| |
Figura 6.46: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.47: Inversor obtido com o MMA,

usando o filtro do gradiente. usando o filtro do gradiente.

~
e

Figura 6.48: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.49: Inversor obtido com o MMA,

usando o filtro das densidades usando o filtro das densidades

ponderadas. ponderadas.
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~J

| -
Figura 6.50: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.51: Inversor obtido com o MMA,
usando o filtro morfoldgico de dilatacao. usando o filtro morfoldgico de dilatacao.
i — o
Figura 6.52: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.53: Inversor obtido com o MMA,
usando o filtro morfolégico de erosao. usando o filtro morfologico de erosao.

Figura 6.54: Inversor obtido com a PLS, Figura 6.55: Inversor obtido com o MMA,

usando o filtro do seno hiperbdlico. usando o filtro do seno hiperbdlico.
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Sem filtro PLS MMA VpLS/VMMA

f. obj. 73,8824 x 105 | —3,9702 x 105 | 0,9779

iter. 319 324 0,9846

tempo (x 103 seg.) 0,7210 1,2553 0,5744
Gradiente PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —4,7678 x 10° | —7.9519 x 10* 5, 9558

iter. 50 282 0,1773

tempo (x10% seg.) 0,2019 1,5643 0,1291
Dens. Pond. PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —81,2736 —76,9158 1,0567

iter. 499 1048 0,4761

tempo (x10% seg.) 1,8640 5,8406 0,3191
Dilatacao PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —2,4511 x 10° | —2,0820 x 10° 1,1773

iter. 781 1500 0,5207

tempo (x10° seg.) 1,8640 11,6530 0,1599
Erosao PLS MMA VpLS/VMMA

f. obj. —2,4036 x 103 | —4, 3405 x 103 0,5538

iter. 639 1420 0,4500

tempo (x 103 seg.) 2,4293 7,7041 0,3153
Seno hiperbdlico PLS MMA VPLS/VMMA

f. obj. —4, 8775 —4, 8207 1,0118

iter. 505 407 1,2408

tempo (x10% seg.) 1,3855 1,4565 0,9513
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Tabela 6.5 Resultados obtidos para o inversor usando a formulacio de Nishiwaki et al. [33].

De acordo com a Tabela 6.5, podemos perceber que a PLS encontrou um

valor menor para a funcao objetivo na maioria dos casos. Além disso, para os

filtros do gradiente, de dilatacao e das densidades ponderadas, a PLS gastou um

nimero menor de iteracoes e menos tempo para encontrar as solugoes Otimas

aproximadas. Quando aplicamos o MMA com o filtro de dilatacao, o nimero

maximo permitido de iteragoes foi atingido, e o valor correspondente da funcao

objetivo ainda era maior do que aquele obtido pela PLS. No caso do filtro do seno

hiperbdlico, observamos que a PLS executou 98 iteracoes a mais que o MMA, mas
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que o tempo gasto pela PLS foi menor. Quando nenhum filtro foi aplicado, a PLS
e o MMA encontraram valores relativamente préximos para a funcao objetivo, e
o MMA executou apenas 5 iteracoes a mais que a PLS.

Observando as Figuras 6.44 a 6.55, constatamos que, em todos os casos testa-
dos, as topologias 6timas do inversor obtidas pela PLS e pelo MMA apresentam
algumas diferencas. Por exemplo, nas topologias encontradas pelo MMA, as bar-
ras localizadas no canto inferior esquerdo do inversor sao maiores.

A Figura 6.57 mostra a topologia étima de um inversor cujo dominio foi dis-
cretizado em 7200 elementos finitos quadrados usando a formulacao de Nishiwaki
et al. [33] através a PLS com o filtro do gradiente. Escolhemos 0,09 como o
raio inicial da regiao de confianga e r;,, = 1,5 mm para o raio de abrangéncia de
aplicacao do filtro. Usamos ¢ = 10 na fungao objetivo (3.38). O valor encontrado
para a funcao objetivo é —7.8239 x 10°. A solucao 6tima aproximada foi obtida

apos 65 iteragoes e 2006, 5 segundos.

Figura 6.56: Inversor obtido usando uma Figura 6.57: Inversor obtido usando uma

malha de 1800 elementos finitos. malha de 7200 elementos finitos.

Podemos observar que o inversor da Figura 6.57 contém uma pequena barra a
mais. A PLS gastou um tempo aproximadamente 10 vezes maior para encontrar

o inversor da Figura 6.57 em relacao ao da Figura 6.56.
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6.2.6 Topologias 6timas do inversor usando a formulagao

de Lima

Nesta se¢ao, mostraremos algumas topologias étimas do inversor obtidas atra-
vés da formulagao de Lima [26], usando a PLS com o filtro do gradiente. Assim
como na Secao 6.2.3, escolhemos os fatores de peso w = 0,3, 0,5 e 0,7 para a
funcao objetivo.

No caso do inversor, para garantir que a energia mutua seja sempre estri-
tamente positiva, aplicamos algumas iteracoes da formulacao de Nishiwaki et
al. [33] antes de usar a formulagao de Lima [26]. Neste caso, 20 iteracoes da
formulagao de Nishiwaki et al. [33] foram suficientes para obter um valor estrita-
mente positivo para a energia mitua do inversor.

Paraw = 0,3 e w = 0.5, tomamos 0, 1 como o valor inicial para o raio da regiao
de confianca. Quando w = 0,7, usamos 0, 2 para o valor em questao. Tomamos
min = 1,>mm para a aplicagao do filtro do gradiente. Para cada um dos trés
valores de w, usamos ¢ = 1 na fungao objetivo (3.38). A Figura 6.58 mostra a
topologia étima do inversor usando a formulagao de Nishiwaki et al. [33] através
da PLS com o filtro do gradiente, e as Figuras 6.59 a 6.61 mostram as topologias
otimas do inversor em funcao de w. Os resultados relativos a esses testes estao
na Tabela 6.6. E importante lembrar que, neste caso, usamos a fungao objetivo
(3.38).

Observamos que os inversores das Figuras 6.59, 6.60 e 6.61 sao bastante seme-
lhantes, apesar da variacao do valor de w. Percebemos também que os inversores
em questao contém poucos elementos com densidades intermediarias.

De acordo com a Tabela 6.6, observamos que a formulacao de Lima gastou
mais tempo para encontrar as solugoes Otimas aproximadas em relacao a for-
mulacao de Nishiwaki et al.. Conforme ja dissemos na Secao 6.2.3, as formulagoes
de Nishiwaki et al. e de Lima sao equivalentes quando w = 0,5. Mas, para este
valor de w, constatamos que o valor da funcao objetivo original da formulagao
de Lima (vide (3.34)), —7,5833, é menor que o valor da funcdo objetivo origi-
nal da formulagao de Nishiwaki et al. (vide (3.33)), —4,0640, que foi obtido
pela conversao para a funcao objetivo da formulacao de Lima. Conforme dito na
Secao 6.2.3, uma possivel razao para a diferencga entre esses valores é o fato de os

problemas em questao possuirem varios minimizadores locais.
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fator de peso w f(p) iter. | tempo (x10%seg.)
0,3 —17,5867 | 372 0,7458
0,5 —12,5659 | 1049 2,6095
0,7 —0,5724 | 1289 2,7017
Nishiwaki —4,0640 50 0,2019

Tabela 6.6: Resultados obtidos para o inversor usando as formulagdes de Lima [26] e de
Nishiwaki et al. [33]

Figura 6.58: Inversor obtido com a Figura 6.59: Inversor obtido com a

formulacao de Nishiwaki et al.. formulacao de Lima usando w = 0, 3.

Figura 6.60: Inversor obtido com a Figura 6.61: Inversor obtido com a

formulacao de Lima usando w = 0, 5. formulacao de Lima usando w = 0, 7.
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6.2.7 Comparagao entre as formulagoes de Nishiwaki et

al. e de Sigmund para a topologia 6tima do inversor

Nesta secao, mostraremos as topologias 6timas do inversor obtidas usando a
formulacao de Sigmund [37] (veja o problema (3.35)) através da PLS com o filtro
do gradiente, e faremos uma analise comparativa das topologias encontradas com
aquelas obtidas usando a formulacio de Nishiwaki et al. [33] com a PLS. E
importante lembrar que, neste caso, nao podemos fazer uma comparacao entre os
valores 6timos das respectivas fungoes objetivo, pois as formulagoes em questao
sao distintas.

Quando aplicamos o filtro do seno hiperbélico, tomamos 0, 05 como o tamanho
inicial para o raio da regiao de confianca. Para os outros casos, escolhemos esse
valor como sendo 0, 1. O valor maximo para o deslocamento no ponto A (veja a
Figura 6.3) 6 de AY, = 1,0 x 107® mm, e a rigidez da mola que deve ser localizada
no ponto B é de k, = 1,0 x 10" N/mm. Os valores de ry;, foram os mesmos
usados na Secao 6.2.5. No caso do filtro do gradiente, usamos ¢ = 10 na funcao
objetivo (3.38).

Os resultados relativos a estes testes estao na Tabela 6.7, e a razao vy /vg foi
definida da mesma maneira como aquela que aparece na Tabela 6.4. As topologias
6timas do inversor obtidas por cada formulacao sao mostradas nas Figuras 6.62
a 6.71.
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M

Figura 6.62: Inversor obtido com a
formulacao de Nishiwaki et al.,

usando o filtro do gradiente.

T

Figura 6.64: Inversor obtido com a
formulagao de Nishiwaki et al.,
usando o filtro das densidades

ponderadas.

/

Figura 6.66: Inversor obtido com a

formulacao de Nishiwaki et al.,

usando o filtro morfolégico de dilatacao.

N

Figura 6.68: Inversor obtido com a
formulacao de Nishiwaki et al.,

usando o filtro morfolégico de erosao.

utilizados 114

N

Figura 6.63: Inversor obtido com a

formulacao de Sigmund,

usando o filtro do gradiente.

.

Figura 6.65: Inversor obtido com a

formulacao de Sigmund,
usando o filtro das densidades

ponderadas.

-

Figura 6.67: Inversor obtido com a

formulacao de Sigmund,

usando o filtro morfolégico de dilatagao.

-

Y

Figura 6.69: Inversor obtido com a

formulagao de Sigmund,

usando o filtro morfologico de erosao.



6.2 Comparacao dos métodos e filtros utilizados 115

Figura 6.71: Inversor obtido com a

Figura 6.70: Inversor obtido com a
formulacao de Nishiwaki et al., formulacao de Sigmund,

usando o filtro do seno hiperbdlico. usando o filtro do seno hiperbélico.

Gradiente Nishiwaki | Sigmund | vN/Vs
f. obj. —4,7678 x 10° | —75, 3186 -
iter. 50 130 0,3846
tempo (x10? seg.) 0,2019 0,3324 | 0,6074
Dens. Pond. Nishiwaki Sigmund | vn/vs
£. obj. 81,2736 | —22,8354 | -
iter, 499 395 1,2633
tempo (x10? seg,) 1,8684 1,2530 | 1,4911
Dilatagao Nishiwaki | Sigmund | vn/vs
f. obj. —9.4511 x 10° | —31,7372 | -
iter. 781 421 1,8551
tempo (x10? seg.) 3,0167 1,2995 | 2,3214
Erosao Nishiwaki | Sigmund | vN/Vs
f. obj. —2,4036 x 103 | —24,1000 -
iter. 639 553 1,1555
tempo (x10? seg.) 2,4293 1,6624 1,4613
Seno hiperbdlico | Nishiwaki Sigmund | vn/vs
£. obj. —4.8775 —9.4028 | -
iter. 505 413 1,2228
tempo (x10% seg.) 1,3855 07821 | 1,715

inversor usando as formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e Sigmund [37].

Tabela 6.7: Tabela comparativa entre o niimero de iteracdes e o tempo gasto para obter o
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Observando a Tabela 6.7, constatamos que, salvo quando o filtro do gradiente é
aplicado, o tempo gasto pela PLS para encontrar as solugoes 6timas aproximadas
foi menor quando usamos a formulagao de Sigmund [37]. Por outro lado, na
maioria dos casos, a qualidade das topologias obtidas usando a formulagao de
Sigmund é bastante inferior. Percebemos que, nas topologias 6timas obtidas
pela formulacao de Sigmund, existem trechos do inversor onde nao s6 ha uma
quantidade insuficiente de elementos preenchidos, como muitos elementos contém
densidades com valores pequenos. Isso acontece, por exemplo, nas proximidades
do local de aplicagao da forca f, (no canto inferior esquerdo do inversor). Cons-
tatamos que a topologia mais adequada para o inversor usando a formulacao de

Sigmund foi obtida quando aplicamos o filtro do seno hiperbdlico.

6.3 Discussao sobre os resultados obtidos

Neste capitulo, usamos a Programacgao Linear Sequencial e o Método das
Assintotas Moveis para resolver alguns exemplos classicos de problemas de otimiza-
¢ao topologica. Obtivemos as topologias 6timas de uma viga (que é uma estrutura
rigida), de uma pinga e de um inversor de deslocamentos (que sdo exemplos de
mecanismos flexiveis). Analisamos também a eficdcia de alguns tipos de filtros
espaciais, que sao empregados para eliminar o aparecimento do “tabuleiro de
xadrez”.

No caso da viga, observamos que, na maioria dos testes realizados, a PLS en-
controu um menor valor para a fungao objetivo, gastando menos tempo. Também
constatamos que as topologias 6timas obtidas pelos dois métodos de otimizacao
foram ideénticas. O filtro das densidades ponderadas produziu topologias étimas
que continham algumas barras a mais que aquelas obtidas pelos outros filtros.

Ja no caso da pinga, quando usamos a formulac¢ao de Nishiwaki et al. [33], o
MMA encontrou valores menores para a funcao objetivo para a maioria dos filtros
usados, embora o nimero de iteracoes tenha sido muito maior em relacao a PLS.
Exibimos também algumas topologias étimas usando a formulagao de Lima [26],
através da PLS com o filtro do gradiente, para trés valores do fator de peso w
da funcao objetivo correspondente. Obtivemos pingas com diferentes topologias
a medida que aumentamos o valor de w, e observamos que o tempo gasto para

obter tais topologias foi maior em relagao aquela obtida usando a formulacao de
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Nishiwaki et al..

Para o inversor, no caso da formulagao de Nishiwaki et al. [33], a PLS obteve
valores menores para a fungao objetivo na maioria dos testes realizados. Quando
aplicamos a formulagao de Lima [26], observamos que as topologias obtidas para
o inversor foram bastante semelhantes, mesmo com a variacao do fator de peso
w, e que o numero de iteracoes também foi maior em relacao ao resultado obtido
pela formulagao de Nishiwaki et al. [33].

Fizemos também uma comparacao entre as formulagoes de Nishiwaki et al.
[33] e de Sigmund [37] para os exemplos da pinga e do inversor, usando a PLS.
Constatamos que, embora os resultados da formulagao de Sigmund tenham sido
obtidos em um menor tempo, a qualidade das respectivas topologias 6timas (tanto
da pinga quanto do inversor) mostrou-se bastante inferior ao que foi obtido usando
a formulacao de Nishiwaki et al.. As topologias mais adequadas obtidas usando a
formulagao de Sigmund, tanto para a pinga quanto para o inversor, foram aquelas
nas quais o filtro do seno hiperbdlico foi adotado.

Em todos os exemplos testados, os filtros aplicados foram eficazes para a
eliminagao do “tabuleiro de xadrez”. Dentre todos aqueles estudados neste tra-
balho, o filtro do gradiente foi o que produziu as topologias étimas gastando
menos tempo, em quase todos os testes. Com relacao a qualidade das topologias,
constatamos que o filtro do seno hiperbdlico produziu os melhores resultados.
Observamos que os filtros morfolégicos de dilatagao e de erosao fazem com que
as estruturas contenham uma quantidade maior de elementos com densidades in-
termedidrias, particularmente em seu contorno. Na maioria dos casos, os filtros
produzem estruturas que apresentam regioes sélidas conectadas por um tinico no,
que representa uma rétula. O filtro das densidades ponderadas, apesar de ter
produzido estruturas aceitaveis e de ter a vantagem de manter a linearidade da
restricao de volume, apresentou resultados inferiores ao filtro do seno hiperbélico.

Diante das observacoes acima, nao podemos tirar uma conclusao definitiva
sobre qual dos dois métodos de otimizacao estudados devem ser adotados para
resolver um problema de otimizagao topoldgica, uma vez que, devido ao fato de os
problemas de otimizacao topoldgica em questao possuirem varios minimizadores
locais, cada método pode encontrar solugoes distintas quando usamos um mesmo
filtro e um mesmo ponto inicial. Entretanto, constatamos que a PLS encontrou

a solucao mais rapidamente em quase todos os testes realizados e com valores
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menores para a fungao objetivo na maioria dos casos. Sendo assim, os testes
realizados sugerem que a PLS foi levemente superior em relacao ao MMA. Mas,
também, concluimos que tanto a PLS quanto o MMA podem ser aplicados com

sucesso na resolugao de problemas de otimizacao topoldgica.



Conclusao

Neste trabalho, estudamos algumas formulagoes para o problema de otimizacao
topoldgica de mecanismos flexiveis, e implementamos dois dos métodos de otimiza-
¢ao mais usados na literatura para resolver o problema em questao: a Pro-
gramacao Linear Sequencial (PLS) e o Método das Assintotas Méveis (MMA).
Também comparamos alguns filtros usados para a eliminacao do “tabuleiro de
xadrez” | que é uma instabilidade numérica decorrente do tipo de elemento finito
usado na discretizagao do dominio.

Os resultados computacionais mostram que, em quase todos os testes rea-
lizados, os filtros foram bastante eficientes para a eliminacao do “tabuleiro de
xadrez”. Observamos que o filtro para o gradiente da fungao objetivo é de facil
implementagao e tem a vantagem de preservar a linearidade da restri¢ao de volu-
me maximo, mas nao preserva a compatibilidade entre a funcao objetivo e as
restrigoes com relagao as condicoes de otimalidade do problema em questao. Para
amenizar esse problema, propusemos a adicao de dois termos a funcgao objetivo e
de um fator de penalizagao que faz com que o valor da fungao objetivo original
tenha maior relevancia na minimizagao dessa fungao objetivo modificada. Dentre
todos os filtros estudados neste trabalho, o filtro do gradiente foi o que gastou
menos tempo para atingir as topologias étimas, independentemente da formulagao
utilizada. Com relacao a qualidade das topologias, o filtro do seno hiperbdlico foi
o que produziu os melhores resultados. Os filtros que sao aplicados diretamente
nas densidades originais, apesar de serem computacionalmente mais caros, tém
a vantagem manter validas as condicoes de otimalidade dos problemas, pois eles
sao aplicados tanto na funcao objetivo quanto nas restrigoes.

Com relagao aos métodos de otimizagao, constatamos que a PLS obteve um
valor menor para a funcao objetivo na maioria dos testes realizados, e encontrou

as solugoes em menor tempo em relagao ao MMA em quase todos os casos. Apesar
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dessas diferencas, as topologias obtidas por ambos os métodos foram aceitaveis.

Quanto as formulagoes estudadas, podemos dizer que as formulacoes de Nishi-
waki et al. [33] e de Lima [26] sdo bastante eficazes para o projeto de um meca-
nismo flexivel, pois os problemas de otimizacao topoldgica associados possuem
apenas a restricdo de volume (que, dependendo do filtro utilizado, pode ou nao
ser linear) e restrigdes sobre os valores das densidades (restrigoes de canalizagao,
ou de “caixa”). A formulagdo de Lima [26] tem a vantagem permitir a obtencao
de um mecanismo com uma maior ou menor flexibilidade, em funcao do fator de
peso w, mas devemos ter o cuidado de selecionar um ponto inicial de modo que a
energia mutua do mecanismo seja estritamente positiva, pois o seu logaritmo deve
ser calculado para encontrar o valor da fungao objetivo. A formulacao de Sig-
mund [37] apresenta a desvantagem de conter uma restri¢ao nao-linear adicional,
que ¢é associada ao valor maximo que o deslocamento no ponto de aplicagao da
forga pode assumir. Constatamos que, para obter topologias adequadas usan-
do a formulagao de Sigmund [37], devemos selecionar valores adequados para o
deslocamento maximo em questao e para a constante de rigidez da mola. J& as
formulagoes de Nishiwaki et al. [33] e de Lima [26] dispensam a inclusao da mola,
o que torna mais simples a resolu¢ao do problema.

Como desdobramentos deste trabalho, sugerimos:

e A implementacao dos métodos estudados aqui em outra linguagem de pro-
gramagao (como C++ ou Fortran, por exemplo), com o objetivo de reduzir

o tempo gasto para obter as solucoes.

e A obtencao da topologia 6tima de outros tipos de mecanismos flexiveis, para
obter melhores conclusoes sobre o desempenho dos métodos de otimizagao

estudados neste trabalho.

e A utilizagdo das condigoes KKT (Karush-Kuhn-Tucker) como principal

critério de parada dos algoritmos.

e O estudo de outras formulacoes, como aquelas propostas por Pedersen et
al. [35], Min e Kim [32] e Luo et al. [28].

e A implementacdo das estratégias propostas por Silva [41] para evitar o
surgimento de rotulas, caracterizadas pela conexao entre duas regioes do

mecanismo por um unico no.
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